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Bevezetés

Az elmúlt másfél évtizedben az attoszekundumos fényimpulzusokkal [1–6]
elvégzett úttörő kísérletek forradalmasították az ezen az időskálán lezajló
alapvető atomi, molekuláris és szilárdtestfizikai folyamatokkal kapcsolatos
tudásunkat [7]. Ezen attoszekundumos fényimpulzusok előállításának alap-
ja a nemesgázokban fellépő magasrendű felharmonikus keltés (HHG) [8, 9],
aminek kulcslépései az atom alagutazásos ionizációja majd az így kiszabadult
elektron visszatérése az iontörzshöz, amelyeket egy erős, lineárisan polari-
zált femtoszekundumos lézerimpulzus elektromos mezője vezérel [10, 11].
A legújabb fejlemények az attoszekundumos fizikában rámutatnak, hogy az
egy atom általi emisszió pontos leírása fontosabb mint valaha, különösen az
attoszekundumos méréstechnika által nyújtott kísérleti adatok helyes értelme-
zéséhez.

Habár létezik egy intuitív és nagyon sikeres közelítő analitikus megoldás
[12] illetve ennek továbbfejlesztései [13], az egyatom válasz legpontosabb
leírását a megfelelő időfüggő Schrödinger-egyenlet (TDSE) numerikus meg-
oldása adja meg. A probléma egyik sajátossága a lézerimpulzus elektromos
terének erőssége, amelynek maximuma tipikusan 0.05-0.1 atomi egység tar-
tományban van: ez lehetővé teszi az elektron alagutazását az erősen torzított
atomi potenciál által alkotott időfüggő potenciálgáton keresztül, azonban ez
a hatás gyenge az egész folyamat alatt. Másrészről viszont, a hullámfügg-
vény ezen kis része a potenciálgáton kívül nagy távolságokra jut el, ezért ez
adja a fő hozzájárulást a kibocsátott sugárzás forrásához, az időfüggő dipólus
momentumhoz. Így egy nagyon gyenge hatást szükséges nagyon pontosan
kiszámítani, és ezeket a követelményeket még fokozottabban kell figyelembe
venni, ha a modell túlmegy a szokásosan használt egy aktív elektron és dipól
közelítéseken.

Lineárisan polarizált impulzusok esetén a fő dinamika az elektromos tér
polarizációjának irányában történik, ez alapozza meg néhány egydimenziós
(1D) közelítés sikerességét. Ezek a modellek tipikusan különféle 1D atomi
modell potenciálok használatával próbálnak számot adni az atomi rendszer
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viselkedéséről. Azonban a választott atomi modell potenciál nagyban be-
folyásolja az 1D eredményeket, és azok közvetlen összehasonlítása az igazi
háromdimenziósakkal (3D) általában nem triviális. Ezért egy jobban meg-
alapozott kapcsolat szükséges a 3D probléma és annak 1D modellje között
annak érdekében, hogy az erős teres folyamatok 1D szimulációit fizikailag a
leghelyesebben végezhessük el.

Habár az erős teres ionizáció egy széleskörűen használt standard eljárás
a magasrendű felharmonikusok előállításához, az kevéssé ismert, hogy ez a
folyamat a kiszabadított elektron és az ion-törzs között kvantumos összefo-
nódottságot hoz létre. A kvantumos összefonódottság egy alapvető jellegze-
tessége a kvantumelméletnek, amely erős korrelációt képez a kvantumrend-
szer alkotói között és nincs klasszikus megfelelője. Dacára annak, hogy en-
nek fontosságát már a kvantum elmélet korai időszakában is felismerték [14],
a folytonos változójú kvantumrendszerek összefonódottságnak tulajdonságai
[15] jóval kevésbé felderítettek és felhasználtak, mint a diszkrét változójú
rendszerek esetében. Fény hatására – pl. fotoionizáció vagy fotodisszociá-
ció által – széteső atomi rendszer fragmentumai közötti összefonódottság is
ilyen, amelyet Fedorov és munkatársai [16, 17] vizsgálták Gauss állapotok
segítségével. Azonban ez a megközelítés nem megfelelő az elektron-iontörzs
összefonódottság vizsgálatára erős teres ionizáció során, ami erős motivációt
adott számunkra, hogy elvégezzük a probléma pontos numerikus vizsgálatát.

Célkitűzések

A már a Bevezetésben említett erős teres jelenségek tárgyalása során a fény
által okozott hatásokat a szokásos szemiklasszikus módon írjuk le, amelyben
felhasználjuk a dipól közelítést és ún. hossz-mértéket választunk [18]. Dipól-
közelítésben az elektromágneses mező térbeli változásait elhanyagoljuk az
atomi folyamatok környezetében, amely igaz abban a frekvencia tartomány-
ban amely lényeges ezen doktori disszertációban tárgyalt folyamatok szem-
pontjából. Célunk, hogy egy lineárisan polarizált, közeli infravörös vivőfrek-
venciával rendelkező, egy- vagy néhány ciklusú lézerimpulzus által indukált
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erős teres ionizációt vizsgáljunk. Egy ilyen lézerimpulzus rövid, de sokkal
összetettebb választ generál mint egy egyszerű síkhullám. A megfelelő Ha-
milton operátor alakja alapján a 3D időfüggő Schrödinger-egyenletet a z és
ρ hengerkoordinátákban célszerű felírni, ahol a z-tengely egybeesik a lézer-
impulzus polarizációjának irányával. Az időfejlődés megőrzi az m mágneses
kvantumszámot és a hullámfüggvény adott kezdeti forgásszimmetriáját.

Az első célkitűzésünk, hogy egy olyan új numerikus módszert alkossunk,
amely képes az elektron hullámfüggvényének időfejlesztésére a hengerkoor-
dinátákban felírt időfüggő Schrödinger-egyenlet nagy pontosságú megoldá-
sával, figyelembe véve az atomi Coulomb potenciál szingularitásának hatá-
sát. Célunk továbbá, hogy a vázolt algoritmus számítási igénye lineárisan
skálázódjon a térbeli rácspontok számával, és legyen párhuzamos szálakra
bontható, amikor csak lehetséges.

Korábbi munkánkban [A1] egy egyelektronos atomot modelleztünk két-
test rendszerként egy dimenzióban a Dirac-delta potenciált mint atomi modell
potenciált felhasználva. Erős korrelációt találtunk a lézerimpulzus időbeli
alakja és az ebben a rendszerben lévő kvantumos összefonódottság oszcillá-
ciói között, az összefonódottság lokális maximumai egybeestek a lézerimpul-
zus elektromos terének zéróhelyeivel. Logikus kérdés, hogy ilyen korrelá-
ciók jelen vannak-e egy igazi atom erős teres ionizációja esetében is? En-
nek megfelelően a második célkitűzésünk, hogy elvégezzük az egyelektronos
atomok kvantumos összefonódottsági tulajdonságainak részletes vizsgálatát
a Bevezetésben említett erős teres körülmények között. Ebben a leírásban az
egyelektronos atomot elektron (e) és iontörzs (c) alrendszerekből álló kéttest
problémaként modellezzük. Habár ezen probléma esetén a numerikus idő-
fejlesztés elvégezhető, az elektron – iontörzs összefonódottság mértékének a
számítási igénye olyan nagy, ami lehetetlenné teszi a kiszámítását értelmes
idő alatt. Ezért azt tűztük ki célunkként, hogy adjunk egy közelítő megoldást
erre a problémára, az irányok mentén szeparált közelítés által, és így bete-
kintést nyerjünk a ze− zc és xe− xc elektron és iontörzs koordináták közötti
párkorrelációk felépítésébe.

Harmadik célkitűzésünk, hogy találjunk egy olyan egydimenziós atomi

3



modell potenciált, ami képes kvantitatívan is jó egyezést nyújtani az igazi
3D erős teres folyamat z-tengelyre redukált megoldásával. Az egydimenziós
leírás csak a z Descartes koordinátát tartalmazza, ugyanazzal a lézer elekt-
romos tere által adott taggal az időfüggő Schrödinger-egyenletben mint 3D
esetén, viszont a megfelelően választott új, időfüggetlen V 1D

0,M(z) atomi mo-
dell potenciállal. Célunk volt levezetni egy analitikus potenciál formát tiszta
fizikai elvekre alapozva, majd összehasonlítani ezt a már jól ismert modell
potenciálokkal, pl.: az egydimenziós V 1D

Sc (z) = −1/
√

z2 +2 soft-core Cou-
lomb modell potenciállal. Célunk, hogy az így kapott 1D-s modell potenci-
álok eredményeit szigorúan és részletekbe menően teszteljük, különösen az
adott rendszer erős teres ionizációjának tulajdonságaira fókuszálva.

Módszerek

Az időfüggő Schrödinger-egyenlet numerikus megoldásához több módszer
kombinációját használtuk fel. A tér szerinti deriváltak diszkretizálására ma-
gasrendű véges differencia formulákat [19] használunk ∆z, ∆ρ egyenközű
rácsbeosztásokkal hengerkoordinátákban. Az időfejlesztő algoritmust kis ∆t

lépésekben hajtjuk végre, felhasználva az evolúciós operátor e−i∆tHk kis idő-
intervallumra érvényes alakját, itt H(2)

k a k-dik lépés másodrendű effektív Ha-

milton operátora. Felhasználjuk továbbá a e−i∆tH(2)
k exponenciális operátor

másodrendű Padé-közelítését, amely a szokásos Crank-Nicolson módszert
adja [20]. Ez utóbbi egy implicit módszer, amely azt jelenti, hogy minden
időléptetés egy lineáris egyenletrendszer megoldásával jár, és ezen egyenlet-
rendszer együtthatómátrixa tartalmazza a térben diszkretizált Hamilton mátri-
xot. Ennek a módszernek nagy előnye, hogy lehetővé teszi bármilyen perem-
feltétel beépítését az implicit egyenletekbe, amely magasrendű térbeli pon-
tosságot tesz lehetővé problémák széles köre esetében. A futtatások sebessé-
gének javítása érdekében felhasználjuk a split-operátor módszert [21]: azzal,
hogy felbontjuk az effektív Hamilton operátort mint H(2)

k = HA +HB, ez a
módszer olyan szorzattá alakítja a fenti exponenciális operátort, amelynek
tényezőit könnyű hattatni. A legismertebb ilyen formula a másodrendű szim-
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metrikus felbontás U2(t +∆t, t)≈ e−i ∆t
2 HB e−i∆tHAe−i ∆t

2 HB . A fő előnye, hogy
ezzel a módszerrel elérhetjük azt, hogy a műveleti igény a térbeli rácspontok
számával lineárisan skálázódjon (ha irányonként szétválasztjuk a Hamilton
operátorban lévő kinetikus energia tagokat). A módszer hátránya az, hogy
nem felbontható ilyen úton a Hamilton operátor, ha az szinguláris vagy „na-
gyon éles” egy adott rácspontban. Az igazán releváns split-operátor módszer
Bandrauk és Shen [22] eredménye: az általuk adott formulák lehetővé te-
szik magasrendű ∆t konvergencia elérését azáltal, hogy a megadott módon
előre-hátra időléptetünk a megfelelően konstruált, másodrendben pontos kis
időlépéses evolúciós operátorral.

A numerikus módszer formuláinak levezetése azonban általában nem elég-
séges ahhoz, hogy meghatározzuk a módszer valódi pontosságát, ezért szigo-
rú tesztelés szükséges a legtöbb esetben. A tér szerinti deriváltak pontosságát
tesztelő egyik módszerünkben kiszámoljuk ismert problémák alapállapoti és
legalább egy gerjesztett állapoti sajátenergiáját numerikusan, és összehason-
lítjuk azokat ismert analitikus vagy más nagyon pontos numerikus megoldá-
sokkal. A ∆z (vagy ∆ρ) diszkretizációs paraméter változtatásával meg tudjuk
határozni a térbeli diszkretizációs módszer konvergenciájának rendjét. Ez a
megközelítés egyszerű olyan rendszerekre, amelyek rendelkeznek analitikus
megoldással, például a kvantum harmonikus oszcillátor és a Coulomb prob-
léma. Azonban analitikus megoldás nem ismert a legtöbb időfüggő probléma
esetében, ekkor az eredményeket egy már konvergáltnak tekinthető nume-
rikus megoldással vetjük össze, amely utóbbinak numerikus hibái nagyság-
rendekkel kisebbek mint a beállítás amelyet vizsgálunk. Ennek legegysze-
rűbb útja az, hogy összehasonlítjuk a két megoldás időfüggő várható értékeit,
amely a ∆t függő hibák hatékony meghatározási módját jelenti, de a térbeli
pontosságot is tesztelhetjük vele a ∆z (vagy ∆ρ) paraméter változtatásával.

Az elektron (e) és az iontörzs (c) alrendszerekből álló kölcsönható kéttest
kvantumrendszer problémáját hagyományosan a tömegközépponti vonatkoz-
tatási rendszerben oldjuk meg, ahol a hullámfüggvény szeparálható tömegkö-
zépponti és relatív koordináták szerint. A tömegközépponti részt egy szabad
lokalizált Gauss hullámcsomagként írjuk le, és a relatív rész foglalja magá-
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ban a z, ρ koordinátás relatív részecskének erős teres szimulációit. Az erős
teres időfüggő Schrödinger-egyenlet alakja változatlan, de az elektron töme-
gét helyettesítjük a µ redukált tömeggel. Fizikai mennyiségek számolása so-
rán továbbá felhasználjuk az állapot kezdeti forgásszimmetriáját a z-tengely
körül, ami azt jelenti, hogy x és y irányokban a dinamika azonos lesz.

A szokásos módszer az iontörzs és elektron közötti kvantumos összefo-
nódottság mennyiségi jellemzésére az elektron vagy az iontörzs koordinátás
egyrészecske sűrűségmátrix kiszámítását foglalja magában, amelyet a töb-
bi szabadsági fokra vett parciális átlósösszeg (vagyis ezen koordináták sze-
rinti integrálás) után kapunk meg, feltéve, hogy a teljes kvantumrendszer
tiszta állapotban van. Ekkor ezen részrendszerek sűrűségmátrixainak ke-
vertsége egyértelmű jellemzője az összefonódottságnak, amelyet kvantiatíve
a Neumann entrópiával – általánosabban valamilyen kvantum entrópiával –
írunk le, ezt az egyik alrendszer sűrűségmátrixából számítjuk ki. Ha minden
egyes időpontban végre tudjuk ezt hajtani, megkapjuk a két részecske össze-
fonódottságának időfüggő dinamikáját, ez azonban sajnos csak egydimenzi-
ós modell esetén keresztülvihető számítás. Három dimenzióban ez a típusú
kétrészű megközelítés gyakorlatilag csak a z, ρ koordinátákra kiszámítha-
tó, amely érdekes információkat adhat az erős teres folyamatok irányonkénti
nem-szeparálhatóságáról. A kompozit rendszer azonban hat szabadsági fok-
kal rendelkezik három dimenzióban, amely egy sokkal bonyolultabb korrelá-
ciós struktúrát von maga után a ze− zc és xe− xc koordináták között. Ezen
korrelációk természetét a kvantum-információelmélet újabb eredményei se-
gítségével [23] vizsgáltuk meg. Ezen irány menti párkorrelációkat mennyisé-
gileg az úgynevezett S(e : c, t) kvantum kölcsönös entrópiával jellemezhetjük,
és ezek viselkedését a S(e|c, t) vagy S(c|e, t) kvantum feltételes entrópiákkal
tárhatjuk fel, utóbbi az egyik részrendszer megmaradt entrópiáját jellemzi,
amennyiben a másikon teljes mérést hajtottunk végre. Klasszikus határeset-
ben ez a két entrópia a klasszikus információelmélet összefüggéseit teljesíti,
azonban a kvantumos összefonódottság nemklasszikus számértékeket tesz le-
hetővé számukra.

Atomok alacsony dimenziós modellezéséhez a sűrűségfunkcionál elmé-
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let [24] elemeit használtuk fel. A modell potenciálunkat az egyetlen pályával
leírt hélium atom egzakt Kohn-Sham potenciáljának analógiája alapján ve-
zetjük le: ismerve a helyes redukált (egyrészecske) sűrűséget, invertálhatjuk
a Schrödinger-egyenletet, ami meghatározza ezt potenciált. Ez az előállítás
biztosítja, hogy az így kapott Hamilton operátor alapállapota a helyes redukált
sűrűséggel rendelkezzen. Ily módon fizikailag modellezni tudjuk a rendszer
alapállapotát amennyire helyesen csak lehet egyetlen hullámfüggvény vagy
pálya segítségével.

Tudományos eredmények

Az alábbiakban röviden ismertetem a disszertációban bemutatott új tudomá-
nyos eredményeimet öt tézispontban összefoglalva. A megállapításaimhoz
kapcsolódó, a füzet végén található listában összegyűjtött publikációkra a té-
zispontok címében hivatkozom.

T1. Hibrid split-operátor algoritmus a Coulomb szingulari-
tásokat tartalmazó háromdimenziós időfüggő Schrödinger-
egyenlet megoldásához [P1]

Abból a célból, hogy kezeljem a Coulomb szingularitásokat a háromdi-
menziós hengerkoordinátás Schrödinger-egyenletben, levezettem a Coulomb
potenciál peremfeltételére vonatkozó formulát forgásszimmetrikus esetben, a
ρ = 0 tengely mentén. Megadtam ennek a peremfeltételnek a diszkretizált
formáját féloldali véges differencia formulákat használva.

A Hamilton operátor negyedrendű véges differencia közelítése alapján
felírtam a hibrid splitting módszerét. Ez a split-operátor módszer a kis idő-
intervallumú evolúciós operátor részleges irány menti felbontásán alapul. Ez
azt jelenti, hogy a H(2)

k = HA +HB operátor mind térbeli irányok és térbe-
li tartományok szerinti felbontást is magában foglal: a HA operátor a ρ = 0
tengelyhez közel megegyezik H(2)

k -vel azért, hogy ezen perem környékén a
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módszer megőrizze a numerikus pontosságot, és mindeközben a külső tarto-
mányban (ρ & 1) a kinetikus energia z-komponense átkerül a HB operátorba.

Létrehoztam egy optimizált algoritmust ami megoldja az e−i∆tHA központi
exponenciális operátor Crank-Nicolson közelítése eredményeképpen előálló
speciális blokk pentadiagonális lineáris egyenletrendszert. Ez az algoritmus
a számítási igényt N2

ρ -el csökkenti, ahol Nρ a ρ tengely mentén lévő a rács-
pontok száma.

Szimulációkkal igazoltam, hogy a fenti diszkretizációs séma ∆z és ∆ρ

térlépésekben negyedrendben pontos a hidrogén atom és a kvantum harmoni-
kus oszcillátor sajátenergiáinak kiszámolásával. Felhasználva a kényszerített
kvantum harmonikus oszcillátor időfüggő analitikus megoldását igazoltam
továbbá, hogy a hibrid splitting módszer ∆t2 pontos, és sikeresen kombinál-
ható az evolúciós operátor negyedrendű közelítéseivel, hogy időlépésben ∆t4

pontosságot nyújtson.

T2. Az elektron – iontörzs kvantumos összefonódottságának
kvantitatív jellemzése erős teres ionizáció során [P2]

Megmutattam, hogy az iontörzs – elektron rendszer háromdimenziós erős
teres szimulációiban a megfelelő Neumann entrópia numerikus kiszámítá-
sa nem keresztülvihető a probléma rendkívül magas számítási igénye miatt.
Ezért megalkottam a következő eljárást a iontörzs és az elektron kvantumos
összefonódottságának jellemzésére erős teres folyamatokban.

Először redukáltam a 3D-s dinamikát a lézerimpulzus polarizációjára pár-
huzamos és merőleges térbeli irányokra úgy, hogy parciális átlósösszegét vet-
tem a megfelelő sűrűségmátrixoknak. Ezután elvégeztem minden irányban
az áttérést elektron és iontörzs koordinátákra és tovább redukáltam ezeket
a sűrűségmátrixokat a megfelelő részecskére vett parciális átlósösszeg vég-
rehajtásával. A kvantumentrópiák ismert összefüggéseit felhasználva meg-
mutattam, hogy a két részecske azonos irányú koordinátái közötti korreláció
dominánsan kvantumos összefonódottság. Ennek az irány menti kvantumos
összefonódottságnak a mértékét az átlagos irány menti kölcsönös entrópiával
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jellemeztem. Megmutattam, hogy az átlagos kölcsönös entrópia időfejlődése
a lézerimpulzus polarizációs irányában nagyon hasonló a korábbi egydimen-
ziós számolásaim során kapott egzakt kvantumos összefonódottsági entrópiák
időfejlődéséhez.

Ezeket a sűrűségmátrixokat felhasználva, a 3D-s iontörzs – elektron rend-
szer kvantumállapotát az irányokra redukált kétrészecske sűrűségmátrixok
szorzatával közelítettem, arra a szimulációs tapasztalatomra alapozva, hogy
az erős teres dinamika a fenti irányok mentén csak gyengén csatolt.

Ezek alapján definiáltam a 3D-s iontörzs – elektron rendszer közelítő
összefonódottsági entrópiáját mint az átlagos irány menti kölcsönös entrópiák
összegét, amely hatékonyan számolható a már meghatározott irány menti sű-
rűségmátrixok segítségével. Megmutattam szimulációk segítségével, hogy ez
a közelítő összefonódottsági entrópia kielégíti az erős szubadditivitás tételét,
amely az egzakt összefonódottsági entrópia fontos analitikus tulajdonsága.

T3. Az elektron – iontörzs kvantumos összefonódottság tu-
lajdonságai erős teres ionizáció során [P2]

Mivel a T2 pontban bevezetett térben redukált alrendszerek kevert ál-
lapotban vannak, ezért a korrelációs tulajdonságaik sokkal bonyolultabbak,
mint tiszta állapoti összefonódottság esetén, ebből adódóan először azono-
sítottam a fenti eljárással kapcsolatos különféle entrópiák fizikai jelentését.
Ezek alapján a következő megállapításokat tettem.

Részletesen elemeztem a összefonódottsági entrópiák összefüggéseit min-
den egyes irányban a T2 tézispont szerint, és azt találtam, hogy a lokális ma-
ximumaik szinte egybeesnek a lézerimpulzus elektromos terének zéróhelye-
ivel. A lézerimpulzus polarizációjával párhuzamos és merőleges irányokban
az összefonódottság nagyon hasonló egymáshoz, amennyiben a lézertér erős-
sége az alagutazásos ionizációnak megfelelő tartományban van. Azonban
potenciálgát feletti ionizáció esetén a polarizációval párhuzamos irányban az
összefonódottsági entrópia növekedést, míg a merőleges irányokban ezen ent-
rópia csökkenést mutat, amelyek összhatása csökkenést eredményez a teljes
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iontörzs – elektron összefonódási entrópiánál.
Megvizsgáltam a fenti javasolt összefonódási dinamika mértékeinek füg-

gését a vezérlő lézerimpulzus erősségétől és vivő-burkoló fázisától. A kvan-
tumentrópiák időfejlődésében több olyan tulajdonságot is találtam, amelyek
nem függenek ezektől a paraméterektől, például az iontörzs – elektron össze-
fonódottság mindig maximumot ér el a lézerimpulzus zéróhelyei körül. Azt
is megfigyeltem, hogy miközben a külső tér intenzitása az erős teres ionizáció
dinamikájának egészét irányítja, addig a vivő-burkoló fázis csak a ciklusokon
belüli dinamikát változtatja meg.

T4. Egydimenziós sűrűség alapú atomi modell potenciálok:
1D és 3D eredmények összehasonlítása [P3]

Levezettem annak az egydimenziós atomi modell potenciálnak az anali-
tikus formuláját, amely definíció szerint ugyanazzal az alapállapoti valószí-
nűségi sűrűséggel rendelkezik, mint a háromdimenziós Coulomb probléma
ρ változó szerint integrált valószínűségi sűrűsége. Megállapítottam, hogy az
aszimptotikus viselkedése által ez az 1D modell megőrzi a 3D probléma alap-
állapoti energiáját, amennyiben a 3D problémához tartózó potenciál aszimp-
totikusan Coulomb alakú. Ez az új sűrűség alapú 1D atomi modell potenciál
egy regularizált 1D Coulomb potenciálból és egy kinetikus energia korrekci-
óból áll.

Felismertem, hogy a sűrűség alapú 1D atomi modell potenciál regulari-
zált Coulomb része 1

2 Z effektív magtöltést tartalmaz egyelektronos atomokra
(ahol Z az eredeti magtöltés). Ez alapján tökéletesítettem az 1D soft-core
Coulomb és a regularizált 1D Coulomb potenciálra vonatkozó formulákat
úgy, hogy 1

2 Z effektív magtöltéssel rendelkezzenek és az alapállapoti ener-
giájuk maradjon egyenlő a 3D Coulomb problémáéval.

Lineárisan polarizált közeli infravörös lézerimpulzus által vezérelt idő-
függő erős teres szimulációk eredményeinek összehasonlításával megmutat-
tam, hogy az új és a tökéletesített modell potenciálok az erős teres folyamatok
alacsony frekvenciás válaszainak tekintetében sokkal pontosabb eredménye-
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ket adnak, mert kvantitatíve helyesen modellezik az igazi 3D dinamika lénye-
gi elemeit. Ezek a tesztek azt is megmutatták, hogy ezen potenciálok közül a
tökéletesített soft-core Coulomb potenciál adja a legpontosabb közelítést.

Az esetek széles körében kiszámoltam a dipól teljesítményspektrumot és
arra a következtetésre jutottam, hogy az 1D sűrűség alapú és a tökéletesí-
tett modell potenciálok által nyújtott spektrumok szerkezete nagyon hasonló
a 3D szimulációkból kapottakhoz. A megfelelő spektrális fázisok egyezése
is nagyon jó, különösen a magas frekvenciás tartományban, amely alapvető
fontosságú az izolált attoszekundumos lézerimpulzusok előállításának szem-
pontjából. Megadtam egy egyszerű frekvenciafüggő skálafüggvényt, amely
képesnek bizonyult a kapott 1D spektrumokat a megfelelő 3D spektrumokká
átalakítani a tesztelt esetekben, ami a valódi dipól teljesítményspektrum 1D
szimulációkon alapuló mennyiségileg helyes számítását is lehetővé teszi.

T5. Javított numerikus módszer diszkrét modell potenciálok
előállítására egy dimenzióban: nagyobb szimulációs pontos-
ság [P3]

Javasoltam egy formulát, amely 1D modell potenciálok jelentősen pon-
tosabb diszkretizált reprezentációját adja meg, a potenciál egzakt alapállapo-
tán és alapállapoti energiáján alapulva, a megfelelő diszkretizált időfüggetlen
Schrödinger-egyenlet inverziójának segítségével. Az így kapott diszkretizált
potenciálok numerikusan egzakt alapállapottal és energiával rendelkeznek.
Megmutattam, hogy ha az egzakt 1D potenciál nem differenciálható egy tér-
beli rácspontban (pl. az 1D regularizált Coulomb potenciál), akkor az így
előállított diszkrét Hamilton mátrix ∆z4 pontosságú, amennyiben a benne lé-
vő parciális deriváltak is legalább ∆z4 pontossággal rendelkeznek, ami az erős
teres szimulációk során is igaznak bizonyult.

Megmutattam, hogy a fenti módszer alkalmazható az 1D Dirac-delta po-
tenciálra is. A fent említett inverziós formula ennek a modell potenciálnak
egy nemszinguláris diszkretizált reprezentációját adja. Azt kaptam erős te-
res szimulációkon alapuló konvergencia teszteket elvégezve, hogy a módszer
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numerikus hibái ∆z = 0.2-nél hasonlóak az [A1] cikkünkben használt kor-
rekt módszeréhez. Arra a következtetésre jutottam, hogy ez a nemszinguláris
diszkretizált módszer az igazi megoldáshoz konvergál és ∆z2 numerikus pon-
tosságot mutat.
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