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Bevezetés

Jelen dolgozat célja egy olyan eszkoztar kifejlesztése, mely lehetGvé te-
szi kiilonb6z6 becslések aszimptotikus viselkedésének vizsgalatat kri-
tikus 2-tipusos Galton—Watson folyamatok esetén. A felépitést a mo-
dell bevezetésével kezdjiik, majd az utoédeloszlas varhaté érték matrixa-
nak spektralsugarat kritikussagi paraméterként tekintve klasszifikaljuk
a folyamatokat a szubkritikus, kritikus illetve szuperkritikus kategoridk
valamelyikébe. Ezutan kimondunk egy funkcionalis hatareloszlas tételt
(Ispany és Pap [6]) a folyamatra kritikus esetben. Az ezen tételben meg-
jelend hatareloszlas érdekessége, hogy elfajult, ugyanis olyan kétdimen-
zi6s eloszlas, mely egyetlen, az utddeloszlas varhaté érték matrixanak
jobboldali Perron vektora altal meghatarozott egyvenesre koncentralé-
dik.

Ezutdn hozzalatunk az eszkoztar felépitésének. Ez el6bb emlitett
tulajdonsagot kihasznélva bevezetiink egy felbontasat a sorozatnak. A
felbontas tagjaibol szeretnénk késébb a becsléseket felépiteni, éppen
ezért meg kell vizsgalnunk az aszimptotikus tulajdonsagaikat. Els6ként
megbecsiiljiik a novekedésiik iitemét, amennyiben a mogottes folyamat-
ban elengedjiik a generaciok szamat a végtelenbe. Az elsG becsléseinken
specialis esetekben javitunk, majd adunk egy egylittes hatareloszlas té-
telt az épitGelemeinkre,

Végiil demonstraljuk a médszer alkalmazhatdsagat. Tobb esetben
is kimondjuk a becslésekre adhaté hatareloszlas tételeket. Az utédd-
eloszlas varhaté érték matrixanak és a bevandorlas varhaté értékének
egyiittes becslésére adott tétel Gj eredmény, mig a masik két eset az
alabbi cikkekben keriilt kozlésre.
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1. Sziikséges elGismeretek

Minden k,j € Z, és i, € {1,2}, esetén jelolje Xj; az i tipusa
egyedek szaméat a k-adik generdcioban, & ;e pedig azt, hogy a
(k — 1)-edik generaci6 j-edik ¢ tipustu egyedének hany ¢ tipust
utoda sziiletik. A k-adik generacioban érkezd ¢ tipust bevandorlok
szdma legyen ey ;. Ekkor

X Xr—1,1 f Xr—1,2 f ;
k| PUERI k21 k1 EeN. (1
{Xk,z} ; |:§k,j,1,2:| + ; |:§k,j,2,2:| + |:€k,2:| ’ € (1)

Megkéveteljiik, hogy az {Xo, &, ., €x 1 k,7 €N, i € {1,2}} véletlen

vektorvaltozdk fiiggetlenek, ahol

| Xkt — |8kt — |k
Xk = |:Xk,2:| ? £k7j7i = |:£k7j7i72 5 Ep — £k72 .
Tovabbd legyenek {&;, ;1 :k,7 €N}, {&; 9k jEN} & {er: ke
N} azonos eloszlasaak.
Tegyiik fel, hogy E([|€111]*) < oo, E([|€11,[]*) < co valamint
E(|le1||?) < oo. Vezessiik be a kivetkezd jelléseket

2757

mﬁz = ]E(El,l,i) S Ri? mﬁ = [mﬁl m€2] € R?}X27
me . — E(sl) cR? ,
és
Ve, = Var(£,,,;) e R*?, V. := Var(ey) € R**%, ie{1,2}.

Minden k € Zy, esetén legyen Fj, :=o0(Xo,X1,...,X},). Ekkor az
(1) egyenlet atirhaté a kovetkezs alakba

E(Xk | .kal) = myg Xp_1 +me.
A rekurziét iteralva kapjuk, hogy,

k—1
E(X;) =m{E(Xo)+Y mim. kel
§=0



Tehat az (E(Xy))rez, sorozat aszimptotikus viselkedése az (mlg)ng
sorozat viselkedésétdl fligg, ami a matrix spektralsugara, r(me) = p €
R, segitségével jellemezhets. Az (Xy)pez, 2-tipusos Galton-Watson
folyamatot bevandorlassal a szubkritikus, kritikus, illetve szuperkriti-
kus kategoridk valamelyikébe soroljuk aszerint, hogy rendre o < 1,
o=1 vagy o> 1. Az utédeloszlas varhaté érték matrixdval a tovab-
biakban a kdvetkezé alakban dolgozunk
| B
me (= |:’Y 5:| .

Csak a pozitiv reguldris esettel foglalkozunk, tehat azzal az esettel,
amikor létezik k& € N pozitiv egész szam, hogy a mlg matrix minden
eleme porzitiv (lasd Kesten and Stigum [7]). Ez pontosan akkor teljesiil,
ha B8,v€(0,00), o,0 € R. & o+ > 0. Ebben az esetben az my
matrix sajatértékei

) a+d++/(a—08)2+48y
)\+.: 2 5

a+8§—+/(a—08)2%+48y

2 ?
melyekre teljesiil, hogy Ay >0 é& —Ap < A_ < A4, kovetkezésképpen
me spektralsugara o =r(me) = Ay. A Perron-tétel értelmében,

Al =

ko k T
AT = Uright U ha k — oo,

ahol uigny a8z mg¢ maétrix jobb oldali Perron-vektora, az AL sa-
jatértékhez tartozd azon jobb oldali sajatvektor mely koordinatainak
Osszege 1, werr pedig a bal oldali Perron-vektora, mely az a Ay sa-
jatértékhez tartozo bal oldali sajatvektor, melyre (yight, Wier) = 1.
Ezek a vektorokat a kovetkezdk

rlght*ﬁ+)\+_a )\+—CM7
1 Ayl — 0

_ v+ AL
b VR {ﬁ+A+—a}



A Putzer-formula segitségével [8] felirhatjuk az mg¢ hatvanyait
mlg = )\iurightugﬁ + )\’ivrightvgm keN

alakban, ahol vright és viers alkalmasan valasztott a A_ sajatértékhez
tartozé sajatvektorok, példaul

. - 1 —ﬁ — )\+ + «
rlght*)\jL_)\i ’7+)‘+_5 ’
1 —)\+ + «
BtA —a B '
Az (Xy)rez, folyamat pontosan akkor kritikus és pozitiv reguldris, ha
a,0 €[0,1) és B,v € (0,00), valamint a+d >0 és Sy = (1—a)(1-9).
Ez esetben az mg métrix sajatértékei A =1 és

A =a+d—1€e(=1,1).

Vleft =

Sziikségiink lesz az alabbi kritikus, 2-tipusos, bevandorlasos Galton—
Watson folyamatokra vonatkozé funkciondlis hatéreloszlas tételre.
Minden n € N esetén legyen

XM= n'X ., teR,.

A kovetkezd tétel Ispany és Pap tételének ([6, Theorem 3.1]) specialis
esete

1.1. Tétel. Legyen (Xp)rez, 2-tipusos, bevdndorlisos Galton—
Watson folyamat, melyre «,0 € [0,1) és B,v € (0,00), wvalamint
a+d>0 és By =(1—a)(l -39 (tehdt a folyamat kritikus és po-
zitt reguldris), Xo =0, E([|§11[]°) < oo, E([[€112]?) < oo és
E(||le1]|?) < oo. Ekkor

n D
(Xg ))tEJR+ — (Xt)t€R+ = (yturight)tER+

ha n — oo a D(R.,R?) téren, ahol (Vi)ier, a kévetkezd sztochasz-
tikus differencidlegyenlet egyértelmi erés megolddsa

dV: = (Wiepr, me) dt + \/<V§uleft7uleft>yt+ AW, teRy, (
yO - 07

2)



ahol (Wy)ier, standard Wiener-folyamat, tovdbba

2

‘/ﬁ = Z<ei7 uright>‘/ﬁi -
i=1

5V€1+(1_Q)V€2
B+1—a ’

Ispany és Pap cikkében [6, Theorem 3.1}, a fenti eredmény a kovet-
kez& magasabb momentumfeltételek esetén keriilt bizonyitasra

E(l€11,101") <00, E(l€r10l") < oo, E(flei]!) < oo,
azonban ezt a feltételt Danka és Pap [3, Theorem 3.1] gyengitette.

Ebben a részben tobb feltételt is bevezettiink az (X4),.,, —fo-

lyamatra. Az egyszeriibb hivatkozas érdekében ezek most itt gytjtjiik
Ossze. FElsSként egy a folyamat struktirdjara vonatkozo feltétel, mely
garantalja, hogy a folyamat kritikus és pozitiv regularis

a,6€]0,1), B,v€(0,0), a+d>0, Bv=(1—a)(l—0). (CPR)

Azt is egy feltételbe foglaljuk Ossze, hogy 0 kezdeti populéciobdl indul
a folyamatunk és a bevandorlds nem degeneralt 0

Xo = O7 me 7& 0. (ZS)

A momentumokra is kell tenniink egy feltételt. Ha mind az utodel-
oszlasnak, mind a bevandorlasnak létezik a f-edik momentuma, akkor
maganak a folyamatnak is. Azt mondjuk, hogy a folyamat kielégiti a
momentumfeltételt valamely ¢ € N esetén, ha

E (||51,1,1||é) < 20, E (||51,1,2||é) < o0, E(|le1]¥) <oo. (M)

Végiil egy olyan feltétel, amely ebben részben még nem sziikséges, ké-
s6bb azonban gyakran hivatkozunk ra. A folyamat teljesiti a nemdege-
neraltsagi feltételt, ha

(VeUles, Vier) 7 0. (ND)

Ezen feltételre elGszor a 2.5 Lemmaban lesz sziikséglink.



2. Eszkéztar a becslések aszimptotikus vizsgalatahoz

2.1. 2-tipusos Galton—Watson folyamatok felbontasa

Az eddigiekben lattuk, hogy az m¢ matrix sajatvektorai fontos szere-
pet jatszanak a folyamat aszimptotikus viselkedésének leirasaban. Er-
dekes jelenség, hogy a 1.1 Tételben szerepls 2-dimenzios hatareloszlas
degeneralt abban az értelemben, hogy egy az yign, vektor altal meg-
hatarozott egyenesre koncentralédik. Fzen észrevétel alapjan vezetiink
be egy felbontast a folyamatra magara.

Az (1) egyenlet alapjan vezessiik be az

MkZ:Xk—E(Xk|]:k71):Xk_m§'Xk71_ms7 keN?

martingalkiilonbségeket az (Fi)rez, filtraciora nézve. Segitségiikkel
a folyamatra a kovetkezd rekurzidt kapjuk

Xp=meXp 1 +me+ Mg, kel (3)
A felbontés egyik tagja legyen

Y+ 1=8)Xp 1+ (B+1—-a)Xyo
1—2_ ’

Uy = (W, X ) = ( keZ,.

Ekkor U, >0 barmely k € Z. esetén, valamint
U = U1 + (Wiett, Me) + (Wiers, M), ke N.

Tehat (Ug)rez, egy nemnegativ, instabil AR(1) folyamat (wjes, me)
pozitiv drifttel és ({(wjer;, M1))ken heteroszkedasztikus innovacidval.
A rekurzié megoldasa

k
Up = (wien, Mj+me),  keN,
=1

Az 1.1 Tételbsl a folytonos leképezések tételével kapjuk, hogy
_ n D
(U s remy = (e, X)) )sck, — (e, X)), = (Vecr.

ha n — oo, ahol (Vi)ier, az (2) egyenlet egyértelmi erés megoldasa.



Gondolhatunk gy az (Uy), ¢z, valtozokra, mint a felbontas jol visel-

kedd tagjara, hiszen segitségiikkel eljuthatunk az 1.1 Tételben szerepld
mogottes 1-dimenzios folyamathoz. Tovabba legyen

—(1—a)Xp1+ BXep
B+1—a

Vi = (Viets, Xi) = keZ..

?

Ekkor
Vie = A Vi1 + (Viest, Me) + (Viest, M), ke N.

Kovetkezésképpen (Vi)ren egy stabil AR(1) folyamat (vien, me)
drifttel s ({(vier, M) )ken heteroszkedasztikus innovacioval. A re-
kurzié megoldasa

k
Vi = ZAlfj<vleft7 M; +mg), keN,
=1

Az 1.1 Tételbsl a folytonos leképezések tételének alkalmazasaval kap-
juk, hogy
— n D
(0™ Vine remy = (et X iem, — ((Viets, X1))eem, = 0.

A (Vi)pez, véltozokra gy tekintiink, mint a felbontds problémds tag-
jaira, ugyanis a folytonos leképezések tétele nem adja meg a hozzajuk
tartozd nemnulla hatareloszlast. A (3) rekurzié megoldasa

k
Xk:Zmlg*j(merMj)? ke N.
j=1

Kovetkezésképpen az (1) formula felhasznalasaval adodik, hogy
+1—o
5+ia Uk — 517,\, Vi

1— 1-98 ’
B+1ga Uk + ’Yltki Vk

X1 = UpUright + ViUright =

barmely k € Z, esetén.

Ezen felbontas alapjan az X1, X9, ..., X,, mintabol képzett becs-
lések (elméletben) felithatoak a Uy, ..., U,, Vi,...,V,, valtozdk segit-
ségével. Ha feltarjuk ezen véltozok aszimptotikus viselkedését, akkor
az alkalmas lehet arra, hogy a becslésekre vezessiink le hatareloszlas
tételeket.



2.2. Felso korlat a momentumok novekedésére

Ezen fejezetben az (Mk)kEZ+a (Xk)kEZ+a (Uk)kEZ+ és (Vk)kEZ+
véaltozok illetve beldliik kialakitott mas kifejezések varhato értékének
névekedésének nagysagrendjét vizsgaljuk ha & — oo. Az itt taldlha-
t6 allitasok segitségével azonosithatjuk egy-egy kifejezés elhanyagolha-
té tagjait, tehat azokat, melyek alkalmas skilazas esetén elttinnek ha
k — o0. A tényleges nemnulla hatéareloszlasokat a kovetkezd fejezetben
fogjuk megallapitani.

Els6ként figyeljikk meg, hogy k € N, E(My | Fx—1) = 0 kovetke-
zésképpen E(My) =0, hiszen M = X, —E(X | Fe—1).

2.1. Lemma. Legyen (Xy)rez, 2-tipusos, bevdindorldsos Galton—
Watson folyamat, amely teljesiti o (CPR) és (M) feliételeket valamely
¢ € N esetén, tegyiik fel tovibbd, hogy Xo = 0. Ekkor E(|X|?) =
O(k?) valamint

E(M}") = Ok, E(U}) = O(k), E(V;7)=O(K)
minden i,j € Zy esetén, melyekre i+ < ¢ és 25 < /.

2.2. Kovetkezmény. Legyen (Xy)rez, 2-tipusos, bevdndorldsos
Galton—Watson folyamat, amely teljesiti o (CPR) és (M) feltételeket
valamely € € N esetén, tegyik fel tovibbd, hogy Xo = 0. Ekkor

(i) barmely i,j € Zi esetén, melyekre max{i,j} < [£/2], és
barmely x>i+ % +1, esetén

n
_ it P
3| S0 ke n— s,
k=1

(i) bdrmely i,j € Z, esetén, melyekre max{i,j} < ¢, bdrmely
T >0, ésbirmely x>i+ %+ L, esetén

P
— 0 ha n — oo,

n " sup ‘Uin v
tc[0,T] n] Pt



(iii) bdrmely 4,j € Zy esetén, melyekre max{i,j} < |¢/4], bdrmely
T >0, ésbdrmely x>i+ %+ %, esetén

[t
n=% sup |3 [UIVY —E(UV] | Fie1)l| == 0 ha n — .
t€[0,T] |, =

Sajnos a fenti kovetkezmény nem ad éles korlatokat, ezért néhany
specialis esetben erésebb eredményeket kell igazolnunk.

2.3. Megjegyzés. Az (¢,4,5) = (2,1,0), specidlis esetben az is meg-
mutathatd, hogy bdrmely x > 1 esetén

n= " sup Uy o ha n — 0.
t€[0,7)

A bizonyitdshoz ldsd Barczy et al. [2].

2.4. Lemma. Legyen (Xy)rez, 2-tipusos, bevdindorldsos Galton—
Watson folyamat, amely teljesiti a (CPR), (ZS) és (M) feltételeket,
ahol £ = 4. Ekkor bdrmely T > 0 esetén

[nt] [nt]

n3? sup Zqu 250, 2 sup ZUkAVkA =0
te(0,T] |15 te[0,T] | .=

ha n — oco. Ha tovdbbd a folyamat kielégiti az ¢ = 8 értékhez tartozd
(M) momentum feltételt is, akkor barmely T > 0 esetén

Lnt]
n~? sup ZU,ile,l 20 ha n — oo.
t€[0,T] | .21

2.3. Az épitSelemek hatareloszlasa

Ebben a fejezetben bevezetjiik az épitGelemek nemnulla hatareloszlasat,
ezzel le is zarul az eszkoOztar felépitése. ElsSként Osszekapcsoljuk a Vi
valtozok négyzetosszegeinek viselkedését az Uy valtozok Osszegével. Ha
az (Xp)yey, folyamat kielégiti az (ND) feltételt, akkor ezzel meg is
talaltuk ezen négyzetdsszegek nemnulla hatéreloszlasat.

10



2.5. Lemma. Legyen (Xy)rez, 2-tipusos, bevindorldasos Galton—
Watson folyamat, amely teljesiti a (CPR), (ZS) és (M) feltételeket,
ahol £ = 8. Ekkor bdrmely T >0, esetén

[nt] [nt]

V v v
n2 S%pT Z Vk 51 left;\2 left Z Up_y i} 0 ha 1 — co.
te -

Az alabbi kovetkezmény eszkoztarunk legfontosabb eleme, ennek al-
kalmazasaval kapjuk a becsléseinkre vonatkozd aszimptotikus eredmé-
nyeket.

2.6. Kovetkezmény. Legyen (Xj)rez, 2-tipusos, bevdndorldsos
Galton—Watson folyamat, amely teljesiti o (CPR), (ZS) és (M) fel-
tételeket, ahol £ = 8. Ekkor

73U2 fol ytz d
. :LL*ZV:Zii <V§vleft,vleft fo Y, dt
Z n’le 2) Ml
1 niszkal folytht
n S/ZMka 1 <V§~v1f 'Ulf —
Feveman 1y V2 a,

ha n — oo.

3. Az utédeloszlas varhat6é érték matrixanak becslései

Ebben a fejezetben az eszkoztarunk alkalmazhatésagat demonstraljuk.
Harom kiilonbozé esetben adunk hatéareloszlas tételt az utddeloszlas
varhaté érték matrixanak becslésére. Felhivjuk az olvasé figyelmét,
hogy az alabbi fejezetekben bevezetett jelolések csak az adott alfejezetre
vonatkoznak.

3.1. A duplan szimmetrikus folyamat

ElsSként egy a duplan szimmetrikus folyamatra vonatkozé eredményt
mutatunk be (lasd [4, Theorem 3.1.}). Azt mondjuk, hogy a folyamat

11



duplén szimmetrikus, ha az m¢ matrix a kovetkezd alakii

(8%
me = |:ﬁ §:| .
Ebben az esetben v = 3, § = a, igy a (CPR) feltétel egyszertsodik
a e (0,1), B=1-ac(0,1) (CPR¥)

A sajatértékek AL =1, A_ =1 — 23, és sajatvektorok

1 [ [ 11
urlght*i 1] Uleft — 11> Vright = 11> vleft*i 1 .

Végiil a felbontasunk alakja
1
Up = X1+ Xpa, V= 3 (Xg2 — Xp 1)

3.1. Lemma. Az« és 5 paraméterek egyiittes feltételes legkisebb négy-
zetes becslése

a
" :AilBrw
]

alaki az Q= {w € Q: det(A,,) > 0} halmazon, ahol

n 2
_ X111 Xp—1,2
A(Xy,. X)) =Y {X“ ) Xy i

< Xp—11 Xp—12 _
B.(Xi,..., Xn) =) |:Xk12 Xk1,1:| (X1 —me).
A kritikussagi paraméter becslése g, == a,, + Bn
3.2. Tétel. Legyen (Xy)pcz, 2-tipusos, bevdndorlisos Galton—

Watson folyamat, amely teljesiti a (CPR*), (ZS), (ND) és (M) fel-
tételeket, ahol ¢ = 8. Ekkor az Q,, B, €s 0, becslések létezésének

12



valdszinidsége tart 1-hez ha n — oo, valamint

o] v L 1)

Br — fo Y, dt
n (/Q\n _ 1) D fo yt iuleﬂn m€>t)
fo Y2dt

ha n— oo, ahol oz ()it)tg]R+ folyamat az (2) egyenlet egyértelmd erds
megolddsa.

3.2. A bevandorlas varhaté értéke ismert

3.3. Lemma. Az mg mdtriz feltételes legkisebb négyzetes becslése

me” = B,A," alaki az Q, = {w € Q: det(A,) > 0} halmazon,
ahol

A, =D Xp Xy, Byo=) (Xi—-m)X, ,
k=1 k=1
3.4. Tétel. Legyen (Xy)pez, 2-tipusos, bevdndorlisos Galton—
Watson folyamat, amely teljesiti o (CPR), (ZS), (ND) és (M) felté-
teleket, ahol £ = 8. Ekkor az ﬁg(") és On becslések létezésének valoszi-
nidsége tart 1-hez ha n — oo, valamint
1/2

s 1 — X\2)H1/2 Y, dw
n1/2(m€( )—mg) BN _( ) 0 fo . t Vie
<‘/évleft7vleft> / fo Ve dt
2, fo Ve d(Vr — (Wiets, me)t)

e == fo V2t

ha n — oo, ahol Vi = (Wierr, M; +tmyg), t € Ry, és (M;)ier,
az aldbbi egyenlet egyértelmd erds megolddsa

AM; = (et My + tm) D22 aw,, teRry,
Mo =0,

ahol (Wi)ier, és (Wt)tg]]g+ Figgetlen 2-dimenzids standard Wiener-
folyamatok.
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3.3. A bevandorlas varhaté értéke ismeretlen

3.5. Lemma. Az m¢ és me paraméterek egyittes becslése

me™ = B, A,

e ZXk—A(n ZXk 1

alaki az Qp, = {w € Q: det (An) > 0} halmazon, ahol

A (X, ., X,) = Zxk,lxg,l - %ZX,H ZX;h
B.(X4,....X ZXka 1——ZXkZX

3.6. Tétel. Legyen (Xk)kgz+ Q-tzpusos, bevandorlasos Galton—
Watson folyamat, amely teljesiti o (CPR), (ZS), (ND) és (M) felté-

teleket, ahol ¢ = 8. Ekkor az ﬁg("), ") 65 0, becslések létezésének
valdszinidsége tart 1-hez ha n — oo, valamint

2
o (=) Py aw, o

1/2(/\(n) _ )
n m Mme ) —r — efts
s ¢ (Veiets, Viers) /2 fo Yy di et
ﬁs(n) —m. AN My,
tovabbd
n(on, —1) — D fo Yid — (Uiers, Me)t) — (V1 — (Wier, Me)) fol Ve dt

fo Vidt — (folytdt)2

ha n — oo, ahol Vi = (Werr, M; +tmy), t € Ry, és (M;)ier,
az aldbbi egyenlet egyértelmd erds megolddsa

AM; = ((er, My + tm) D22 aw,, teRy,
Mo =0,

ahol (Wi)ier, és (Wt)tg]]g+ Figgetlen 2-dimenzids standard Wiener-
folyamatok.
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3.4. A becslésekre vonatkozoé eredmények Gsszegzése

Az eszkOztar alkalmazasaként lattunk harom hatareloszlas tételt, me-
lyek kiilénb6z6 esetekben irjdk le az utodeloszlas varhaté érték matrixa-
ra illetve a kritikussagi paraméterre vonatkozé becslések aszimptotikus
viselkedését.

A tételekben megjelens hatareloszlasok meglehetSsen bonyolultak
sztochasztikus integralok hényadosaként allnak els. Sajnalatosan az
integralokban megjelend sztochasztikus folyamatok az wjeg vektoron
keresztiil még a becsiilni kivant paraméterektdl is fiiggenek. Ez a fliggés
reménytelenné teszi konfidencia intervallumok vagy probéak konstrualé-
sat ezen tételek segitségével.

Azonban a tételek nem értéktelenek statisztikai szempontbol. Az
me matrix és a ¢ kritikussagi paraméter becslése mindharom esetben
gyengén konzisztens. Az m. vektor becslése nem konzisztens, ez azon-
ban az egytipusos Galton—watson folyamatokra vonatkozé eredmények
ismeretében nem meglepd, abban a modellben sem teljesiil a konzisz-
tencia. A konzisztencian tul a tételekbdl a konvergencia sebessége is
kiolvashato.
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