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B evezetés

Jelen dolgozat célja egy olyan eszköztár kifejlesztése, mely lehetővé te­
szi különböző becslések aszimptotikus viselkedésének vizsgálatát kri­
tikus 2-típusos Galton-W atson folyamatok esetén. A felépítést a mo­
dell bevezetésével kezdjük, majd az utódeloszlás várható érték m átrixá­
nak spektrálsugarát kritikussági paraméterként tekintve klasszifikáljuk 
a folyamatokat a szubkritikus, kritikus illetve szuperkritikus kategóriák 
valamelyikébe. Ezután kimondunk egy funkcionális határeloszlás tételt 
(Ispány és Pap [6]) a folyamatra kritikus esetben. Az ezen tételben meg­
jelenő határeloszlás érdekessége, hogy elfajult, ugyanis olyan kétdimen­
ziós eloszlás, mely egyetlen, az utódeloszlás várható érték mátrixának 
jobboldali Perron vektora által meghatározott egyenesre koncentráló­
dik.

Ezután hozzálátunk az eszköztár felépítésének. Ez előbb említett 
tulajdonságot kihasználva bevezetünk egy felbontását a sorozatnak. A 
felbontás tagjaiból szeretnénk később a becsléseket felépíteni, éppen 
ezért meg kell vizsgálnunk az aszimptotikus tulajdonságaikat. Elsőként 
megbecsüljük a növekedésük ütemét, amennyiben a mögöttes folyamat­
ban elengedjük a generációk számát a végtelenbe. Az első becsléseinken 
speciális esetekben javítunk, majd adunk egy együttes határeloszlás té­
telt az építőelemeinkre.

Végül demonstráljuk a módszer alkalmazhatóságát. Több esetben 
is kimondjuk a becslésekre adható határeloszlás tételeket. Az utód­
eloszlás várható érték m átrixának és a bevándorlás várható értékének 
együttes becslésére adott tétel új eredmény, míg a másik két eset az 
alábbi cikkekben került közlésre.
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critical Galton-W atson processes with immigration.
Bernoulli 20(4) 2247-2277.

K örm endi, K. and P a p , G. (2018). Statistical inference of 2-type 
critical Galton-W atson processes with immigration.
Statistical Inference fór Stochastic Processes 21(1) 169-190.
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1. Szükséges előism eretek

Minden k , j  G Z+ és i, í  G {1, 2}, esetén jelölje X fcji az i típusú 
egyedek számát a k-adik generációban, £k,j,i,e pedig azt, hogy a 
(k — 1)-edik generáció j-edik i típusú egyedének hány í  típusú 
utóda születik. A k-adik generációban érkező i típusú bevándorlók 
száma legyen ekji. Ekkor

_ Xk-1,1 Xk-1,2 _
Xk,i
X k,2 =  E

j= i

Ck,j, 1,1 
Ck,j, 1,2 +  E

j = 1

£k,j,2,1
£k,j,2,2 + £k,1

£k,2
k G N. (1)

Megköveteljük, hogy az { X 0, í kjj ji, £k : k, j  G N, i G {1, 2}} véletlen 
vektorváltozók függetlenek, ahol

X  k : Xk,i
Xk,2 , í k,j,i

£k,j,i,1 
£k,j,i,2 ’ ^ k : £k, 1 

£h, 2

Továbbá legyenek { í kjj j1 : k , j  G N}, { í k , j ,2 : k , j  G N} és {ek : k G
N} azonos eloszlásúak.

Tegyük fel, hogy E (H íi , i , i | |2) < TO E (H íi , i ,2 N2) < valamint 
E (ye1y2) < to. Vezessük be a következő jelöléseket

:=  E (£ i,i,i) G R +  m í  :=  m Í2] G
m £ := E (e 1) G R+,

és

Vv :=V ar(í 1 1 i) G R 2x2, V  := Var(e i) G R 2x2, i G {1, 2}.

Minden k G Z + , esetén legyen F k := <r (  X  0, X 1, . . . ,  X  k). Ekkor az 
(1) egyenlet átírható a következő alakba

E (X k | F k -i)  =  X k - i  +  m £.

A rekurziót iterálva kapjuk, hogy,

k —1
E (X  k ) =  m k E (X  o) +  E  m £, k G N.

j=o
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Tehát az (E(X k))kez + sorozat aszimptotikus viselkedése az (m | )keN 

sorozat viselkedésétől függ, ami a mátrix spektrálsugara, r(m ^) =: q G 
R+ segítségével jellemezhető. Az (X k)keZ+ 2-típusos Galton-Watson 
folyamatot bevándorlással a szubkritikus, kritikus, illetve szuperkriti­
kus kategóriák valamelyikébe soroljuk aszerint, hogy rendre q <  1, 
q =  1 vagy q >  1. Az utódeloszlás várható érték mátrixával a továb­
biakban a következő alakban dolgozunk

m^ : a  fi 
Y 5 '

Csak a pozitív reguláris esettel foglalkozunk, tehát azzal az esettel, 
amikor létezik k G N pozitív egész szám, hogy a m |  mátrix minden 
eleme pozitív (lásd Kesten and Stigum [7]). Ez pontosan akkor teljesül, 
ha fi, y G (0, to), a, 5 G R+ és a  +  ő>  0. Ebben az esetben az m £ 
mátrix sajátértékei

A+ :

A_ :

a  +  5 +  v^(a — 5)2 +  4fiY 
2

a  +  5 — ^ ( a  — 5)2 +  4fiY 
2

melyekre teljesül, hogy A+ > 0 és —A+ < A_ < A+, következésképpen 
m £ spektrálsugara q =  r (m £) =  A+. A Perron-tétel értelmében,

A+km k ^  U ig h tu f  ha k ^  to,

ahol u right az m ^ mátrix jobb oldali Perron-vektora, az A+ sa­
játértékhez tartozó azon jobb oldali sajátvektor mely koordinátáinak 
összege 1, uieft pedig a bal oldali Perron-vektora, mely a z a  A+ sa­
játértékhez tartozó bal oldali sajátvektor, melyre (u right, u left) =  1. 
Ezek a vektorokat a következők

u right

u left

1
fi +  A+ 

1
A+ — A_

— a
fi

A+ — a

Y +  A+ — 5
fi +  A+ — a
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A Putzer-formula segítségével [8] felírhatjuk az m £ hatványait 

m ’k = A+urightUieft +  A-Vrightvj^ft, k e  N

alakban, ahol v right és v left alkalmasan választott a A_ sajátértékhez 
tartozó sajátvektorok, például

Vright

v left

1
A+ -  A_ 

1
fí + A+ — a

-fí — A+ +  a 
Y +  A+ — ő

—A+ +  a
fí '

Az (X k )keZ+ folyamat pontosan akkor kritikus és pozitív reguláris, ha 
a,ő  e  [0,1) és fi,Y e  (0, <x>), valamint a+ ő  > 0 és =  ( 1 - a ) ( 1 - 5). 
Ez esetben az m ^ mátrix sajátért ékei A+ =  1 és

A_ =  a  +  5 -  1 e  (-1 ,1 ) .

Szükségünk lesz az alábbi kritikus, 2-típusos, bevándorlásos Galton- 
Watson folyamatokra vonatkozó funkcionális határeloszlás tételre. 
Minden n e  N esetén legyen

X (n) := n -1 X  LníJ, t e  R+.

A következő tétel Ispány és Pap tételének ([6, Theorem 3.1]) speciális
esete
1 .1 . T é te l. Legyen (X k )keZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton
Watson folyamat, melyre a ,ő  G [0,1) és fí, y  G (0, to), valamint 
a  +  ő > 0 és fíY =  (1 — a)(1 — ő) (tehát a folyamat kritikus és po­
zitív reguláris), X  0 =  0  E(y^1,1,1 I I2) < to,  e ( ĥ i , i , 2N2) < to és 
E (ye1y2) < to. Ekkor

( X t ^)teK+ > (X t)teR+ :=  (YtUright)íeR+

ha n  ^  to a D(R+, R d) téren, ahol (Yt)tZR+ a következő sztochasz­
tikus differenciálegyenlet egyértelmű erős megoldása

dYt =  («left, m e) dt dWt, t G R+, ^

Yo =  0,
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ahol (Wt)teR+ standard Wiener-folyamat, továbbá

V  :=  (e i> Uright)V£í =
3 V€l + (1  -  «)V$2

¡3 + 1  — a

Ispány és Pap cikkében [6, Theorem 3.1], a fenti eredmény a követ­
kező magasabb momentumfeltételek esetén került bizonyításra

E(||É i,i,il|4) < ro, E(HÍi ,i ,2H4) < ro, E(HeiH4) < ro,

azonban ezt a feltételt Danka és Pap [3, Theorem 3.1] gyengítette.

Ebben a részben több feltételt is bevezettünk az (X k)fceZ+ fo­
lyamatra. Az egyszerűbb hivatkozás érdekében ezek most itt gyűjtjük 
össze. Elsőként egy a folyamat struktúrájára vonatkozó feltétel, mely 
garantálja, hogy a folyamat kritikus és pozitív reguláris

a ,S  e [0, 1), fi, Y e  (0, ro), a  +  S > 0 , =  (1 -  a )(1 -  S) . (CPR)

Azt is egy feltételbe foglaljuk össze, hogy 0 kezdeti populációból indul 
a folyamatunk és a bevándorlás nem degenerált 0

X  o =  0, m £ =  0 . (ZS)

A momentumokra is kell tennünk egy feltételt. Ha mind az utódel­
oszlásnak, mind a bevándorlásnak létezik a é-edik momentuma, akkor 
magának a folyamatnak is. Azt mondjuk, hogy a folyamat kielégíti a 
momentumfeltételt valamely é e  N esetén, ha

E ( ||Éi,M í ) < ro , E (||ÉMi2f )  < ro, E (||e i f )  < ro. (M)

Végül egy olyan feltétel, amely ebben részben még nem szükséges, ké­
sőbb azonban gyakran hivatkozunk rá. A folyamat teljesíti a nemdege- 
neráltsági feltételt, ha

(V £^ le^  v left) =  °.

Ezen feltételre először a 2.5 Lemmában lesz szükségünk.

(ND)
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2. Eszköztár a becslések  aszim ptotikus vizsgálatához

2.1. 2-típusos G alton—W atson folyam atok felbontása
Az eddigiekben láttuk, hogy az m £ mátrix sajátvektorai fontos szere­
pet játszanak a folyamat aszimptotikus viselkedésének leírásában. Ér­
dekes jelenség, hogy a 1.1 Tételben szereplő 2-dimenziós határeloszlás 
degenerált abban az értelemben, hogy egy az u right vektor által meg­
határozott egyenesre koncentrálódik. Ezen észrevétel alapján vezetünk 
be egy felbontást a folyamatra magára.

Az (1) egyenlet alapján vezessük be az

M k :— X k -  E (X k | F k-i)  — X k -  m €X k _ i  -  m £, k e  N,

martingálkülönbségeket az (F k)keZ+ filtrációra nézve. Segítségükkel 
a folyamatra a következő rekurziót kapjuk

X k — m ^X k _ i +  m £ +  M k , k e  N.

A felbontás egyik tagja legyen

(Y + 1  — ^)X k, 1 +  (fí + 1  — a )X k, 2

(3)

Uk : ^lef^ X k) 1 -  A_
k e  Z+.

Ekkor Uk > 0 bármely k e  Z+ esetén, valamint

Uk Uk - 1 + ^ lef^  'm £) + ^ lef^  M- k É k e  N.

Tehát (Uk)keZ+ egy nemnegatív, instabil AR(1) folyamat (u left, m e) 
pozitív drifttel és ((u left, M k))keN heteroszkedasztikus innovációval. 
A rekurzió megoldása

k
Uk =  ^  ^(u lefto j + 'm e) , k e  N

j = 1

Az 1.1 Tételből a folytonos leképezések tételével kapjuk, hogy

(n Ulnt])tER+ ((u left, X  t ))ÍGR +  ̂ ( (u left, X  t))t£R+ (Yt )teR +

ha n ^  ahol (Yt)teR + az (2) egyenlet egyértelmű erős megoldása.

7



Gondolhatunk úgy az (Uk)keZ+ változókra, mint a felbontás jól visel­
kedő tagjára, hiszen segítségükkel eljuthatunk az 1.1 Tételben szereplő 
mögöttes 1-dimenziós folyamathoz. Továbbá legyen

Vk •— (v left, X k)

Ekkor

— (1 — a)Xk,i + PXk,2 
¡3 + 1  — a

k G Z+.

Vk — Vk- 1 +  (v left, m,e) + (v left, Mik}, k G N.
Következésképpen (Vk)keN egy stabil AR(1) folyamat (v left, m e) 
drifttel és ((v left, M k))keN heteroszkedasztikus innovációval. A re­
kurzió megoldása

k
Vk — ^  A——j (v ieft, M j + m e), k G N,

j= i
Az 1.1 Tételből a folytonos leképezések tételének alkalmazásával kap­
juk, hegy­

ign  1VVnt\)tm + — ((vleft, X t n )))í £R + ((vleft, X Í )) Í £R + — 0.
A (Vk )k e Z + változókra úgy tekintünk, mint a felbontás problémás tag­
jaira, ugyanis a folytonos leképezések tétele nem adja meg a hozzájuk 
tartozó nemnulla határ eloszlást. A (3) rekurzió megoldása

k
X k — m ^ - j (m e +  M j ), k G N.

j= i
Következésképpen az (1) formula felhasználásával adódik, hogy

X  k — Uk u right +  Vk v right
á

á+1-a1 —a 
á+1-a

Uk —
Uk +

'r ——̂  Vk 
^r—1—  Vk

bármely k G Z+ esetén.
Ezen felbontás alapján az X 1, X 2, . . . ,  X n mintából képzett becs­

lések (elméletben) felírhatóak a U1, . . . ,  Un, V1, . . . ,  Vn változók segít­
ségével. Ha feltárjuk ezen változók aszimptotikus viselkedését, akkor 
az alkalmas lehet arra, hogy a becslésekre vezessünk le határeloszlás 
tételeket.
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2.2. Felső korlát a m om entum ok növekedésére

Ezen fejezetben az (M k)keZ+, (X k)keZ+, (Uk)keZ+ és (Vk)kez+ 
változók illetve belőlük kialakított más kifejezések várható értékének 
növekedésének nagyságrendjét vizsgáljuk ha k ^  to. Az itt találha­
tó  állítások segítségével azonosíthatjuk egy-egy kifejezés elhanyagolha­
tó  tagjait, tehát azokat, melyek alkalmas skálázás esetén eltűnnek ha 
k ^  to. A tényleges nemnulla határeloszlásokat a következő fejezetben 
fogjuk megállapítani.

Elsőként figyeljük meg, hogy k G N, E (M k | F k_ 1) =  0 követke­
zésképpen E (M k) =  0, hiszen M k =  X k — E (X k | F k- 1).

2.1. Lem m a. Legyen ( X k)keZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton- 
Watson folyamat, amely teljesíti a (CPR) és (M) feltételeket valamely 
í  G N esetén, tegyük fel továbbá, hogy X 0 =  0. Ekkor E ( ||X k||®) =  
O (kl) valamint

E (M  f )  =  O (kLi/2j ), E(Uk) =  O(ki), E(Vk2j) =  O(kj ) 

minden i , j  G Z+ esetén, melyekre i < í  és 2j < í.

2.2. K övetkezm ény. Legyen (X k)keZ+ 2-típusos, bevándorlásos 
Galton Watson folyamat, amely teljesíti a (CPR) és (M) feltételeket 
valamely í  G N esetén, tegyük fel továbbá, hogy X 0 =  0. Ekkor

(i) bármely i , j  G Z+ esetén, melyekre m ax { i,j} < |_í/2j, és 
bármely k  > i +  |  +  1, esetén

n
n _ K E | UkVj

k=1
ha n —> oo,0

(ii) bármely i , j  G Z+ esetén, mely ekre m ax { i,j} < í, bármely 
T  > 0, és bármely k  > i +  |  +  'i+~, esetén

n K sup 
te[0,T ] Uin.jVLn,j 0 ha n ^  to,
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(iii) bármely i , j  G Z+ esetén, melyekre m ax { i,j} < |_í/4_|, bármely 
T  > Q, és Mrmely k  > i +  j  +  i ,  esetén

n K sup 
te[0,T ]

LníJ
-  E(UkVj |F k - i)j

k=i
0 ha n —$■ oo.

Sajnos a fenti következmény nem ad éles korlátokat, ezért néhány 
speciális esetben erősebb eredményeket kell igazolnunk.

2.3. M egjegyzés. Az (£,i,j) =  (2,1,0), speciális esetben az is meg­
mutatható, hogy bármely k > 1 esetén

n K sup ULntj — t 0 ha n  ^  to.
te[0,T ]

A bizonyításhoz lásd Barczy et al. [2].
2.4. Lem m a. Legyen ( X k)keZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton 
Watson folyamat, amely teljesíti a (C PR), (ZS) és (M) feltételeket, 
ahol í  =  4. Ekkor bármely T  > 0 esetén

\_ntj Lntj
n 3/2 sup E  Vk -i —t  0, n  5/2 sup E  Uk - iVk -i

te[0,T ] k = 1 te[0,T ] k = 1

ha n ^  <to. Ha továbbá a folyamat ki elégíti az £ =  8 értékhez tartozó 
(M) momentum feltételt is, akkor bárm,ely T  > 0 esetén

n  7/2 sup 
te[0,T ]

Ln t j
E  u L iV k  -
k=1

ha n —> oo.

0

01

2.3. A z ép ítőelem ek  határeloszlása
Ebben a fejezetben bevezetjük az építőelemek nemnulla határeloszlását, 
ezzel le is zárul az eszköztár felépítése. Elsőként összekapcsoljuk a Vk 
változók négyzetösszegeinek viselkedését az Uk változók összegével. Ha 
az ( X k )fceZ+ folyamat kielégíti az (ND) feltételt, akkor ezzel meg is 
találtuk ezen négyzetösszegek nemnulla határeloszlását.
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2.5. L em m a. Legyen ( X k)keZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton- 
Watson folyamat, amely teljesíti a (C PR), (ZS) és (M) feltételeket, 
ahol í  = 8. Ekkor bármely T  > 0, esetén

n  2 sup
te[0,T ] k=i

(Vk v left, v left)
1—Á2

Ln í J

E Uk ha n  —— to.

Az alábbi következmény eszköztárunk legfontosabb eleme, ennek al­
kalmazásával kapjuk a becsléseinkre vonatkozó aszimptotikus eredmé­
nyeket.

2.6. K övetkezm ény . Legyen ( X k)keZ+ 2-típusos, bevándorlásos 
Galton Watson folyamat, amely teljesíti a (C PR), (ZS) és (M) fel­
tételeket, ahol í  =  8 . Ekkor

E
k=i

, - 3 tt2U
2V2

k-1
k-1 

n -1 M  k 
n -2 M  k Uk-i 

n -3/2M  k Vk-iJ

v

_ fo1 Y2 d t

-----1-0^-----J o Yt dt
M 1

fo1 Yt d M t
(VĴ ieft ,vleft)1/2 f 1 7̂ V  1/2Jo Y t(1-A211/2 dW  t

ha n — to.

3. Az utódeloszlás várható érték m átrixának becslései

Ebben a fejezetben az eszköztárunk alkalmazhatóságát demonstráljuk. 
Három különböző esetben adunk határeloszlás tételt az utódeloszlás 
várható érték m átrixának becslésére. Felhívjuk az olvasó figyelmét, 
hogy az alábbi fejezetekben bevezetett jelölések csak az adott alfejezetre 
vonatkoznak.

3.1. A  d u p lá n  sz im m etrik u s  fo ly am at

Elsőként egy a duplán szimmetrikus folyamatra vonatkozó eredményt 
m utatunk be (lásd (4, Theorem 3.1.]). Azt mondjuk, hogy a folyamat
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duplán szimmetrikus, ha az m ,  mátrix a következő alakú

m,, a ¡3 
3 a

Ebben az esetben y =  3, S = a, így a (CPR) feltétel egyszerűsödik

a  e  (0,1), 3  =  1 -  a  e  (0,1) (CPR*)

A sajátértékek A+ =  1, A-  =  1 — 23, és sajátvektorok

1 Y Y — 1 1 — 1
u right =  2 1 , u left — 1 , Vright = 1 , v left — 2 1

Végül a felbontásunk alakja

Uk =  x m  +  Xk,2, Vk =  2  (Xk,2 — x m )

3.1. L em m a. Az a és 3 paraméterek együttes feltételes legkisebb négy­
zetes becslése ^  _

an
3n

A -1 BA n B n,

alakú az Qn := jw e  Q: det(An ) > 0} halmazon, ahol

v  X k-1,1 X k-1,2 '• 1 ,A n (X  1 , . . . ,  X  n ) = ] T
k=1
n

B n ( X  1 , . . . ,  X  n) =  ^

X k -1,1 X k - 1,2
X k -1,2 X k - 1,1

k=1

Xk-1,1 X k -1,2
X k - 1,2 X ^  1,1 (X k — m e) .

A kritikussági paraméter becslése gn := Sn +  fin.

3.2. T é te l.  Legyen (X k)ksZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton
Watson folyamat, amely teljesíti a (CPR*), (ZS), (ND) és (M) fel­
tételeket, ahol í  =  8. Ekkor az a.n , fin és gn becslések létezésének
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valószínűsége tart 1-hez ha n  ^  to, valamint
-i

,1/2 an -  a
fin — fi

dW
J0‘ Yt dí

1
-1

n (í?n 1)
D Jo Yt d ( Yt -  (u ieft, m g)í)

- ^  f o Yt2 dí
ha n ^  <x, ahol az (Yt )teR+ folyamat az (2) egyenlet egyértelmű erős 
megoldása.

3.2. A  b ev á n d o rlá s  v á rh a tó  é r té k e  ism e rt

3.3. L em m a. Az m £ mátrix feltételes legkisebb négyzetes becslése
m (n) =  B n A - 1 a/a&ú az Qn := jw G Q: d e t(A n ) > 0} halmazon, 
ahol

n n
An  =  £  X k - iX T-1, B n =  £  ( X fc -  m e ) X £ .

k=1 k=1
3.4. T é te l.  Legyen (X k )keZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton
Watson folyamat, amely teljesíti a (C PR), (ZS), (ND) és (M) félté­
teleket, ahol i  =  8 . Ekkor az m ^ ( ) és gn becslések létezésének valószí­
nűsége tart 1-hez ha n ^  <x, valamint

n 1/2(m £(n) m £)
D

n(g'n

_(1 -  A -)1/2 V£1/2 f 01 Yt d W t v T
(V£v left, v left) 1/2 f o Yt dí 16

f i  Yt d(Yt -  (Uleft, m e )í) 

f i  Yt2 dí
ha n ^ < x ,  ahol Yt := (u ieft, M t +  ím £), í G R +, és (M t)teR+

alábbi egyenlet egyértelmű erős megoldása

d M t =  ((u ieft, M t  +  í m e) + )1/2 v f 2 dW  t , í G R + ,
M 0 =  0 ,

ahol (W t )teR+ és (W t )teR+ független 2-dimenziós standard, Wiener- 
folyamatok.
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3.3. A  b ev á n d o rlá s  v á rh a tó  é r té k e  ism e re tle n

3.5. L em m a. Az m ^ és m £ paraméterek együttes becslése

m (n) =  B n A - 1

'(n )
- X )  X k -  m (n) - E  X k-1 ,

k=1 k = 1
alakú az Qn := jw G Q: det (An ) > 0} halmazon, ahol

n n n
A n ( X  1 , . . . , X  n ) =  £  X  k - iX  £  -  -  £  X  k -  £  X  £ ,

k=1 k=1 k = 1

B n (X  1, . . . ,  X  n ) =  £  X  kX  £  — -  £  X  k £  X k-1.
k=1 k=1 k=1

3.6. T é te l.  Legyen (X k )keZ+ 2-típusos, bevándorlásos Galton
Watson folyamat, amely teljesíti a (C PR), (ZS), (ND) és (M) felté­
teleket, ahol i  =  8. Ekkor az m ^ (n), m £(n) és gn becslések létezésének 
valószínűsége tart 1-hez ha — ^  <x, valamint

1 /2 ( m (n) , D (1 -  A -)1/2 V 1/2 fő1 Yt d W t T
— / (m ( ) - m ) — -— —  c , 1 _ —  v ieft,

(V£ v left, v left) 1/2 / 0 Yt dt
------ (n )  V , K Am £  — m £ — > M 1 ,

továbbá

(̂Qn -)
D /o1 Yt d(Yt — (uieft, rn£)t) — (Y1 — («left, m e)) J0)1 Yt dt

Zo1 y 2 dt — ( / o1 Yt dt)

á a  — ^  <x, ahol Yt := (u ieft, M t +  tm e) , t G R +, é s  (M t )t e»+
alábbi egyenlet egyértelmű erős megoldása

dM t =  ((u ieft, M t  +  t m £ )1/ 2 v f 2 dW  t , t G R + ,
M o =  0,

ahol (W t )teR+ és (W t )teR+ független 2-dimenziós standard Wiener- 
folyamatok.
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3.4. A  becslésekre vonatkozó eredm ények összegzése
Az eszköztár alkalmazásaként láttunk három határeloszlás tételt, me­
lyek különböző esetekben írják le az utódeloszlás várható érték mátrixá­
ra illetve a kritikussági paraméterre vonatkozó becslések aszimptotikus 
viselkedését.

A tételekben megjelenő határeloszlások meglehetősen bonyolultak 
sztochasztikus integrálok hányadosaként állnak elő. Sajnálatosan az 
integrálokban megjelenő sztochasztikus folyamatok az u left vektoron 
keresztül még a becsülni kívánt paraméterektől is függenek. Ez a függés 
reménytelenné teszi konfidencia intervallumok vagy próbák konstruálá­
sát ezen tételek segítségével.

Azonban a tételek nem értéktelenek statisztikai szempontból. Az 
m^ mátrix és a  q kritikussági paraméter becslése mindhárom esetben 
gyengén konzisztens. Az m £ vektor becslése nem konzisztens, ez azon­
ban az egytípusos Galton-watson folyamatokra vonatkozó eredmények 
ismeretében nem meglepő, abban a modellben sem teljesül a konzisz­
tencia. A konzisztencián túl a tételekből a konvergencia sebessége is 
kiolvasható.
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