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1. Elozmények

Geometriatanarként 2003 6ta dolgozom a zentai Bolyai Tehetséggondozé Gimnéaziumban.
Modszerem a geometria tanitasaban a szamigdgépes vizualizacio, amit 2004 6ta hasznalok,
mert a szamitégép nagy pontossiggal abrazolja az alakzatokat, és a kezdeti, bemeneti ele-
mek mozgatasaval végigkisérhet6 az alakzat valtozésa. Ily moédon a szemlélo 4j kapcsola-
tokat fedezhet fel az elemek kozott, és konnyebben belatja az adott probléma megoldasat.
Ma mar létezik tobb és sokféle geometriai szerkesztOprogram. Az els6sok az Euklides
DGS (dinamikus szerkesztéprogram) szoftvert hasznaljak, a tobbiek GeoGebra DGS-ben
szerkesztenek, elemeznek, a harmadikosok pedig alkalmazzak bizonyitaskor a Mathemat-
ica szoftvert. E modszer alkalmazasaval novekszik a tanulok motivacidja és teljesitménye,
kedvelik a szamitogépes tanteremben tartott érakat. Elvarasom ezen tanitasi modszertél
az, hogy a tanuldk teljesitménye novekedni fog az érettségi vizsgén is.

Hat év alatt, midta szamitégépes vizualizacidéval szinesitem a geometriadrékat, az a tapasz-
talatom, hogy a tanulék a kozépiskolai tanulmanyaik soran megszerzett tapasztalatot,
tudast és a modszerek alkalmazasat felhasznaljak mas szakteriileteken is, hogy 1j otleteket,
megoldasokat taldljanak a jelen és a jovo elméleti és technikai problémaira. Megtanuljak
alkalmazni a szamitogépes vizualizacidt sajat, a geometriatol, st a matematikatol tavoli
tertileteken, kiilonleges egyedi koriilmények kozott, mert gondolkozasukat bovitve nyitot-
tak a vilag tjszert felfedezésére.

Bevezeto

A geometria tanitdsa a kozépiskolaban igen nehéz feladat, ezt tobb pedagogiai és pszi-
chologai didaktikai kutatds is igazolja, alatamasztja. Kiilonosen az axiomatikusan felépi-
tett geometria tanitasa és tanuldsa az érintett (illetve talan fejlesztésre vard) teriilet a ku-
tatasok szempontjabdl. A tanar szemszogébdl izgalmas feladat segiteni a tanuléknak, hogy
megértsék, megtanuljak és alkalmazzak a geometriai tételeket. Szerbidban, Vajdasagban
azt tapasztalom, hogy az 6vodéasok kreativak, iigyesek, az dltalanos iskola alsésai nagyon
okosak, talpraesettek, am mire a fels6sok megérkeznek a kozépiskolaba, a kreativitasuk,
tigyességiik eltiinik. Talan a problémamegoldé gondolkodas fejlesztésének hianya, vagy az
oktaté-nevel6 munka szlikos anyagi és idobeli keretei miatt hattérbe szoritott kreativitas
csokkenése azt eredményezi, hogy a tanuléifjisag szinte elfelejti megismerni az ékori gorog
geométerek csoddlatos tudomanyat és vilagat. Az dbrazolasok hidnyossdgai, a geome-
tria tananyaganak elméleti axiomatikus alapokra helyezése, és a tanterv szlikos keretei
hattérbe szoritottak a friss, fiatal elmék ,,racsodalkozasat” a geometriai alakzatokra.

A geometriai alakzatok sokszintisége, a benniik rejlo szimmetridk, tokéletességiik és valtoza-
tossaguk sokak szamara szinte lathatatlanul rejtve maradnak kozépiskolai tanulméanyaik
soran.

A XXI. szazad gyermekeinek egyik legfontosabb . tarsa” a szamitogép, ezért jatszik je-
lentos szerepet az oktatasban is. Marc Prensky digitalis bennsziilotteknek nevezei a
ma gyermekeit, mig mi, tobbiek, (a tandrok, a sziilok) a XX. szdzadbdl csak digitalis
bevandorlok vagyunk modszeres kutatéi gondolkodasmodunkkal. A kétféle gondolkodas-
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modot kell 0sszehangolni a tanulédsi-tanitasi folyamatban, sziikséges fejleszteni a kommu-
nikaciot egymas megértésében.

Munkam soran, a szamitogéppel segitett geometriatanitas kozben a Balka altal megfogal-
magzott kritériumok a kreativ matematikai potencidl mérésére a kovetkezd modon kapnak
értelmet:

o A szamitogépes vizualizacié tanulasa a GeoGebra vagy az Euklides DGS mellett
segiti a tanuldkat abban, hogy megfogalmazzék kiilonboz6 matematikai (illetve ge-
ometriai) helyzetekben a matematikai feltételezéseket, hipotéziseket.

o A szamitogép alkalmas eszkoz, hogy a tanuldk segitségére legyen felismerni a mintakat,
szabalyokat és alaptulajdonsagokat a matematikai és nem-matmetaikai kornyezetben.

e A kiilonb6z6 geometriai axiémarendszerek megismerése és vizsgalata felcsillantja
a tanul6 elméjében az idegen vagy szokatlan (matematikai) 6tletek elfogaddsanak
lehetGségét bizonyos feltételek mellett.

e A hibas feladatok vagy hamis allitdsok gyors ellenorizhetdsége fejleszti a tanuldk kri-
tikai képességeit, hogy intelligens gondolataikkal helyes kovetkeztetési eljarassal ,,j6”
kérdéseket fogalmazzanak meg; valamint felismerjék a feladat esetleges hianyossagait.

e A dinamikus geometriai szoftverek, mint a GeoGebra vagy az Euklides, valamint
a gyors miiveletek elvégzésére alkalmas Mathematica fejleszti a problémamegoldd
gondolkodast, a feladat részekre bontasat, feliilvizsgalatat.

A fent emlitettek miatt tartom fontosnak, hogy alkalmazzuk a szamitégépet a tanulési és
tanitasi folyamatban a teljesitmény novelése és a tanuldk kognitiv fejlédése érdekében .
Szerencsére a geometriai szerkesztoprogramok megjelenése és exponencialis titemi fejlédése
nagyon gyors fejlodést eredményezett a geometria tanitasaban is.

2. Kutatasi cél és modszer

Kutatdsom célja, hogy feltérképezzem, milyen ardnyban sziikséges és elégséges a dina-
mikus szerkesztéprogramok alkalmazasa a tanitdsban, hiszen a szamitogépes vizualizacio
nem az egyetlen tanitasi segédeszkoz a geometriadrdkon. A tételek megértése mellett
a tanuléknak a ,,j6” (helyes és elegéns) bizonyitast is fel kell ismerniiik, de a pszi-
chomotorikus képességek fejlesztése, a korzés-vonalzos klasszikus szerkesztés elsajatitasa,
begyakorlasa is cél a tanitasi-tanulasi folyamatban. Fontosnak tartom a szambeli és
minoségbeli ardny felallitasat, gyakorlasat, a geometriai 6rék felosztasat a szamitogépes
vizualizacio és az elméleti bizonyitasok, szerkesztések kozott.

Feladatom, hogy végigkdvessem a tanulok fejlodését a négyéves kozépiskola geometria
tantargyanak haroméves oktatasan keresztiil, a nevezetes tételek segitségével. Ugy gon-
dolom, hogy ha a tételeket, fogalmakat tobb oldalrél megvilagitjuk, kiillonb6z6 aspektusait
latjuk, atvizsgaljuk, akkor jobban megmaradnak az emlékeinkben, és a vart eredményt
fogjuk kapni.

A dolgozatban a geometria tanitasanak szintjeit tekintem at, amelyek a spiralitas elvével
osszhangban a kovetkezoek:

1. Planimetria, szintetikus bizonyitasok, felfedez6 tanulas;

2. Trigonometria, trigonometrikus bizonyitasok, mérések;
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3. Linearis algebra és analitikus geometria, analitikus bizonyitasok.

sszintetikus
modszer
Axiomatikusan
| felépitett
elmélet

strigonometrikus
modszer Geometria

*5Zinusz- 8s 1
koszinusz-tétel

sanalitikus
madszer
+3ltaldnes alak

3. Eredmények

Geometria I. Planimetria

Egy elemi geometriai tétel, az Euler-egyenesre vonatkozo tétel vizsgdalata,
HT =2-TO

mikozben a H pont jeloli a haromszog magassagpontjat, O a haromszog koré irt kor
kozéppontjat, T a silypontjat. Ez a feladat mint alapprobléma jelenik meg az elsos
tananyagban, ahol nyomon kovetheté a geometriai gondolkodas fejlodése, fejlesztése sza-
mitogépes vizualizaciéval és elemi bizonyitasokkal. A tanuldk elotudasa: ismerték a
héromszog nevezetes pontjait (beirt kor kozéppontja, kortilirt kor kézéppontja, magas-
sdgpont, stlypont) a definicidkat, szerkesztéseket, bizonyitasokat. Eldszor az adott defini-
ciok alapjan egy hegyes szogii haromszogben szerkesztettiink, azutan specidlis egyenlo
szard, majd egyenld oldali és derékszogli haromszogeket szerkesztettiink. A kovetkezd
1épésben bizonyitottunk, a kapcsolatokat keresték és fedezték fel a tanulék. A hazi fela-
dat a tompaszogli hdromszog nevezetes pontjainak megszerkesztése volt, miutan pontos
utasitasokat beszéltiink meg. A kovetkezO déran ellendriztem a szerkesztési munkakat,
ramutattam a hibas részletekre, és a nem teljesen pontos rajzokra.

A szdmonkérés-ellenorzés (felmérés) harom fazisa:
1. Vizualizacié szamitégépen;
2. Osszehasonlité felméré feladatok osztalyzdsra;
3. Ismétlés a téli vakacié utan.

Bizonyitasaik kozben tanuléim Hamilton tételét alkalmaztak:
—
OB +0C + OA = 0H

és az ,,ismert” vektoregyenletet (azért raktam idéz&jelbe, mert sok tapasztalat és gyakorlat
kell hozza, hogy ismert legyen)
e
CH =2-0C,

ahol C} pont az AB szakasz felez6pontja az ABC haromszogben. Ebben a fazisban bemu-
tattam a tanulok munkéit, alkotasait, az értékeléssel egytitt. A szamitogépes vizualizacid
az elso fazisban segitett az 1j fogalmak felfedezésében, ezek tulajdonsagainak megértésében



és a tételek bizonyitasaban.

Minden negyedévben 90 perces irasbeli dolgozatot készitiink témazaré oOsszefoglaloként,
amely bizonyitasokat, szerkesztéseket és szamitasi feladatokat tartalmaz. Maximalisan 20
pontot lehet rajta elérni altaldban, ami a kovetkezo eloszlas alapjan osztalyozhato:

18-20 pont kitiiné (5)
15-17 pont jeles (4)
12-14 pont j6 (3)
9-11 pont elégséges (2)
0-8 pont elégtelen (1)

Ebben a kutatasi részben két csoport (tagozat) eredményeit vizsgaltam meg.

A 2003-beli tagozat 20 tanuldjanak tanitasakor nem volt lehet6ség szamitogépes vizua-
lizaciot alkalmazni, mig a kovetkezo, 2004-es kisérleti generacio 14 tanuldja az 6ssz 6raszam
25 szazalékaban a szamitégépet a bemutatott mdédon hasznalta. A bemutatott feladatok
a masodik dolgozatban szerepeltek, az eredmények a kovetkezo tablazatban olvashatoak,
balra a régebbi (kontroll), jobbra az ujabb (kisérleti) tagozat osztélyzatai:

0 1 2 0 1 2 3
1 0 0 4 6 9 1 0 0 4 9
2/a 0 4 6 9 2/a 0 1 4
2/b 0 6 13 2/b 0 0 14
3 0 2 8 4 5 3 0 3 2 5 4
4 1 8 3 7 4 0 5 1 8
5/a 1 10 8 5/a 0 7 7
5/b 4 10 5 5/b 1 9 4

Az évvégi eredmények Osszegezése alapjan a kisérleti csoport majd 10 szazalékkal maga-
sabb atlagot (3.93) ért el, mint a kontrollesoport (3.65).

Control group Experimental group

Nl N2 E3 N4 HS H]l N2 E3 N4 ES

(A kis 1étszamu minta miatt nem végeztem korreldcids méréseket.)
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Geometria II. Trigonometria

A geometria II tantargyban trigonometria alkalmazasat dolgozzuk fel, mikézben a geome-
tria nevezetes tételeit (Menelaosz, Ceva, Fuler-egyenes) bizonyitjuk.

Igazoljuk a szinusz- és koszinusz-tételt, el6szor elemi szintetikus médszerekkel, majd alkal-
mazzuk a nevezetes tételeknél. Itt a kisérleteken van a hangsily, a tanuldk intuiciéjanak,
0sztonos megérzésének és a kreativitasanak fejlesztésén, heurisztikus modszerekkel, amit
szamitogépes vizualizacidval segitiink.

A GeoGebra dinamikus szerkesztéprogramban kisérletezve a Ceva-tétel
AF BD CFE
I=%B DC EA
képletét ellendrizhetik a tanulék az F pont (vagy E pont, illetve D pont) mozgatasaval az
ABC haromszog oldalain. A tanulsag:

e ha F # (G, amig F pont az AB szakaszon mozog, akkor a képletben f £ 1.

-i@ F=(-0,1.19)

| Dependent ohjects
AE=2.93
AF=1.79
BF=7.19
CD=4.24

EC = 3.66
G=1{2.12,1.43)
S =(1.55,3.24)
a=8.62

b =6.59
c=8.98
d=6.57
e=8.19
=313

p:4x+ 1.27y = 10.31
poly1 = 26.85

SRS H ol SESE S SR SESE S S SR S

e ha ' = (G, amikor az F' pontot bedllitottak a C'S és AB egyenesek metszéspontjaba,
akkor a képletben f = 1.

@ F=(2.12,1.43) ol
Dependent objects
AE=293
fil-=3 82 AE CD_BF
BF = 5.06 f=§ T ;=1akk0rAD,BECFkonkure £
Ch=4.24

EC = 3.66
G=1{2.12,1.43)
S =(1.55,3.24)
a=8.62
b=6.59
c=8.98
d=6.57
e=8.19

f=1

p:Ax+ 1.27y = 10.31
poly1=26.85
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Geometria III. Linearis algebra és analitikus geometria

A geometria I1I tantargyban analitikus geometria szerepel, ahol a pontokat Descartes-féle
koordinataikkal tiintetjiik fel, az egyeneseket egyenleteikkel viszgdaljuk, és a masodrendii
gorbék egyeneleteit definicidéjuk alapjan vezetjiik be. Ez utébbiak dbrazolasa szamitégépen
segit a tanuldénak feltérképezni az alakzatokat, megérteni a tételeket, és sajat, pontos
abrat rajzolni a négyzethalds (kockds) fiizetbe. A legalkalmasabb DGS a GeoGebra,
ami mar nem ismeretlen szamukra, hisz alkalmaztak az el6z0 évben, csak az algebrai
ablak vizsgalata nélkiil. A tanuldk ismerik az elemi geometriai szerkesztéseket, az euk-
lideszi axiomatikusan felépitett geometria nevezetes tételeit, valamint a nem-euklideszi ge-
ometridkat is. Mindemellett a nevezetes tételek bizonyitasaban altalanos alakban hasznos
segitség a Mathematica szoftver, amely igen hosszi és komplikélt képleteket kénnyedén
egyszerlsit, kiszamol, az emberi agyndl gyorsabban.

Néhany szamitégépes kisérletezos ora, illetve szamitégép nélkiili gyakorld éra utéan a
témazaro dolgozatban fogaltuk 6ssze, szamitogép nélkiil négyzethalds A4 lapon dbrazolva.
Az ABC haromszog csicsai adottak: A(3,5), B(6,2) és C(—2,—1), a hdromszog oldalait,
magassagvonalait, magassagpontjat (H), koriilirt kor kézéppontjat (O), silypontjat (T)
kellett kiszamitani. Az egyik legszebb rajz, pontos szamitasokkal az alabbi:

= &)

A munka végén ellenérizni kellett az Euler-egyenesre vonatkozo tételt:

A kutatas eredménye szerint a 2008-as évfolyam 20 tanuléjanak 40 szézaléka; valamint a
a 2009-es évfolyam 18 tanuldjanak 56 szazaléka kiting vagy jeles osztalyzatot ért el.
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Apolloniosz problémai

A geometria | tananyag felépitése az elemi geometriai tudason tul tartalmazza az izo-
metrikus transzformaciokat, a hasonlésagi leképezéseket és a korre vonatkozéd inverziot.
Példaként bemutatom Apolloniosz problémait, a tiz lehetséges esetet. Mindegyiknek része
a megfogalmazads, szerkesztés, elemzés, disszkiszid, bizonyitas. Akinek mar volt tapasz-
talata fehér krétaval fekete (z0ld) téblara fakorzével és -vonalzéval megszerkeszteni a
haromszog nevezetes pontjait és vonalait, érti a probléma nehézségét. Tudja, milyen sulyu
feladat pontosan megszerkeszteni, bemutatni és bebizonyitani ezeket az izgalmas, de nehéz
tételeket a tanuldknak. A hangsuly most a szerkesztésen van és nem a bizonyitason. T6bb
tucat egyedi papiron elkészitett szerkesztés helyett (mellett) elég egy megfelel segitség,
valamely DGS-beli rajz. Fz utébbi abrat a szamitogépen lehet médositani alapelemeinek
mozgatasaval, amely hatalmas elony a kézi rajzokhoz képest.

Az éaltalanos és legnehezebb eset nyilvan a harom kort érinté kor, amelyet Apolloniosz
”On Tangencies-Az érint6krol” 11, konyvében talalunk meg. Az alapprobléma:

Adott harom objektumhoz, amelyek barmelyike pont, egyenes vagy kor, szerkeszd meg azt
a kort, amely mindeqgyiket érinta.

Munkamban mind a tiz esetet bemutatom, amit a tanulokkal egyiitt feldolgoztunk. Kozben
megjelennek a tanuldk felfedezései, és szerepelnek sajat szerkesztéseik is.

Példaként a hatodik probléma (Adott A pontot tartalmazo és adott [, m koroket érinté
kor szerkesztése) szamitogépes abraval:

A tanév soran a tanulok megtanuljak a korz6, vonalzé és technikai ceruza hasznélatat ezek-
ben a szerkesztésekben. Az 6rak negyven szazalékat az informatikai teremben, szamito-
gépek mellett tartjuk, mig a tobbin, az érdk hatvan szazalékaban a szerkesztéseket gyako-
roljuk, a pszichomotorikus képességek fejleszése céljabdl. A geometriatanitdas néhany pszi-
chomotorikus célja [1]:

e a feladatok megoldasanak tiszta, vildgos attekintheto rogzitése;

e korzo, vonalzo és egyéb eszkozok ligyes hasznalata;
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e szabadkézi rajz- és vazlatkészités;
e matematikai, illetve geometriai modell készitése;
e szamoldégépek, komputerek kezelése.

Hazi feladatnak a tanulok megszerkesztik az 6todik vagy hatodik probléma rajzat, ame-
lyeket a kovetkez6 modon értékeliink:

pontos szerkesztés kitiing (5)
egy kisebb hiba jeles (4)
két-harom pontatlansag jé (3)
rossz rajz elégséges (2)

nem rajzolt elégtelen (1)

Van-e mas geometria az euklideszi geometrian kivil?

Amig az axiomatikusan felépitett geometriat tanulmanyoztuk, Hilbert 21 axiéméajaval is-
merkedtiink meg. Hilbert a Grundlagen der Geometrie cimi kényvében meghatérozta
és Ot csoportba sorolta az axiémékat: az illeszkedési, a rendezési, az egybevagdsagi,
a folytonossagi, valamint a paratlan parhuzamossagi axioma, amely Eukleidész Elemek
cimii konyvének otodik posztulatumaval egyenértékii, ekvivalens kijelentés. Mindekozben
a tandr kiildetése (manapsig a feladata), hogy megmutassa a parhuzamossagi axiéma
kiilonbozo valtozatait, amelyek a matematika torténelme soran fejlédtek ki. Ezen a ponton
bemutatom a harom axiémarendszert, a Playfair-, a Bolyai-Lobacsevszkij- és a Riemann-
féle parhuzamossagi axiémakat, mig a projektiv geometriat a Desarques-, illetve Papposz-
tétellel. Sziikségesnek tartom a tanuldk kognitiv attitiidjének fejlesztését, hogy elosegitsiik
a gondolkodasi készségek, a tér érzékelésének fejlodését, az intelligenciaszint emelkedését,
a divergens gondolkodas megjelenését, valamint a modern tudoméanyokhoz valé hozza-
férést. A 15 éves tanuléifjisag matematikai gondolkodasa még nem teljesen fejlodott ki,
mivel még nem szerezhettek tapasztalatot problémamegoldé gondolkodast igényld felada-
tokban. Viszont a geometriai problémak alkalmat adnak effektiv fejlesztésekre.

A gbmbi geometria szinusz- és koszinusz-tételeit alkalmazzuk, és kiprébaljuk a Lénart-
gombon. Néhény tanuléi munka is bemutatasra kertil.

Alljon itt egy szép példa, pontos szamitasokkal és a gombharomszog jé abrazolasaval. A
tanulé a harmadik szog meghatarozasara a koszinusz-tételt hasznélta, tehat nem tévedhetett,
mert a szog koszinuszanak elGjele megmutatja, vajon hegyes- vagy tompaszogii-e a haromszog.



3. EREDMENYEK

P, 0.-:!1110 LIS, . . Y

& - W20 yo! i
= 220

whC = Cong. CLOBE+ Mina, - WO eobd“

WeaYe RN
CodC = —

=)
(331—"("'(:@!‘_ + MG BAOC, - Con dd
M0 E- Mo Cobd =

e (SN _
C=4ogy aqn l// Bitiel n COAG, ~ m@‘mﬂz’:@mc
OG- o
Cod i =
Cobdbp = -CD?&J\-C%&-\ + mng . ag < 3 e
SR 00D 5
Con(s = - 0852 3 w A >32°%0 ’?W,
(5= 5‘1?_'.°|3|5-{u !/

Osszegzésként elmondhatom, hogy az értékelt feladatok j6 eredményt adtak, gyonyori
rajzokkal, szép szamitasokkal és izgalmas, meglepd, meghokkenté hibakkal: a didakok
csodélatos otletekkel dlltak elo.

Osszegezés

Ez a dolgozat a geometria mint tudomany és tantargy tanitasi és tanuldsi folyamatait
vizsgalja szamitogép alkalmazasa mellett. A kutatas {6 kérdéseit a tananyag megértése,
feldolgozasa, tovabbfejlesztése képezi, és a kovetkezo két alapkérdésre keresi és adja meg
a valaszt:

1. Hogyan segitette el6 a szamitogép alkalmazasa a tanuldt a jé eredmény elérésében?
2. Melyik szoftvert milyen feladatokban hasznaljak a tanuldk?

A kezdeti sikgeometriai feladatokban Euklidész DGS alkalmazésa célszer(i, mert ahogy
Szilassi Lajos tanar ur megfogalmazta,

., Bgyszeriiségében nagyszerii szoftver.”

A késobbiekben a GeoGebra DGS hasznalata segit, el0szor csak a geometriai ablakkal,
majd kinyitjuk az algebrai ablakot is. A hosszadalmas levezetések preciz, pontos felirdsara
és bizonyitasara a Mathematica alkalmas.

A geometria tanitdsa szamitégépes vizualizacioval a jovo tudosait felkésziti a kiilonb6z6
problémak megoldasainak megkeresésére, varatlan helyzetek és pillanatok gyors megolda-
sara, hogy felfedezzék a még ismeretlent kornyez6 vilagunkban.
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