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VONATKOZÓSIMPLEXEKRE

EGYENLŐTLENSÉGEK.

Bevezetés.

Jelentse az n-dimenziós euklidesi tér simplexének csúcs
n+1) ,megállapodásszerüen legyen

Ak = Aj 
к s j

pontjait (1=1,2, • ♦ •

mod (n+1).ha
n+1) transzverzálisai a t^= OA^ egyenesek,A simplex t^ (i=l,2, 

ahol 0 a tér tetszőleges pontja.Az A^ pontokon átmenő gömb sugara 

R legyen,a beirható gömbé pedig r.

• t *

R^-ben a simplex egy háromszög,melynek transzverzálisai közül 
nevezetesek a következők:

szögfelezők 

magasságvonalak 

súlyvonalak.
Legyen az A^-nál levő belső szög or,a szemközti oldal an. .

R^-ban a simplex tetraéder,ennek is beszélhetünk a magasság 

és súlyvonalairól. In ill. rrn (i=l,2,3*4)
A simplexekre vonatkozó egyenlőtlenségek legkényelmesebben 

és legelegánsabban középértékek segítségével fejezhetők ki.Jelent

w± ( i-1,2,3)

hi
m.x

se: A(x±) 
G (x.) 

H(x ) 
QC^)

középértékét az x^ (i=l,2, 

k-adik hatványközép:

az aritmetikai 
a geometriai 
a harmonikus 

a kvadratikus
n+1) mennyiségeknek.Továbbá legyen a

Л
• • •

к*.*4

.LA
x A = A(xi) 

rs H(x±) 
M2(x.) . Q(x±)

n + 1
közismert,hogy:
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M^x.)= G(x±)lim 
к—» о

М^х^) = max С x^)limк *со

lim М^х^) = min С )
к----»-о.»"

1
M-k<xi> =

\(\)

W -1 м^1>és ha г < s .

ERDŐS-MORDELL-féle gondolat.1 ♦ A z

A kutatásokra a legelső ösztönzést az elegáns Erdős-Mordell- 

féle egyenlőtlenség adta.Rg-ben legyen egy háromszög,tetszőleges 

belső pontja 0 /esetleg a határon / és jelölje

Ri = 0Ai
ri pedig az 0 távolságát az oldaltól.Akkor:Ai+lAi+2

Rl + R2 + R3 ^ 2.(rx + r2 + r^ j
A tételt Erdős Pál tűzte ki feladatként. [ 12].

/1/

Mordell adott rá trigonometriai bizonjütást.f 25]*
Hosszú ideig nem volt ismeretes a tétel jellegéhez méltó egészen 

elemi bizonyitás,de ma már van több is. [ ll]. [ 26 ]. [ 17].
Már Fejes Tóth L. észreveszi,hogy /l/-et átírhatjuk [ 13 3. :

A(RJ > 2A(r±)
alakba.Ebből egy geometriai transzformációval /polaritás/ követ
kezik, hogy fennáll 
is./2/ és /3/ ekvivalensbe nem algebrailag.Fejes Tóth L. bebizo
nyít ja, hogy
szintén érvényes és ezt /2/ és /3/-tól függetlenül bizonyítja,mind
járt R~-beli konvex n-szögre Г 13 ] :

G(R.)>_J_ 
cos —

Több kérdés merül fel:általánositható-e /2/; /3/; /4/ Rn-£“e 

vagy R^-ben konvex n-szögre,vagy létezik-e olyan egyenlőtlenség,a- 

mely mindhármat magában foglalja.

/2/

H(R±) Z 2НСг±1 /3/

G(R±) ^2GCv±) /4/

/5/• GC*-±)
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A /4/ egyenlőtlenséggel kapcsolatban sikerült először eredmény
re jutni.A tétel egyszerűségéhez méltó egészen elemi bizonyitást ad
tam [3].Ennek a bizomyitásnak másik előnye az,hogy általánositható- 

nak bizonyult.így sikerült kapni a következő tételt:
1.Tétel:
A bevezetésben említett jelölések mellett tetraéderre:

G(R±) ^3G(r±) /6/
Bizonyitás:
Jelölje V a tetraéder térfogatát, 1Л pedig az 0Ai+1Ai+2Ai+^ tet

raéder térfogatát,továbbá az 0-n átmenő transzverzális hosszát R^+z.^ 

akkorir4v-£<>-(- -f i i * = /
!|_)= 4

Zi V
/61/= 3R.l

természetesen r^íí zm miatt:
v
Itt

R,
—^— > 3
+ ri =

/62/

közös nevezőre hozás és kis rendezés után kapjuk:

ÍL^> э ♦ aZA + Iiiii
i ~Z r.

/63/
ri ‘ >/ rirj

a számtani és a mértani középre vonatkozó reláció kétszeri alkalma
zásával:

/64/

R.R /65/i к
rirk

/65/,/64/ és /63/ alapján következik:

G4 - 6G2 -8G -3 = (G + 1)3.(G -3)^0 

/66/-ból közvetlen folyik /6/,
Ezután természetesen meg kellett kísérelni a teljes általáno

sítást is,n-dimenzióra .Mindenesetre /66/ analógiájára keresni kellett
R -ben a n
egyenlőtlenséget.Ezt sikerült levezetnem egy tisztán algebrai jelle
gű segédtétel felhasználásával.Ez a következő:

2 .Tétel:
Legyenek a z.> о (i=l,2,

T—:гЦ~ ^ n1 + z. —

/66/

(G + l)n.(G - n) > 0 /7/

n+1) mennyiségek adva,akkor 

n+1

• • •
*L4 /1+ /8/£ n

c
Cs=Y
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A 2. számú tétel mint kitűzött feladat jelent meg az Elemente der 

Mathematik c.folyóiratban. [4].Saját megoldásom bizonyos középérték 

relációk alkalmazásával jutott célhoz,de ez egészében elég hossza
dalmas volt.A kitűzött feladatra több megoldás érkezett,a legszel
lemesebb 0.Bindschedler bizonyítása volt,ezért most ezt közlöm.

Bizonyitás:
A feltételi egyenlőtlenség szerint a summa minden tagja egynél 

kisebb lévén bármely n-1 tag összege kisebb mint n-l,a maradó két tag 

eszerint nagyobb egynál.Tehát

11
> 1+ ~1 T1 + z.X

ebből következik,hogy 

dig a legnagyobb a z^-k között./Ha mind egyenlő akkor a tétel trivi
ális ./Helyettesítsük most a summában z-^-et és z2-t a geometriai köze
pükkel, eközben a summa növekszik .T.i. :

К

z^z^< 1.Legyen most z^ a legkisebb, z^ pe-

211
<+1 + z2 1 + У 1 +Vyz^

biztosan igaz y=o-ra,ha pedig у növekszik z-^-ig, akkor sem mehet át 

egyenlőségbe,mert abból következne 

(y - z2)2.(l - z2y) =0
ebből pedig у < z^ < z2 azaz 22У = z>2zi < 1 feltételekkel ellenmondó 

következtetés folyik .Az emlitett módon változtatott összeget -vei 
jelölve következik,hogy^S-^! és U — IL .Ha viszont z-^ 

kező módon helyettesítjük z^ ill.
x 2 1^2 „/ __

és Я -t úgy választjuk,hogy ill./l>l miatt ekkor KjY .

és z2-őt a követ-
* -veiz2

* = z21

Az eljárást ismételve a következő n+1 számra z^» ,z2» , 
a summa marad,a szorzat pedig monoton csökken.A minimumok értéke 

monoton nő,de z^z^.<l miatt korlátos maradván konvergál egy zq ér
tékhez, a maximumok szintén.Végül minden érték ezzel lesz pótolva, 

ekkor a feltétel szerint z <JL tehát//>no- — 0 —
a bizonyitás kész.

Ezután bizonyíthatjuk a következő tételt:
3 .Tétel:

z3 zn+l

n+1 .Lévén j[>JJ ezzel
О

a

Az n-dimenziós tér simplexére fennáll: 

G(íL) > nG(r.j /9/
Bizonyitás:

Legyen a t^ transzverzális metszéspontja az A^-vel szemközti határ-
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simplexszel B^,továbbá 0B^= u^ ,akkor:
4 + i П+-/R.1 *Z(i - ui 1

Ri + ui
^R. 
< = / 1

/91/n + 1 = n+ u.X < = ,
ahol V jelenti a simplex térfogatát En~ben,pedig a következő 

részsimplexé A-^Ag 

viálisan гц<и^, ezért
An+i .Nyilván Yy±~ V.Másrészt tri-Ai-l0Ai+l • • •• * *

Hifi /92/> n
i + ri r.

---- válsztás mellett épen a 2/92/ z,= ^
lensége és11! ebből a 2.tétel miatt folyik /9/.

. tétel feltételi egyenlet-

A 3.tételt később egészen más módszerekkel bebizonyította J. 

Schopp is. [ 28].J.Schopp baricentrikus koordinátákat használt és ha
sonló módszerrel még más egyenlőtlenségeket is vezetett le. [29].

Térjünk át ezekután a /2/ egyenlőtlenség vizsgálatára.Előre- 

bocsájtjuk a következő tételt:
4.Tétel:
Jelentse az n-dimenziós simplex n-1 dimenziós határsimplexei- 

nek térfogatát a^ (i=l,2,
±M+f

n+1 ) »akkor érvényes:
4+1Z *4% > ny;

'~4 a t=-<
Bizonyítás: két dimenzióra megtalálható a bizonyítás Lej

ben .Általánosan:

• • •

/1о/airi

4+1

= 7L ai^miX 2- r.) =(n Ф 1). nV -
Ч.-Ы

/lol/aiRi=f
l

triviálisan fennáll u.i. a^iru=nV = 5Z 

/lQl/-ből közvetlen következik /lo//

nV = n V
'=1 ~4

a* r • 11

/Ьо/ külső formája rendkívül hasonlóvá tehető ahhoz a formához 

amit /2/ általánosításaként várunk.Várjuk u.i. hogy

A(íh) 'L nACr^)
sejtés simplexekre igaznak bizonyul.Mindenesetre a 4.tétel szerint a 

határsimplexek térfogatával sulyozo/tt számtani közepekre igaz ez.Ha 

a sulyok egyenlők,azaz a simplex szabályos,akkor nyerjük :
5.Tétel:
Szabályos simplexekre:

A(R±) > nA(r.j
Bizonyítás: 4.tétéi közvetlen folyománya ez a^=a -t téve.
Nem szabályos tetraéderre azonban a helyzet sokkal komplikál

tabb és kiderül,hogy a sejtés már tetraéderre sem igaz.

/11/
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A nehézséget az okozza,hogy inig /9/ átirható

G(vt) * n
alakba,ahol az egyik oldal fix és a másik egyetlen középérték,addig
A (R.) / R.
A(rd nem hozható kapcsolatba Aj ----

legalábbis eddig nem sikerült.De nem is érvényes tetraéderre az 

AÍR^ > ЗА(rD sejtés,hanem csak az:

ACR^VeACrJ
ennek bizonyitását adta N .D.Kazarinoff [ 17*] ,de ebben a bizonyítás
ban hiba van.T.i. eredetiled D.Kazarinoff bizonyította be a /12/ ösz- 

szefüggést,de annak publikálása előtt meghalt .Az idézett cikkben N.D 

Kazarinoff próbálja rekonstruálni ezt a bizonyítást,de ebben hiba 

van./ Erdős Pál kö_zlése ./Eg3r másik sejtést tesz lehetővé,ha /12/-őt
AfR^Vsh^.AÍr^ alakba és ugyanekkor /2/-őt pedig A(R^)>^^ACr{) 

alakba,mert igy n-dimenzióra

-vei vagy valami hasonlóval,
ri

/12/

átirjuk

A(Ri)^V2n.A(ri)
sejthető,ez azonban nem igaz,ez kiderül [17] végén.

/2/ másirányu általánositásai eredményre vezettek.Konvex n-szög
re ugyanis 1

— Aír±) (1-1,2A(Rj)ä .n) . /13/1 • •
cos —

ezt először A.Flórián sejtette,de csak n=4-ig tudta bizonyítani [ 15] 
Végül aztán Lenhard bebizonyította,hogy még

1
A(R±)^ — .A(w±) (i=l,2 /14/n)» * • •

cos^r
O-nál levő szögfelezője.Természetesenis fenáll,ahol 

/13/ következik /14/-ből./5/-nek is fennáll az erősebb
az A.OAi+1

1
G (R^) > /15/

cosj
alakja is,ez már az eredeti bizonyításból is kiderül,de a balolda
lon helyébe már nem irható más,többetmondó.

A felvetett problémák közül az utolsóra ugyancsak A.Florian 

adta meg a választ,amennyiben bebizonyított,hogy:

^ 2 ha fkí^l

V Ri)
A.Flórian dolgozata a [ 15j számú.

2l/k/ •Mk^ri)„ /16/
> I kJ>l



Foglaljuk össze az elintézett és a még nyitott problémákat;
/4/ általánosítása n-dimenzióra elintézett,ez gz 1. és a 3.tétel 
/4/ általánositása Rg-ben konvex n-szögre elintézett,ez a/15/ for
rául a.
/2/ általánositása lényegében még nyitott R^-ra is.Részeredménye
ket tartalmaz a 4. és az 5.tétel,továbbá a /12/ formula.
/2/ általánositása Rg-ben konvex n-szögre elintézett,lásd /13/.
/3/ geometriailag ekvivalens /2/-vel simplexekre.
További problémák lehetnek:a kérdéskör átvitele gömbháromszögre és 

a konvex n-szögre vonatkozó formulák általánositása magasabb dimen
ziókra.Ez utóbbi kérdés komplikált,esetleg uj fogalomkonsrukeiókat 
kiván .Súlyozott közepek használatára is gondolhatunk a 4 .tétel min
tájára .

A 2.tételnek érdekes algebrai korolláriumai vannak,ezeket /8/ 

transzformálása közben vettem észre.Ha ugyanis /8/-ban Írunk

xi o< xi< 1 (i=l,2-t , ...

- xi
akkor a 2.tétel a következőbe megy át:

2* Tétel:
Legyen adva n valós szám a (o,l) intervallumban,akkor

-ff 1 l^LXn - ifZ xi ^ 1 /17/
xi

6.Tétel:
Legyen egy valós együtthatójú n-edfoku algebrai egyenlet

2PCx) = aQ + a-^x + a2x + 

amelynek n valós gyöke van /nem okvetlen különbözők/ a (o,l)inter
vallumban és an_]_ áL -1, akkor

+ an + a0 + о 1 2
Bizonyítás:

Legyenek a gyökök о<х^< 1 (i-1,2,

-a T = у x. < 1 n—1 i —
fennáll,tehát a 2.tétel szerint:

, n + X• • •

1 > ( -l)n .aQ .(n-l)n /13/+a -> + n—1• » •

n) akkor• * *

Л1

TTL- PCDx±)
>(n - l)nC 55 -4

(-!)n.a0 

és ez épen a /18/ összefüggés.
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Pl. harmadfokú egyenletre a feltételeknek megfelelően és 

véve az érdekes
a2~~^ -et

an > 8оал 1 — о
Hasonló jellegű tételt nyerhetünk Ky Fan-nek egy nem publikált 

egyenlőtlenségéből is [2],amely igy hangzik:
Legyenek о< < 1/2 (i=l,2,

adódik.

n) mennyiségek,akkor• • •
*1.

(1 - x±)11 xi(s-f /19/vt \ n —Г "П

I xi 21 -
‘ --f !

7.Tétel:
Legyen a 6.tételben szereplő Píx) egyenletnek n darab valós 

gyöke mind a (o , 1/2j intervallumban,akkor:
n

n + an-l(-Dn.a0. <C a^ + an + о 1 /2о/+ 1+ а• • • n-1-аn-1
Bizonyítás:

Az algebrai egyenletek elméletéből ismeretes,hogy:
*1

Да -Űx,
i^4 ±

n,

Л x. = -
rÄf -L

М>В-о P(l) ezeket beirva /19/- 

be nyerjük /2o/-at.Figyelemreméltó egyébként /18/ és /2о/ szerkeze-
зс±) =; a„ 1 n-1 ‘ = f

ti hasonlósága és még nyomozni lehet hasonló egyenlőtlenségek után,a- 

melyek ilyen módon átirhatók algebrai egyenletek gyökei és együttható 

i közötti összefüggésekre.

vonatkozóII. Transzverzálisokra

egyenlőtlenségek.

R2 és íhj-ra vonatkozóan már régen ismeretesek ilyen e- 

gyenlőtlenségek,mégis soknak csak most sikerült megadni a legáltaláno 

sabb formáját.

F.Leuenberger közölte,hogy háromszögre:

/ 3
3r < A(h.) < — 

1 2
/1/*R

erre elég nehézkes és nem általánosítható bizonyítást adott. [20].
Nekem sikerült elemibb bizonyítással élesíteni és az általá- 

nositás útját is kijelölni.Erre vonatkozik a következő három tétel.
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8.Tétel;
Háromszögre fennáll

3r <: G(h.) /2/is.
Bizonyítás:

— " Aí— > g(—)3 lh.1- (hj^~h± t^a±h±
airi = 1 azaz

ez utóbbiból r1=r2=r^=r esetén következik /2/.Egyenlőség csak egyenlő 

oldalú háromszögre állhat fenn.A 8.tétel megtalálható [ 5]-ben.
9 .Tétel:
n dimenziós simplexre

(n + l).r£LG(lb)
Bizonyítás: Teljesen analog a 8.tétel bizonyításával,csak az ösz- 

szeg n + 1 tagú.
Az /1/ formula másik oldalát illetően,igaz a

/3/

lo .Tétel:
Háromszögre: A(lu) 5^-VJ.Qfsin< ) . R 

Bizonyítás:Közismert,hogy:

V-2 (>i
= =

^ /«ry

/4/

i+2 ) ” ax ( i=l»2,3) /41/+ a
^ оХпь2 3r2J] Sín2 <.

<• = < 1
ebből:

Másrészt aZsin «у

/42/

maximumának a meghatározása az °^+°2+с^ = ^ 

mellékfeltétel mellett egészen elemi probléma lesz a következő sze
rencsés azonosság miatt:

sin2^+sin2A'2+sin2C>^ =

= 2
2

-[ /43/! “ 2 * cos^2 " + -L4 *
0^= у.СОВ^- D^)

cos- 0^;cos

/43/-ból látható,hogy cos *3) és cos

esetén biztosan maximum van,ez pedig épen összefér a feltétellel,mert 

egyenlőoldalu háromszögre bekövetkezik.Egyúttal a maximumérték is le
olvasható, az épen 2 + 1/4= 9/4.

Q(nb) = VT" . Q(siní*).R

következik,ami még többet állít mint a tétel,mert

ACh.^QCh^Q/m^

Másrészt a kiszámított maximum behelyettesítésével megkapjuk /1/ má
sik oldalát is.
A 8. és a lo.tétel bizonyításai megjelentek [5]. -ben.
Következő probléma volt az n-dimenziós általánosítás,amely a 9.tétel

/43/-ból: /44/
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szerint az egyik oldalra nézve megoldódott.A másik oldalé már nehe
zebben ment és először csak a következőt sikerült megállapítani:

11 .Tétel:
Tetraéderre,ha a körülírható gömb középpontja a tetraéderen 

belül van érvényes: 4 +\[2
A(h±) <

Bizonyítás:A bizonyításban felhasználom 1./12/ összefüggést, 
de itt nem közlöm,mert a későbbi eredmények ezt jelentékenyen élesí
tették és a korlátozástól is megszabadították.Mindenesetre ez az e- 

redmény egy közbeeső láncszem volt a kutatásokban,mint kitűzött fel
adat jelent meg [6].Hogy mennyire közbeeső láncszem volt azt az is 

mutatja,hogy erre nemsokára egymástól függetlenül oldotta meg az ál
talánosítást F.Leuenberger [21 ] és J.Schopp [3o ] is,mindketten hivat
koznak a 8-11.tételekben foglalt eredményekre.

Kiderült,hogy Rn~beli simplexekre:

/5/.R4

= H(t.)<G(t.)<A(t.)<Q(t.)< H_±_!_.R
n

(n + 1 ),T /6/

ahol 4 helyébe irható lu és пь isjRg-ben is.
A baloldal ezzel teljesen elintézett,mert ott egyenlőség van, 

de a jobboldalon felmerül a további általánositás lehetősége is

^ *4^ -R
biztosan fennáll k<2-re,de kérdés,hogy к felső határa 2-e vagy en
nél több.Erre a kérdésre a következő fejezetben visszatérek.

Szólni kell a legfontosabb transzverzálisokról,általánosítá
saikat illetően.A fcu magasságvonalak definíciója egyszerű,hiszen ez 

az A^-n átmenő A^A^ 

rőleges egyenes,ez létezik,mert a simplex definíciója szerint az 

Al, A2 .. .An,An+1 pontokból bárhogyan választunk ki к számút /3Sk <n+l/ 

azok egy к-l dimenziós simplexet határoznak meg.A bu-k egy ponton men 

nek keresztül,ennek bizonyítása is közismert.
Ami az пь súlyvonalakat illeti ezek a S súlyponton átmenő 

transzverzálisokként definiálhatók m.= A.S
í í

kusan,ha

/6 /

A n—1 dimenziós határsimplexre me-Ai-lAi+l• * • • • •

.A S pedig például analiti-

S (x^Xg, Aifail,ai2’ ain'•V
É aik

• 0 *00

akkor:
(k=l,2 /А/n)Xk , ...

n + 1
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^ jelenti az A^S hosszát,akkor érvényesHa s

si n /В/
n + 1

és a körülírható kör 0 középpontjára vonatkozóan Leibnitz tétele is:
mi

*1+4

Z öl 2= (n + 1) .ÜS2 +Z 2
i “ 4 J- É у -i-

/6/ bizonyításához felhasználható а /В/ és /С/ összefüggés.
Rg-re még igen nevezetes transzverzálisok a belső szögfelezők, 

ha az eredeti mértani hely definíciót tekintjük,akkor általánositás 

esetén ez növeli dimenziószámát,viszont definiálhatók úgy is,mint a 

beírható gömb: /ez létezik/középpontján átmenő transzverzálisok.Ebben 

az esetben például felhasználva az I./91/általános transzverzális for
mulát

Ы.+ 4

/С/

Ri V wi - ui+ ui ■ wi 

szereposztásban,kapjuk:
44-4

*

X — - ui = n
Wii — 4

u.> r miatt: i— *l±± w.
X J

továbbá - r------^ > n /7/
w.í«Aj

és ebből kis számolással következik:

(n + l)r ^
/8/ természetesen következik /6/-ból is,itt csak az I./91/általános 

transzverzális formula használhatóságát akartuk újra megmutatni.Eb
ből sikerült u.i. a legelső eredményeket is nyerni. (^3].

Rg-ben érdekes és kevéssé vizsgált transzverzális a szimédián 

/a súlyvonalnak a szögfelezőre vonatkozó szimmetrikusa/,melynek hosz-

ai+lai+2

/8/

2 \j2 (a±+isza:
2 ) - a 2 i+2) ai+ arr

2i ai+l+ai+2

vagy a súlyvonallal kifejezve:

ai+lai+2 .mi64
ai+l+ai+2i

nem igen ismeretesek a szimédiánra vonatkozó transzverzális formulák, 

például /6/ fennállása is kérdéses illetőleg módosulása.
A háromszögben és a tetraéderben további nevezetes pontok is 

meretesek,ezekből nevezetes vonalak definiálhatók.A kérdés vizsgálata
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érdekes algebrai vizsgálatokkal kapcsolható össze,ezekre vonatkozóan 

Rédei L.közölt érdekes eredményeket./Algebra,Leipzig 1959 .p.693-713./ 

Szintén algebrai vizsgálatot igényel a transzverzálisokból 
illetve ezekből és egyéb adatokból való euklidesi szerkeszthetőség 

kérdése.Különösen, érdekesek a nem szerkeszthető esetek.Ezek számát és 

elméletét Szőkefalvi Hagy Gyula,P.Buchner,Roth~Desmeules,Van der Waer- 

den,H.Wolff és L.Bieberbach gazdagították.Erről a témáról egy össze
foglaló jellegű dolgozatot közöltem [7 ].A dolgozatban uj esetek is 

szerepelnek,amelyeket én találtam,ezeket az eseteket most közlöm bizo
nyítás nélkül.Azért bizonyítás nélkül,mert nem tartoznak szorosan a 

témához.
12.Tétel:
Nem szerkeszthető háromszög,ha adva vannak a magasságvonalak

nak a magassági ponttól a csúcspontig terjedő darabjai.
13 .Tétel:
Nem szerkeszthető háromszög,ha adva van két oldal és a r/R vi

szony.
14 .Tétel:
Nem szerkeszthető háromszög,ha adva van két oldal és a harma

dikhoz tartozó magasságvonalnak a csúcstól a magassági pontig terjedő 

része .
Ez a két utóbbi azért különösebben érdekes,mert két oldal is 

szerepel benne.A továbbiakban jelentse a beirható és a külső érintő 

körök középpontjait I, I , I, , I akkor érvényes a8, D C
15. Tétel:

I 1^, I 1^, I Ic távolságokból nem szerkeszthető háromszög.
16. Tétel:
=■ ■ - ---------------------------------------------------------------------^ ____________________________________________________

Nem szerkeszthető I I
17. Tétel:

Nem szerkeszthető háromszög,ha adva van egy magasságvonal és 

az ugyanahhoz a csúcshoz tartozó két oldalnak a csúcstól a magasság- 

vonal talppontjáig terjedő része.
Ezenkivül sikerült még több régi eset egymással való kapcso- 

tára is rámutatni és néhány érdekes szerkeszthető esetet letárgyalni.

-bői sem.a’
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egyenlőtlenségek.III. Hatványközepes

A.Makowski igazolta,hogy l^-ben:

VT
Mfcí ^ — .Mk(a±)

VT
M-k(hi}= “ *М-кСа±)

egymással ekvivalens egyenlőtlenségek. Г23].На ugyanis T a háromszög 

területeikkor ez azonnal világos a következő helyettesitések végre
hajtása után:

/1/
es

2T2TV ai=
hiai

Kérdés ezekután,hogy az /1/ egyenlőtlenségek valamelyike milyen k-ra 

áll fenn.Már A.MakoWski igazolta,hogy fennáll:
\ß~M_l( h.) < ---- *M_1( a±) /2/

2
/2/ következik P.Leuenberger következő egyenlőtlenségének jobboldalá
ból:

£ \/3_
a^ “ 2r

'ä. JL + -I1 /3/<
R a2a,1
T . T_ + _1_ + _1_

hl h2 h3

L.Carlitz egyik egyenlőtlenségének átalakításából az is kide
rül [ loJ ,hogy igaz:

t .i.
r

\/3
/4/lW< — -Vai>

Nekem sikerült igazolni a következőket is: 

18.Tétel:
Fennáll háromszögre

Mgíhj) < .М2(а±)

Bizonyítás: 1./41/ közismert egyenlőségéből következik:

.М2(а±)

/5/is •

M2(h±) < M2(m±)

A következő tételben még a negyedik hatványközépre is sikerül a bizog 

nyitás.
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19.Tétel:
Fennáll háromszögre

V3
M4(h±)<------M4(a±) /6/is.

2
Bizonyítás:Ugyancsak I./41/alapján:

a?i+1 + 3ai+2 ^ + fi + Sa^

azaz: 16^T.m/^ = 9 / a^~
és ez utóbbinak közvetlen folyománya a 19.tétel.

- 4ai(ai+l + ai+2 ^4lőiiu^ = 4 (a i+m+2

A 18.tétel megjelenik [8 ] -ban,a 19.-es pedig [9] -ben. 

Ezekután:
NÍ3~

/7/мк(Ь±) < — . ív'^f a.)
biztosan fennáll

к = -4, -2, -1, 0, 1, 2, 4
és egészen természetesen merül fel a kérdés,hogy milyen k-ra áll fenn 

és milyenre nem.Erre vonatkozik a következő 

2o .Tétel:
AzonIkl értékek felső határa,melyre /7/ fennáll:

-re

log 4sup IкI = = 4,81 • • •
log 4 - log 3

Bizonyítás: a 21.tétel bizonyítása után következik.
Régóta ismeretes Kubota egyenlőtlensége [ 18 ] ,amely szin

tén háromszögre vonatkozik és igy hangzik:

М2(а±)<\/Т. R /8/

ez egyébként egyszerű folyománya II./42/ és /43/ összefüggéseinek, 

mert:
= 2R.m2(eln«±) R

mármost ebből kiindulva A.Makowski vetette fel azt a problémát,hogy
m2(&í)

mi lesz azon k-k felső határa,melyekre /8/ fennáll.Mindjárt sejtést 

is közölt [23] -ban.Sejtése szerint:

log 9 - log 4  

log 4 - log 3
Ezt a sejtést sikerült igazolnom.Tehát igaz a következő: 

21.Tétel:
A /9/ alatti sejtés igaz.

/9/2,81к = sup к = • • •
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A 21.tétel lényegében ekvivalens a következővel: 

22 .Tétel:
Ha Ci=l»2,3) egy háromszög szögei, akkor k^2

'/г¥к VJ'
-re:

M^(sinc<j ^ max По/;
3 2

Bizonyítás:vizsgáljuk meg a következő függvény maximumát az 

ábra szerinti zárt tartományban /l.ábra/

= sin^f sink + sinkCo^ +
7Г 1

«К

^1-° ; ^2=° ; ^1 +0(2 = ?r 

A variábilitási tartományunk az(o^,ö^) sikon 

egyenlőszáru derékszögű háromszög,a berajzolt 

kis háromszögön belül vannak a hegyesszögű,raj
ta a derékszögű és kivüle a tompaszögű háromszö
gek .Nézzük sorban az egyes eseteket: 

a./tompaszögű háromszög esete:

?

f -km' ;i4

\ 3
jf

О /7 ОJtrI
/ « ÍAt,7Г ÍT*

sinN*^+ sinlv«2+ sinHx"^ < siтЛо^-f) + sin4°S,+ £) +sin^

'*1"*^>Г’ °2 +e<rit’^e ilyen ^ mindig található, 
a tompaszögű háromszögre a tartományon belül nem lehet maximum. 

Határesetek:

<-r;

ha £ > о és

7t . sinktf = 01./ <*
2 ./fx^+o^ sinkoí\ =2sink<X^ < 2

tehát tompaszögű háromszögre

< 2

b./derékszögű háromszög
o( - — cr < ai” 4, » 2 < Z

f (0^1, = 1 + sink^2+coskt^2 ^ 1 + sin2^

-re =.2azért derékszögű háromszög esetén az elfa-

Ä* — ík* Ví 2
most 2+cos ex = 2

mivel
és ^ 

г A-
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jult esetre veszi fel a függvény a maximumát,melynek értéke 2. 
c./hegyesszögű háromszög esete:

^ Y ;
a maximum szükséges feltétele:

«1;

í£ ДГ- /— IC. о ÍC. <йм. ( Xj -t ofg) . С<пь C fj-t- )or. C-O V3or
i

í£ — . С.Й o', -/ 1c. <Um (b/f + c/*) . <^r> ( + *a) = о
э<у„<2

ebből: ..
Оf t-о o' = "4 • ^ ^ =

’/>- + С.У0 [rr- *v7fcSy V

következik.Mivel azonban az
f (x) = sin

függvény fo,£'j -ben Co,zJ -ig monoton növő,majd (z,-~j-ig monoton 

csökkenő
vehet fel.Ebből következőleg:

k-1 к >2x.cos X

arc tg Vk-1 azért egy függvényértéket csak két helyenz =

vagy '^ = ^'-(cx^+

mindkettőből következik,hogy a háromszög egyenlőszáru.Erre az esetre 

felirva a szélsőértékfeltételt kevés számolással

(Ж ~
1 2

1 + ( 2cos <*)^ = 2 ./ 2cos ог)^ ^
feltétel adódik a(j? * IC ) intervallumban.Helyettesítve 

a következő feltétel adódik
2cos <x =x -et

к k-21 + x = 2 x
a 0^x<\j2 intervallumban,ez biztosan fennáll x=l-re /egyenlőoldalu 

háromszög,amire egyébként /7/ mindig fennáll az egyenlőségjellel/ és 

2<k<3 -ra mégegy helyen,de nem lehet ez is maximumhely,mert akkor 

közben kellene lennie még minimumhelynek is,pedig több helyen nem tű
nik el a differenciálhányados.
Végeredményben tehát f C*^,»r) maximuma vagy egyenlőoldalu háromszög
re vagy pedig elfajult derékszögű háromszögre áll elő.Ebből viszont a 

22.tételben foglalt állítás igazolódott,mert egyenlőoldalu háromszög
re a középérték v/3/2,az emlitett elfajult esetben pedig(.2/3)
A 21.tétel állítása akkor a következő kis egyenlőtlenségből adódik:

1/k
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1/к VT<
2

illetőleg 9 к
4

ez utóbbi logaritmálás után a 21.tétel állitását adja.
A 21 és 22.-ik tétel megjelenik a j~8] számú cikkben.
A /8/ alatti Kubota-féle egyenlőtlenség ilyenmódon a következő kiter
jesztett alakot nyerte:

. 2R

(-fA.2E
Adósak vagyunk még a 2o.tétel bizonyításával.Ez következik most.Vé
gezzük el /7/-ben a következő helyettesítéseket:

ha к к
/11/

Vai> <
ha к > к

21a^= 2Rsino^ ; ln = 

ekkor nyerjük a /7/-tel ekvivalens:
•3ln0í+2=2R3Ín ?+lsin<í+2= ai+1ai

PMk(sinOC sin0^ + 1) < ---- .Mk(sin<x )

egyenlőtlenséget és ebből k-adik hatványra emelve:

sin a; sin^o^ + sin'ot^ sin/V^ c/^)+ sin^f^-e o^sin^,
singly + sin + sinc^+ű^)

egyenlőtlenséget,amelynek bizonyítása ismét szélsőértékvizsgálatot 

kivan.Alaptartományunk pontosan megegyezik a 22.tételben szereplő 

és az l.ábra által mutatott tartománnyal.A függvény:

/12 /

/13/<

sin*; sinAx^ + sir/V sin^ + +sin~/^-+ v^sin"
U Л = 2'? (°i Ir Ir V

sin 0^ +sin +sin ы,+ У*)1’

A határon ez a függvény nem nagyobb 1/2-nél,mert pl.
sin2lh>

2sinrW2

ha belül van helyi szélsőérték ott biztosan:

1 к~ -pain oí2 £ -g-p(o, <,) =

0 F 0 F & osr
Q oc

Л 9óv
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A feltétel most a következőkre vezet:

%. t <n> [гш* е*г ■*- <Ила!СЫ1 + *г) ti« ■* **) 1 +

<£-*•/
*4») cro c^f.yUk1^ + tcu*^ tíu, Vf-/-

4Ma.

•i] = о4 iX-u, ±Lu**

[_uu 1 v- ^ f iít; t«i \ + «4« «'■* v- ^ 1

<4 МУЛ) CaO («,+-«1).[эМнг*х,+ <Uu \ гМи 4 — О

. . t-/2Mu **' гл *Л- +

4 4(4

ez tompaszögű háromszögre nem állhat feim az előjelek miatt. 

Derékszögűre 7c = oioi —
1 2

( £ + *) • k1 + sin^ + sin2k*J = 0
ebből a már vizsgált határesetek adódnak.

-ra2
k-ld +<D •sin cos

Hegyesszögűre a feltételi egyenletek direkt vizsgálata nem könnyű. 
Mindenesetre egyenlőoldalu háromszögre teljesül,de ekkor /7/ magá
tól értetődően fennáll épen az egyenlőségjellel,másrészt a 19-tétel 
következménye az,hogy |kj=4-ig az egyenlőoldalu háromszög képviseli a 

maximumot,a feltételi egyenletek szerkezete arra enged következtet
ni, hogy a k=4 érték nem okozhat lényeges változást.Lényeges válto
zást okoz az а к érték,amelynél a határon felvett érték a nagyobb
erre nezve: к-±:<

2

4 >(4— I 3/
illetőleg

egyenlőtlenség a döntő,amelynek logaritmálása szolgáltatja a 2o.té
tel állitását.

Valószinüleg igaz /7/-re is egy /ll/-hez hasonló általánosítás 

de ez igényelne kissé mélyebb vizsgálatot is.
A 2o.tétel publikációját illetően lásd [э]*
Ezekután érdemes visszatérni а II./6/ alatt emlitett problémá

ra. Az eddigi vizsgálatok sugallatára sikerül is valamit megáilapitat
ni. A probléma az: 3

■ R

milyen k-ra áll fenn háromszögre.
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A közismert a^= 2Rsin helyettesítést alkalmazva:
? 4 l/2~ 

af \a.2 2
i+1 ai+2 iVT* \

sin^^.+-, + SiílV

ss

42
1/2sin2^

3i+2
< — .R
““ 2

= гн.м^.
42

ismét hasonló függvényre vonatkozó szélsőértékvizsgálat kellene,mint 

az előbbiekben,de a függvény alakja sokkal komklikáltabb.Ezért most 
csak annak megállapítására szorítkozunk,hogy az elfajult háromszög

esetével próbálkozva kapjuk:
3\k

&О/ — 1 к
< 31+2 .-----

4
ez azonban k=4-re biztosan nem áll fenn,mert behelyettesítve:

256 + 32 < 243 nem igaz.
tehát mindenesetre a keresett к értékre 2<k<4.

_Sejtés_:Mivel az előbbi egyenlőtlenség 3-ra még fennáll,való
színű, hogy к valamivel háromnál nagyobb.

Térjünk át most a többdimenziós általánosítások kérdésére.
II./6/ általánositása magasabb dimenziókra nyitott kérdés,lehet,hogy 

к felső határa a dimenziószám függvénye,hiszen a jobboldal
n + 1 > R. R

n
ha n

A /8/ Kubota-féle egyenlőtlenség általánositása kétféleké
pen is elképzelhető.Az egyik szerint:

M2(V;L) < c.R*1“1

ahol v^ az A^-vel szemközti határsimplex n-1 dimenziós térfogata.I- 

lyenfajta eredményről még nincs tudomásom.
A másik lehetőség,hogy a^ a simplex egydimenziós éleit jelen—

M2 fa^) <. c.R ^i * 1,2

ezt az egyenlőtlenséget már sikerült megtalálnia J.Schopp-nak,ez a 

következő: [3oJ

oo

ti és ekkor ГЛ)
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2<n+l> (TI)(M2 (а±) < I /14/. R i=l, 2 • • •n
/3/ és /14/ kapcsolatát én vettem észre és felmerül a kérdés,hogy 

/14/ esetleg 2-nél nagyobb hatványközepekre is fennáll,ha igen med
dig. /14/-ből következik a szabályos simplexekre jólismert:

21 n+1)
/15/. Ra =

összefüggés,abból pedig a minden dimenzióra érvényes:

a
V2 < — < \Í3 /16/

R
/16/ szerint a/R-nek két dimenzióban van maximuma!Amennyiben ajsimp 

lex elfajulását is megengedjük /15/ egydimenzióra az a=2R trivia
litást is magában foglalja.

A /7/ összefüggés többdimenziós általánositása is sok érdekes 

lehetőséggel kecsegtet.Nehézséget jelent azonban,hogy vagy növeli a 

dimenziószámát az M^(a^),a baloldal nem vagy pedig a középérték tag
jainak száma nem lesz egyenlő a két oldalon.R^-ben szerencsés volt a 

helyzet ebből a szempontból-Az általánositás persze ezek után annál 
szebb lehet.

Simplexekkel kezdett foglalkozni és eléggé általános tételt 

vezetett le a fiatalon elhunyt Molnár Ferenc.Tétele a háromszögekre 

jól ismert Stewart tétel általánosításának tekinthető és szoros kap 

csolatban áll az általunk ismertetett problémakörrel is.Legyen 0 a 

simplex tetszőleges belső pontja és továbbá

(i=l,2 n+1)= A. A.xk = 0Ak

0 baricentrikus koordinátái az A^-kre vonatkozóan
í3! (i-1,2

akkor,amint az [24] -ben megtalálható:

aik i к

,n + 1)9 * *

-Iá ft-xk2 “ I h aik
(k = 1,2

/17/-ből nyerhető eddigi jelöléseinknek megfelelően х^= R^
— X

2 /17/aijv/=**</~n + 1)» * • •

•Н-У/
1 . A . 22 /18/A6R±) < m2(r.)= aiO

u *'?</
ez esetleg kapcsolatba hozható I./2/általánositásával.

ai ikn+1
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Ha bevonjuk a vizsgálatokba a háromszög külső érintő köreit is 

további érdekes megállapitásokat tehetünk.Legyenek a külső érintő 

körök sugarai ill. akkor közismert az

11 1 1
+---- + SS

^1 ?2 ?3 r

egyenlőtlenség.Ez a primitiv egyenlet igy is megfogalmazható:

ha к < -1
к = -1
к > -1

<
V?i) = /19/3r

egészen elemi számítások szerint fennáll:
ha к < -1<

/2о/Vhi> = к = -1 

к > -1
3r

is.Érdekes probléma /19/ és /2о/ sugallatára az

MkCjf) - M^Ch^) vizsgálata.
/19/ és /2о/ érvényes tetraéderre is,a baloldalon áll,sőt n-di- 

menzióra isin + IJ.r értékkel.Bizonyításuk egészen elemi és ismere
tes is.

Sokkal nehezebb probléma a Fejes Tóth L. által kitűzött egyen
lőtlenség, amely flá] -ben található:
Rg-ben bizonyítandó,hogy:

-1 . E < Мд R < M4(f±)

ez egyúttal élesítése a Baron-féle 3/2.R < max(^)egyenlőtlenség
nek .

Hajós György bizonyításában még tovább élesítette is a prob
lémát , amennyiben megmutatta hogy:

A . R < MR < М2(£±) /21/

/2o/bizonyitása hasonlit a 21 és 22.tétel bizonyításához,lényegében 

szélsőértékvizsgálat f16] .A bizonyításban nyitott kérdés marad,hogy 

az Mp középnél nem lehet-e kisebb indexüt használni,ennek kideríté
séhez bizonyos numerikus számítási módszerek biztosan elégségesek, 
másrészt érdekes lehet /21/ általánosítása magasabb dimenziókra,erre 

való felhivás már [l3j -ban megvan.
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IV. E g у é Ъ problémák és össze

függések .

Fejes Tóth L.adott egyszerű bizonyítást a következő M. 
Schreibertől származó egyenlőtlenségre:

Rl + Rg + R^ 6r

az egyenlőtlenség háromszögre vonatkozik és némi analógiát mutat az 

Erdős-Mordell-féle egyenlőtlenséghez.Bizonyítása [13]-ban p.12 az 

izoperimetrilcus egyenlőtlenségen alapul .Az eredeti problémát [27]- 

ben találhatjuk meg.

/1/

Sikerült /l/-et kapcsolatba hozni az Erdős-Mordell-féle 

egyenlőtlenséggel és a 8.tétellel és egészen meglepő bizonyítást ta
láltam /l/-re.Ez a következő:

3
3r < Gfh±K + r^<A (R± + r±) = A(R±) + АСг±) <-----A(R±)

Az utolsó lépésben használtuk ki az Erdős-Mordell-féle tételt.A lán
colat elejét és végét tekintve kapjuk:

ACR.) ^ 2r

és ez azonos /l/-gyel.Még nevezetesebb azonban az,hogy az előbbi bi
zonyítás több dimenzióra is megy és igy uj tételeket nyerünk pl.

23 «Tétel:
Tetraéderre:

8.(4 -/2)
A(R±) ^ /2/г = r. 2,9552 • • •

7

Bizonyítás: A 9«tételt és I./12/-t felhasználva:
4 + \J2

4r < G(h±) < G(R± + r±) < A(R± + r±) = A(R±) + АО±)<—-

Az n-dimenziós általánositás egyetlen akadálya az,hogy az

A(R±)

Erdős-Mordell-féle tétel csak háromdimenzióig van kitérjesztve,de 

mindenesetre léteznie kell n-dimenzióra is egy 1./2/ ill.I./12/- 

vel analóg
A( R±) > c .A Cr

c > 1.Ekkor kimondhatjuk a következőt is:ö s s z e f üggé sn ek,aho1
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24.Tétel:
n-dimenziós simplexre:

c.(n + 1;
A ( R±) >

ó
ahol az előző oldal alján szereplő állandó.

/3/. r
c + 1

Bizonyítás:teljesen analog a 23.tétel bizonyításával.
25.Tétel:
Szabályos n-dimenziós simplexre:

/4/A ( íL) > n.r
Bizonyítás:az 5.tétel alapján c = n szabályos simplex e- 

setén és ekkor a 24.tételből következik a 25.-ös.
Súlyozott számtani közepeket alkalmazva igaz a következő: 
26.Tétel:
Minden n-dimenziós simplexre:

Aa ( R±) > n.r
1

/5/

jelenti az a^ sulyokkal képzett számtani közepet,az a^ 

1,2,...n+1)az A^-vel szemközti n-1 dimenziós határsimp-
Aaho!

G2, *
pedig(i =
lex térfogatát jelentik,V a simplex térfogata.

Bizonyítás:A 4.tétel alapján:

alrl + a2r2 + +an+lrn+l• * *

V Ei> = n- Aai(ri)=n- —

al +a2 + + a... n+1
n. V

= n. r = n.r
+a r n+1

Az Rg-ben ismeretes háromszögterületre vonatkozó Heron- 

féle tétel poligonokra vonatkozó analogonját Szőkefalvi Nagy Béla 

és Rédei L. találták meg f 33 ] .Az itt közölt gondolatmenet R^-ra is 

átvihető és nyerjük:
27.Tétel:
Ha a háromdimenziós poliéder csúcsait 

lenti,akkor térfogatára fennáll :

a,r +a„r + • • •21

n) je-, . ..

sKSK
c/t £ i

ль ль-п288.V2 SK /6/S*-
£*t tfti-t-t К «V/ £+i

£* x- к <v« К*/ t+i (+г
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ik= A^Ak és természetesen s 

Bizonyítás;A[33] -as cikkben található gondolatmenet mintájára 

történik,egészen szoros az analógia,ezért csak a különbözőségeket

ahol s 0.ik= ski ’ sii =

említve,ha két poliéder csúcsait és koordinátáit a következőképen 

jelöljük:
Cl = 1,2, 

Ck = 1,2

A± ; (aj)=íxi,yi,zi)

(b^=Ök,\, V
m9• * •

Bk ;

a két poliéder térfogata V,ill. W legyen.Közismert,hogy tetszőleges 

0 kezdőpont felhasználásával irányitásdefinició után a poliéder elő
jeles térfogatú tetraéderek összegére bontható pl.

+ v ( 0, AV = v(0, A^, Ag ,A^) + v(0, Ag , A^, A^) + 

a tetraéder térfogatára közismert:

Am,A1)+ v(0,Am,A1,Ai)* • • m-1,

xi yi zi 

xi+l yi+l zi+l 

Xi+2 yi+2 zi+2

a.í
6.v С 0,А±,А1+1,А1+2) - ai+l

ai+2

tr

képlet alapján 36V.W felírható mint két determináns szorzatából al-
ai.bk tipusu determinánselemekkel,ezekrekötött kétszeres összeg 

fennáll a cos tétel szerint:
2 a±.bk = a±2+ bk2 - 2

rik
, a determinánsból 1/8-ot kiemelve,a 0 értékű deter

minánsokat elhagyva és végül a két poliédert azonosnak tekintve kap- 

288.V2-re vonatkozó 27.tétel képletét.
/6/ többdimenziós álialánositása simplexekre már régen ismert 

és megtalálható pl. [3l]-ben,e szerint az n-dimenziós simplex térfo
gata:

ahol rik= A±Bk

juk a

0 i i 

'f О ...

1 оn—1 • • S*(-1) i-r
v2 = Z'n

2n. n!
J c4- ■

Г 1 S v‘/'* К/A L33J -as cikkben további általánosítás is található zárt görbékre 

bizonyos folytonossági és differenciálhatósági feltételeket felhasz
nálva .Ezeknek a meggondolásoknak a térre való átvitele már nem egé
szen egyszerű kérdés.

■ • О
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Az /1/ formula konvex sokszögekre vonatkozó általánosítása nyerhe
tő a közismert sokszögekre vonatkozó:

L2> 4n .tg — . T / А/
n

T ^ n .r2. tg — /в/es. *
n

egyenlőtlenségekből,A az izoperimetrikus formula,ahol L a sokszög 

kerületét,! a területét jelenti,r a legnagyobb beírható kör suga
ra, ill.ezek felső határa,n az oldalszám.

28.Tétel:
Konvex n-oldalu sokszögre:

tg
2nA (PL) > 2./2 . /7/.r

2 Jt1 - tg
2n

Bizonyítás: Tükrözzük a sokszög belsejében levő tetsző
leges 0 pontot a sokszög oldalaira vonatkozóan,a tükörkép legyen 

CL ( i=l,2, .. .n)akkor CLA^. - Rjj. lévén nyerünk egy 2n oldalú sokszö
get,ha a tükörképeket a csúcsokkal összekötjük és erre alkalmazva 

а /А/ összefüggést nyerjük:

^ 2 . \Ji 7C /8/n. tg ----
2n

ha még /B/-t is felhasználjuk,akkor kapjuk /8/-ból kis számolással 
a 28.tételt.

A 28 .tétel az /1/ általánosítása,mert n=3-ra pontosan meg is 

kapjuk belőle.Talán érdemes még megjegyezni,hogy n=4-re:

A(R±) >2.JsÍ2 - 1 . r= 1,281

az állandó értékének csökkenése miatt nem túl érdekes a formula,de 

ennek igy is kell lennie,mert n növekedése esetén egyre kevesebb le
het az R.-k és r eltérése.Szabályos sokszög esetén,ha 0 a középpont 
akkor a 28.tétel alapján becslést nyerünk R/r alsó határára,de ez 

csak n=3-ra adja meg a közismert R/r > sec K/n összefüggésből adó
dó értéket»nagyobb n-re már rosszabb.

Nehezebb probléma a térbeli simplexekre vonatkozó formulák 

pl. a /2/-es formula általánosítása térbeli konvex poliéderekre,ez 

a megállapítás az egész dolgozat ilyenféle összefüggéseire vonatko
zik .

/9/.. .r
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Befejezés.

A feldolgozott témakör és szerény eredményéi azt a más oldal
ról is hangoztatott véleményt igazolja,hogy a matematika nemcsak egé
szében,de részleteiben is,egyes ágait tekintve is kimerithetetlen.Kü
lönösen áll ez a geometriára,amely már 25oo éve kutatás tárgya és bár 

legelső rendszeres tudományos felépítést produkálta,azóta is uj és 

uj eredményekkel gyönyörködteti a vele foglalkozókat.A nemrég elhunyt 

nagymesterek közül csak találomra emlitve néhányat- D .Hilbert,Fejér 

Lipót,Szőkefalvi Nagy Gyula- Ők is szivesen elidőztek egy-egy elemi 
geometriai kérdésnél.

Ami a közelebbi témát illeti,a simplexeket,kiemelem befejezés- 

képen, hogy a középértékek Cauchy,Jensen,Pólya stb. által kidolgozott 

elmélete igen hatásos segédeszköznek bizonyul.Meggyőződésem,hogy e té
ma kifejtésének még csak az elején vagyunk.

a

Jelmagyarázat.

1. /Irodalmi hivatkozások a szövegben:szögletes zárójelben álló szám 

segítségével történik pl. [5] ,a szám a dolgozat végén összeállított 

cikkjegyzék megfelelő számú cikkére utal.
2. /Saját tételekikülön kiemelve római számozással folyamatosan pl.
17.tétel.összesen 28 tétel van.
3. /Formulák: fejezetenként római számozással egyszerű zárójelben.Pl. 
/4/.Hivatkozás esetén,ha más fejezetbeli formuláról van szó,akkor a 

fejezetmegjelöléssel együtt pl.II./7/.Saját fejezeten belül csak a 

szám pl./9/.
4 ./Formulákhoz tartozó levezetések esetén dupla index is használat
ba került.Pl./41/ vagy /42/ ez esetben az első szám az eredeti for
mulára utal példánkban tehát a /4/-re.
5. /Csillagozás átfogalmazás vagy lényegtelen átalakítás esetén hasz
nálatos .Pl ./6 ^lényegében azonos a /6/-tal.
6. /Összes többi jelölés a közismert nemzetközi jelölésekkel egyezik 

meg.A folyó szövegben egy-két helyen / törtvonást jelöl.

□

N.



-27-

IDÉZETT IRODALOM.

[ 1 .D .Barrow: 374o.
44 /1937/.

E.Beckenbach,R.Bellman ; Inequalities.
Ergebnisse d.Math. /1961/ p.5.

£ 3 J. J.Berkes: Einfacher Beweis und Verallgemeinerung einer Dreiecks-
Ungleichung .Elemente d.Math.12/6./1957/p.121-23 .

[4J. J.Berkes :Aufgabe 329.Elemente d.Math.13/3 /1953/p.67.
Elemente d.Math.14/6 /1959/p.132.

J.Berkes : Bemerkungen zur Arbeit von E.Leuenberges über Einige
Dreiecksungleichungen.Elemente d.Math.14/3/1959/p.61-63 

[б]. J.Berkes : Aufgabe 372. Elemente d.Math.l5/l/196o/p.17.
Elemente d .Math.16/2./196l/p.31.

|^7 Д. Berkes J :Háromszögszerkesztési problémák.
Bed.Eőisk.Évk.Szeged,1957.p.251-56.

[s ]. J.Berkes : Einige Dreiecksungleichungen.
Elemente d.Math. /Megjelenés előtt./

J.Berkes : Simplexungleichungen.
Elemente d.Math. /Elfogadás előtt./

Lösung zu Aufgabe 

Amer.Math.Monthley

hl

[?]•

[9‘]

já.őj. L.Carlitz : Problem E.1454.
Amer.Math.Monthly.68/196l/p.177. 

jjLl] .H.G.Eggleston : A triangle inequality.
Math.Gazette 42/1958/p .54-55 .

[12]. P.Erdős : Aufgabe 374o.
Amer.Math.Monthly 42/1935/.

^13] .L.Fejes Tóth ; Lagerungen in der Ebene,auf der Kugel und im Raum.
Springer./19 53/p.33.

[14] .L.Fejes Tóth: 8.feladat.
Matematikai Lapok .1./195o/p.72.

A.Florian : Zu einem Satz von P.Erdős
Elemente d.Math.13/3/1958/p.55-53. 

jl6j. Hajós Gy. A 8-as számú feladat megoldása.
Matematikai Lapok.1./195o/p.313-16 .

[17].D.Kazarinoff: A simple proof of the Erdős-Morde11 inequality.
The Mich.Math.Journ.4/1957/p.97-98.

H



-28-

И . N »D .Kazarinoff : D.К.Kazarinoffs inequality for tetrahedra.
The Mich.Math.Journ.4/1957/p.99-lo4.

[isj T.Kubota :
Tohoku Math. Joum.25/1925/p .122-26 .

|^19 .j H.Chr .Lenhard : Verschärfung des Erdos-MordeIlsehen Ungleichung.
für Polygone.Arch.d.Math,12/1961/p.311-19.

|^2oj P.Leuenberger : Einige Dreiecksungleichungen.
Elemente d.Math.13/1958/p.121-26.

F.Ieuenberger : Simplexungleichungen.
Elemente d.Math.l5/4/196o/p.77-79. 

j^22 ^ P.Leuenberger :Dreieck und Viereck als Extremalpolygone.
Elemente d.Math.15/4/196o/p.81-82.

A.Makovski:Some Geometrie Inequalities.
Elemente d,Math.l7/2/1962/p,4o-41.

J^24^ Molnár P.í Stewart tételének egy általánosításáról.
Matematikai Lapok .12/3-4./196l/p.215-21.

[25^| J.Morde 11 : Lösung zu Aufgabe 374o.
Amer.Math.Monthly 44/1937/.

A Oppenheim :The Erdos Inequality and Others Inequalities for a 

tiangle.Amer .Math.Monthly.68/196l/p.226-3o.

N

N

[26]
|/?7.J M.Schreiber : Aufgabe 196.

Jber.dtsch.Math.Ver.95,63/1935/
|28^| J.Schopp : Über eine Extremaleigenschaft des Simplex im n-dimen-

sionaler Raum.Elemente d.Math 13/3/1958/p.lo6-7 .
J.Schopp: Rxtremaleigenschaften des Ecktransversalen des n-dimen 

sionalen Simplex.Elemente d.Math.14/3./1959/p.61-62. 
J.Schopp : Simplexungleichungen.

Elemente d.Math.16/1./196l/p.13-16.
[31.j P.H.Schoute : Mehrdimensionale Geometrie .1-11.

Samml.Schubert,/19o5/p.123.
G.Steensholt : Note on an elementary property og triangles.

Amer.Math.Mont hly.6 3/19 5 6/р.571-72.
В.Szőkefalvi-Nagy,L.Rédei : Eine Verallgemeinerung der Inhalts

formel von Heron.Publ.Math.Debrecen./1949/1,p.42-50.

[29:1
[30]

[32.]

[33]

□



-29-

A dolgozatban nem emlitett egyéb munkáim jegyzéke :

l./A talpponti háromszögről. Középisk.Mat.Lapok.1956,XII/3.p.66-72.
2./Egy háromszögszerkesztési probléma.

Szegedi Ped.Főisk.Évk.1956.p.233-35 -
3. /Szép Jenővel közösen : A dialektikus materializmus érvényesitése

a főiskolai matematika oktatásban.
Szegédi ped.Főisk.Évk.1956.p.253-6o.

4. /Néhány elemi utón megoldható szélsőértékfeladat.Középisk.Mat.Lap
1957.XIV/З.рЛо-74.

5. /A matematika korszerüsitésének problémái a középiskolai oktatás
ban.Mat .Tan.1962.XII/Зр.57-62.

filozófia a gyakorlatban.
/Beküldve a Mat.Tan,-nak./

6./Matematika és

7./A következő főiskolai jegyzetek:
Elemi geometria.1955.p.1-74. 

Trigonometria és térmértan.!956.p.1-175. 
Trigonometriai példatár.1955.P .7o-143. 
Analitikus geometria.1957.p.1-173.

■



-jo-

I

TARTALOMJEGYZÉK.m

Bevezetés 1 oldal

I.Az Erdős-Mordell-féle gondolat 

Tételek 1-7 .-ig 2-8 it

II.Transzverzálisokra vonatkozó
egyenlőtlenségek
Tételek 8-17.-ig 8-12 И

ill.Hatványközepes egyenlőtlenségek 

Tételek 18-22-ig 13 - 21 !?

IV.Egyéb problémák és összefüggések 

Tételek 23-28.-ig 22 - 25 И

Befejezés,jelmagyarázat 26 tt

Irodalom H27 - 29

=jj «.
•r-

-■a
'

€/t v *

V




