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Egzen értekezés kiinduld pontjaul P. R. HALMOS két
problémaja tekinthetio. 4 prohlém&k negfogalmagdcihos poike
oégesek a kdvetkezd definicidk:

Valamely 4 Hilbert-téren értelmesett | operdtor
(korléatos, linedris transzformécid ) pumerikus értélkkészle~
tén a komplex szaumokbol 4116

WT) ={(Tey): reb Ip1=4}

halmazt értjik. Az
+(T)= syl

csémot @ T operdtor numerikus radiussénak nevezsiike

HALNOS emlitett problémai kizil as egyik: Igaz-e

minden T operétorra vonatkozéan as

A (T™E (~(T)™ (m=42..)

egyenlbtlenséyp?

A vAlasst erre a kérdésre C. A. BERGER egy tétele
alapjan a pozitiv értelemben sikerilt megadni. BERGER té~
tele (a HALMOS 4ltal adott fogalmazésban) igy széls Ggy T
operdtorra akkor és ccak akkor lesz -(T) %A , ha léte-
aik valamely dX(>4) Hilbert-téren értelnesett olyan U
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uniter operitor, melyre

(0.1) T™p=2PUMp (Ye 4, m=43,..)

érvényes. P nmindig «6»::&& Z-ra valdé nerdleges veti-
tését Jeldli.

Mar ezt megelbziley iomeretes volt az a rokon tipu-
su tétel, hogy egy '|' operétorra vonatkoszblag akkor és
esak akkor lssz [TH&A 4 ba T hotvanyaire az elébbi-
hez hasonlé el04llitias érvényes, de a 2w-es faktor nélkiil.
(Le ple [*] ) & (T4 feltételnes eleget tevd operatort
QQMm&;ggénﬁk nevezzilk.

degutdn természetesen veldddtt fel a kivelkezd prob-
lémas Adjurk szikséges ¢és elegendd feltdéteit arra vonatko-
gban, hogy legyen olyan (°4) Hilbert-téren értelme-
sett U uniter operitor, amelyre

érvényes tetszbleges elire adolt pozitiv ¢ szdém esetén.
Hegjegyesszilk mind jart, hogy (0.2 »=bil

QO.E*) T*Mtp= 9 Pl'(;lw‘f

is kivetkezik.
Amennyiben ilyen W van, azt a T operator uniter
¢~dilotaeiojanak nevezsitks Azon cperdtorok haluaszat,
amelyeknek van uniter o=-dilatacidjul, Gg-val fogjuk
jelolnl, Ha csak ost kotJuk ki, hogy (Ue2) ¢=4 é8 m=4
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specldalis esetben legyen érvényes, azas

Ty="Puy (re4)
alljon, akkor U-t a T egyozerd uniter dilatécid jo-

nak nevezziik.

Az ellbb emlitett problémat tehdat rividen igy fo-
galuazhat juks Mi a cziikséges é8 elegendd felidtele annak,
hogy Te C, érvényes legyen?

E kérdésre valaszt ad a [9) -ben bebizonyitott

Oede Té t el . 'T'e(,’, akkor és coak akkor tel-

jesiil, }

(o) g™ 2(4- §re (2T ) + (A= F) 2 Tpli*z0 (v b 12129

(ii) T gpektruma a zart_egysépkirlemezen van.

[9] tovéabbi részébil as is kideril, hogy C, a
¢=-nak tégabb éﬁelemben monoton nivekvod figgvénye, azasz,
ha ¢« ¢ , akkor C;c Cy« Be van bizonyitva [9]=ben as
is, hogy a C’g osztalyok kizbtt nincs maximalis.

Bzutén [2]-ben sikerilt kimutatni, hogy 1 -nél
nagyobb dimenzidju 5 esetén C, szigoruan monoton
fuggvénye ¢-nak. Az cgydimensids 5, esetét magaban
foglalja a normalis T esetén Te(C, érvényességire
ugyanitt bebizonyitolt kritcrium. lzeket az eredményeket
‘tertalmessa as érbekesés 2. §ea.

Az uniter l-dilatdciodk spekiruma JoOl ismert a [¢],
[7]4 (8] dolgozatokbol. Tetszbleges pozitiv ¢ esetére
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[3]=baen sikerilt elészdr ilyen eredményeket elérni. Ezeket
ismertet jilk a %. H~ben.

A 4, §-ban tovabbi megdllopitdsokat tessziink bizo-
nyos operdtorok uniter eo-dilatdcidirél. B § £6 eredmée
nyeként elégoéges feltitelt bizonyitunk be arra vonotkozd-
lag, hogy valamely operator bizonyos uniter  e¢~dilatécid-
Ja eltolas operdtor legyen. A A4 téren értelmezetit U
uniter operdatort eliolds operatornsk neveszzik, ha van L=
nak olyan U altere, aszelyre d’=m§};c"ll érvényes.

HALHOS elibb emlitett problémajéban nem volt sz26 a
numerikus értékkészletek ¢és az uniter dilotacidk kapesolo-
tarél, csupén a megoldis mdédja vezetelt erre. HALMOS mésik
problémija azonban mar kizvetlenil erre a kapcsolatra vow
notkozik. Neveszetesen, az a kérdés, igasz-e,; hogy birmely
T kontrakeié numerikus értékkészlete azonos a T Usszes
uniter dilatéciél numerikus ortékkésazletének a metszetével.
(Lo [4]) ‘

fl,] ~ben sikeriilt bebizonyitani, hoyy 8 vdlausz még
akkor ic tagadd, ha normalis konirakecidkra szoritkorunk.
Ennek bizonyitisdhoz szilikeég volt a normdlis operdatorok
Mrilzus értékkészletének egy ugyanesak [l1] ~ben publikalt
uj jellemsésébre. Lseket az eredményeket Lartalmazza ezen
értelkenés 5. G=a.



A bevezetésben mar emlitelt definicidkon és jeli=
léoeken kivil még a kivetkezlket fopjuk gyakran hasznile
nis

Valamely T operstor U uniter g~dilataciogat
miniméiisnak nevezuik, ha

(lel) &=\ w"z,,
m=-e

Ebben a% esetben U egyértelmien meg van hatarozva izo-
norfiznustdl eltekintve. Lz utdbbi tény blzonyitdsa ¢=4
specidlis esetre  [*]-ban megtaldlhatd. Tetszdleges pow-
2itiv g¢-ra a Lizonyitas teljesen hasonld.

legyen E, (029<2m) az W spektrilis figgvé-
nye. Akkor mondjuk, hogy W spekirdlis mértéke teljecsen
folytonos, ha birmely & ~beli Y és ¢ vektorok ece=
tén (E py) teljesen folytonos figgvénye < -nak. Hds-
képpent ha taldlhatéd olyan ’e'f,r (9) e E(f’, 2%) figegvény,
amelyre

i o
(1.2) g
) (Eg e y) of,ﬁwmatr.

Tetozbleges A operdtor esetében  674)-val fog-
juk jelsini A spektrumat. Normalis A esetén 6 (A) »
ili. G:(A) az A pontspektrumat, ili. folytonos spekiru-
nat Jjelenti.
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Ha A komplex szémokbdél 4116 halmaz, akkor A’
a A belsdé pontjeinak balmazat, Z a /A lezdrisit,
[A]® pedig a A (nen szilkségképpen zért ) konvex burkat
Jeisld.

Akkor mondjuk, hogy @ T operétor telijesen nem

uniter, bha nincs olyam O~tél kiilénbizd ¢ vektor a

17 ~ban, anelyre
o =Tl =NTell =Nl eli= I Telt=NT*pll=-- -

lenne érvényes.
Abban oz esetben, ha W uniter e-dilatéeidja

T«nek, hasznalni fogjuk még o kiévetiezd jelilésekets

(13) ,fm._.._ u,"‘(u—'r)@,/ f:r_ LC'“(LC*-T*)& (m=024.
(Leth) L=\ 2. e &

m=-—-00 / M=~

& fogja jelsini &£ ortogon:lis projekeidjab
o A :
M\=/4£n. ~ra, @ -vel pedig Liwak m\=/,‘1’{: 20 valds
ortogonalis projekeidjat jeloljilk. Rovidség kedvéért bee-

vezel jik még a kivetkeud Jelilécekets

(145) Y= 8, V= &L
(1.6) » =(1-8)2, *= (1-&) L3

(37 =m\vichy, =" Vuny*
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Mint mér a bevezetésben emlitettilk, [9]-ben be
van bizonyitva a lLivetkesd

2ele Lenma s G a9 valtozdnak monoton
pen colkkend fugevénye abban az ¢rvelemben, hogy C,c e,
ervényeo, ba 02946,

A kivetkezlkben ¢ lemménok [2]-ben szerepld bizow
nyitasat ismertet jik.

C, definiecidjabdl asgonnal kivelkezilk, hogy 'T'ec;

akkor és c¢sak akkor 411 fenn, ha T=(0 « Viszont az l.l,
tételbol kivetkezik Oe C, winden pozitiv G=ro. Lze
zel ¢=0 esetére bebizonyitotluk a lemndt.

iegyen ezutan @>0 és definidljuk a :T*;’?(g)
figgvényeket a kivetkezdképpens

F, ()= gllel= 2(g-4) Re-(2Ty¢) + (¢-2) | 2 Tpl*
= lsph*= 12T ¢ I*+ (8- II-=2T) pll*

Bbbbl lathatd, hogy az O.l. tételben szerepld (i) akkor
és csak akkor érvényes, ha 9;, p(8)20 &ll minden (x<.4
és e, esetbn. Legyen Tely ¢és8 ¢<6 o Ekkor (ii)
érvényes 68 F,(9)z0 . Mivel F,,(¢) wmonoton nem csdk-
ken’ fliggvénye ge-nalk, azért F, (6)20 is érvényes. EbbGl
pedig kévetkezik, hogy Te Co.

2¢1. T 6 t e 1 . Abban az esctben, ha T normélis
gpexétor, TecC, ‘




8

3?/ hs OﬁgcA

I'T) £ {

4, b ¢>4

Bizonyitas. ¢g=0 esetén trividlisc az
4llitdas. Legyen ezért a tovavbiakban 04L8<2 .« iLbben az

esetben (i¢ ) ekvivalens a kivetkezd reldcidval:

T lel*—2 §54 Re (2T )+ 2 Tpll*2 0 (peby (zied)

Bz utdébbi relacid viszont akkor és csak akkor érvényes, ha

IS5t 7-2T) ol 555 Hei*< (EL) oy (peby, 214).

vagy, ami eszel cgyenértioki,

=2 3-=2T)g)l = £ 5 el (ve b, 12124)
Lza%

(13) "—i T+ 211" —L-g

2le4

Igy aet kaptuk, hogy

(L.{.lj‘ ilg) :Lféin_ ‘.l?g J h,__,deﬂit)ft i bm_i_hu 04342.

Minthogy azonban
| 5 3+=Tl2ll 23l +0 =T
igy

(2e2) ’;“:’[’,’”2-33 zl"‘f‘- = = HTI.
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Iegyen ezutén T normalis operator. Ebben a8z eset-
ven T spektruma tartalmaz olyan komplex szémot, amelynek
abszolut értéke [TU . Jeldljik ezt a szémot 3 YT|=val.
i3 a szém T-pek eproximativ sajatértoke, azas barmely

pozitiv é=hoz talalhatd »6—0&:1 olyan { elenm, amelyre
[{ell= A e NCUTUI-3T) g ll « £

érvényes. EbbOl kivetkezik, hogy

(%2 343T) g1z MAZS 34U TU) el - HCNTHI-5T) g 1> 35 HT .

Minthogy e2 minden pozitiv €-ra igas, kovetkesik, hogy

3 P 2Tz 2.3 2= +[IT(.

12l €1 “ Z

Bz utoébbi reidcid és (2.2) bigtositja, hogy

” 2-3 J 2'7.“- 4-3 +ll'1‘ll

12/
Bz viszont biztositja, hogy normalis Tere (i% ) ekviva-

lens
A-8 z 4

relacioval, vagy, aui ezzel egyendrtiku

A% 2 ITI =

relécidval. Igy (2.1 . szerint:

(ig) 8 (4% ) epyenértékiek, ha 0<9<¢2 és T
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normalic.

legyen ezutén 0<g<{ . Dbben az esetben (1% )=
bol kivetkezik (ii)., Igy a 0.1 tétel felhasznalédsaval
azt kapjuk, hogy ha 0<924 ¢és T normalis, akkor
Te Q, ssiksiges 65 elégséges feltétele (i ) érvényes-
sbge. |

Normalis  Twre (ii) ekvivalens a [Tl44 feltée
telleis Iy, @ 241s lemna szerint 24  és normalis
T esctén Te G, ouikeéges és elégséges feltétele
(Tlhs4 -

bzzel a tétel bizonyitasat befe joztiike.

lla 0O<g¢g<z y Qiklkor szigoruan monoton nivek=
g (et 4

£
2-¢
vo figgvénye e¢g=nak. A 2.1, tétel ¢ a 2414 lemma szerint

ekkor C;,

Bgydimenzids 6 esetében csok valamely komplex

ls seigoruan mouoton nivekvd fiuggvénye  g-nalk.

szémual vald czorzas operdtora létezik és e2 nmindig normée
iis. Ebben as ecetben tehdt o 2.1. tétel teljesen leirja
Ce monoton tulajdonsageit.

2e20 TGt el . lin 6» digenzidja A=nél nagyobb

akkor (', szigoruan monoton (Uvekvd fuggpvénye e-nak ab-
ban az érteleuben, hocy

Cocle 88 Ge#o. 025 <6

| Bizonyitas . Tetoszdleges poziliv ew-ra
fogunk konstrudlni olyam T, operdtort, umelyre Lel; és
ITell=¢ érvényes. ks a 7; nyilvén nem tartozhat C, =ba,
ha ¢ cz¢ y é8 ez a tény bizowitani fogja tételunket.
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iegyen ebbdl a c¢élbol

(2.3) Lty te, o (ve))

egy ortonormalt bazis é-ban. 7}-—1; a kivetkezd mbédon

definidaljuks
(2e8 ) rpgf‘.-:gf”/ 'r;fz'-:o/ 7;Yo=a (\’éﬂ)‘
Nyilvanvaldan “7;"=_9 éo
- I - ~
(2.5) 'T;, = 0 (m=23,...)
Konotrudljunk most egy
(2.6 ) / -
(260 g (m=0%4..), Yo (VR =024}

ortonormalt rendszert &éo azonositsuk gt f,f-val
(&:412). 9 ¥~t pedig 1{,:,«-\1&@. Iy 8 (2.6 rendszer al-
tal kifeszitett & Hilbert térnek ,6 egy altere lesz.
Jeloljiik P-vel d-nak ,5-m valdé ortogonalis projek-
ciéjat, 6s definialjuk az U linedris operatort ®en a
kOvetkezd mbédon:

U=, Ubhe =¥yrs (962, am=024,.)

W nyilvanvaléan uniter és

S PUL=3Pr. =9p, oPUp=9P¢, ¢PUy=5Pr,=0.

(2.%) pzerint tehat

(2.7) Te=PUy (Peb).
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Ha m 22 , akkor

g?uﬁ?«k:-g?rll‘&m‘:o/ g?u"“ o=g?\""’;"“=o (,&:zflzj' oe_ﬂ,}

tehat

sPU%=0 (Peby, ~22),

(2.5) 68 (247 ) biztooitje, hogy Tee Cy, ¢s czzel a bizo=
nyitést befejeztiiks

Jeie Az uniter o=-dilataciok spektrumarol

Tovabbra is hosznalni fogjuk a 1. S-ban bevezetett
Jjelidléseket.

s Lemma . XL, 1L, b8 Lo lX: , ha
m-b2z2 . |

Bizonyitacs . (2.0)001 Lathatd, hogy elég

bebizonyitani a kivetkezOket:

(3el) (u“‘(u—'l‘)f, (U-T)y)=0 }
ha M= 2,3, —

(Ze1") (W™ W=T%yp (W-T¥)=0
ahol ¢ 6s y tetszileges vektorok ,9-b61.
(5.1 et (Us2) felhasznildséval bizonyitjuk & kivet-

kezbképpens
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(U™ (U-T)¢, (U~ T)g)= (UW™p, g)- (U™ Tp y) = (W™ Ty) + (W™ T Ty
= (';',-Tm'-{/ y)"‘( ';‘Th'q Ty, v)— (-}T"ﬂtp/ Tyl +( %7“"7',3 Ty)=0.

Hasonléan kaphatjuk (5.1 J»t (0.2*) felhasznélécé-
Vale

L ¥, " Mm £ * ey n ¢ A 4 i

542 Lenma , \()’Y),m és o) az WU véndor-

16 alterel, szag: e me¢ .k akkor

~ 3 m s
U™ W Lutyy U W LUS WY

U~ ag Lut 0 U™ 0 L U g
Blizonydltas .. (1s5)6s (1e6) szerint nyil-
van elég bebizonyitani, hogy ha pozitiv egbéss, akkor
(Ze2) WG L, Laz, u"“a’x:_l_a’x:/'
(3e3) U™ (I-Q)L, L(T-Q)2. , W™(T-Q)LIL(3-&)2Lr.

(5¢2) bizonyitdca ¢6ljabol legyen ¢=-Q¢ &s =@y

ahol ‘P' éo q/’ tetsglleges vektorok Zy=ibl. BEkkor

(U™ )= (U™ 2y ayl)= @u™ay y!).

00 o0
vinthogy Q¢! & VL. eleme, azért QU™ eV Zi..
m=4 M MY
Igy a 3.1, lenna sgerint og wObbl skaldris szorgat .
bzzel bebizonyitoltuk (5.2 ) elud felét, a mésodikat ha-
sonléképpen bizonyithat juk.
(3e35) bizonyitésa céljabol jegyeszilk meg cliszir,

hogy (J-)¥, ninden cleme elball «p:.\ol-f" alokban,
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ahol f’e:{, és ‘f”em\Z';tn\. s kivetkezésképpen
U™y eM\‘Z £... Bz méris bisonyitja (3.3) elsé részét,
a méasodik bizonyitésa hasonldé lenne.

33 hemua.la pnY=ng~{o} » sikor T uniter
operator ¢s e=4.

Bigonyit de , Tegylik fely, hogy ang=4{o}.
Ebben az esctben (1.6 ) szerint -f:ar érvényes X, mine-
den ¢ elemére, tehdt A CM\Z.'JZ,.~ « EbbOl kivetkezik,
hogy

L-ULeUNVS =V
~m~=q 2

m= g

tehat X, cm\?th is érvényes.

Wésrésst @ 3.1. lemma szerint X,L V., « Az utébe
bi két relicld szerint tehat szikségképpen £ ={oy, &8
evbél Te-WUyp kivetkezik & ninden ¢ clemére. la=
sonléan bizonyithatd, hogy ng*=io} maga utan vongja T}:u’.‘,
érvényessdpdt.

Véglul, ha Te=W¢, akkor

ot =lUpel=UTpll=NgPUpll= Il 9Tyl = gli¢l,

kivetkezéoképpen =4, és ezzel befejestik a bizonyitdst.
Z¢le T é t e 1. H T nem uniter operdtor, vagy

e+ 4 » akkor @) teljes epysépkdr vonal,
Bizonyit ds . Minthogy W uniter, azért

6 (W) a2z egységkir vonalon holyeskedik el. Masrészt, a

5¢3. lemma szerint létezik O0¥)-bon, vagy W)=ban O =tél

killonb6z6 ¢ elems A 342, lemna szerint U eltolds operdtor
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a M\?/“Uf‘.f térens Minthogy ez eltolds operdtor spektrue
ma p;ntosan a C epységkir vonal, annal inkabb @)= c.

A kivetkezldkben egy kizvetlen bigzonyitést is adunk
nég az utébbl allitdsunkra. Tegylik fel ebbél a ¢célbil,
hogy van olyan egységnyl abszolut értéki ¢ komplex szém,
anmely nem eleme ¢(M)-nak. Ebben az ecetben (J—eU)™
létezik és korlatos, tovabba, beveszctve az ‘S:f ]+eu+--'+(€u)~h

Jelddésty $ (J-eW'= J-(eW™! adodik. Igy
IS J=HC3-Eew™](1-ew) Il £ 203~

Ibbél kbvetkezik, hogy  [I,§ [~nek van m=tdl figgetlen
felcd korlatja. Viszont sz eldbbi ¢ vektorra

~

> (el %pll*= e~ra)liph™,

1S5 o=t Z; (e Weell*= Z
3.8, Lenmma . Ha T teljesen nem uniter operi-
tor, akkor ZJ az YVy* altere.
Biszonyitas. % minden olyan ¢ elemére,
amely ¢l64ll p=(J-T™"T*)y alakben, ahol m valomely

pozitiv egéez szdan,
p= UHUT)y+ WHU-T)Ty +--- + W™(W-T) Ty +
+U( u'-'l“) Ty + (-7 ’T'"T"’ty 40 (UW-T) 7"“"7'“‘(

érvényes, kivetkezésképpen (le¢3) é8 (1l.4) czerint minden
ilyen ¢ LvYL* elene. Ugyanez mutathatd ki a
p={1-T*T*% alakban €164116 vektorokrél, ha az elébbi
okoskoddsban T és T ill. WU és8 W” szerepeit fel-
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ceeréljuk.

At kaptuk tehat, hogy VX' tartalmazza (I-T*~7~)
68 (I-T"T*+ éruékkészleteit barmely pozitiv  Me=re.
Minthogy X VX* zért, aszért tartalmazza oz eldbbi értike
készletek lesirésait ic. A lemma beblzonyitacsdhoz ellig
tehat agt belatni, hogy ha Jb, valamely ¥ elemére

p ¥ _ A IR -
(5e8) f_L(J T Tﬁj'ﬁj ¢L(I-T™T }6, (m=42,...)
érvényes, akkor P=0 o (o8 »bil kovetkezik, hogy

(I-T*~T~)gp =0 és (I-T=T*~)p=0

ebbfl pedig oz, hogy '7""""7""‘.(-_-‘f='r“'7""~f/ é8 ezért
ll"l”‘.pﬂ.—.u.fu =ll'1“'“‘.f{{ ninden positiv merc., .2 pedig csak
ugy lehetséges, ha .fza s winthopy T a feltevis sse-
rint teljesen nem uniter.
3¢5 Lenma . llga U valamely teljesen nem uniter
operatopr uniter o~dilataeidja, akkor &= LVX*
Bizonyit ads . (1lesl) sgerint elegendd azt be-

bizonyitani, hogy

(3.5) V UL =2V "

M= = 00

A 3.4, lemma sgzerint 6 az L VX* altere, (1.3) é8
(1le%) czerint £ is 6s XL* is redukélja Wi, igy u"‘éz
is altere XLVX%nak minden egéss Mmerc. Lz ast jelenti,

hogy

(3¢5 V UL o VLY

A=z -0
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Hasrésat (le3) szerint mind ¥, mind pedis Lo része
(”/LU’JY -nak, barmi egéss szém is 4 . Igy (l.4)
alapjan
o0
V W > L v,
mMm= -0
Bz pedig (5.5 »vel egylitt éppen ( 5.5 »t biszonyitja.
206 Lemma . L=V (o L VU 00 Vo).

M=

Bizonyit ds « (1.5) é8 (1.6) szerint
Vo oL, 6o WV 0)* > L.
Iey (1e3) é8 (1.4 ) sgerint

VUWVa) sy o s V U6V 097) > £

m =~ M= -0

Macrésst (led)y (1le%)y, (1e5) é5 (1,6) mutatjak, hogy
:£ tartalmazsa Wt éo '0)07-1;, Imsonléan L* tartale

mazza “ot 6c 0 wot. Minthogy & is 68 L* is

redukélja WU «t,

VUWVI)et oV UTO9TVagT)c Lt
o0 A=~

e
feek a relacidk és (5.6 ) egyitt bigonyitjék a lemméat.

[6] dolgozat 3. lemmijo szerint igaz a kivetkeznd:s
ta O, ... (1, véndorlé slievei a Qwn értelmesett W
uniter operatornak és a ;k%‘, e (ohol ¢ e Uu~a,
alaku véges linedris kombindciok halmaz sivi &£ -ban, ak-
kor W spektralis mértéke teljesen folytonos.

Ennek figyelembe vételével 46+ lennabol azonnal
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kovetkezik a
347¢ Lemma . W LVIL%ra yaléd megszoritia-

shnok a spektrélis mértéke teljesen folytonus,
Ez a lenma viszont a J¢5, lemmaval egyutt a kivet-

kezG tételt adja:

502 T € t e 1 , Ha W valomely teljesen nem unie
ter T operctor minimilic uniter  ¢-dilatieidja, akkor
U aggg‘trg_y:u mértéke teljesen iolytonos.

e3¢ Lemma « Hoa U uniter  o-dilatéecidja T -
nek és U gpekirdlis mortéke teljesen folytonos, akkor
T gyengén O=hoz toxt, )

Bizo nyitas . (le2) és a Riemann-icbesgue

lenna szerint

(Tmfl Y') = ¢(P u”..o, y)= g(u”ﬂ v)=¢ aj‘ef-”&l(ﬁ,ﬁ ¢)=
m,,(19) AF —>o0.

E lemma felhaszndldcaval @ 3.2 tételbdl kivetkesnd

Corollarium. jia T teljesen nem unitexr
s Te G, » akkor T™ gyengén  O-hoz _tort.

A kivetkezdkben cpy felbontasi télelt adunk C;-
beli operdtorokra.

3¢5 Té t el . Ha TEC} » akkor 1}”54@4;:. ’

ahol

‘i) ,64 _é;_a_ 62’ gf;quél,[& T :‘E’o
(i) T,=T| 4, -Rek ven olyen uniter  g-dilatée



cidja, smelynek a spektrdalic mértéke teljesen folytonos,
(iidi) '71:7'&},“ uniter. '
Bisonyitas . legyen »5,:-. 6/)(‘2\/‘;5*).

o e ,%4 s akkor
Te=(T-Wy+Upel, VU(LVLIc L VLY

ezbrt 7‘,54564 » Hasonléan, 'T"’J,,c 1?4 s Lehat 224
redukéljas T =t.

Minthogy XV/* redukdlja U=t, WU-nsk LUL*~
ra valé megszoritésa, emit a kiveikezbkben WUy wgyel fo=
gunk jeldlui, uniter e~dilaticidja Ty wineke A 347« lom=
ma szerint viszont u,:ul(x%f?spektralia nértéke telje~
gsen folytonos,

Azt kcll még belatni, hogy ha ,6 L‘ﬂzeﬁa s akkow
T, = T'L%,, uniter. A \pelr esetén Grvényes

(3-T*T)p = WAU-T)p+(UETITy, (I-TTYp=UM=T I +(U-TIT?

relécidk biztositjak, hogy 61 tartalmazza mind 7J-T*T
mind pedig IJ-TT¥ értékkészletét, Lzaért, ha -.pe.l),,
akkor  wL(I-T*T)L, 65 ¢ (3-TTYAR, » suibol
™Ty=v bo TT* =y kOvetkeziks Igy belattuk,
hogy 'T' uniter »6,_-:1.
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Tudjuk, hogy £ és £* vedukdljak U-t, és ha T
teljesen nem uniter, akkor & =ILVX*, Euben a S-ban
be fogjuk bizonyitani, hogy W/ és WIX* eltolds ope-
ratorok, tovabbé elegendd feltételt adunk arra, hogy
A= o ille & =2* teljesiiljon.

Ul -nak és (I ~nok (1.7 )-ben bevezetett defini-
cidja, valamint (1l.5) 6o (1.6) szevint
(4.1) QC,}ZE@M W= \VZX.
/ Mm=0
Megjegyenzik, hogy 9=41 esetben (%.1) speeidlis coe-
tekint
(4el?) A=< = £¥

éovényes. $=41 esetben ugyanis &L, Lfg és ;,P,f_L:f; ha
m+l .« (Bz utébbi tényt 3.1, lemma bigonyitisdhoz hasonw
léan igugolhatju:, de [B]l-ban meg ies taldljuk @ vizonyita-
sat. ) Q=4 csetén teh@t (1.D) é8 (1,6) szerint

W=t vg=2L, W*=icy V= £
aui (4.1" et igasolja.
4,1« Lenmma . A g (* gz W vandorld alterei.
Bizonyitids «(1.7) sserint azt kell bebigo-

nyitani, hogy

UMMDIVIWL(DGVUY), UL D"V W)L (W*VIDg?) (k=24

A 2.2, lennma szerint azonban elég megmutatni, hogy

UYLy | U D9 Lag (h=2t,o).
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innek igazolaséara viszont (1l.5) és (1.6) szerint elég be-
bigonyitani, hogy

(n2)  UMO-dlas,, uAI-)LrLady gty

Iegyen elészdr k>0 . Minthogy & definieidja
oo
sgerint (7-Q)Y.c \{;‘fh s azért
Vaad

€0,

QUL c VL VL.

2

A %ele lemma ozerint viszont :f._Lm\Z_a‘(,,‘ tehat
:&.LQLL‘”(Z“GU:& is érviényes, ¢bbll pedig pozitiv 4=
ra kivetlkezik (4.2 ).

Legyen ezutdn 4<0 . bkkor W4 'QL, cM\me, CM\Z;‘&,/
tehat WH*QL=QURY, ¢s iny (FQU*'R L, = {o}.
AonAl inkébb 41l tehét (F-R)URL, 1LY, , ebbil pedig

ReL LU (I1-0)R 2L, kivetkezik, ami éppen (4.2 ) nege~
tiv & -ra.

Bzzel (4.2) elud 4llitdsat teljesen bebizonyitottuk,
a mésodik 4.litdst hasonlbéan biszonyithatnank.

4.2, Lemma . UL s WIL* eltolis operdloroks.

Bizonyit ads « (l.7. 68 a 5.6 lenua szerint

L= Vv U B TR vl Vi) i

A= —C0 / Ny =~-00 /

és ebbdl 4.1. lemma alkslmoszdcaval kapjuk az allitast.

4,5, Lemma . Tegyik fel, hogy U @ Papel mi=
nimalis uniter @-dilatieioj
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Ha T™sp eris érteicumben, akikor &=
Ha T™ eris -.;rtelémben, aikor &= £L*
-2 0 L=

Bizonyit s . Minthogy barmely pozitiv M=

re és e A -ra
(-UIT )= W U=T)p o+ WHU=Thp -+ W U-T) T =
és L sart, azért, ha 'T"'.}-aﬂ/ akkox

=2 (I- U T e

EbbS1l kivetkeszik, hogy Lo \'o/u“{,—.-(f is érvényes, mésréss.

Mz -0
nyilvan X >X is 4li. Gzzel 8z cled Allitdst bebizonyitote
tuk, a mécodiket pedig hasonldan bizon, ithatnank.
4,2+ lemma 65 4.5, lenma egyszeri kdvetkezménye a
exds értelemben, skkor T alis uniter e¢=dilaticié-

Ja eltolas operator,

Attériink a bevezelé. ben emiitett problémak kdzil
HAIHOS numerikus értékkészletek és a diletaciok kapcso-
latara vonatkozd provléimdjara. Mint nar emliteltilk a meg-
oldashoz normalis operétorok numerikus értékkésszletének
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egy uj Jjellemzését adjuke.

ElGoubr is [H)=ben bebizonyitott télel specidalis
esete ag ,

50 Lemna.Hda A akomplex szamok sikjanak
konvex halmeza, w pedig ery a8 A =n értelmezetd
nepativ_Borel-mérték és ‘u,(/\)_—./l » Gkior

fad wel.

| A

Ennek segitségivel bizonyithatd ag

S5¢1s Y6t el . Legyen E() 8 T normilis operé-
torhos tartosé spektrélic mérték, S pedig 8 komplex sik
gaszes o A konvex Borel-fcle halmazainok ag Ou82€5-

sépe, ameiyekre [F(»)=J+ Bkkor
W= NA.
AeS

Bizonyit &ds . Jeloljik as 6suzges AeS met-
sgetét  V(T)wvel. WI(T) tetszéleges =2, pontjahoz és
S telszbleges A eleméhez van olyan 106-»22,, hogy
lpl=4, és

=Ty =S d(E,pp)= S = dUEpl; S LUE pI*< Igl=A.

A S.1. lemma szerint tehat =2.eS és iyy

(5.1) w(T) < V(7).
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A forditott irdnyu tartaimazis biszonyitdsa eéljé~
b6l legyen 2, @ G6(T) tetszbleges pontja és £ tetszb-
leges 2, kizepli kbr. Ha ¢ a ,-nak megfeleld spektri-
1lis altér eleme és =4 , akkor

(Tfl ¢)= 1{2 a((Et\o, .f)=£ zdIIE*fII’; I{d//Egﬂll": npi’= 4,

és 1igy, @ 5.1. lemma sgerint, (T‘fl\ﬂé—&. 2, tehat a W)=
nek eleme, vagy torldédasi pontija, kivetkesisképpen

6(T)c W), minthogy @ TOEPLITL « HAUSDORFF tétel sserint
bérmely operdtor numerikus értékkészlele konvex, ezért

(5.2 [6(T]1™ c wT)

is érvényes.
Legyen most 2, € V(T) . Minthogy E(G(T)=3 , tehat

annal inkabb E([6(T)]%)=], azért [6(T)I%c §. Igy
2, e [C(T~ ezériy (5.2) szerint
(5+3) z2, e WI(T).

Meg rogjuk mutatoi, hogy =, e WI(T) is érvényes.
bbbl a ¢cclbdl 3 esetet kell megkilénbiéztictninks

l)Ha =2,e([6(T)]°)° , akkor (5.2) szerint
2, e (W(T))°. winthogy WI(T) konvex, 2, € WIT) kivetkezik.

2)Ha 2, a L[6(T]~ extremdlis pontja, akkor
[S(T)1= {2,} halmaz is konvex de ne: része S -nek, mint-
hogy nem tartalmazza 2,-t, ani pedig S minden résszhal-
mazénak eleme. Igy E({z,))+0 , 8zaz =z, sajatértéke T -
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nek tehat sozikségképpen =2,e W(T).

) (5«2 ) sgerint mar coak az az eset maradt visssa,
amikor 2, a [66T) 1+ -nek hatarpontja, de nem extre-
m4lis pontja. Ho most E(¢2,))+0 , skkor 2, sajatérté-
ke Tenek, tehat z,e W), Ha viszont E({z,))=0 , ak-
kor tekintesik az (6(T)]< halmaznat 66 ezen halmaz
2, =n atmend egyetlen tamasztd egyenesdének kizis részét,
és nevezzilk ezt €~nek. €~bil Z={ elhagyva k't in-
tervallumot kapunk, legyenck ezek e, ¢és e, « Ha E(e)=0
lenne, akkor E (e,U{z4)=0 is élina, és5 elkkor a
67=61T)-(e,V12,3) halmez E-mértéke az I volna. Viszont -

6, konvex, tehat 6,c S is érvényes lenne. bz azonban
lehetetlen, minthogy 2.4 6 s bar a feltevés szerint
2, e V(T) . Azt kaptuk Lehal, hogy E(ey+0 + Hason~
iban kaphatnéni, hogy E(,)=0 .
Legyen ¢, (c=42) teipzileges, egyséonyl hossogushe

gu vektor az €-hez tartozd spekirdlis altérbdi. Ekkor

(T )= £ = 16y g

és igy 8 5.1. lenma szerint (Tﬁ-/ ¢ )e ec. ey W(T) wnet
van pontja 6,=ben is és  e~ben is. Minthogy W (T)
konvex, =,e W(T) is all.

Ezzel bebigonyitottuk, hogy V(7)) minden pontja
pontja W(T) =nek is, azaz

(6.4) V(T) (e W(Ty.
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(6e1) é8 (6.4) egyiitt éppen a tételinket eredményezi.
S5¢2s TGt € 1. _V_gg____;lgg T normélis kontrakeid,
: -, ] nugerikus értékkészleteinek
a_metszete W(’T') -t _valédi résshalmazként tortaimazza.
Bigzonyitas.legyen T normilis operdator

a kivetkezl tulajdonsagokkals
6. (T)=1{z:z1=4, Re 220}, 6,(T)= to}.

Ezek 8 tulajdonsigok mar biztositjak, hogy a T kontrak-
cidy tehat van uniter dilatdeidja.
Bgy ilyen T példéul a =2 komplex szammal valéd

szorzds operatora az . -n, ha M tertoja a o Utos

P-
haluaz, ahol

a= {z:(z1=4 Rezz0}

8 M @z O-n pozitiv és az ivhosszal ardanyos, (9} en
pedig pozitiv,.
Legyen A tetszbleges eleme S ~nek. Minthogy A4
E -mértéke az 3 s @ 0 pont, 1lévén pozitiv E -mérté-
ke, sazikoégkippen A eleme. Ha az

R={=z:|z1<4 Re=2>0}

halmaz nem lenne A réoshalmaza, akkor, lévén A konvex,
lenne az Y-nak olyan [ réczive, amel. szintén idegen
volne A=~idl. Bz azonban lehetetlen, minthogy B  E-mér-
téke pozitiv, 6 E -uértéke pedig T . Kaptuk tehat, hogy
A>DRU{0} .+ Minthogy ez minden Ae,S halmazra igasz,



(55 | V(T) > RU{0}.

Vésrésst, minthogy R konvex és E(R)=7, azért
(546) R > V).

Ha =2, az A tetsszdleges pontje, akkor R-1(2.leS8 ésg
igy z,e V() . Bz a tény, volamint (5.6) azt mutatja,
hogy

(5.7) - R-a > V(7).

A fz: 12124 Re2>05U {0}  halmaz nyilvén konvex és E-
mértéke J , tehat részhalmaza Se-nek. EbbOL és (5.7 »bbl
kovetkezik, hogy .

(5¢8) RU{03 oU(T).

(5.5) é8 (5.8) szerint V(M=RU{0} , és ebbdl a S.1.
tétel alkalmazésaval kapjuk, hogy |

(5.9) W(T)= Ru{o}.

Legyen most W tetszbleges uniter dilatacitja T =
nek. Ekior nyilvéan W) >2WIT), és Ly (5.9 ) szerint

(5410) W) >R,

Tegylk fel, hogy volna S e-nak olyan B részive, amelyen
6’ () =-nak nince pontja. Jeloijik &L -vel az egységkir—
lemeznek azt a zart réezét, amely a B végpontjeil bz
s2ekitd hurnsk Beval ellentétes oldalara esik. Felte-

vésiink szerint U spektralis mértéke £'en teljes lenne,
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és igy a 5.1, tétel szerint ww) c & y €2 pedig el-
lentmondana (5.10 J=nek. Azt keptuk tehat, hogy 6 W si-
i ol =n, és mivel 6@ zart, EW>% is igaz.

Be fogjuk bizonyiteni, hory W) tartalmazza as
egbss (£,-<) intervallumot.

fie mind 4 , mind -<{ scajatértéke We-nak, akkor
az 4llités azonnal kivetkezik W) Lkonvexségébbl., Fel-
tehetd tehaa't. hogy 4 6és -L koszil legaldbb az egyik nem
sajatértéke U -nok. Czimmetria okokbdél feltchetd, hogy
-A nem sajatérték.

lleg Togjuk mutatni, hogy ekkor asg

o = { z:lél=4/ Rez2<0}

£61kbriv szikségképpen tartalmazza 6 WU legalabd egy
pontjat. llenkezd esetben ugyanis a

(5d1) {2:121¢4 Re 250} U{~i}

konvex halmazon W gpekiradlis mértéke teljes lenne, és
1gy a 5.1. tétel szerint ez o halmaz tartelmazné WWat,
iz azonban lehetetlen, mivel @ O pont, amely WW ele-
me, nem tartozik (5.11) halmazhoz. izek szerint 6 (Uenak
ven pontja < -n, masrészt 6 M) tortelmazza dwt,
igy belsejében tortalmazza az (=i,4) intervallumot. Ha
most a (5.2) reléciét T helyett Wera alkalmazzuk, azt
kapjuk, hOL;;? l-i.,i) az 1—*/_(7«—0 belosejében van, tehat
(-4, 4) c W @) .

igek szerint (-i,£)a T G&scszes uniter dilatéciéi
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numerikus értékkészleteinek a mcteszetében is benne van,
tehat (5.9) suerint W(T) valsdi rosszhalusza ennek a
netozetnelk, “



2]
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