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Bevezetdés .

13 g

Ismeretes TIETZY [1] azon tétele, mely szerint egy L met-
rikue tér zdrt D részhalmasdn Srtelmezett valds szémértdki, folyto-
nos {(X) figgvény folytathatd az egéss - térven értelmezett
folytonos valds figgvénnyd.

Lgy ilyen kiterjesztés (TIETZE [1] formuldja):

%Cx) / Ha X‘-D(

(e {(‘_j)
& u \’\G XeE’:D
E sPD [“f(X.jT ) /

ahol XxM) az x és y pont tdvoledgit, C pedig az X pont D
Sl =

halmaztél mért f(" D) tdvolsdgdnak reciprok ‘értékét jelenti.

Egy mdsik folytonos kiterjeaztés (RIESZ FRIGYES formuldja)/,s

{(X) j Xna XED

%E(X% (x D) S“P U | ha xe B
P X, POy)

Tietze tételét URYSOHN [4] dltaldnoeitotta metrikus terek-
r8l normélis topolégikus terekre, felhaszndlva szt a lemmét,. hogy
egy ilyen tér két, A és B s diszjunkt zdrt részhaluazdhoz megad-
hatd egy olyan folytonos valds fliggvény, amely az A halmagon 0, a
B halmagon 1, a tér t8ubi pontjaiban pedig 0 és 1 kdzdtti Srtéket
vesz fel%

Ag emlitett bizonyitdsok mind lényegeszen kihaszndl jék a vi—
lés szdimok halmazdnek epeciflis tulajdonsdszit (nevezetesen a linedris
rendezést), '*tehsit nem érvényesek olyan filggvényekre, amelvek értékei

nem valés szdmok, haner pl. valamely mis metrikus tér pontjai, tehdt



4
- R

amelyek az ndott metrikus térnek ogy mdsik metrikus térbe vald leké-
nezésdt szolpdltatjdk. Pelmeriil a kérdée, hogy Tietze tétele dtvihe-
tée ilyen folytonoe transzformicidkra? Ilyen irdayu eredminyt tar-
talmas ARONGZAJN ég PANITCHPAXDI egy dolgozate [5]. Ez a dolgoxat
bizonyoe ggrenletesen folyionos transzformécidk kiterjesztésével fog-
lalkozik. Hogy e tételt pontosan megfogalmsshassuk, definidlnunk kell
néhdny fogalmat. v

S—

l.definicid s Legyen l(x) az A metrikus tdéraek

egy leképerise 2 M metrikus térbe. Lgy mem negativ valds értékil,

monoton nenm calkkend de & ll‘m 0((5) = 0O Teltételnek eleget tevd
E—>

S A L Sl f‘ggg,vényts l(x) folytonosadgl majordned-
mus'f1 neveziink, ha A bdrmely két, a f(x\\j)gg feltételt kiew

1é:it8 X\j pont jéra
LG A o
f(\(x) : \(1)>.;_é(a)/

/

ahol ?/ 9 az A 112, ™M  terekbea mért tdvolbédgokat jelentik.

Ha egy transzformdoidnak ven egy folytonossdgi majordnsa,
akkor nyilvdn végtelen sok van, ds ekkor a transzformdcid egyenle~
tesen folytonos.

¥inden ezyenletesen folytonos | ¢ X) transzformdciduak

van egy sinimflis folytonossdgl majordnsa, az u.n. folytonosadgl

modulus, avelyet & kivetkezlképen lohet definidlni:

—

| P | y i
Cg_r(g): Sup S’(\U‘)/ \(j))f x\j(-:D/ Sa(xlj)___g

c.definicidé: Az M mecrikus teret hiperkonvex-

nek neversik, ha & kivetkog” tulajdonsdggal rendelkezik: He az M
tér zdrt gtmbjei exy hmloagdnak megvan az @ tulajdonsdge, hogy bér-
mely két gtmdb sugardnak Gsszege nem kisebb kizméppont juk tdvolgdpd~

"»7. 4‘ )



@ wa*

ndl, sikkor » halms:ba tertosd Ysszes gUmblknek van kizis pontjuk.

| Ge & definlold ekvivelens u kivelkeadvel:
\
2.d0findosd:agM kus tér hiverkonvex

Ymbjeinek helmags rendelkesik 8% u.n.

"hiadrls interseekeld’ tiajdonsdggsl: Ha az M tér ggg gbmbiel egy

Uinden linedris metrikus tér koavex 1évdn, axkor é8 coak

akkor hiperkoavex, ha zpirt glmtjeinek halwssa resdelissik a bisdris
interazekoid tulajdonedggal.

BAGUBLIR [6] vebigonyltotts, hogy véges dimenzids acru‘it
* linedris tér skkor és csak akkor iiperkoanvex, ha megadhsid beans

6
egy ©lyan e\)e,_) ¢« s 0,8,  bézid, hogy & tér bdrmely

K e X By bt it X €n

vektordnax norndj it az

“ |
| x| = max L\XA\/ \X,.I/ s ')‘Xw }

formuldval ayer jik.
Ae euklidesi terek kBgll tehdt cesk azx 1 disenzids tér
siperzonveX.
As ellblbleklen definidlt foguluek eegitsdgdvel ARULLZAJIR
do VARITCHPALDI E ] eredmdnye a kivetkezlkipen fugulmashald:
Legyen 1 (x) euy T metridus tér 1

réazhaleasdna

3_lekdpezdve s hiperkonvex ™M metrikus térbe.

N W g (a ) ,_ggmaait;v folytonosedsl majordm-
g, skkor | (X) At - :

6 8z exdez = teret ac M térte leképe-
_as-orﬂ&ciév&. melysek J(c) ugysacsak







SR d}:sté olysn E t‘g é!

gnnek D rdashalmesn, és olyen | | leképesés, amelyre a tétel
&gg 61’!é£!680 &
A tétel epecidlis emetekdént ndddik, hogy ua ‘ & ])

naluszon valsmely S konstsnsssl gsienletes Iipechitz feltételnex 8
tesr eleget, akikor kiterjesstuetd B -re a K Iipechitz~konstans
megtertdedval. hkkor ugysnis a d(&)= K& figgvény TR
egy ssubadditiv folytonossdpl wajordnsa.

A kiivetkezfkben eseket &z ereduinyeket tibb irdnyves is

dltaldnonit juk.

gubadditiy folvionose 424 18 lédtezéee 111, egyenleten
Ligechits feltdftel helyett cesk ninden pontban vildé folytoncssdget
111, winden pontven lojkdije Lipechitz feltétel tellesilésit tessmik
fel. Viuoht aD' részhnloazrdél feltesssilk, ho@y zairt‘? 8z M térw

r81 (411, & k leképesés ériékkdnzletdrsl) pedig feltesssik,

hogy niyerkonvox és korldton.

A folytonos trunezformécidk kiterjesztdsének kérddedt =
lipseuitez~transeformieidk kiter jeestdadnek kérddadre vezetjik vissze
vgys hogy a folytonce tramssformdoidket egyenletesen epproximdl juk
Lipechitz-transsformdoidkksl .

Az 1, résazben & minden pontban lokdlis Lipschitz-feltdételt
kieldgitl trunsslormiciéd kiterjesstdéadvel foglalkosunk., ¥ivel kor-
ldtoe értékkdszlet csetin a.lokéliﬁ Lipschitez feltétel teljesillésd-
b8l kBvetkezik & unem lokdlis Lipechite feltditel tel jepiilidse 1af7n
tovdbviakban a "lokilies” feltdtelt sindiy elhagy juk.

A 2, réschen bebisonyitjuk, hogy ha ~r‘ értékel a

korldtos ée hiperkoavex ¥4 wetrikus térben vannak és o folyto-
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nos ill. egyenletesen folytonos, akkor egyenletesen approxindlhaté

olyan transformicidkkal, umelyek minden pontban Lipechitz feltételt
111, egyenletes Lipechitz feltételt elégitenek ki és értékek ugyan~
caak M ~ben vannax.

A 3, réazben sz 1. :ﬁs 2. rész tételeinek korolldriumaként
nyerjik a folytonos transaformdcidk kiterjeszthetiségére vonatkosd
tételt.

Az l4=3. rész eredményeit kiterjesztjik bdrmely véges di~
menzids Banach térre.

A 4. részben a hiperkonvex tér fogalmdt dlialdnositjuk és
a tételeknek is 4ltaldnosabb alakot adunk.

Meg jegyezsik, hogy ha ae M tér tetselleges, a kiterjeaz-
tés dlteldben nen végeshetd el., Pontosan a kivetkezdt dllithat juk:

Legyen M egy asdott metrikus tér. Ha tetszllegesen vd-
lasztva sz C metrikus teret és asz E ~ben zdrt D halmazt, bdrmely,
D -t Y -ve leképezd folytonos transzformdeid folytonosan folytat-
haté az ezdsz 5 -t M be leképesd transzformicidvd, skkor M

o, 14
szlikeégidpen tdgabb érielemben abszolut retraktum, ’

1.§..

l.t¢é tel . Legyen E— egy tetszfleges metrikus tér, :D

ennek ‘3&17 zdrt részhalmaga, M pedig egy korldtos és hiperkonvex
i 13 : AT 8
metrikue tér, melynek ditmérdje gy Legyen le \—-‘P [:Dl M/‘ K ]/

T*g LiP[D!M/‘ k*l €8 birmely ’“‘D pontban dlljon fent =

gltT(x) /Tﬂ(x) );‘ g ‘g;_iyenlétlamég. Ha ldtezik eg' y olyan T;*

; e . ; »
tranezformdeid, amelyreﬂ’_:g' ¢ i 08 TE _e____L"P KE/ M/ kg]

akkor létezik egey!olyan \E transzformicidy. \E 7_\_ , anelyre
a

e
birmely X € z pontban gl(TE(")/ \E (X))é'e és

s |
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T’: ELI‘P[EfM ) < ]/ shol
max{k(x) ) k’;(x)] ) L\a xe:D/

\ 137
i, e Lfcx):‘ / ot xeE= D,
L’b‘ D)
Bisgo nly i1 t4s . Bonteuk fel as E"':D halmazt
megsgdmldlhatian vé;:,telen sok réegre a kavatkezﬁképem E-n ~nel
jelsljiik azm E D ‘halmaz azon X pontjainak halmazit, amelyek ele-

S el e
n-'4<.m°"‘¥_9(x\'D) ) Ecx)] n

get tesznek az

egyenlétlénségnek. A -D E ‘[ El el halmagok nyilvdn pdronként
idegenek ée )\/ \_j Ef\ d/ .
A=

Vezessiink be us. E‘l EZ {- A nalmagokon egy-egy
jélrendesint, legg.enek‘ezek readtipussi rendre *( %2 )’ '’ .
i -D halmagauk is eé:;y' J6lrendenénét nyerjik, ha az E“ Ez i
halwazokon sz ellbbi jélreﬁdeméa;ket vezetjik be dg kik¥Btjik, hogy

va elemei megelf'}zik" En bdrmely elemét, ha M <n , Znnek a jél-
rendezédanek rcndti.pu-sa‘ AT oytoly 4 Xyt oo .

Legren ’%L keg»{;y tetszisezerinti rendezdim és jelul jix D’Z -
val sz X elemet megellsld elemek halmezdinsk éo D ~nek egyesité~
8ét (:DfD "és ],‘L =E » ha 7 ? % ). A kiterjesztett transzformd-
¢iét transzfinit rekuraiévai fog?fff értelmozni .

¥ivel :D4 =D . ‘4 z | @ kivdnt kiterjesztés D4 ~T8.

Legyen Y, egy tetszésszerinti rendezin (feitehetd, houy
"L: < ), és tegyilk fel, hogy a s trunszforndcidét mdr kiter-

Jjesgltettik asz WL -ndl kieebb indexii :D f halmazokra ugy, hogy @&
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¥

—

kiter jesztett transsformicié, \f = L"P [Df : M ) < ] , ahol

~ max [ ki) }k’Zx)} / ha xeD:
k(x) =
6 iha ‘ef, (ne 4253 .
bdrmely xé’Df pontian fj(-@ (x)l—r;(x))é E7% e ‘f >—[§)
ha § > g' . Bebizonyltjuk, hogy | ekkor Kiter joaathets :D% e
is ugy, hogy & kiterjesztett transsformdeid, lq,L  minden x &D%
pontban kieldgltue a
- ¢ (T e o R
o)
(11) E(T(x | %H )_f (<(X)§(Xﬁj) (“J éDal)

e
feltételeket, éo bérmely §<le rendszdors |’>L/' (f legyen.

legyen ellesalr ’7/ limese szdm, ekkor D“T?%Df és ’ ‘

T(x) §<x) ) ha XéDf @i
Eivel T§~<-T£ , ha gé g) , 88 értelmezés egyértelmtd és bérmely
§< nt rendszdmra —ﬁl>-—l§ = T(’C kieléyiti az (I) és
(11) feltét:leket, mert ha X a DWL tetselleoges rdgzitett pontjas
b y & D% egy médsik tetszileges pontja, akkor vam olyan f< fZ
reandszdn, avelyre X éJ{f o ‘16 :Df y tehdt

\. * ) .
¢ (Too0 T ) = ¢ [Too Te')

Ha Wz/ nen limes: szdn, hanem pl. 41 " §-+ /‘ s Gkkor
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‘D%: -DE'M - ‘D \_/L Xf } + As Xf pont legyen pl. az E y halmasbas.

Fuesa végig X .Df— halmazt és irjunk M valamennyi

\: (x) pontja kbré egy-egy <) fc’( x
3

sugaru zdrt gbmbiit, \
kdré pedig

e(’f(’)

Gzek »{Em-i.il vdrmelyik kett8 sugs-
Q&/

ranek Usszege legaldbb skzora, mint kisdppont juk tdvolsdga., Legyea

ugyanis \j éds 2 =& :Df két tetszésszerinti pontja, ezekre

e i i
kﬁ‘j\,?(\im xg)+ Hz\g(zl xf\. 2 min [“Lg)/\((—’-{l%(mxf)+f(1, X )\ z

/)
2 m}vxma) \:LZ)] Pl z S" C\;M) Tf LZ))/
2 {

mdsréeszt bdrmely XE Df

£ sugnru zirt glmbit.

pontra

p—

| i
S * s ol — X%
l1) pox ¥g)4 € ?f( e LX) \ew;?)* £ (\Eu) rl;cx))Z

{7

|

n\/

m-fl

x T (X)) :

hiperkonvex, ezeknek & zdrt gbmblkne
egy kizls pontjuk. lLegyen ezek kUzil egy ‘Ef « A
\ _rgw ha xeD

Tehdt mivel M ¥ van legaldbb

/
Wiy M

\

.

transzforndcid l§ ~Rek, & :l.g{yT -nek is egy kiterjesztése.
S

\.\L elegot tesz ms (1) ¢s (II) feltételeknek, ugyanis
& konstrukeid szerint bvdrumely X € :%' yontra

g'(\w, \wg) 2 koo plx %)

¢ (T Tatn) 2 &

és

uh

&
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tehdt az (I) és (11) feltételek az X € ; pontoii}m tel jeslilnek.
Azt kell még veldtmunk, hogy teljesiilnek sz Xf pontban is.
Az (1) feltétel tel jesiiléce kivetkemik @ konstrukeidbél.
Hogy & (I1) feltétel teljesiilését ie bebizonyltauk, vegyimk fel egy
tetezésszerinti X € Y pontot.
Tegyik fel elfsuir, hogy XE _—D . Aktkor
T by 4__3‘__ fmax[—g\—” /[juﬂfnﬂdmf(x\x)
el o PR
Pl ) LU g, |

E-D r
Ha pedig x &t -V | akkor ven olyaa pogitiv egdsz ™M = 1N

szdm, amelyre X € EM L e wived l‘CX):Wl :
[ e e 3 -
f\ ‘\T%(X) ‘\%(Yf)>ﬁ k(X)f(X‘XE) = V\Fo(\xj)zl(o(f) f(xtxf),

emit bizonyitani akartumk.
Ilyen nddon tehdt transzfinit rekursidval dértelmestiink egy

\E = o transzformiciét ugy, hogy vérmely X € = pontban

g!(TE(x) | TE”'(X) )é £ és lE £ LEP[E( M ; ‘<J & L]F{E‘Mj kE].
Bzzel a tdtelt bebizonyitottuk.

4 tételnek fontos korolldriums a kivetkeszd:

&Jé}“ﬁiilé;iu& . Legyen E egy tetszlleges metri-

kug tér, :D ennel egy gairt_x_';észha_;maza. M pedig egy korldtos hi-
x metri ér, Ha | e L‘[’ [-.D‘M) kJ , akkor léte-

2ik egy olyan T;E > T transzformicid, hogy -TE & \_\P [ElH) kf]{ X

ahol

, ‘&(x) \ﬁa xe-;D

kg\x)= { )H,—d—- '\\/\Q oo BTl

S f(’(\ —:D)

Bz ugy 14thaté ve, hogy uz 1.tételt alkalmazzuk abban ag




T’c‘) s Eohe

A kiterjesztési tétel iguz specidlisan kérlsitos valdeédrid-
16

¥ 7 \
esetoen, ha_rtx) = Q s\ﬂv\ﬁ' {XéD} és

ki ﬁiggvényekre a#8t igasg nemkorlitos valdsértékii fﬁggvény_ekre‘ is.
De igaz warsd akkor is, ha & képhalmaz tetszfleges véges dimaniun
linedris normdlt tér, a transzformicidrdl pedig csak ast tesssgik
fel, hogy minden pontban lokdlis Lipechitz feltételt elédgi?t ki.
Pontosan & kivetkezlt 4llithat juk:

l’. té tel s Legyen E epy totszlleges metrikus tér’_

D eanek egy wzdrt résghalmaza, 3 pedig egy véges dirensids Banach

tér. Ha Te \-l\DwYD :bl ill. T(: L\VL L:D b} y akkor léte-

gik olyan T > T transzformdecid, hogy & LtF [E ‘bﬁz ill.
-

€ L\@X_ Bl :

Ez abbll a tinybll kivetkezik, hogy egy viéges dimenzids b

Banach térben tdrhogy is vdlasztve az €% " / €, Ddzist,
megadnaték olyan /«« 7> 0ts w > 0 ssduok, hogy bérmely

XE K S e S X e € -B

vektorra dil1jon

1%
$obafalxals »r 4| Xel £ m,
WX\
Lbbll ugyanis kvetkexik, hogy ha a \ transzformdcidt a
\- \‘ek l;_tL LML o \w ¢ alakba irjuk (ami egyértelmil), skkor

és csak akkor tartozik a Ll? L'J 31 111. L\P LD 51 osztdly-

ba, ha T valas.emﬂ,xT\ \z e ,Tn “koordinétfi,}l‘a

~
L Dl il ng LJ\Q | ossztdlybs tartorik, shol
W , il
L a valds sadmegyenes. Eldg tehdt &g ykoordindtdit kiterjess~

teniink .






2.8,

A tovdbbiakban fontos szerepet jdatszik @ folytonos transs-
formicidk Lipschitz-transzformicidkkal vald egyenletes k¥zelitése.
Ha "'(X\ egy kompaikt metrikus téren értelmezett folytonos valds
fuggvény, akkor a Stone-Welerstrsss [11] tétel szerint egyenletesen

approximdlhaté egyenletes lipschitz-feltételt kielé,ﬁ,ité rﬁwvényak-

’\A\J “Wﬁ""

kel, mert az egyenletes Lipachitz feltételt kielégits figgvények ele-

get tesznek & Gtone-Velerstrass tétel feltételeinek, : 0y
[ retee P 7“()"‘&« el b o oo ‘L)
Altsldnos esetben, ta‘tszélegee/\metrlkur téren értelmezett

valés flggvények 11l, transzformicidk esetén kiillon kell vdlusztani
oz egyenletesen és nem egyenletesen folytonos valds figgvények ill.
transsformicids esetdt.

legyen M egy hiperkonvex metrikus tér, A egy tetsazlle-

——

ges metrikus tér, | pedig A -nak egy leképezdse M -he.

2. b€ L ek T akkor és csuk akkor eg enlet ol‘

]”M&Mﬁi P\,\.LA \’\} 08% bea tartozd trannzformécidkm. ha egyen-

letesen folyvtonos.

——

3. t é tel., \ akkor és ceamk akkor Qpprozlna’lham'

L‘P A M} osztdlybe tartozd transzformdcidkksl, ha folytonos,
ﬂjilvénvald. hogy & LiP [A M] . by LLFL A\ Ml

osztdlypa tertozd trunssformdcidkkal egyenletesen aspproximdlhatd

traaazformééidk egyenletesen fol;tonosak ill. fol;,-tohosak. Tehdt cask
8 tételek mislk réesmével kell foglulkoznunk. Bhhez s kivetkezd lemmdra
van seilksdg.

Lemma . Legyen a nen negativ valds értékil W (4\') filgavin

@ pozitiv valds félegvenes egy QO ~ban torlddd részhalnagdén értelmezmve
és tegien eleget @ kivetkezs feltdteleknek: a) bdrmely D0 enirn

éu(ﬁ M(A’) < oo/.b.) \'lw\ \M,(K) Z a0 . Akkor 8 O -hog tetszésszerinti

A =0
r*sy0 sszém, smelyre \M.(*') értelmezve van ée




amelyre le(-l'* \ >M(4’) + ha 4‘74'

B
et s

Pisonydtdos:s 'fegyﬂk fel, hogy as dllitds nen
lgez, vagyis van 8 O -nsk egy olyan Cg sugaru krnyegzete, amely-
ben mir nem taldlhaté ilyen pont. Az a&.) és b.) feltdtel szerint eb-
ben 8 kbrnyezetben van az értelmezési tartomdmynuk olyan +() O
pontja, amelyre WM I« gm(’r « Az indirekt feltevés szerint

¥, =-hez taldlhaté as értelmezési tartomdaynak olyan ¥,” { pontja,
auelyre W\.(Xq,) =4M<X4‘ o« Mivel W\(’rz) b “g;‘g M(A"_ ) /T'z
is a O augeru kirnyezetébe esik, tebdt u;:iﬂdirakt feltevés ér-
telnében az drtelmezési tartomdnynak vam olyan "'3 >:2 pont ja,
anelyre ™ (1'3) _Z-'LVV\(IL) 5‘1 M(M) . Bivel A3 iemét s
0 Cg sugaru kUrnyezetébe tartosik. Az eljdrdst folytatva az értel-
mezé sl tariomdny 0< & < Cg intervallumba es8 pontjainak egy
olyan ﬂ (& < A3 » monoton ndvekeds végtelen soro:atdt myerjik,

We 4 ‘ :

melyre YW (XW\Z 2 V\/L(’“) (w= 4\2)"') » tehdt ‘”W w (xu.) =00 .
Ez pedig ellentmond az a) feltételnek. S

A bizonyitds érvényes arra az eselre is, ha 2 helyett tete-

szfleges 1 -nél nagyobd szimot vessziink,

ﬁ«‘?.tétel bizoayitésa.ngyﬁkfel,hogyT
-az' A metrikus téren egyenletesen folytonos, de maga nem tartozik a
LI‘\JM’L A\ M] caztdlyba., Akkor van A -nak két tetszéeszerinti

kizell pontjd? vagyis ag

g e
mr) = 3\*\9[ UU«, \,\"“)) :xuxze/\/' 9(:«&)“]
g k) !

figgvény értelmezdel turtomdnydnak a O torldddsi pontja.

\M(k) kieldgiti a lemmas a) és b) feltételét, ugyanis ha o ~

a
vel Jjeldljiik M dtnérdjét, skkor W\(*’) é T o+ 8nibll

gug M(ﬂr ) € o0 , mdsrésst mivel A nes tertozik s
e



\.\P L A\ M] vastilyba, Hw Wa(4) = o0 s
M ~ =20 *
Tehdt & O -~hog tetssdevgserinti kisgel taldlhaté clysn % ’
Crll 4 :
anelyre lua w(£) , ha ¥ 2 X7 , véleessuk ~ ~ot
»*
olyan kicsinek, hogy Ldrmely a S’("UXL} =4 feltdtelt kieldpits
| [ Y b8 & _
pontpirra S[\(xﬂ . \(x,_) = legyen, ahol £ egy elire megadott
A

totezdsozerinti kicsi positiv swim (az egyenletes folytonoscdg miett

ez lehetodges).
N x
L&gym a2 A metrikus térben egy 7 ~uddldzat,

(Az N halwast as )‘\ wotrikus térien //4/ ~ndlézatnak nevezgik,
ha N tdrmely két pontjdnsk tdvoledgs legaldbd S LT A bilrrely

X pontjdhoz Saldlhatd N -nek olyan poutja, smely X =181 /w wnél
kisebb tdvolsdgra van., Ilyen hdldésst mindig létenik,lded pl.

HAGSDOR Y EL% ). Az a ‘\N irangeformdcid, snmely sz N hdlésut
pontjaitan van drteluenve €8 ott megeg eszik ‘ -vel, a

\ A ;

LIF ENIM/ Z—M(‘\' )] osgtdlybe tertoszik, ugyanis, ha X| Yy € N)

Mo

akkor X: S’("‘\i); A‘*, tehds

e [ TRTE
S}LLN(XH\K‘.(H\) 3 g’i\‘\Lx) Y}\Lﬂ)) < w(5)< lm(X*).
p (%) elxiy)
Tehdat létexlk egy olyan \N A trana: formicid, anelyre \NA = \N
T € L\p LA B e LM(; ]

B«bizm&yw,}uk. hoEv bérmely XE€ /A\ pontban

— R

fh( \(X \N ()())_?)(b » Ugyenic bdrmely X € A ponthos taldlnh8td as N
zilézatnms egy olyan XN pont ja, asuelyre (x X, 1< 4'* ¢ tehit

ﬁ( ) \N,A(")/ :S’IUNAC
0¥ *
< lw(s") 5% l-‘”(’[?‘(‘(’:)*‘\cm) P KK 6 A [x“xzya*lx-.

§
g

w)
\Mm)— Lt f(x XNJ =

—

i e e e s ) =4
= lSu(v Lg I\ \(XA_)\ \Lx,_)). >(«l Ko eA j E(X«‘Xz,}



Mf




e
:{
.

LL1AN

Est Usszevetlve a g \ (%) ) £ egyenl8tlenséggel azt

kapjuk, hogy
S T o)E 3
§Q\Cx)( ‘(XN{A))-§’<W) T‘Lx )+3>Tu \N/A( it

bdrmely X e A ponthan.,

Tehdt tetszlleges pozitiv € szdmhoz meg tudtunk adni
egy 3 £ -nil jobban approximdlé, Llp e [ A' M ] osgtdlyba tar-
tozé transzformdcidt, amivel a 2. téfce\lt bebizonyitattﬁk.

A 2. tételben M korldtossdga helyett elég fel tenni,

| b el
hoyy winden 4'0 > 0 szdmra -57“? M(“) = 0 vmisfmxﬂ; \(Yz))

AL — £l X4 Xe)
ko: ldtos, ha g( XHXL)E_' Ao .« 52 teljesiil, ha \ -nek van

sgubadditiv folytonossigi majordnsa.

Legyen ugyanis 5(4') a T —hék egy ssubadditiv foly-
tonossdgi majordnsa. Kivel 5{4\,-?0 Ly ATl , megadhatd egy olyan
’TL =0 szdm, hogy 5(4) 5 , valehdnysgor A~ < {p . Bdrmely

Gy szdn ag X'—'[}{E]‘Q + X’ alakba irhaté, shol [,-5; ]
az %; egész része és 0% ~\'} < ’ré « A szubadditiv tulajdon;égbdl

& feltdtel toLbezlrds alkalmamdsdval nyerjik aé‘(ﬁ L}':[éag, + CS‘(X)

egyenlftlensdget, Hivel a f(X\\XJ.}—— jeltlés mellett
Ay ;
(T("« \ (%) < 5(4') < LT\"J&&) -+ 8(4,)
?Q"i % ) z L%lxe +5
) %1&\‘ S ¢ < e )
= rY X g -A:- ‘x 4‘& £ ’ri/
-'F£] 2 2 al’

ha T>X T pmib8l ezonnal kdvetkezik az 41litds.

s

Kegforditvs, ha |  egyenletesen approxinmdlhatd \_ta[ A M_]

osztdlyba tartozd tramssformicidkkal, akkor van szubsdditiv folyto-
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nossdgl msjordnsa.

P )

Legyen ugysnis \8 egy € -ndl jobban approx:lm@nd/
L\ {A Mo K-& osztdlyba tartozé transzformicié, akkor
fi~
e T \: xoh A7 e léd ¢
Ll Sz« lin =
e T e
-
T Suo{?‘j—\zuﬂ 1_E(¥»)>+15 e €A plryx]= ¥ ] =
¢ |i 3T
A ~=D R
T B >
< [imn K X K[
=P e 58
anibll kbvetkezik, hogy \ -nek ven szubadditiv folytanossdgi

majordnsa., Usszefoglalva, ha M nem szliksdgképen korldtos, akkor a
kvetkezst #llithatjuk.

¥

s tétel. Legyen A egy tetszlleges metrikus tér, M

egy hiperkonvex metrikus tér, \ pedig a A térnek ery egyenle~
tesen folytonos lekipezdge M ~be. T aikor és cssk skkor appro-
ximdlhaté egzyenlotesen LI? {A M-X osztilybs tartosd transzformdeidk-

zi majordnse.

A 2! » tétel bizonyitdednak mdsodik részében csak annyit
husznﬁltunl_:_fe‘&l}. hogy ha egydltaldn létezik olyau £>0 , Bmelyhes
taldlhaté | -t £ -ndl Jotben kbzelits L\EW[A \ M] osztdl y-
ba tartozd transeformdcid, skkor -nek ven szubsdditiv folytonou~
l. tétel szerint kivetkesik, hogy T
egyenletesen approximdlhatd Lfﬁw [ A\ Ml osgtdlyba tartozdé transg-

sdgi majordnsa. EbbSl pedig a 2

formdoidkkal, Tendt igez a kivetkezd;



Rorolldriunm. Legyen A egy tetesileges met~
\ pedig A —nak

8Ry cgyenletesen folytonos lekiperéee i ~be. Ha lédtezik olvan

slire Sup ¢ (T T )<o° 4

zdlhat Llr LAM geztdlyba tartosd

A3, tédtel bvizonyitdean., LG&*JQﬂ’RC'A

\

8e A agon X pontjsine: halmssza, avelyekben a iransz-

formdold nem elégiti ki a Lipschitz feltételt, vagyis amelyekre

15 J(\(x) !—\—(w) i Joig
§—>x f(x\ )
és legyen SiciA-R R koupleventer haluaza.
Legyen X a2 R egy tetesllegue rigsitett pontja. As
‘/V\*U'): SHP- jL[(\(X, - ‘)Li
f(x\\j)' g (X\ 1 )

1
Tilggviny drtelmezial tartondnydnak & O torldddsi pun"t.ja.g Wt-x (¥) nem
negativ és kielégi®ti a lemma a) és b) feltételeit, xert a) birmely
Ly d
A’°>0 suedmra  SUP WA (£) = SU 200 V) e <°o/“

¥k T 0 eliogzs sluy) o
o el A T
b) \.\VV\\M-,((:)! \‘M S( S | (\1) ) = O,
T30 Y X elx.y)
A leuzma szerint tehdt s 0 ~hoz tetssésezerinti kieel taldl-

x
haté s ™ (1 | értelmezési tartomdnydnsk egy olyan ~  pontjs,

*
amelyre lMx(’(’t))W\x(” , ha 4'2 X, zgért sz X -hes tetssée-

x
szerinti kisel taldlhatd olysn X pont, smelyre

(Tcx ) N ¢ [ Tin ;\’w)) :
(X X ) 9(3(\‘3)

ha ?(X\\&\ > g(x X ) « A folytonossdg miatt bdrmely X € A



ponthoz é8 £>0 szdmhoz taldlhaté oly ’a(x\ 5) gzdm, hogy
g‘(_ﬁ_;)/.\\( j))g £ s ha g(x\‘i) = L «7[)(\6) . Vdlaseguk _minden x€A
ponthoz a lemma szerinti X’* pontot az X N (X.&) sugaru kire
nyezetében., (A tovdbbiskban egy ponthoz 8z ilyen médon hozzdrendelt
pontot ugysnazzal a betilvel de X ~gal jelBljik.) Az dltaldnossdg
rovédsa nélkill feltehetd, hogy fp\ bdrmely X pontjdra f( X X*)<’{ .
Felbontjuk ag LN halnazt megszdnldlhatéan végtelen sok
idegen halmaz egyesitéedre. Legyen -Rv\ ("\le\&“ ) az ’R azon

A @ * 4
X pontjainak halmaza, amelyek kieldgitik az m = f(x\ X ) < v

feltételt. Nyilvdnvald, hogy az ’R“ halmagzok pédronként idegenek
és egyesitésik —R "

Az ’9\4 hal:azban konstruil junk ezy / ~hdlézatot,
jelljilk ezt N4 wgyel, Az N4 pontjai kiré irt 1 sugaru nyilt zbmbBk
egyesitése, G ayilt és 64 e R( o Az 1:,‘-6 halmagban
konstrudl junk egy % ~hdlézatot ée irjunk ennek minden pontja kird
egy % sugaru nyilt gbmbit. Ezek egyesitdse, Gz nyllt és nyilvédn
GA\-/ GLD’RAV’P\L . Az eljdrdst folytatva, 4ltaldban legyen Nv\
az’R Udiry . halmaszban egy % ~hildzat, G»\ pedig az eannek pont-

" iz ot
jai kiiré irt % sugaru nyilt gimbik nyilt egyesitése.

. Legyen N= % Nv\ és G’ % GV\ . G ayilt és G D’R
tehdt as A'G = S‘G L 5 é9 A = C'l gdrt. Bebizonyitjuk,
hogy N e A -G is zdrt (A -ban), thhez szt kell bizonyitanunk,
hogy G TN nyilt, szsz minden pontja belsd pont (ugyanis G-N
az N\/ A-G komplementer halmaza).

Legyen X a G- N egy tetszdleges pontja, bebizonyit-
juk, hogy (6- N) ~nek belsl pontje. Ugyanis X <hez taldlhatd
egy olyan . , amelyre XE€ va » VBgyis as NV\ -nek vean egy



wl&w

olysn pontja, mondjuk X, , smelyre (X ¥u)< J;\ . Bz azt jelenti,
hogy X az X,  kiré irt %\ sugaru nyilt gimbben van. De
akkor teljesen ebben a gimbben van X -~nek valamely pozitiv sugsru
krayezete is, lia ezt a kirnyezetet eldg kicsinek vilaeztjuk, akker
a hdlézatot definicidja szerint nem tartalmazza sem az N -nek sen
ag (A & G) -nek egyetlen pontjdt sem, amit bigonyi tani akartunk.

Az a TV\ transzformdcid, acely az N A'Cl halma-
gon van értélmezve (N\-’ A-Q agrt A ~ban), és ott azonos e

vel, a\.\‘gb[-NvA'G M'k‘&asztﬁlyb& tartozik, ahol

| u;(w W
SMP_?( tx] , \(3)) \/\a' XéA"CA.
v e A (X Y]

\ ST
(#ivel A'G e S da .S pontjaiban \ Lipechitz feltételt elégit
{ :
ki -‘MP M <o . A 'G\ és N idegenek, tehdt
V€A é?()( oY)
az értelmezds efyértelmii.) Ugysnis, ha X6 N s Bxkor valamely V1  «re
X €& Nh sy 68 mivel Nv A’G bédrsely X =181 kliltabbss Y pont-
|
ja X <%0l lezaldbb 7\ tévolsdgra van, ann:éfinkébb

7

f( X(Y) 2 g[x\ x*) » BbbSl kivetkesik, hagy minden X %81

kiilénbdzssd . e N A' G pontra

e Tl ¢ g ¢, B .

8(7(\\3 f(x\ x*)
vagyis k‘r (x T(\j) )((7()?()(01 . Ha X€ A G y skkor az dllitds

vildgos.

/ T

Az 1 tétel ezerint ldtezik olyan \N A> \N tranezformd-
e¢ié, amely a LlF[AM L< ]oszmlyba tartozik, ahol X & NvA G
esetén \VA()‘) L (x).



e, 1 B

Hegmatat juk, hogy bdrmely xE€ A ponthan

Q'O—(x) l‘m C
y |
W (x) = TLX) « Ha pedig xEG‘NCG s 8kkor vsn olyam Y ,

T REIEAN

amlyre X & G y tehit NV\ -pek van egy olyan pontja, mondjuk
o v
X, ~» amelyre S’(XM J e 1 = Zg(xw‘
Q‘w X )(\7()( E)eg‘yenléueneégb&l kvetkezik, hogy

x)) =5 C « Ugyanis, ha xeN— A-G » akkor

). EbbSL és a

E( \U“)(-TNIACM)zg \”/AO‘”’ m’/ﬁ(m)é kA(x“)f("w\x) e
:l(\ ‘U‘&)j ( \X:>§

(Xu 5

§ 4! (Tt Tixl)) 246,

lidsrészt a f( X'XH' 4 oL J(XH \ﬂ) egyenlétlensdg-

b8l kbvetkezik, hogy g(Tu (Xw ) ¢ anit az ellbbivel Yssze~

l
vetve a kivdnt

—_—

§\ (T(x) T Lx)) = ?‘ KT(xJ k_\—(xu)) + f’(TU‘V\) t \M(x))

NA
egyenldtlenséget nyerjik,

"N A

S¢

A 2.y 2 /. é8 3, tételek igazak specidlisan valds fliggvé-
nyekre, de igazak marasdnak olyan trenszformdeidkra is, amelyeknek

értékei valazely véges dimenzide Banach térben vannak,

4. t ¢ t el . Legyen I egy tetszdleges ,L\ met-
rikus térnek egzy esyenletesen folytonos leképezése a B véges di-
mengzids linedris metrikus térbe. T akkor ég ceak akkor appro-
ximdlhatd egyenletesen L'\P [A B 1 osztdlyve tartozd trenszfor-
méoidkkal, ha van sgzubadditiv folytoncssdgi majordnss,

5. +é t el . Legyen \ egy tetezlleges A metai-~

£
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kus térnek epy korldios folvtonos leképezése a .b véges dimenzids
linedris metrikus térbe, BEkkor \ egyenletesen approximdlhatd
L‘PEA‘ B] osztdlybe tartozd transzformdcidkkel,

A4, tétel DbDizonyitdsa .L@gyene“ez_l'“ew
egy valés bdzie 3 ~ben. Van olyan /w?@és " , hogy bvédrmely

\3: \&‘eﬁ \S,-_Qrg_‘f Te il jweh = 23

vektorrs

< e e e e T

£ \ \.3\\
A T transgformicid az e e, y i }ew bdzisvektorok se-
gitedgével egyértelmien a T" T Anead s A 1+ lhen

alakba irhatdé,

legyen Cg. (5) a \ -nek egy szubadditiv folytonos-

sfdgi majordnea, Wivel

i

T 00 T € el Tox = Taaw 2 )
k\; = l‘l’ -c-jn)

valde drtéki flgevényeknek is van szub~

QTM\L\...}\“ :
additiv folytonossdgl majordnsuk, tehdt megadhatd a L‘\P“ L/A\ (—K]

(1 a valdsszdmegyenes) osztdlyba tartoszé transzformdcidknsk olyan

k) (k) ()
ﬂ:\_\k } \XT‘L S!' i &T } sorozatai, amelyek egyen-

letesen konvergdlnak a T\) 5 ‘. "o ill. \v\

trangzformdcidhoz. De akkor b:ir-mély \‘< -8
(D
— (k)

-
T'(k\.: )\(k;rﬁ \131 T ‘.+\"‘:"‘ e LIPU\[A\?ﬂ

(k)
és a {T } sorozat egyenle tesen konvergdl a T transz~

formdcidhoz.
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A 5. tétel bizonyitdsa analdg mddon mesy.

%
Aw .

—

J.agyeu:D az E metrikus térnek egy zdrt részhalmaza, l
pedig & :D halmasnek egy folytonos leképezdése az ™M koridtos ésg

hiperkonvex metrikue térbe. A 3J.tétel sgerint e egyenletesen

approxi t6 L\FED M-X osztdlyba tartozd transzformdcidkkal.
{T egy olyan approximdlé sorozat, avely bLdrmely L -re
és D pontra kielépiti a gl( \Lx) TLCX)) ? ’2"'5’4'4 s 8 gy
(Ti Ty (%)) € 77 feltételt ie

Az 1 . tétel szerint _r4 -nek van egy olyan l1,E v \4

kiterjesztése, anely a \_.\F[ E ‘Mj osztilyba tartozik. iz 1. té-

tel sorozetos alkalmazdsdval a T‘l \2' o e transzformdeidknak
olyan \“;\ \:.E / % B kiterjesztdadt nyerjik, amelyekre
, = /{ o J
X ) X ) J:-, 1) ha xeD .,
!iebizonyitjuk, hogy { l E} az € halmazon egyen-
g i

lotesen konvergdl valamely g trenszformdcidhoz, amely nyilvdn
T -nek egzy folytonos kiterjessztdee E -re, Legyen ugysnis X
- -—[—- i
E egy tetszlleges pontja, irjunk az M minden ‘ilE ,<L= 4:2“'}
A

pontja kiré egy
/

lc-d sugsru zdrt gbobdt, Ezek kdzil bdrmelyik

fge, mert
8 ET ;er i \é —-—" (7() )+f( .(X T (x) )+,
K\HE (X)] L*k E / 7 g [ L'H E ‘H\E ’ \# E

$
A L ] /( <i~ +L
\ ; e il +T\<4 - CE A
"'+§Kc+&f&3€ )T(’“> 2‘ i ok VA

kB

’

Tehdt ven kizbs pontjuk, de coak egy, mert a gimbdk sugara O -hoz
tart., Jeldljik est a kBzls pontot JC(") -gzel. i_r\, ‘EH E-n nyil-



TD‘) \ \\a xéD

ha xe £-D

transsformicidhox, i‘ehdt T;(x) —U.") ~pek egy folytonmos kitere
jesstdadt -4 jo.

Ha M mage nes hiperkoave:, hansx véges sox korldtos

——

|

é8 hiperkonvex metrikus tdr topologikus pzorzatu, akkor &
transsformdcid koordindtdit folytonopsan folytetvu, a T Lranss-
formdcidnak ie egy folytonos kiterjesutdésdt nyeriik. Zszel s kivet~

kez® tételt bisonyitottuk be.

Gs 2 6 t o1 . Legyen D gy tetagileges i matrikus
Ldroer eqy gzirt réagham B H :D halmagnak egy folytonos
Adekdpendpe végas @ok km’liwwa hiperkonvex metrikus tér togal&sggun
WM.M b, Ldt ;lysn -TE P 0 transsformicid,

202
asely ag E leret ucynngsak folytoucsan kédpezi le sz M térve, '

"

Hepgloegysés,.,la M egy linedris metrikus tér,

skikor & vizouylitds g kivetheuzlkdépen {8 elvégezhetd:

Irjuk a T = | foltételt sor alskba:
TT-%&\ B e
:L\&-\- u,_*u,:4 g
ahol uﬁT« o Mo Te ol i e D 2
T 4
?‘K‘\'tm‘ | Lx))‘ ZL- (¥ ¢D) fertétel simrt -\\DA’\’ RERCH B
Vd Xé
tehdt ss U; (C=d2ovvn / tranesforndoid a 1) halmast

: A :
ua\\’\ Upoatja kbrd irt zrq sugaru sdrt gémbbe 64 ~be kipesi

le uyy, hogy U; € LlP LD 5% ] . 8 & sirt gbmbt egy korldtos ée

niperkonvex metrikus tér, tehit as f tétel szerint ven olyen U L E >-U'
|






transzformnicid, melyre uf‘s = L‘P[_E ‘\ G.,] s vagyie, amelyre

?(uGPE ll U;‘E(’q “ﬁ 704 Ve ez épven szt jelentl, hogy

u E'*u25+.'. egyenletesen konvergens ds Uasszege a kiterjeaztett
A .

folytonos transzformdcidt adja.
4.§o

ARCNSZAJN és PANIZCHPAZDL [ 5] a hiperkonvex tér fogalmét
a kivetkezSképen dltsldnositoltik:

3. definiecid .Egy M metrikus teret # -hiper—

Kenvexnek neversziik, ha 8 kivetkezd tulajdonsdgeal rendelkeziks M

zért gimbjei bdrmely M -nél kisebb szdmossdiu halmazdnak Kdzbe ré-

gze new ires, ha kizilik bdrmely kett! sugnrdnak Usszege legaldbd ake

kora, mint kzéprontiuk tdvolsdga.

A hiperkonvexség nyilvin erisedbv feltdtel vint az M4 -
hiperkonvexsédg, ez pedig erfsebb, mint az Y <hiperkonvexséy, ha
e > . M 2D egetén sz MW -hiperkonvexedyg mzonos a komvexséggel.

Fontos példa egy nem hilperkonvex, de valamely M szdmos-
gdyra M -hiperkonvex metrikus térre & kivetkezS (1dsd LE],‘:

BdArmely - kompext Hausdorff-féle topoldgikus téren ér-
teluezett folytonos flgevények tere (a S\ﬁp\{b‘)l i ” 'F” aorme
hassndlatival) A -biperkonvex, ahol ;ne/ a megszdmldlhatdéan véglelen
szdmopeds . 4

4.dafinioié.ﬁwmi,mw~mn§m
ha van W, ~-nél kisebb sedworsdgy mindenitt glird 2

Ha egy metrikus tér WM -szepardbilis és M4 -hiperkomvex,

akkor hiperkonvex (1dsd [5) 4il.o.)
ARORGLAJE s PANITCHPADI sz egyenletesen folytonos transz-

formdeidk kiterjesstécére a kivetkess dlisldnosabb ereduményt nyerik.
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Legyen \ a D metrikus tér egyenletesen folvtonos

leképezése aM MW, -hiperkonvex metrikus térbe, E pedig egy :D -4
tartalmazd (VW'M) —ezepardbilis metrikus tér. Ha |  -nek van

142 (5(\&) sgubaéd:j._j:_;v Tolytonoosdel najordnes, skkor van olysn
TE >T trangzformdcid, suely sz E ieret ugyanceak egyen-
letesen folytonos médon kipezi le M ~-be dés smelynek J(é) Ugyan-

gsak folytoavasdsi mejordnsa.
Ha M nem W, -hiperkonvex, akkor megadhatd lean-D WM)‘

e an

gzeparibilis tér ée | leképezds, anelyre z titel nem érvé-

R e e e

ﬂ‘i‘ﬂs.

Az 1.-3.§ tételeit a kBvetkezlképen iltaldnositjuk:
7« t é t e 1 . Legyen E ey tetszdleses -8zepars-

bilis metrikus tér, D ennek egy zdrt résghalmaza, M pedig egy
korldtes WL =hiperkonvex metrikus tér. Ha | € LEFL [_ :Dl M]

ill. \ a ‘D -nek egy folytonos leképezdse i -be, akkor léte-
k waE et S transzformdeid, nogy T; € LJ'FL [E/' M]

2dds £ Bz t teret ugvancaak folvtoanoszan képezi le M ~be.,
Tt é

8. ¢ t el . Legyen A egy M4, -szepardbilis metrikus

—

tér, M pedig ary korldtos M4 -hiperkonvex metrikus tér. ila \

az A teret esvenleteosen folytonos mddon (11, folytonos mnédon képesi

le M -be, akkor egvemletegen approximdihatd L}Fu EAI M] B ¥
LlP L A \ M-& geztdlyha tactosd transzformicidkkal.

Egeknek bizonyitdsdhoz elég csak az 1 .tételt Altaldnosita~-
aunk, ebbll ugyanis az 1 ., 2., 3. €8 6. tétel bigonyitdednak gondo-
latmenetével kivetkeznek a 7. ¢ 8.tételek, ¥ost tehdt az l.tételt
fogjuk dAltaldrnositeni, de s ILipesohitz komstansok megtartésdrél le~
mondunk . Mindjdrt feltessazilk, hogy L((X] és &E (X] értéked éozi~
tiv egéez szdmok. Ekkor k.LX\ értékei dv pozitiv eogéss szdmok lesz-



nek. Ezgel a \‘U" -szel a bizonyitds = kBvetkezf.

Tegyilk fel, hogy WL egy new megozdnldlhatdan végtelen

ezdmossidg (ugyanis ha M, - legfeljebd megezduldlhatd, akkor mivel
E véges sok pontbél 411, wminden az E teret M -be leképesl
transzformicié Lipechitz-transzlformdcid, tehdt e tdtelek nyilvén-
valdak).

Vecylik fel, hogy 8 kiter jeeztést mir elviégessilk nzﬂz -nél
kieebb indexil D halmazokra. Ha ﬁl limesz ssdum, skkor qu 226~
rél-gzére ugysnusy definidlhustd, mint az l.tételven,

Ha 4»2/ nem limesz szdm, mondjuk wlz §-+/| y Bkkor osszuk
fel a :DE halmazt & kdvetkezlképpen: ..D§ A -pel Jjelbljiik a Df‘
azgon X jpontjainek halmazdt, awelyekre t(x):n E Vélasszunk Dfln -
ben (V'\ = {1 Z iy ) egy WV -nél kisebb szdmossdgu asindeniitt siird
részhaluant (ilyent lehet, mert E y 8 igy mianden résghalmaza is
M|, =~szepardbilis)., Zzek egyesitése sliri D‘{ ~ben ¢és ugyancask

A ~nél kisebd sgdmossdgu. Ennek a D ~ben slirii halmagnak pont-
juihos nadeltTg(x) pontok k&ré irjunk k(x)f(x\ "5‘) sugaru
giart gﬁmbﬁket,—r; (Xf ) kSré pedig & eugaru z4rt gémbiket. Bzek
kiizglil bdrmely kettl sugardnak Bsszege legaldtb skkora, mint kBzépponte
juk tdvoledgs, tehdt van kbels pontjuk, legyen ezek kigill egy if .

A | : ‘
T{ (x) ha Xe Df

e

(0 \ww:

?

2 -t-f | hao K= Xf

transzformdeid \ -nek, & igy -nek egy kivdaut tulajdonad-

—— %
gu kiterjes-tése tD,,L -ri, mert f‘( \%(Xf) (-TE (X;)) ‘: £ » €8

he X &z adott _ § ~ben slrd halmagnek cgy pontjs, skkor

o



(il , < [:—(x) EXTX
f( ‘%LX}{T«“X‘)) f \f)

Ha pedig X a Df ogy tetezlleges pontja, akkor valamely " -re
X € Df : « A2 X pontot E‘Df,w ~ben adott miadeniitt siird
réazhalémm pontjaivel kizelitve, isndét as g}ﬁhbi egyenlitlenséget
nyerjik. & tovdbbiakban az 1, tétel bizorijiiéssihoz nasonldan jirunk

el.
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Ldbjegyzetek.

1. KERéRJARTG [2], 75.0. vegy S.ALSXANDROFF - H.LoPF 3],

770}0.
2. Hotrikus tér esetén egy ilyen fiiggvény:
r
-\ (x)z —3 (x, A)
o(x A)e o[ x\ B
e 5(2_) értdkekdnt +2 -t is megenged jik.
4. Az elmeveszds GZIKAFALVI-NAGY BELA professzor urtél
azdérmazik.

5« AkXor moudjuk, hogy egy M metrikus tér konvex, ha M
bidrmely két Xi\ pontjdhoz és vdrmely olyau "{\(5 nem~aegativ
valds szdmpdrhoz, melyre g(xtj) = "“"(3 y tuldlhaté olyen
2 €M | nogy g(x\z)-—-o‘ és ol y2)l=(b |

6. A o ey s €w vektorok e}gﬁ bdziet slkotuak,
he & tér bdrmely eleme egyértelmien irhsts X= Xi€f %zt T A
alakba, ahol xi‘x?—y © ) Xn valds sazdmok.

7. ARONSZAJN ée TANITOHP **1[5]babuon itjdk, hogy | =
nek akkor és csak akkor van gzubsdditiv folytonosedgi s:sa,;emimaa, ha
folytonossigi modulusdra, ;,Cé) -ra teljesil a [l OT (“

£E2Px 6
feltétel,

9. Akkor modnjuk, hogy egmy A metrikus teret egy mdaik,
M netrikus térbe lekdpezs | transaformdoid egy o €A pont~
kan lipschitz feltdtelt elégit ki, ha taldlhntd egy \"( Xo) komstans
ugys hogy bérmely \j EA poatbhan ‘g‘ (T(xa) ;T(.\J])ﬁ k(x,/‘f()(o‘ YYs
Ha ez az egyenlfltiensdyg csak az Xe port valamely 3("0} sugsru
kBrnyezetdnek pontjairs 411 fean, skkor ast mondjuk, hogy T az

X pontban lokdlis Lipschitz feltételiek tesz eleget. Ha léte~

gik egy olyan \< dllandé, hogy A birmely két X, Y pont jédra






fl (T(’L)(T(‘l) )é Kf (XY ) o wkkor ast momdjuk, hogy an egyenle-
L @ eldsgit ki, a K konstanssal.

Adott A és M egetén, ag A minden pontjdban lokdlis
Lipschite felbételt kieldgitl tramssformdecidk osztdlydt Jeldlje
L{F [A\I‘ﬂ s BB A ~winden pontjibun (new lokdlis) Lipschite
felt{étclt kieldzitd transsformdcidk osztdlydl LIAP LA; M ] s 88 A
halmagon egyenletes Lipechits feltételt kieldgitd trasnssformdedid &
osptdlydt pedig L\‘Pq [_Al M ] g

: Ha s lipschiteg-komotsneokul ls wegsdjuk, akkor ost ag A
éo M utda irjuk, de kﬁzbml pontosvesszlit tessilnk, Tehdt
L\P E A\ M ) K_} jelenti & L{’\?u [A\ M] ceztdlyba tartosd ason
transsforndoidk oeztdlydt, melyeknek K egy Lipschitu-kenstaunas,
L{?[A\M)‘ Kk 1 pedig a \—-"F [ AlM] aamély; szon trassefor-
mieidk osatdlydt, smelyeknek kCX) egy Lipschits-koastans figgvé-
Byét adja.

9. fgyenletegen folytonos trassaforadeidk esetdn D Bhrt-
sdga nem lényeges, wert ha T egy halmazon egyenletesen fol;tonos,
akkor & halme: lewdrtjdm is az.

iC. Ha i éridkkésmlote korldtos, akkor az X, pontban &
lokdlis Idpecuitzs feltétel teljesilléadbll kivetkesik a mem lokdlie
TEbnehite Palbited volieotiden. Be wgyemis Yo wey V(G sheie

J<kte) plxoy)
akkor minden \ € A pomtra f'(Ttxé) (—\isj = VV\QX[\((’“)M%E)]J"[&, Ey)/

anol & M semérage.

krnyegetdben Lekvd Y pontokra f’ (TZ\’o) I-T(w

1l. Akkor momdjuk, hogy asz M metrikus tér se E metri-

—

kus téraek egy retrekoidja, ha E topeldgikuoan tartalnazza as ™M
teret ds megudhaté egy olysn folytomos transaformicid, u.n. retrake
0df, amely as E teret as M téred® képezi lo és as M hale
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nast fdentikusen képeel le Uamegirs.

Ha egy M metrikus tér minden olysn metrikus térnek
retrakeidju, amely M ~at topoldgikusan tartslmazcs és asel yben
M topolégikusan zdrt, akikor ezt a teret tdgebb drtelemben absno-
iut retraktupnak neveszzik, :

Egy tdgubb értelembau sbogolut retraktum mindig sbesolut
GJ és Usszeflliggl [71.

12. Legyen ugyanis E egy tetozlleges metrikus tér, mely-
vea M topoldpikusan edrt. Akkor Hausdorff [8] epy titele szeriat
az £  térben be lehet veszetni egy sz adott metrikival ekvivelens
uj metrikdt ugy, hogy 8z uj metriks sz M halmagon agonoe legyen M
metrikd jdval, tehdt as igy ayert uj metrikus tér , E{ ) metrikusan
is tartelmezea sz 1  teret (és M  sdrt E ~ben 18). Az M -
nek dnmagdra vald identikus transzformdeidja folytonos, tehit a fel-
tétel sgerint folytonosan folytuthatd egy Az egdss El teret e R
be leképess transsformicidvd. Lz a trenseformicid v F =t ia foly-
tososun képezl le M ~re, tehdt egy retrakoid, suit bisonyitani
akartunk,

13, M korldtossdge helyett eldg felteani, hogy T ére
tékkéuilotc korldtos, mert egy hiperkoavex metrikus térnek bdrmely
2drt G glmbje is hiperkonvex melrikus Eé_r. Ugyanile G bdrzely
siﬂit gdmbje M egy zdrt gimbjdnek ds __C_; -ngk kigbe résse, tehdt
G gdrt gimbjeinek bvdrmely halusza i G; ~ G }/‘ . € I ( I
egy indexhalmaz) alakba irhaté. s esek kizil s zdirt gimblk kisil
bdrmely ket$l sugsrdnak Psezege leguldbd asikora miat kiséppontjuk
tdveledga, akkor as M agon gimbrendsszere, mel;nek elemel -G‘ és
Gi ( v GI) ugyanilyen tulajdonsdgusk. Bsekaek tehdit van kizle
pontjuk, dés eszek a kiszls pontok ez eredeti giwbrendssernek is kisls






pomtjai. i s o5

14, T\ > \2- azt Jjeldli, hogy \4 a \2. -nek
egy kiterjesztése.

15. Egyenletes Lipschitz feltételt kielégitd transzformd-
ciékrél hasonld médon 41llithatd a kdvetkezs.

Legven E egy tetszlleges metrikus tér, D ennek egy

tetsg_éleges részhalmaza ™M gedig egy niperkonvex metrikus tér.,
Legyen 6\-\? {DM <] és é \_\F LD\/\ K ]és minden

X & D ponth,m 4lljon fenn a ?m-(x () ) £ egyenlitlemség, Ha
— X —
K l*‘ranszformn,ld, amelyre lE > | p

van olyam { 6 L—r? E \’\ /
gkkor légezik olyan 'T- & L;? [t el ' \ax {'K J] transzformicid,
melyre T > . és smely bdrmely xé \: pontban kielégziti a

¢ (T;(x ££x1) § Zfeltételt, s

Laf'
Ennek bizonyitdsa hasonléYARONSZAJN és PANI&CHPAKLI[;sj dol-

Aoy
gozatdnsk 415, oldslan t2141hatd bizorxyitésni.

16. CZIPSZER J. és GEHER L. [ 9]

17. RIZSZ-SZ.-NAGY [}q. 216.0.

18. Ha 1létezik egy olyan pozitiv £ szdm, hogy A bérmely
két pontjdra f(x‘\i) é £ , akkor bdrmely az A teret a d  4t-
mérd jil M térve leképez | transzformdciéra f’ (T(X) l_ﬁ‘;ﬂ)-é (x, 4/
tehdt T egyenletes Lipschitz feltételt dégit ki.

19. A 13, ldbjegyzetiven adott bizonyitdshoz hasonldéan 1ldt-
haté bve.

20. A tételnek specidlis esete, smikor M véges dimenzids
linedris meirikus tér, \ pedig korldtos. A mem korldtos
transzformdcidk kiterjeszthetlsége abbdl kivetkezik, hogy valds érté-
kii filggvényekre sem kelll feltenni a korldtossdgot.

s

e
21. Ha \ egyenletesen folytonos, akkor L\EJ“ \ED\ MX 08z~
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tdlyba tartozd tramszformdcidkkal is egyenletesen approximdlhzté, eze-
L . w
ket az gpproximdld tramszformdcibkst ggf LIFW [ tl M] osztdlyba

tartozd transzformicidkkd kiterjesztve, esek limesze |

e egyenle-

tegen folytonos lesz .f
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