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Bevesetés

A (-=,7) intervallumon értelmezett, valbs ér-
tékil, integrdlhaté [(1) fliggvénynek legyen

o
Qy 4 i .
-—2—- b Z_ { ¢, E&HxX + b“ Sun NX )

n=1

a Fourier-sora, aszaz legyen

.

A

o = _‘E—. j _;(,\) coS n)gci)( ' (’n:0|1‘2.‘...)
b = 5 3 3 ;(x)sQOnxdx (ﬂ={‘l,...) ;
w

A Fourier-sorok viszsgdlatdnak kizponti problémédja
a konvergencia-viszonyok pontos felkutatdsa. Réesleteseb-
ben, annak a vissgdlata, hogy a Pourier-sor konvergil-e
(pontonként, integrélkbuzépben stb.), Ussmegeshetl-e a sor-
bafejtett fliggvényhes.

Az integrdlkbuzépben valé konvergencia problémdja
viszonylag kinnyebbnek bizonyult. A Riesz-Fischer-tétel
szerint (11, [2] négyzetesen integrélhaté [(~ flggvény

esetén a Fourier-sor négyszetin
araz, ha = (0 jeltli a Fourier-sor n =—edik részletiss-

szegét, akkor

s » | ,
[ {0 = 0] dx — 0 (it o )

.*.'( S, =)



éa érvényes a Parseval-formula:

R
y i % . 2 & 2 P
J {l(x)dx S, l 3.&. + a, + bi bood @y + b, 4 X

2
X

Forditva, tetsséssserinti olyan o, o, b, ,.., a,, b,
valls szdmokhom, amelyek négysetei konvergens sort alkot-
nak, taldlhaté egy (nullamértékil halmaztél eltekintve)
egyértelmiien meghatdrosott, négyszetesen integrdlhaté fige-
vény, amelynek ezek a Fourier-egylitthatdi,

Ha az {0 figgvényrll csak aszt tesazilk fel, hogy
integrdlhaté, akkor Fourier-sordnck » (x) részletisssege-
ir6l a kivetkezl dllithaté [3], 267.0.: megadhaté a réss-
letbsszegeknek olyan (a fﬂggvénytal fliggd ) i bhh‘*)s
részgorosata, amelyre

S | {0 = ppeo| dn — 0 (k—).
“K

A Fourier-sorok pontonkénti konvergencidjdnak probe-
Llémdja jéval bonyolultabbnak bizonyult. KOLMOGOROV [41,

[5] olyan integrdlhaté figgvényt konstrudlt a (- %) in-
teivallunon, anelynek Fourier-sora mindenlitt divergdl. (1926),
56t, ezen figgvény Fourier-sordnak » (0 réssletisszege-
ire a kivetkend nagysdgrendi beoslés is igan: tetszlleges

( n =) pozitiv szémsorozat esetin

¢(n) — 0

R, £ O ( eln) toglog )
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majdnen mindeniitt. Megjegyeusilk, hogy a legjobb eddigi
eredmény ebben az esetben o (&ﬁn) [31, 66, o.

Ezekutdn természetaseriileg merilt fel a kérdés:
mit lehet dllitani az L° ~integrélhaté (p-1) , spe-
oidlisan a négyzetesen integrdlhaté figgvények Fourier-
sorérdél. Ebben az irdnyban as els pozitiv eredményt GAR-
SIA [6] érte el (1964), Sikerilt bebizonyitania, hogy min-
den d‘gymatoscn 1ntasré1hat‘_tﬁggvény Pourier-gora dtren-—
desheté ugy, hogy as dtrendesett sor majdnem mindeniitt
konvergéil. (An &trendesés figg a sorbafejtett figgvénytél.)
Végil CARLESON [7] bizonyitotta be ast a rendkivil mély té-
telt, amely szerint minden négyretesen integrdlhaté figg-
vény Fourier-sora az eredeti sorrendben majdnem mindeniitt
konvergdl (1966)., Az L° ~—integralhaté fuggvények (1<p<2)
Fourier-sordnak konvergencia problémdja még nyitott.

Mar GARSIA posmitiv eredményét jéval megelézben fel-
merilt a négyretesen 1nzo;rélhat6 fliggvények dtrendesett
Fourier-sordnak divergenciesproblémdja. KOLUOGOROV [8] wolt
as elsé, aki megjegyeste, hogy létesik olyan négyactéaan
integrélhaté flggvény, amelynek Fourier-sora tagjainak egy
bisonyos étrendesésbfben majdnen mindeniitt divergdl (1927).
Azonban esen tény bizonyitdsdt sohasem kisblte. Azutdn ZA-
HORSKI [9] védsolta ezen dllitds egy biszonyitdsdét (1960).
Ujabban, OLEVSZKIJ [10] és ULJANOV [1ll] nyertek olyan dlta-
ldnos tételeket, amelyekbll kivetkezett ilyen négyzetesen
integrilhaté figevény létezfse. Amutdn, kevésbé elemi esz~
kbztket hassndlva, TAJEKOV [12] nyert valamivel élesebb ered-
ményt, és TANDORI [13] adott direkt elemi konstrukeidt,



“4-

amely KOLMOGOROV dllitdsdéhoz vesetett, azsal as élesités-
sel, hogy az dltaluk megadott dtrendezett FOURIER-sor
mindeniitt divergdlt.

ULJAROV vetette fel a kivetkenl kérdést: mi a pon-
tos Weyl-féle multiplikitora a feltétel nélkiili koavergen-
cidnak négyzetesen integrdlhatd flggvények Fourier-sora
esetében? A feltétel nélkiili konvergencia pontos Weyl-féle
multiplikdtordn olyan nem-negativ valés { \(n)| szdmso-
rosatot értink, amelyre igas a kivetkezl két 4llitds:

1) ha a valés {a, b,! egyiitthatérendszerre

)__ (CL;*‘(D:) M () ¢ oo )

n=4
akkor az ezen egyltthatdikkal képesett Fourier-sor tagjai-
nak minden dtrendesésében majdnem mindeniitt konvergdl;

2) ha a nem-negativ valdés | n(n)| szémsorozat olyan,

hogy
e (n) = o (AMm) |

akkor megadhaté valds { A, B, egyutthatésorozat, a-
mellyel képezett Fourier-sor tagjainak egy bisonyos dtren—
dezéaében pozitiv mértéki halmazon divergéil s

Y (A +B7) K0 <

n=4

Erre a problémira a vdlasz nem ismerctes. Arra a kérdés-
re prébilunk vdlaszt adni, milyen, az egyiitthatdkra tett
megssoritdsok mellett is igaz még, hogy van mindenlitt di-
vergens dtrendezés. Eredményiink:

l. té6tel. Ha g} pogitiv, valls szduok
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te 6 0 gsorozata

(1) g(m = & ( I oqlogn )

)

P

( 0.5 % b:) S‘L(n) < o0

shetd mindenlitt diver-

Az 1. tétel szerint a feltétel nélkiili konvergencia
pontos Weyl-féle multiplikiétora Fourier—aorok esetén lega-
14bb O ( logloqr). A mésik kérdée a kivetkesé: négysetesen in-
tegrilhaté fiuggvények esetén milyen nagy lehet as atrende~

zwett Fourier-sor réeszletisszege.

2 tétel. Ha sg(n)} pozitiv, valée szdmok
olyan sorozata, ggggxg (1) érvényes, akkor létezik olyan

g_gggg zhetd ,médo 9 endegett sor &, (0
supletispszegeire mindenitt 4

| 8
: > 0

(,, UA’Y) SLLP

N — o

g(N)

Ll
A kivetkeslkben a logaritmust mindig 4-es alappal ért-

juk (bér ez eredményeink smempontjéb6él nem lényeges).



Kérdés, hogy a (2) feltétel illetve a (3) beoslés
a legfinomabb-e, lids szavakkal, a Fourier-sor egylitthaté-
ira tett

x (CL;+b:) ﬁoc]b:x}l'n < ‘o0

- h=4
feltevésbll kivetkemik-e a feltétel nélkili konvergencia;
tovdbbd, négyzetesen integrdlhaté figgvény Fourier-sora
tagjainak tetszlleges dtrendezése esetén igan-e, hogy uajd-

nen mindeniitt

G'“(x) = ,O'(q'f.o(ja.c%r;)

Bzuton ssereinék kiszinetet mondani TARDORI KAROLY
professsor urnek, aki ezen problémakirre felhivta figyelme—
met €8 {rtdikes tandosaival segitett.



1.§ gegsdtstele

Ismerctes, hogy az n -edik Fe jér-féle magfiiggvény
gért elfdllitdsa a kivetkezl:

Ay —

2

. ";;,n(nfi) L. X
Kh(") 7 1'1.(1’ k )CO.S‘&)(: 1 ( % )

i
2 k=1 n A 2(n+1) X

Egyszeril swdmoléssal nyerjilk a kivetkezé egyenlltlensége-
ket:

g 2 (n+1) ; X
(4) Koz 2 ha ] g
T i +1
o . +1 5 g
(5) 0 ¢ K0 ¢ 9--'2— i WY, g ha |x|¢< =
2.(ﬂf()xl S A
éo
®
(6) JoK epde x xn

-

A kivetkenlkben egy L[ halmazt egyszeriinek nevesiink,
ha véges sok, egymisba nem nyuld, gért [«  p .| (x.<p,)
intervallum egyesitése. Bérmely ¢ >C (¢ < mun(pp-x)]2 )
valés szdora legyen ' :

(€)

E = .‘ka(‘,,_('.‘)k—t'.}

g T



Tovdbbd, &8 a, csvx + b, pinvx  ( £0)  flggvényt
frekvenoid ju tagnak neveszzilk. Egzekutdn két trigonometrikus
polinomot disgjunkinak nevesziink, ha a két polinomnak nincs
kibzte frekvencidju tagja.

Gy B s pogitiv abszolut dllanddkat Jjeldlnek.

l.eegédtétel. Legyenek d(<7%/8) e(<d)
g8 4 (=) ogitiv v ok, 68 n olyasn termésme-
¢ elyre n > C /ey . Akkor megadhatdé olyan nem~

negativ P(x) trigonometrikus polinom 4» (»-0.1,.,n)

(8) PG £ 4 ha Fzlaig X
és -
(9) j Pwydx ¢ C, &

iy

Bizonyitds. Irjuk a rovidség kedvéért

- : k®
P , b = — (k=0,%1,.) .
l(nfi:’

Hatérozzuk meg @ ¢ 6s C eglssz szdmokat ugy, hogy a

o
TN

l‘), -a &£ “ert < b, es b(S <.0 £ S l:‘; + O
§ B S

egyenlétlenségek fenndll janak. Ez lehetséges, ha ag n -—et
ugy valasatjuk, hogy o+i > 7 [2c



Tekintsiik a
G
P(x) = 2wxa L K, {‘:1(?"‘5,,:)\,
R Ak

trigonometrikus polinomot. Meg fogjuk mutatni, hogy
rendelkezik a (7)=-(9) tulajdonsdgokkal. 4 ¢ 68 5 vi-
lasztdsa, tovdbbd (4) alapjén kbnnyl ldtni, hogy (7) tel-
Jesiil,

A (8) egyenl6tlenséget bizonyitandé, tegylik fel,
hogy (< ixl ¢« ¥/3 . Felhasunélva (5)=8t, kapjuk, hogy

P(x)

> : a i c—d 1
P(x) € 2%a :2__. - A S AR }__ 2 sl B
v=g 52’«w)(x~h 0 16 (n+1) k=0 (e rb )
5 | s is
< - '2’_‘ 4 J _d‘_x_> P AR e L
32 (n4+1) et x* 16 & (n+1)
£

Innen kapjuk (8)=at, ha C, - x°/i¢c .

- Ipekutdn mér csak (9) fenndlldsdét kell megmutatnunic.

Helyettesitéssel valdé integrdldssal kapjuk, hogy

(l0)

gk

i

-_,l L""‘N S('
<
t

P*(x)dx LR o Z Z J Kn(x—-br) V\n(x—b;,) dx |
)

Ha ~+»r példdul ~ <~ | akkor bontsuk fel asz

integrdlt 6t integrdl Usszegére a kivetkezbé mddon:

. bp-a byt b, - bata Y
(11) j Ko fx=bo) K, (%= by dx = S j S + J & S
) ] i, b,-a byte

(

Jeliljilk a jobboldalon 4116 integrélokat egymés utdn I, !
-tel. Alkalmazva (4), (5) és (6)-ot kapjuk, hogy

,4.
T

i

2,



be~a ,;'Y_a_
" ” - _
(12) I,’ < Sl ! ix & ‘ 1 dx
4 (n+i)? L (x—lr,.)l(x—b_,))“ 4(n+1)* (Gi_br)‘_w(x-(rs)"
w . A ‘ x>
s : < )
( /5_/\-»)‘l QI’"S _i)‘,r,'i-('. (bj’i‘)* a
b +e ‘
J.\-z A » d ‘3 z’ >
)0 L Eoen Td s
2 (n+1) % b (x-&,) (b, - b,r,-a)
9
s 2a (n+1) 3 gE
(h-wr-4)" 2(25-27-1)"a
Ugyanezek a beoslések igazak |, -re illetve [, -re is.
Ami I, -at illeti, vildgos, hogy 1,-C ha ~-~+ . Ha

=~ ~+1  akkor bontsuk fel az integrdlt két integrdlnak

az Usezeglire a kivetkesd médon:

(b +00)/5 by, - a
55 = j 4 j o }1 x }2.
byt e (tptb3)/y
3. pontosan ugyanugy beosiilhetS, mint I, és
Juk, hogy
A dx
(14) s St M|
4 ( n+)* bt a (x =t (x= )
(G tls)/g
PR TP j S AN
h(ntt)  (b-b) { x=~By,)t

Iz‘ée kap=-

4w

(h-+)"a

<
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és ugyanes igaz I, -re is.

Figyelembe véve a (11}, (12), (13) és (14) beoslé-
seket, kapjuk, hogy

by

14 7

J Ko (x=t,) K (x-b)dx < 2 (1,4 L,+},) <

- (b—'r)l(}i

Ebbél, (6) és (10) alapjén, kivetkesik, hogy

-

a S_ . ‘
{ P A4 : 2| e
) Pieaydx < L¥la . (ixn el e - } =
- =g 5 k=1
< 177 x%a (€-g+1) = 177 x* be - by i) :
¥ha (6-g+l) = (Tt [ — ta] = (4§,

ha (- 1771 7" Esgel az l. segédtétel bisonyitdedt be-
fejentik.
A fenti gondolatmenettel bisonyithatdé az 1. segéd-
tétel kivetkezd dltaldnositdsa is:
1’.segédtétel, Legyen £ c [-%is,6 %/s]
egyszeri halmaz, ¢ €s 7 (<1) pogitiv valés szdmok, s o

olyan természetes szd re o >C /e . Megadhatd

e ativ  P(x)  Srigonometrikus polinom 4»
(v=0,1,.,n) frekvenoidkkal, amely a kivetkezd tulajdon-
ségokkal rendelkemik:
(7') P(x) = 1 % K& E(e) ‘.
(62) Pvs ha relvsasla
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1)

h

(.L men (E}

2, ségédtétel. Legyen P(x) az_l'., se-
gédtételben eldfordulé polinom, és N olyan 4-gyel osgb-
hatd_természetes ssdm, amelyre N > 4n+2 . Tovdbbg, le-
gyen

(‘)4 (x) = wSNx - P(x) .
(15) Qo) = = (5 cos2x + Q0 ,
(-(5 (%) = C,, s GNx . Px) .

Bkkor U, (), Q,(x) 68 (Q,(x) péronként diszjunkt trigo-
nometrikus polinomok 2v  frekvencidkkal ( Wjz - 2n-4 < v ¢

< 2N+2n )y 68 _a_kivetkenl tulajdonsdgokkal rendelkezneis

(18) ol Qe+ Qo + Qo) £ ¢, " ha x€ [-%, ;:] -F ,

W

(17) g ( Q{(;) - G\\)_(x) + '\;:5 (A)}‘Ax < Cé men (E) .

- -
¥

Tovébbs, megadhatd az £ '“ halpasnak olyan felbontdsa hb-
rom péronként diszjunkt £, £, £, rpésghalmagra, hogy

L]

L
{(18) ). e R ha x€E (L=42,5)".

-

2) s () Jeltli az [ halmaz Lebesgue mértékét.



Bizonyitds, Nyilvéavalé, hogy G, , Q,(x
és Q:(x  péronként diszjunkt trigonometrikus polinomok,
mivel Q.0 8 Q.(» gsak olyan tagokat tartalmasnak, a-
melyek frokfenoiaja 4-gyel oszthaté, mig Q.(x) eosak o=
lyan tagokat, amelyek frekvencidja 2-vel osszthaté, de 4-gyel
nem, és tovdbbd, az N -re tett feltevésbll kivetkesik, hogy

N +4n < 4N — 4n .

Felhaszndlva a

s =
- |y
> | 4

LoD X 2 i- ha | x|

|

elemi egyenlltlensiget, kapjuk a kivetkesd beosléseket:

Q&()‘“ = p(X) Z L
i 4 - h
ha
x € E < E(t) N U }._"._ (2kw - i) L (2kxw ‘r‘o——-)]]r i
N 2 N E
Ql‘ (%) +Q;(x) > -~ ( (,buj\),z,;, —1) coH N X ?(x) > <(_5 —’HZ‘—,
ha
= C (&) S (N - Iw 1 (9L ?J y |
EZ_’:L a4 1\ o—\)..rl'f'-:——-)' —‘_“)ﬂ."l*——ll
l & N 2 N 12 '
és
R+ + Q) 2 ( C, cos liNx —C5~1)?(x) 2 G g
ha
= pfr [ bl pim o 5%y % rkr . 333
XE E k 0 LT (B e ok B8y O
lkLN‘z 48)'0\(2,qu/]}
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Hivel
pab o A AR Al

egdrt Y. : vi, VE, . Epekutdn, legyem E -E,  E,-E,-L,
és L, - E, - (£,UE,).Ezgel bizonyitottuk (18)=-at, (, -: és
C, = kC, +5  dllandbkkal,

Konnyil létni, hogy a (16) és (17) egyenlétlenségek
teljesiilnek, ha (;=1+C,+C, €8 C =1+C) +C;
a 2. segédtétel bizonyitdsdt befejestiik.

4 tovdbbiakban ssikségiink lesz a 2. segédtétel ki-
vetkezl, kissé dltaldnosabb formd jira is, amely az el6bbi
médon bizonyithatdé be.

2’ . segédtétel. Legyen P(x tetsalle-
ges_trigonometrikus polinom pdros » (<., frekvencidkkal,
és_ N olyan pédros természetes ssdm, amelyre N\ > o+
Tovibba, legyenck

Egzel

Q,(» = wdHNx P&,
(157) Qe = =C wnx + Gy
Ay (0 = Ci edbNx - P(x) .
Akkoy U (0, Q.(» g 0O, ) t disz t_trigo-

gomdtgigug polinomok N-o - €8 Lu+n kbzé eal frek-

- <R
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Tovédbbd, minden mérheté - (< [-%s 7isl|) halmazs, ame-
lyen P(x) positiv, felbonthatdé hirom, pdronként disz-
Junkt, mérheté ¢, ©, L[  résshalmasra oly médon, hogy

2
(18') j_ L}K(’\/‘ > ,P_gi_ na X E F‘i, i(:fil,3>.
;\:{ -Lt

3. segédtétel. Legyen ¢ (<r)) pozitiv
valés_seém,. Megadhaték pdronként disgjunkt R\ (.  tri-
gonometrikus polinomok s ' egyegerii halmawmok
(k=423 ; (=12, ) a kivetkezl tulajdonsdgokkal:

(1) az RV <bem (k-12,. %) el6forduldé frek-

vencidk 08 ok, legfeljebb | = (C,/¢)" 44" -vel
egyenllk;
: el Nt s
(5_1) J g‘\ 5_ D\h(x\-/ﬁ ax < io Ve Ly
(i1i1) az_ugyanagson i ~hes tartozé [  halma-

gok [ k-42,..,3') disejunktak, as

halwaz lesfeljebb 2| diszjunkt intervallumbdl 411,
és

? = g ([ B8 4
(19) men | Y'L, é ¢ \1 Ry I

(iv) tetemfleges . ternészetes szdmra, az R (x
trigonometrikus polinomek [ «- ¢, 2.3 .52 ) &L



VB0 M i € Sl i DL Fi= 3kt 3,

) Py ey 3 )
L

sorozatba _rendezhetfk olymbdon, hogy

(i)

al ‘ . (i

(20) O 11?(0 = i— minden x¢ L, =-re,
)1

ahol ., nem fiigg az | -beli ~ pont specidlie vilass-

tdsdtdl
Megjegyzées a3. segédtételhen: (i) és (ii)

alap jén nyilvanvalé, hogy
; RO e g sl
(21) IRy e s B Ve

érvényes minden . -re,
. Bisonyitdbe, Az Rl)u) trigonometrikus poli-

=

nomok és az L halmagok értelmemése . gzerint haladé re-

kurgidval tortinik.
Elezbr legyen -1 . Alkalmagguk av 1, segédtételt
d-7m/g =gal, &/ =gyel ¢ helyett, 7n-1 =gyel és q=[é64t]:2—
gyel. Azutdin alkelmagpuk a 2. segédtételt az igy nyert trigo-
nometrikus polinommal és N - in+i wgyel. Ezdltal kapjuk a
(16), (17) é8 (18)-nak eleget tevé (. (0 trigonome trikus
polinomokat éa az L, egysserii halmagokat (k-{2,3) . Irjuk
most R, 0= G () 68 E =E, (k=1,2,3) . Yildgos, hogy
RY (0 ~ben (k=1,2,3) gsak phros frekvencidk fordulnak

<

elé, ¢s emek nem haladjdk meg a kivetkendt:

2(4N+4n) = LOn +32 % .&4“ o fﬂ ,

(3
-

ahol (.= 64C,C; . A (i4) e (444) d1llitssok is teljesiilnek,

) L~] jeldli az ~ valés szim egéssz résszét,



& Co- Cox iy , bovébbé as F; halmsz legfeljebb

me;a(El::) i, < 2{4

)
= H
k=1

intervallumbél 411, U % (o =R () ~et 68 - =t (j-423)
irva, létjuk, hogy (iv) is femndll,

Most tegylk fel, hogy az Bssses P\i) () trigonome t-
rikus polinomot és '’ halmagt (i-12.., ») mér értel-
meztik ugy, hogy (i)-(iv) fennéllnak, és értclumezni fogjuk
az ‘-m+1 -nek megfeleld polinomokat 6s halmazokat ugy ,
hogy a kiterjesuztett rendszer még teljesitse (i)u-(iv)--et;

Aw 1%, segédtétel alkalmaszdsdval kesdjik, egymisutdn
vilasgtva E." «et (k=42,..,23") (as E helyett), xc =
nal { ¢ helyett), # -val és n >mox (fum, Cikeq) =val, ahol
a x,7n pogitiv sgdmokat és az » termbezetes szdmot ké-
86bb fogjuk meghatdrozni. Jelblje P.(0 (k=42,.,2™)

a megfeleld trigonometrikus polinomokat az 1?7, segédtétel ér-
telmében, Evekutén alkalmazzuk a 2. segéatételt a P, (%) tri-
gonometrikus polinomok mindegyikére, a (15) szerinti hdrom flgg-

vinyt a kivetkezdképpen vélasstva:

(in+1)

R Lok e Nex - B (x) ,

(m+l) A ! (m+1)
Riva s e Ve boged i € Rigas (o) 0
{mt1) r . D 3

R (3.': (x) = L.; s L‘ka . lk(x)

(k=h2 .., 3") . abol az N, termfazetes szénokra teljesiilnek
- a kivetkezl egyenllétlenségek:
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{'m < —— =ln-{ 2i\ik42n < _'l.\'_‘i‘_ NE
(k=ti2,.,3"-1) és, ewen feliil, mindegyik N, oszthaté i =
gyel. Vilasssuk az N  gzéumokat példdul a kivetkeslkép~

pen:

(22) Ne= 8n+h | N o= 4N, + 844 ) ( k=4,2.:3m20) .

4 (22) rekurziv értelumesések biztositjdk, hogy
~ (m+) m
aw RZﬁ%m (hegd &3 krigonomstrikus polinomok diszjunktak
egynéstél ée az Gsemes R (0 ((<m) polinomoktél. (22)=
(m+1)

bll kapjuk, hogy az R, (x  =ben eléfordulé frekvencidk
pdros szdmok ¢és nem halad jdk meg a kivetkezlt:

(23, le,,m +hn < ((1+4+L%4 -rL}s ) (iG;w-H) ‘

(L7) szerint

T ~ Ml "

2 (m+1) 2 2 (m)

= > ! = _ ...
j ( 2. R : ()t)) dx ¢ Cé 2 mes (B ) < Cg
iy k=1 'f-=1

kzzel nyertik, hogy (ii) érvényes .- m+! «re is, (,- (), =

EJQI.
A 2. segbdtétel smerint megadhaté sz (£ ") %) hale
mazoknak egy felbontdsuk hirom, pdronként diszjunkt egysze-

[ (m+1) ~ (in+1)

rii részhalmazra, amelyeket jeltljimk most L, , E,

- (Mti)

8 L,  -gyelj igya k-1,2,..,2" mindegyikére ér-
vinyes a kivetkend:

- (m+1)

ha ¢k (t-12,3).

2k-3+1L

oA
a3
o &
S
o+
e,
—~
e
N
W
I |-

L
(24) 3.



Vildgos, hogy as £ (k1,2 _,3"") halnasok pironként disg-
Junktak. Az indukoids feltevéa alapjdn nyerjilk, hogy

N

3 ;
ks (F i e ( U ( E(::)_ ( l,_-'um.) U E(n‘n-il) U E(\'\\Tl) ))) o

men ( fmﬂ) m 3ic=2, 3k 3k

}

k=9

uA

e (14 -—"—~) + 2;..“ - Anme

2 m

He tehdt ugy rigeitjik asz eddig hatdromatlan « -t, hogy

(25, K = L J

z‘nfr:ﬁ @

n

akttor (19) teljesiilni fog. Kﬁnnyen“léthaté, hogy ag s
halmaz legfeljebb 2 Lines intervallumb6l 411, mivel

i

O

o ] ~ (m+1)

L 4 . % ] "

2‘ o5 —.;: kD ( k k ) ‘}mﬂ E lfm«rl .
k=1 ’

Ez ast mutatja, hogy (iii) érvényes.

a8 RP0 (k=42,..3; i-42,., m,m+) trigono=
me trikus polinomok &trendezését a (iv) dltal kivint sorozat-
ba a kivetkezd médon val ésitjuk meg. Az indukoids feltevés
alap jén, legyen

(26’ u‘('m)()‘) u’(m)(x) ) U 3 (x)

az Ussecs i?in) (i =m) trigonometrikus polinomoknak olyan
sorozata, amely eleget tesz (iv)enek. Mindegyik R ‘7 (0
(k=1,2,., 37)  trigonometrikus polinom esetén megkeressiik aszt
a helyet, shol az a (26) sorozatban eléfordul, 6s egutdn as



~ (m+l) (m+i) {m+1)
B (OO TR ) R (x)
2u~2 Ik -4 i 3

trigonometrikus polinomokat bessurjuk kbsvetlenil R (»
utén (26)-ban, Ily médon az Usszes R‘i’(x) (v £m+1) trigonow
metrikus polinomot egy j6L meghatdromott { U """(0! soro-
satba rendentiik.?) :

| Minden Kk =ra (k=12,.,3"") jelolge " am{u‘7 ]
sorozat azon tagjdnak a | alsé indexét, auely egyenld
R () -mzel, Egyomeri ssédmolds mutatja, hogy

3
(m+1) tmy A
Jik-3+L ~Mi< L , ; 3 " e
Nt 1 (mt) = ,.: (m — m+ = O \
TRRANIO | s VOO S R ) il W I e > B € I W b it
% i Soa J i 3K"31’J o J
3:4 J i 321 J‘l

ahol az utolsé Usszegeuds minden | indexre veendd kivéve
j7Ok-3 4l wgt  (1-12,3) . Az indukcibs felteBve, (16) és
(24) alapjén kapjuk, hogy

{m+1)
‘M.’;h-—M—L )

= (m+ o m y m
=

= (m+1)

Nman X € L 2k - 3+1 L i ( L =J‘t)',' 3 / k= 1‘2'1“') 3"“') {} ‘a
ez legaldbb (m+i)/g faz., ha most az n {Srtikét a kivet-
kezSképpen riogeitjik:

i

(27) g s
8Ce (:37A)

4 )
) Példdul, az m-=! esetben az | u‘;) (v} sorozat igy fértel-
R (%)

2) -~ (o 2, [
megett: R0, RU | R%co  RTw  RTw  RYm ,

) (2
R0 . Ryt

(2) LV‘)X @),
RG(A) R.S(),R.s(x),



Ez bizonyitja, hogy (iv) érvényes az i-m+! esetre is.

Igy megmutattuk, hogy az (i)~(iv) tulajdonsdgok tel-
Jestilnek, kivéve ap (w1 =-re vonatkomé &llitdst (i)-ben,
agaw azt, hogy |..  vélasazthaté (Cie)™ 44" neke (25)
6s (27) smerint  -eot ugy kell vélasstani, hogy

n > moax (‘T‘m ,i-‘___) 2 A Ce B i& ?
KEIZ (2

példdul n-[6"[.C;/e]l +1 |, ahol  (;-CiCC; . (23) smerint
az R tn:“ x) =ben el6fordulé frekvencidk nem halad jik meg

Lol
4

[i Gm?nm _(’1,2_ 2 ( _(j‘l>m+44 )

T m+1

-ab, Ezzel a 3, segédtétel bigonyitdsdt teljesen befejes~-
tlikee

4.3 egédté tel. Legyen M tagagélegea
természetes sadim, Minden ~ természetes szégg m=H2,.)
megadhatdk péronként dissjunkt S ‘f”u) + 4,2, 37,,,.,)

minden Ix|<

: (m) \ - ¢
m& = ) (i=12) , g py g JTOR - (L (m= hl-,"') .
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Bizonyditds. Rbgsitsik ag m termésgetes
szdmot, majd alkalmazzuk a 3. segédtételt ¢ - 1/~ =-mel,
Ezdltal nyerjik a péronként disszjunkt U0 (j-12..,3.)
trigonometrikus polinomokat, az u‘;'”(x) -ben eléforduld
frekvenoidk pdros ssdmok és nem nagyobbak fm =nél; to-
vébbé a pdronként dissjuakt ©7 (k- 2,.,37) egy-
szeril halmazokat, amelyekre (iii), (20) és (21) fenndll,

Jeliljik T ~fel azt az egysmerii halmazt, amelyei
a -7, 73] - _@m E" egysmeril halmazbdl ugy kapunk, hogy
nindegyik [uk:;’] intervallumdt | u«-¢, p+¢,| =vel he~
lyettesitjuk, anol ¢, - ¢ /4, . (ii1) sserint F legfele
jebb 2], intervallumbél 411, tovdbbd

a7 o
] - ‘U \“ ) hia €

men (F) < i'nm([—)al ;

un

3 e

k=1

So| s

Alkslmagguk az 1'. segédtételt, F -et vdlasztva [ helyett,

£, =8t ¢ helyett, - -gyel és {ue =28t n helyett,
Jelbljuk P (x) -gzel a kapott trigonometrikus polinomot.
P ky  frekveneidju tagokbdél 411 (»=0,1,..,{..) ,

tovdbbd Px) -re brvényes (77) &s (97).

Legyenek N, és N, a legkisebb pdros egéssszdmok,
amelyekre Ni-[, 2 M 414 68 N, - Wi 2 LN, 4 {4
Ezekutin alkalmazguk a 2?. segédtétel az U '"(»/, trigono-
metrikus polinomok mindegyikére I, -gyel, majd a P™e/y =
ra N -yel, JelBljik a hdrom (15') fiiggvéayt a kivetkesd
médonz:



(m)
. () - (%)
Sy wen Ny T )
J m
(m) ()
e
)
(o) -
El R C, wos hiNgx y’—#—iﬂ
.Z.)mi'J m
(=42 3y ) tovdbbd
2 D(m)
'5 (m) Ey R NN (%) '
O 7 ey 8
(m) g (m
) e - L X x)
5 33y, +2 (x 2 o) 5}1?\"( /
(m) : P (m)()()
.S,.Nmb EVEE I E o S :

- (m)

Eggel aw S (0 (j-1,2,., 3na)  trigonometrikus polinomo-
kat értelumestilk, mivel 33, +3 - 3,

Ny ilvénvalé, hogy as .S‘?%n ek 2 )
péronként disejunk trigonometrikus polinomok legfeljebb

N, + q;mf, frakvencidkkal, Egysseril szdmolis mutatja, hogy

""iNl‘l' h%"“’l & I‘I(I“N% fhflm)fli‘-;mTl) b L‘i"mﬂ < geH*‘f‘mﬂ. =

M2 m+ (g

< deEal (e T et

.

Ami (vi)-ot illeti, (97), (17%) és (21) alapjén nyer-
jﬁk, hagy



ar Tt y ¢ by s ; C C
7 . () L , : A nd A ) NG ¢ p—t -

pEEE S  BRE S e dx + = men(F) ¢ e

- : j= J e m? j ( : i (X)> i hiceh m

i= b

fenndll Ci- C (C,+C,/52)) wvels
Hitraven még (vii) biszonyitdsa. 4z ~ eleme valamely
L -nek, akkor legyen "’y -1 és (187) alapjén A" -
L8 vagy ¢ p, vagy 23, + ., megfelelfen (k-4,2,.,3,) .
Tovdbbd, ha ¢ F""",akkor legyen ,«x":' )(x)-.;')'jmu é8 1.0 - 'ul';"" ()
vagy » 0 +1  vagy u') oo +2  (18%)-nek megfelelden. Ewsmel

meghatdrostuk @ ~ " 68 . (n 4indexeket minden |x|<7/s -

1

ra, mivel

)]

Nyilvdn 1% p, 03 . 0<3, . movabbd, (7°), (18) és (20)
értelmében, a (vii) 4llitds is érvinyes. Lzzel a 4. segéd-
tétel bizonyitdsit vefe jestilk.



Az dltaldnosség megemoritdsa nélkill feltehet jik,
hogy {¢»; monoton nem-nivé soromat, Hatdrozzuk meg a

(Cgtl2) m <m,<.. terméspetes suémokat ugy, hogy

my+ Cg

(n) y
(24) iwi e ',L ha nxz M= L
v ud lo(; n k :

(k=%,2,..) ; (1) sperint ez lehetséges, Alkalmazva a 4, se~

gédtételt Y, -val, kapjuk az -5(';""m trigonome trikus po-
Linomokat ( =12 ., 3m 4 ; k=12 ) . Jeldl jik T(x) wgzel
an 5‘}"“) (x = (K, *"‘/4)5) (4,2, 3, .,) trigonometrikus polinomok

Usszegét. Nyilvénvalé, hogy

M, 1
"

F My,
(25) T‘.:(") = j__ ( 0., osax + b, Sin nx> ( k:f.).....) :
n= M vh
Tekintsik a
(26) C,) :5_ T'K(x) | b) _i !";}k e (x)

”

<=1

sorokat. A T, @8 T, (x trigonometrikus polinomok nem

"®

egymdsra nyulék, ha k +1  mivel 7M. <M, = M., (k-02.).

\

Ezért, ha mindenegyes T, (x) trigonometrikus polinomot tagen-
ként kiirunk (26)-ban, akkor (26) trigonometrikus sor formi-
Jdban &11 elé:

(27) a) 2 (a,cosnx + b, sun nx) es 2 (A, cosnx + B, sovnx)
: =i w=d

>
) (klg jeldli < egéss maradékdt modulo 8.



ahol az o, és b, egyltthatdkat (25)=-tel értelmesuiik,
An=animy [k 68 B,= b,Jm. [k ha M+l <ngi3M,
(k<42..) €8 o, , b, , A, b, (-val egyenlé mdskiilonben

(24) és (vi) értelmében érvéinyesek a kivetkens
becslések:

o A IF My,
2. Cas AGL) il D e RH T L (ap b
k=l

n=t¢ nsz"i

®

00 " . co
< = 2 . S =
=R (il ) [ B S

k=1 -5 4 =1 k* M,

20

1

< S SR !
= 2Ch‘o 2_ ‘E;‘ X005

2=t

m+ Gy +4

A

és

Innen ldthaté, hogy (27a) és (27b) négyzetesen integrél-
haté fluggvények Fourier-sorai, és eszenfelil (27a) egyiittha-
téi kielfgitik a (2) feltételt.

Irjuk le a péronként diszjunkt S J‘ «) trigonomet—
rikus polinomokat & kivetkezl mdédon:

. €My . (my) L Lmy) - () . ) < () !
s e s e BT e e e - L;““ ;..

1 3 ) P (4

‘ .
2B o e
®

éo oimkdzuilk aw eléfordulé frekvenoidkat, ebben a sorrend-

ben, az () alsdé indexswel ( -12,.) .« Nyilvédavalé,

hogy a 428!-beli S‘Twco‘m,-sgn”‘(x) trigonometrikus po-
: Mt

linomokban eldéfordvlé «(j)  frekvencidkra igaz a kivet-
kezd egyenlOtlenségpdr:



(29) M t4 < n()) ¢ A1FH, (k=(,2,.).

Ezgel nyertik (27a) és (27b) nem—eltiiné tagjainak egy jol
meghatdrozott

w 5

‘ =3
(30) &) X (o cosnGoxt buysiv 04 b) L (Ang c05n(x + Bygysinn(x)
J:' J:

dtrendenését, .
(vii) szerint a (30a) sor réssletbsszegei divergil-
nak mindeniitt. Bzzel az 1. tételt tel jesen bebizonyitottuk.
Ami (3)-at illeti, jeldljik G,(x) =-szel a (30b) sor
\ =adik részlettsssegét. Tetsuzbleges xc [-%j3, /3| pont
6o tetsulleges k természetes sudm esetén jeldl jlk
Ji= {1k (%) ~gzel as elsd olyan | termésszetes szdmot, amely-
re a()) eléfordul S (;f‘(x) -~ben, é8 .- jak X -szel ag
utolsé olyan ] természetes szémot, amelyre () ell-

(mk)

fordul S;:_"’a) ~ben, ahol @ A -4 . (x) alsd indexek a 4.

segédtételben (vii)-tel vannak értelmesve. Igy

2

/I.
st o el
G0 — 60 = LT 50 Sk ()]

i

fz J\sz‘ J
és (29) alapjén nyilvdnvalé, hogy
MRl =i (0 s W &0 2 S (ke=f,2,.) |

Innen kbvetkezik, hogy minden «xc [-w/g ,w/g]| =ra, ju (0 €8
ju (O tart oc =hez, ha k tart o -hes. Felhaszndlva
(vii)=t s (24)-et, kapjuk, hogy
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Sl S o {toglog M _ 4

2 2 — s =
¢ (4) TR0k e T HY 20k g(H:) 3202
(k=420 5 | x— (R ™[y = ‘%),Ehbdl. kivetkezik, hogy
G: (X)) G‘()l
Wiy ( 165, (0] : | d,‘x ) o A
§ () g4 Gh I3,

Figyelembevéve a |<(*) trigonometrikus polinomok konstruk-
0ibjét, a (27b) sor tel jesiti (3)-at minden xe[-v,x] -re.
Ezzel a 2. tétel bisonyitdsit is befejestiik,
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