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BEVEZETLS

A villamos hdlézatok elméletében az utébbi évti-
zedben elterjedtek a grafelmélet médszerei. bzt az elter-
jedést hdrom kiriilmény tette lehetdvé: Az egyik kUriil-
mény egy olyan viszsgdilati mldsger kifejlesstésének sziik-
ségessége, amely alkalmazésdval lehetséges a tanulmdnyo-
zand6 hdlézat topollgidjanak, és a hélézatban szerepld
dramkiri elemek tulajdonsdgainak ssétvilasstisa. 4 mdsik
kirilmény abbdél adbédik, hogy sikeriilt szdimos villamos hd-
lézatelméleti tételt olyan formuldban megfogalmazni, a-
melynek alkalmazdisa grdifelméleti ismecretcket kivdn., Vé-
jul az a kirilmény, hogy a gyakorlatban eléforduld, bo-
nyolult hdlézatok tulajdonsdgainak vizsgdilata ill. érté-
kelése sordn olyan médszerre van sgiikség, amely kUnnyen
dtiiltethetl digitdlis szdmitégépekre. Ilyen szempontbdl
a grifelméleti médszerek konkrét esctekben nagysdgrendi-
leg elényUsebben alkalmazhaték a korgbbi (pl. algebrai)
médszerekkel sszemben.

Tekintsink egy elektromos hdldzatot, amely ellen-
4llédsokbél, kapacitdsokbél és induktivitasokbdl épiil fel
[1]. Feleltessiink meg a hdlbzatnak egy grifot a kivetke—
zCképpen: a hilbégat csombpontjait a graf pontjainak, a
hélézatban szerepldé ellendlldsokat, kapacitdsokat és in-—
duktivitisokat (dramkiri elemeket) pedig a graf éleinek



fogjuk fel, mégpedig ugy, hogy egy grdafél éppen azokra

a pontokra illeszked jék, amelyeknek megfelelé csomépon-
tok kiUzitt helyeskedik el a hdldézatban a tekintett dram-
kori elem. Igy nyerjik a konkrét hdlbézatbél a hélézat
graf jat, amely most mar figgetlen a hdldzatban szerepll
konkrét Aramkiri elemek mindségétél és értéuiétdl.

Természetes, hogy nem minden grif johet szdmitds—
ba hdldézatgrifiként. Igy pl. szokds a hdlézatgraftél meg-
kivanni, hogy minden pontja legalibb mdsodfoku legyen,
ne tartalmazzon hurkot. Sok ecsetben elegendl, ha csak
egyszeres ¢lu grifokat engediink mes;, mert a tobbsgiris
¢l helyett egyszeres ¢let tekintve, ez villamos szempont-
b6l annak felel meg, hogy parallel kapesolt dramkiri ele-
meket helyettesitink ereddjikkel.

Villamos hdldzatok grifelméleti médszerrel torté-
né vizsgdilata sordn, még a legegysszeriibb vizsgdlatok is
11}, felvetik egy adott grdf Usszes fdinak, és adott fel-
tételeknek eleget tevs 2-fak egyszeres és hidnytalan elé-—
allitdsdit. A grifelméletnek a villamos hdldzatok elméleté—
ben ebbll a szemponbdl vald alkalmazhatésigdit gyakorlati-
lag éppen az a tény donti el, hogy az elfbb felsorolt rész—
griafok vajon egyszerien képezhetlk-e, bonyolult esetben a
képzés tirténhet—e digitdlis szdmolégépen, s az elbdllitds
nem komplikdltabb-e, mint mds ismert médsszer alkalmaszisa,
amely ugyanazt a problémit oldja meg.

Igy villamosmérnokik és matematikusok igen sok
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energidt forditottak fik 6s kettlfdk elfdllitasdra. b
dolgoszat rividen Usszefoglalja az ismert @s elterjedt
médszerek f6bb tipusait, majd ismertet egy, a szerzl 4l-
tal feltaldilt médszert. Ez uj médszert Ossschasonlitja

a koribbi médszerekkel, végil pedig gyakorlati alkalma-
zdst mutat be.

A DOLGOZATBAN FELHASZNALT FONTUSABB GRLFELHMELETI DEFINI-
CI10K £S TETELEK

Tekintsiink egy P = {P},ee.,0} (n 3 1) 68 egy
E = {91,...,eq} {g 2 0) halmast. Legyen f{x) olyan egy-
viltozbs figgvény, amelynek értelmezési tartomdnya az E
halmaz, értékkészlete pedig a P halmaz elemeibll képezett
rendezetlen pdrok halmazdnak nenm ires részhalunazas

232&&%2&2& 4P, g 5 baloanck 63 e
2y G (yéges) grifot. & P halmaz ele-

msix_a G ESQ..&QQ.JQ&QQK;.Q& L halpaz elemeit pedig a G

ugy s G &;ézdagzs*uasﬁaz£é£a

2. Definicid, Legyen adott a G graf a ¥ §s b hal-
magokial, valanint az f£(x) figgvénnyel. AMkkor mond juic,
hogy az e; ¢ E 1 _illeszkedik a PJ és IJk (p i’ ike: P)
pontok ha Sérvinyes: f(ej) = (Pj g ) Tovﬁbg@ a Pji
éa_ij pontokat az e éLu!éﬂﬂ.ﬁﬁl,iﬂﬁﬂ_ﬁﬁ.ﬁﬂﬁ*ﬁa

3. Definicid, 4 G grifot egysucres éliinek nevez—
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giik, ha az f(x) figgviny kiilinbozd argumentumok esetén
kiilonbizlé flggviénydértikeket vess fel, ellenkes( esgtben
a_graf tibbezirss §lu. |

Egyszeres 6li grif megaddsa ugy is lehetséges,

hogy megadjuk a P halmazt, 68 az f(x) figgvény értékkész—
letét mint a P elemeibll képezett rendezetlen pdrok hal-
mazinak riésghalmaszdt, az elemei felsoroldsdval. Ilyen meg-
addsndl a grdf éleinek éppen a szébanforgdé pdrokat tekint-
juke

Lgy gréif a sikban igen egyszerii médon szemléltet—
neté a kivetkezld eljdrissal: a Pl,...,?n pontoknak a sik
kiilonbozé pontjait feleltet jik meg, é graf éleit pedig
az 6l végpontjainak Gsssekitésével Abrdoljuk. Ugyanazon
vigpontu kiilonbizl éleket kiilonbizé vonallal tirténd Usz-—
suekitéssel dbrdzolunk. & grifelméleti elnevezéseic tulaj-
donképpen a grif ilyen médon valé szemléltetbsébll ssdr-
maznak e« |

4, Definicid. A G grif egy ey €16t huroknak ne-—
vegzuiik, ha f(ej) = (P;,P;), ahol P; a G graf egy pontia.

5. Definicié. A grdf P; pontjdra illeszkeds (iii-
10nbogd) élek szdmdit a P; pont fokszdmdnak nevessiike. 4 Pj
pontot_igoldltnak neversllk, ha_fokszima O.

Vildgos, hogy aw lres grdf minden pontja izoldlt.

6. Definicié. Legyen P® = {Pl,...,Psg, ahol & = 2.
Azt _mondjuk, hogy az S grdf a P, és Py pontokat Bsszekitl
ut, ha S ponptjainak halmaga P®, S egyszeres 6li gréf, és
6leinek halmaga E° = {(PL,PZ),(PZ,P3),...,(P8_1,P5)}.
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Latjuk, hogy az S ut P; és Py pontjainak fokszd-
ma 1, az Usszes tUbbi pontjainak fokszima 2.

7« befinicié, Akkor mondjuk, bogy a G* grif a G
grafnak résggrifja, ha G* Usgges _pontja és éle egyben G-
nek is pontja 8s éle, s ezt a tényt igy jeliljik: G’S G,
A G? grif valédi réssgrdifja a G grdfnai, ha G* 5 G, §

G? # G, A_valddi réssgrif jelilése: G? < G,

Legyen G* € G. Adjuk meg G’-t a P? pontjai, L?

élei halmasgval, valamint az E’-n értolmesett £?(x) fiigg-
vénnyel az l. definicié szerint. Hasonldéképpen megad juk
a G grafot a P és E halnazokkal és az f(x) figgvénnyel.
Akkor a 7. definicié nyilvénvalban a kivetkezl tényeket
jelenti: P* S P, B S L 68 £*(x) = f(x) minden x < E?(E E)
argumentumra.

8. Vefinicib. Akkor mondjuk, hogy a G’ grif a G
grif sziikebb ¢értelemben vett réssgrafia, ha PP = P és
G* € G fenndll.

Nyilvan minden G? ssiikebb értelemben vett rész—
grif egyben réemgrif is. Tovdbbd a sziikebb értelemben
vett részpgrif tartalmazza agz eredeti graf Gsszes pontjit.
Sok smerzd réssgrifon eleve csak ssziikebb értelemben vett
részgrifot tekint. A késébbiekben e fogalomnak nagy hasz—
nit vesssziik.

A 7. definicidbll kivetkezmik, ha G egy pontja
Py, akkor P; egyben a G résggrifja is.

9. Definicid. bgy U gréfot Usssefiiggbnei nevesiink,
ha_létezik bgrmely tetszéleges k6t (kiilonbiz6) pontidt
Ugszekitl ut réssprifia. As_egyetlen izolilt pontbll 4116




(ires) grafot Usssefigglnek tekint jik.
bgy praf osssefligglsége sgemléletesen azt jelen-

ti, hogy a sikbeli Abrdjiban bdrmely pontjdbdél barumely
m4sik pontjdba 6l(ek) mentén eljuthatunk.

10. Definicid. Lgy C grdf neve kir, ha Ussge-
fige, nep tartaluag : : 1101 .

ma 2.
8

1. Tétel, Legyen C kir, pontjainak syima ¢. Ak-
kor ¢ = 2, s C ¢leinek szdma c.

11. Yefinicid, Lgy T grdf neve fa, ha_Usszefig-
86, Es _nincs kir vagy hu réggardl je
egyetlen pontbdl §1lé (ggeg) grif T

Azt a tényt, hogy egy grdifmak nincs hurok ill.

kdr részgrifja, ugy is szokds mondani, hogy a grif hu-
rok- ill. kirmentes.

Hyilvin a fa nem lehet tébbsziris ¢6li grdif. To-
vibbd érvinyescik:

2. Tétel, Legyen I' egy n poantu Usssefiggl grif.
(n21) Ag F gggf akigor és csak akkor fa, ha éleinek szd-
ma_pontosan (n-1).

Je Détel. Az T fanak legaldbb kit elsifoku pont-
ja_vans,

4. Tétel. Legyen ¥ legaldbb két pontu_fa, P; és
Pj pedig F_két kiilonbizdé pontja. Akkor esyetlen olyan
S S TF réeggrifja lotesik, anely a P; és F; pontokat Usz-

gzekots ut

12, Definicid, Akkor mondjuk, hogy a K grif a G

grifnak komponense, ha
IQKSCIG, é&_}_
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2. Valahdnyszor a P, g K egy pontja, nindannyi-
szor a U grifbap a Py -ra illeszked¢ 61 a K grafnag ig

éles

Bz utdébbi definicidndl feltételesmtiik, hogy ha
egy graif tartalmas egy ¢let, akkor tartaimazza annak
végpont jait is. Ez a tény kiilonben trividlis médon ki-
vetkezik az l. definicidbdl.

5. Létel. A G graf K komponense mindig Usspefiig-
g6

6. Tétel, la G Ussszefiiggd grif, akikor egyetlen
komponense Snnaza.

7. Tétel, Legyen a U grif Usgzes kiilnbizl kom—
ponense Kj,eeesKy. Mkkor G el64ll, gint @ Kj,eee,K, kom-
ponenseinek egyesitige. Bz ublbbin agt Srtiik, hogy G
pontjai ill. ¢lei halmagzg a Kppeen,iy, 2k _po

jai _ill, ¢lei halpazainai egyesitfése, §s fG(x) = fK (x),
ha x € Pi, awol 1 £ 1 Er. (fg, £ a G ill. Kigmfok
definiciéjiban szerepls fuggvények, P “ pedig a Ky
komponens pontjainak halmazal,

15. Definicid. Legyen F“ n pontu grif, s k € n
Azt wondjuk, hogy a@s F° graf k-fa, ha

1. F¥ kiilsnbisd_komponenseinek suima k.,

2e FE minden komponense fa.

8. Tétel, Az ¥® n pon drmentes _grif akkor &

osak akkor k-fa, ha éleinek sudma pontosan n-k (k € n).

Specidlisan az rt grif fa, Tovabbg F° éppen az n

pontu Ures grif.

e e s s e e
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n pontu G graf k-féja (k £ n), ha F® a G graf ssikebd
értelemben vett réssgrifia, Se ' k-fa.
Specisilisan asz F' = F a G graf faja.

Villamos alkalmazés szempontjdibél igen fontos
probléma a kivetkezG: Adott egy G graf (hélézatgraf),
pontjai Pj,ees,Pp. ElGdllitanddk rigzitett k esetén
(k ¢ n) a G grif adott feltételekmek eleget tevd k-féi.
A feltétel legtbbbszir ugy fogalwamhatd meg, hogy as
el6dllitandd k-fdk mindegyike a G grdf eldirt Pil,...,Pik
kiilonbigé pontjaibél(&?il,..,. i.% {Pi""’ nﬂ)kompo—
nensenként egyet és csak egyet tartalmazaanak. Specidli-
san, ha ceak egyetlen P; pontot irunk ell {i = l,s..,n),
akkor érdeklddiink a G graf desszes fija irdnt. E dolgoszat
éppen ilyen F& k- fa elfdllitdisi médszerekkel foglalkozik.

A dolgozatban sserepld k-fa elfidllitdsi médsze-
rek egyike felhaszndilja as iranyitott graf fogalmgt. Ee
zért az irinyitott graf defimicidéjat itt adjuk meg.

15. Definicif, Legyeuek P = {P),...,P {, g8
E ={?1,....,’é;§ véges_halmagok (n = 1, ¢ = 0), valanint
£*(x) olyan figgviny, apelynek értelmezdsi tartoudnya E,
.gggg_ggz;etg pedig a P elgmg§g§L képezett rendeszett

ar,B s0k_ 08 zf*hlmm;m.mh_ewg_m
G irdnyitott (viges) grifots ahol o{P),.«.,” |elenck a
G irgayitott graf pontiai, ag{8),..,8 ] elenck pedig az
(irinyitott) élek.

Irdnyitott grifok esetin is hasonléiképpen értel-

mezhetlk az egysszeres és tibbszirds éli irdnyitott gri-



fok. Egyszeres &éli irdnyitott grif megadasa is lehetsé-
ges olyan médon, nogy felsoroljuk az irdnyitott grdf

pont jait, és éleit, ez utdébbiakat mind j4rt, mint rende-
zett elempidrokat. Hasonléképpen lehet irdnyitott gréifot
is a sikban &brdzolni. Wégpedig, ha £*(2;) = (Iﬁ}),
akkor az 3} €l "iranyitottsdgat"” a Pi és PJ—nek megfele—~
16 sikbeli pontok Usszekoté vonaldra rajzolt Pi-bél-Pj—
be mutaté nyil feltiintetésével szemléltethet jiik. A graf-
elméletben 4ltaldban nem tesziink kiilonbséget a Pi és Pj
pontokra illeszked§ €1, és ugyanezekre a pontokra illesz—
ked6 ellentétesen irdnyitott élek kozbtt. Igy minden gri-
fot "irdnyitott grdfnak" is tekinthetiink. EbbSl a megdl-
lapitdsbél kovetkezik, hogy irdnyitott grafokra is ha-
sonlé fogalmakat alkothatunk, és tételeket mondhatunk ki,
mint irdnyitatlan gréfokra,
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1 §. MODSZEREK EGY GRAF k-FAINAK BLOALLITASARA

Legyen adva egy G irdnyitatlan véges grif a P
pont jai halmazdval, as E 6lei halmazdval és az f(x) flgg-
vénnyel, amelynek 6értelmezdsi tartomdnya L, értékkész—
lete pedig a P elemeibll alkotott rendezctlen pdrok hal-
mazdnak egy nem iires résshalmasza. Akkor a G? € G részgriaf
egyértelmien jellemezhetl a P? € P pontjai és ag E? € E
élei halmazdval. illa ezen kivil G? még a G grifnak sszii-
kebb értelemben vett részgrifja, akkor G* egyértelmiien
Jellemezhetl az L* flek halwasdval., A késfbbiekben fél-

reértés vesszilye nélkiil besszélni fogunk a G? (ssziikebb ér-
telemben vett)részgrafrdil, ahol G? mind jdrt a G* részgraf
éleinek halmazdt is jeldli. Azaz, ha ej a G? részgrif egy
¢le, akkor ezt a tényt igy irjuk: ey € G?, A G? részgrdif-
nak halmazzal torténé azonositdsa aszt fogja eredményeszni,
hogy a @ 6s H? részgrafokhoz médunkban 4ll halmazelméle—
ti operdcidéval tovdbbi G? o H? részgrifot rendelni, ahol

a "o" jel halmazokkal vald mivelet jele. G? o H? tehdt
olyan részgrif, amelynek élei halmaza a G? és H? élei hal-
mazdblél a "o" mivelet alkulmazdsdval 411 elé.

l. Kombinatorikus mdédszer

Legyen az adott G graf pontjainak ssdma n, éleinek
szdma q. Hivel a k-fdk 6leinek szdma pontosan n-k (k ;;n),

igy tekintsiik a q 61 (n-k) osztdlyu ism6tlés nélkiili kombi-
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ndcidit, bzek szdma, mint ismeretes: (nik). Legyen egy
kombingeié CX. Ezutan tekintsiik a G graf C* (ssiikebd ér-
telemben vett) riészgrifjit. la ck kirmentes részgrif,
akkor miris egy keresett k-fdja a G grifnak. Tehdt a g
61 (n-k)-ad osztilyu ismétlés nélkili kombindcidibdl ki
kell vialogatni a k-fdknak megfelellket.

A vdzolt médszer elvileg a legegysszeriibb a G
graf Gssses k-fdinak eldgllitdsara. 4 CX kombindeifk ki-
ziil a k-fdk kivilasstdsdra eléggé bonyolult eljardst le—
het csak megadni. b mddszer a gyakorlatban nem terjedt
el, mert "bonyolultabb gréfnil" (a gyakorlatban eléfordu—
16 villanos hélézatok grifjaindl) mir a k-fdk szdma is
millids nagysdgrendre tehetl, a kombindcibk széma pedig
még ennél is sokkal tibb,

2. Szintézis médsser

Lgy ilyen eljdrds taldlhaté lHakimi és Green egy
kizts dolgozatdiban [2]. A mbdszer alapgondolata a kivet—
kezd:

Tekintsiik az adott G grifot. Bontsuk fel két o-
lyan G? és G", az eredetinél kisebb rangu és nullitdsu
[11] részgrifra, amelyeknek Usszes fdit mar ismerjiik.
ilajd az ismert fokb6l elé4llithatdk a G s G" grafokbdl
Osszetett G grif Osszes fdja. bgy kiilon eljardssal pedig
a G Ussges fdibb6l elbdllithatbk a feltételeknek megfelell
Usszes k-fdk.

A médszert rividen vazolom:
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Hindenekelétt ez a szintézis mlédszer bevezet né-
hény uj fogulmat. Tekintsiik asz adott G grif (sziikebd ér-
telembeh vett) részgrifjait. Akkor mindenegyes réssgrif-
b6l médunkban 411 tovdbbi réssgrifokat kipesni. A képzls—
hez felhaszndljuk a résggrdifok mint élek halmazinak fel-

fogdsdit,.
12.1. Definicié, Legyen g a G grdf egy (szlikebb
értelemben vett) részgrifia, s ey a G grif egy Sle. Ak-

kor a g-pek av e; sserinti parcidlisdn a G grafnak azt a
{sziikebb_értelemben vett) gfi részorifidt Srtjik, amely
elddll a kivetkezl mbdon:

®e;, ha e; €
ag & i? Sl
381

=

O, ha ei>¢ g »

I definicibban a " @ " jel a halmazelméletbll
ismert szimmetrikus differencia operiator jele. (Két hal-
maz szimmetrikus differencidja azoknak az elemeknek ag
Usszessige, anelyek az egyik &s csak az egyik halmag
elemeil. A definicidban sgereplé O pedig az iires halmaz
jele. Teruésszetesen a %Ei = 0 az lires grifot reprezentil-
jae

4 g pgraf parcidlisdnak képzéoe tehdt szemlélete-
sen asgt jelenti, hogy g-bll ujabb részgrdfot iképesiink,
mégpedig ugy, nogy ha eléfordul g élei kizitt az e; 61,
ugy ast tordljik, ha nem ugy a parcidlis az iires graf

lesz.
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A parciilis képzsés fogalmat kiterjesst jilk résg-
grifok halmazdra is.

1.2.2. Definicid. Legyen H ={h ; h € Gl a G
gréf_(sgilkebd Srtelemben vett) résagrifjainak hulmaga,
és ey g G g_gf egy fle. Akkor a I halmag e; szerint ké-
pezett 2___ggliudn a
c S az{ 3h . p 3,0}

CLEY aei

réspgrofok halmaszdt értjike.

Tovdbbd a parcidlis képuls fogalmat dltaldnosit—
juk olyan médon, hogy a parcidilis képzés egyetlen e; 61
helyett egy részgrif szerint is lehetséges legyen.

l.2.3. Definicidé. Legyen U a G grif(ssikebb r-
telemben vett) risggrafjainak_egy halmaza, h pedig a G-
nek egy olyan részgrdfja, amelynck €lei rendre €),8pyeee58) .

Akkkor I-nak h ggerinti parcidlisdn a

9 il A H ol i
3R ° 3¢, ® 7o, @D s0. @ —535

résggraf halmazt_Srtsiik.

Vezessilk be wég aw ugynevesett "magasabb rendi

parcidlisok" fogalmit is:

Le244. lefinici, Legyeuek hj, ho,eesyhg a G grof
réspgrafjai, ¢ H a G gréf részgrifjainak e _gxq%a~_gzaz_ég—
klf%hlﬁﬁhg.ﬁﬁwmﬁéuﬁ
= Tﬁz(gﬂg)"et értjilk, és ha mér a ahlanz...ﬁh ér-
telmezve van, akkor legyen
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S=1
asH " ) ( a H )

ahl ahz seae ahs ahs ahlah-Z’oo ahS‘-l

in 5 2)

Legyen G* és G" két (kiilonboz6) grif a PlyesesP)
és a P{y.ee,Pp pont szdmozdssal. Vdlasszunk ki a G pont-
jai koziil is r-et, meg a G" pontjai kozil is, ahol
r = (min n,m). Az 4ltaldnossdg megcsorbitdsa nélkiil felte—
hetjik, hogy a kiszemelt pontok: Plysae, Pl illetve
PlyeonsPl
b6l és a G"-bSl ugy nyerink, hogy a kiszemelt pontok ki-

» Ezutdn tekintsiik azt a G grdfot, amelyet a G’-

ziil a megfelelé P} és P§ pontokat egynek tekintjiik (vagy

mésképpen "Osszeolvasztjuk"). (i = l,...,r). Azt _mondjuk,

hogy a G grif a G? s G" alkalmas_egymisra helyezésével

dllott elf, Az egymdsra helyezést az l. 4bra szemlélteti

(1, 4bral), ahol r = 3.

e

P Py

G* graf

Py

G* és G" grafok egymdsra
helyezése: G graf

l. 4bra



Jelentse p{j egy, a Pi és a P3 pontokat Osszekdts
utat a G?’-ben, mint élek halmazét. (i,j = l,eee,nl). Ha=
sonlé értelemben haszndljuk a pgj jelet is.

A : - " .

1.2,1, Tétel, Ha T* a G' gr4f, T" a G" grgf, T

pedig a G? és G" graf egyesitésébll eldsllott G grif osz—

szes_fdinak halmaga, akkor érvényes:

-1 "
T = QI (T x 1) (1.=1)

3(pf,Upy,) 3(p35Upss)eee Blpy ) U PY o)

ahol "y " a_halmazegyesités, "x" pedig a halmazok "Car-—

tesian_ szorzatdnak" szimbéluma. (Legyenek 4 és B halmazok

elemei is halmazok, tovdabbgd a € A, b € B tetszlleges, ak-
kor A x B ={'an; a €A, be B}).

Az (l.=l) formula alkalmazasdival el6dllithaté a
G graf osszes fija.

Példaként tekintsiik a 2. dbrdn l4athaté G grafot.
(2. 4bra). Lszrevesssziik, hogy G el6dll, mint az l. Abrén

24

2. 4bra
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szdrepls G? és G" alkalmas (3 pontban torténé) egyesité-

se. Mégpedig most érviényes a kivetkezd

Pl = Pi = Pi, P2 = Pé = 35, P3 = Pé = Pg és P4 = PK .
- A G grafot megfeleld médon "felbontva", a pontok jeldlé-
sét Osszevetve, és megtartva mind a G?-ben, mind a G"-ben
a G=beli élek a,b,ees,f jelGléseit nyerjik a 3. 4brdn lat-
haté grifokat (3. dbral.

3
]
P4 L Py
a
ki
G?* graf PY

G* grif

3. 4bra

Irhatjuk: T? = {ab,ao,bc}, - o z{tdfg,efgi, ahol
a megfeleld fikat az €élek felsoroldsdval jellemeztiik.
(1tt egyszeriiség kedvéért az (a,b) helyett roviden ab-t
irtunk stb. Ilyen "egyszerii irdsmédot™ az Attekinthetdség
kedvéért késébb is alkalmazunk.) Akkor:

T x T =§.abdfg,abefg,acdfg,acefg,bcdfg,bcefg} (L.-2)

a szbbanforgé "Cartesian szorzat". Tovibbs P£2 = b, Pé} = 8y

és pj, = df, p§; = £g. Ebb6l:

Piz §] p'l'z = bdf, valamint pé3 §] p53 = cfg (1,-2a)



w XTI w

Felhaszndlva az (l.-l) formuldt a G grif Gsszes
féi T halmazdra nyerjik:

T - 22(x x 11) (1.-3)
alp},U pYo) 3 (p33U p8s)

FPigyelembe véve arl2,1$42.4,. definicidkban leirt

parcidlis képzés szabilyait, valamint ag (l.-2) és az
(Le~2a) kifejeséscket szdmolds utdn nyer jiik:

T a.{dfg,efg.afg,bdg,beg,bfg,cdg,ceg,abg,écg,hag,edf,aef,
cdf,cef,abf acf,bef,abd ,abe,acd ace,bod,boe} (1.-4)

A keresectt fik swdma 24.

Az eddigi eljardssal a G grif Gsswes fija halma-
| zdt dllithat juk elé, ha a G-nek egy alkalmas felbontdsd-
hoz tartosdé G* és G" grafok (ezek smiiksbgképpen G réez—
grifjai) Usszes f4it ismerjiik. Adott esetben ssiikség le—
het terméssetcsen G-t §s G"~-t is "tovdbb bontani® az tsz-
szes fik meghatdirosdsghoz. A tovdbbiakban azzal foglalko-
zunk, hogy miként lehet e médszerrel a G Usszes k-fdit
(k 2 2) elG4llitani.

L.2.2, Tétel, Vilasszuk ki a G n pontu Ussgefiigpl
graf k kiilonbézé pontidt (k = n), legyen ezek szdmost
rendre Pil""’Pi » la Til""'ik jeldli a G grif azon Fk
k-fdinak halmazdt, amelynek elemei rendelkeznek aggzal a
tulajdongdgpal, hogy minden komponense a Pil,--u,l‘i pon-
tokbol egvet s csak egyet tartalmaz, akkor érvinyes a

kovetkezd formula:

k=1
9 7

OPy ody P, 0y e 0P 4,

filgc.o.ik’ (1-""5)



ahol T g G g 11,13*1

€gya..a Py pontot a P Qonttal Ugszekitd ut_a G-ben
i

(j = lgano,kﬂl’

Megjegyenzik, hogy k = L esetben az (1.-5) for-
nula a Til = T nyilvéinvalé egyenllséget adja.

Példaként irjuk fel a 2. dbrdn ldithatd G graif
T3 4 2-fa halnasdt. lost as (L.-5) formula igy fest:

‘ oT

A 24 4brdbbl liatszik, hogy Pz 4 = g vilaszids lehetséges.
b,

Lzt és (l.~4)-ct folhasznilva parcidlis képzbssel nyerjik

a

T3;4 -{:df,ef,af,bd,hn,bf,cd,oe,ab,ac,hc} (La=7)

2-fa halnast.

Lat juk, hogy a Hakimi-Green médszernél a k~fdk -
képzéaslhez sziikség van eliszir a G grif vssses fii halma—
zdnak képezéséhesz.

szintézis médszert ldithatunk még Mayeda egy dolgo-
zatdban is [5]1, ahol az elddllitdshoz hasonlé fogalmakra
van sziikség, mint az elébb emlitett médszernél (pareisli-

sok, "Cartesian ssorzatok®, stb.l.

3« Transzformicids médszerek

L médszerek segitségével dltaldban egy G Ussszefiig-
g6 griaf féinak halmasat {(teadt & = 1 eset!) lehet elé4lli-
tani. Az elédllitdsok kisis vondsa, hogy kivilassztanak a
G graf egyetlen f4jit, ezt alapfinak, vagy referencia fi-



nak nevezik, ¢és ebbll kiindulva 4llitjdk eld a G egy,

az alapfdtdl kilonbizaé fijit. Hlajd erre a fira az elji~
riast megismételve, ujabb féhoz jutunk, stb. mig wigil
rendelkesésre 411 a U grifnak Usszes faja. bBgyik f£4rdl
al torténik

a kivetkezlre ugynevezett g
az dttérés.

A targyalds sordn a tovdbbiakban is a réssgri-
fot mint flek halmazdt tekintsiik, ahogyan ezt nir kordb-
ban is nmegtettiik.

l.3.1e lefinicid, legyen g g U grdf esy résg-
grifja, e; a G graf eyy Sle, (8 ey £ g. Akkor mond juk,
hogy a g, (& G részlgrsf a g-bll _clemtranssformgeidval g1l
ell, ha g, ugy keletkesik s-bil, hogy 8 egy 616t torsl-
Juk, ¢és helydbe az ey Slet irjuk.

Nyilvén, ha a G grdif osszes fait egy alapfdbdl
kiindulva elemtranszformicidk sorosatdval kivinjuk ell-
dllitani akkor egyrésst biztositanunk kell, hogy egy fén
elemtransaformicidét végrehajtva olyan éllcl "helyettesit-

gunk", hogy a nyert grif tovibbra is G-nek fdja legyen,
mésrésat ligyelniink kell arra, hogy ag elddllitds sordn
minden fa eldaddd jéke.

Egy ilyen eljardst szerkesstett Talbot [12i. El-
Jardsdnai komoly hatrdnya, hogy az el6dllitds sorﬁh egy
fa t0bb példinyban is sserepel. Gyakorlati szempontbél
ez aziért kellemetlen, mert pl. digitdilis szdmolégépen
torténd elldllitdsndl az elldllitott grdfokat a sszdmoll~
g6p gyors meméridjdban kell tdrolni mindaddig, amig as
elddllitds be nem fejesldik, hogy a fék esetleges mdsod-



példanyait kikliszobiljike.

liayeda ¢s Seshu is ad egy transzformdeids el jd-
rist, ancly az emlitett hidnyossigtdél mentes [6]l. B méd~
szert, mint a transaformicidval torténé elfdllitis egy
jelleguetes plilddjat vislatosan ismertetem:

Tekintsiink egy G Usszefiiggf grifoet a Pl"“’Pn
pont szimogissal. Soroljuk a G Usszes pontjait k6t (nem
tires) A és B osatdlyba.

1.3.2. Definicié. Azt mondjuk, hocy a V,; gréf
a G graf esy, ez A 6o B ogetdlvok dltal definiflt virata,
ha V,, a G-nek részgrifja, Os az Ussses olyan ¢lull dll,
anclyek a (¥;,Py) pontokra illeszkednek, mikbzben Py be-
futja ag 4, Py pedig a B halmag elemeit. [1l] (i,3 =
= Lianngile

Legyen I' a G-nek egy fija, € pedig az T egy éle.
Lut az e Glet tirdlve a G pontjait egyértelmiien tud juk
két nem ilires osztdlyba sorolni, mégpedig ugy, hogy egy
osztilyba éppen asok a pontok tartozzanak, amelyek a tir-—
1és utdn ugyanabban a komponensben vannak. 4 pontok ilyen
osztdilyvzdsa dltal definidlt vigat neve alapvigat, pon-
tosabbag a G grif ¥ fajdnak az g €éléhes tartozdé alapviga—-
ta [1l], Lzt az alapvdgatot igy jeloljik: V (F),

Trividlis, hogy F-nek 8s V (F)-nek egyetlen kiizis
éle az g 61 [11].

Legyen F, a grafnak egy rogeitett (kiltnben tet-
szlleges) fija. Az F ~t a kivetkezlkben alapfdnak neves—
zike Jeltljiik az alapfa éleit az €1seee,  -gyel. Akkor
az F, fébll egy elemtranszformicidval ugy 4llithatunk eld
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egy mdsik fat, hogy kiszemeljik pl. az ey flet (i =
= lyessyn=l), 8 azt helyettesitjiik egy arra alkalmas e
graféllel. Vilsgos, hogy helyettesitésre éppen a Voi(Fo’
as ey~t6l kiilvavoz6 Elei (s csak ilyen éleik) jUhetnek
szoimitdeba. lla ilyen helyettesitést az Usszes lehetséges
aédon mindah e;-re rendre elvégezing, azokat a fikat
nyer jilk, amelyek az F -tél pontosan egy élbem killdnbiz-
nek.

A kbvetikezikben a G grif fdinak alkalmas halma-
- zait fogjuk az clemtranszformicié felhasznildsdval defi-
nislni, mégpedig a halmagoi elemeit szolgiltaté rekur—
niv formulivale Hajd ranutatunk arra, hogy e fa halmazok-
b6l kivdlassthatdk egy elv segitségével olyan haloazok,
amelyﬁknek'egyesitése ags Fo alapfdt is beleszdnmitva ép-
pen a G grif tsszes f4jit adja, mégpedig ugy, hogy a fa
halmazok elemeinek a formuldval torténé képzise sordn a
G graf mindegyik fiéja egysser és csak egysser adddik.

1.3.3. Definicid, lLegyen F, a G gréf egy alap-
fija: Ty = @)eeeye, ; « Ha ey e Fy (i = 1,000,0-1),
akkor T ' jelentse a G graf kivebiesS fa-haluasit:

& . ;
p i ,{F 3 Py @ (e,e5) 5 ¢ € Yei(Fel, e £e;} (Le-8)

V’é;b Q“% ﬂi ,312,...,61 az F SQLWW) e;ﬂg;‘ §§

e €
3 00ee00s
Tl fa_halpas ogr definiglt, akkor a T «
jelentgg a 9 grif kivetkewd fa-halmazdit:
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eil’ .Q.’eik eil’...,eik-

. . 1
T - {F ; FalF @(ei’eik); F* e T ;

e e Vo (MINV, (Fy), e} 4 eik§ (1.-9)

i, K

Konnyii éazrevenni,'hogy a13.3. definicidban sze;
repl6 (1l.-8) formula az (1.-9) formuldnak az a specidlis

esete, ahol T'? = Fo‘ Figyel jiilk meg tovibba azt is, hogy
'eil’-oo,eik

a?® elemei a G graf olyan f4i, ameclyek az Fj

alapfitdél éppen az eil,...,eik élekben kiilUnbiznek. Még-

‘i ,""!'i 31',...,61

pedig a T * K fa-halmag elemei a T k=1

eleneibli eleutranszformgcidval dllanvk elé, Az elemtransz-—
_ @) seeey€y
formdcidé sordn az T etszlleges F? elemének
eik ¢lét helyettesit jilk egy arra alkalmas 63 éllel. Az
elemtranszfornccié sordn bizonyos, hogy fit nyeriink, mert

(F2) NV (Fg), tendt nég inkibb e} « Vo (F?).
4, i
k k k
Az eteV, (FP)NvV, (F ) reldcié teljesiilését asért ki-
3 ey e; o
i k

vdnjuk meg, hogy bizonyos tEbbpélddnyu fa clédllitdsokat
elkeriil jink,

el e V
J ®4

i "\atnas ™
lérmost képessziik a G griaf vsszes T fa-

halmagait az Usszes lehetséges 1 € i) <ig<esasiy “n
véilasztdssal rendre k = l,...,n-1 esetekben, az (1.-8) és
(1.-9) formula alkalmazdsival. Bebizonyithats, hogy eszzel
az eljdirdissal, a G graf F ~tdl kilonbizé dsszes fdja ell-
4llithaté, de az ell4llitds sordn dltaldban egy fa tobb
példdnyban is keletkeszhet,
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A £5bb példanyu elldllitds elieriilése végett be-
vezet jilk az l-sorogzat fogalmdt.

1.3.4. Definicié. Azt _mondjuk, hogy G* (£6)
graf éleinek egy ei,...,e& sorozata ll-gorozat, ha G-nek
az_a_réssgrifja, anely az ai,...,ei halmagnak_ felel meg,
Ugsgefigpl, ahol J = 1l,e0eyq0

legmutathaté, hogy ha G? a G grafnak egy fija, ak-
kor élei mindig rendeszhetlk ugy, hogy li-sorozatot alkos-—
sanak. Igy az dltaldnossdig megsértése nélkul a G graf egy
Fo = @ppeeeyey ol alapfa elemeirdl mindig feltehetd, hogy

as (01,.0.,3 ) H-sorozate.

n-1l
3.1. Détel, la a G graf egy (alaplfija T,
= @)3esey€, ; , ahol as Clek li-sorozatot alkotnak, akkor

a G graf bosszes fg} halpagdt az T, (egy elemi halmag) ¢s

ei ’...’ei

ag_Usszes leheteéxeg p L - halmagok egyesitésivel
Lyorjik, anol 1 ¥ i;$...41, € n-1, és k felveszi rendre
e *e e 9
11’ ’ ik

az lyee.,n-1 szdmokat. Tovibbd a T
meinek az (1.-8), ill. (1.-9) formulgval torténd elG4lli-
tdsa kizben egy fa sem 411 el tobb példinyban.

E tétel felhaszndlisaval és az (l.-8) ill. (1.-9)

halmaz ele~

formula alkalmazdsival a G grdif fdinak elddllitdsa ugy
torténhetik, hogy kiindulunk egy r, glapfébél; elsf lépés-
ben képeszzilk az Usszes lehetalges T A halmagokat, ahol

1 minden elemébdl elﬁdllitiuk
az Usszes lehetséges T °1:® * halmazokat, ahol 1L € i <j € n-1;
e;,e j €51€4,¢, b

zokat, ahol 1 € i < j < m € n-1; és igy tovabb ...; végil

e; az alapfa egy éle; majd T

ezutdn mindegyik T elembll képeszziik a T
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€1 5000,€
i "=l palmagt. A képe-

utolsé lépésként képeszziik a T
szett halmazokat egyesitjiik, hozzdvéve az F  alapfdat, nyer-
tiik a G Usszes fdit.

Az eljérss 4ttekintését szolgalja a 4. dbra (4.
ébral. | |

Példaﬁént texintsﬁk a 2. 4brdn lathaté G grdifot.
Képezgiik 6835@5 foit a leirt clemtranszformfcids el jéris—
sal.

Vilasszuk az alapfit a kivetkezlubppen: ¥, = abg.

Hyilvén az (a,b,g) soro-

zat M-sorozat. El84llitanddk a kivetkezd fa-haluazolk:

1. T8, 70 gg 18

2 TQb, 788 g5 U8

3. Vgil a 1998,
l. lépés:

e u{FiF s{a,’qg§®{ap§, e € V (abg), e # a}

De: V,(abg) si'agqxdi, tehat a helyettesitheté o¢,e,f

és d élekkel. Azaz:
™ = {bog,heg,bfg,bdg%

™ {z;r‘ ={ang} © [ve}, e € Vylapg), e 4 b

De: Vylabg) = {bef], tehit b helyettesithetd ¢ és £ 6l-
lel igy:

- {aag,afgf.
Haaonlﬁképp beldthatd, nogy T8 el64llitdsshoz g helyette-
sithets d,e 65 f élekkel:

76 -§abd,abe,abff.
2. lépés

R P'@fbe] , eV, (F*)N T (abg) ,Fre 19, o £ b].

P



e e e e
' 1\ \ / R g o8 g el
o292 °10% f14%h. Tea'es 21%y  20%n. p a=3*%n=2 1°n=3'p-1  ne20%ne1
' ' p 0=3?°n=2%n.1
- Tea,m,en_B zL
\
I
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Tel’...'en_.a Tel....’e 5’9 wl Tea. ) e |

-

1519

4, 4bra
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78 négyelemii halmaz. A helyettesitéshes ssiksiges
vigatokat megkercsve:
vy (vag)= fabedf, vy (vegl=fbot], V,(vig)={aped] és
Az eldirt kizlsrisz-képzést végrehajtva az egyes
F?* f4kndl a megfeleld helyettesité élek lehetnek:
{begl-nél és {vfgl-nél ¢ (ives halmas) {begl-nél
és {bggg-nél ¢ éas £,

I1gy: .
i {ceg,efg,cdg,dgfg
Hasonl6képp nyerhetd ng és P08 halmaz is. Az ered-
mények: |
7%={bed,boe,bof} 6o phe, {acd ,aee,éof,adf,aef} :
3. lépés: \

7298, {7, 7 = Dfeg}F’ e o eV, (1) V (apg),e o g1

A szikséges vigatokat képezve, figyelembe véve a T’P 4 ele~
mét, nyerjik a megfeleld helyettesité Sleket a g helyéde.
4 helyettesitést is elvigezve nyerjik:

rabe feef,cdf}.
Végerednényben G Usszes fdinak T halmasdt
T ={F {UT ... uTahs

alakban nyerjiik. Az ercdanbny 24 fa, az (l.-4)-gyel egyezés-

bene _
(Megjegyesziik, hogy asz Ussses fik e méggzerreiegﬁr—
'00.’
ténd elbdllitdsndl meglehet, hogy valamelyik T 1 x

= #

az ires halmas).
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4, Lgy algebrai médszer

A G graf Osssges fdinak ¢s 2-fdinak igen elegédns,
algebrai elddllitasdat taldljuk Maxwell ¢és Cline egy dol-
gozatdban [4]. E médszert vdzlatosan isnertetem.

Tekintsiink egy G grdfot a Pj,...,F) pont szdmo-
zdssal (s az €laeeesCy élmegjeliléssel.

Definidljuk a iO,l% szdmhalnagban a kivetkesd

2" 88 "," miveleteket:

+ I ) 1 = 0 1
ol o 1 ol 0o o
1|1 o0 1] 0 1 {1.~10)

Az igy elbdllott strukturdt jelOljik S-sel.
Tovabbd az {el,...,eq} halmast eglszitseiilk ki egy
e, elemmel, ¢és az {eo,el,...,aqi halmagban értelmezziink
egy kommutativ és asszociativ szorsdst a kivetkezl kiki-
tésekkel:
egeey =€, (L =1,.00,0) (L.-11)
és e, legyen zéruseclem.
A rividség kedvéért e, helyett O-t fogunk irni.

brutdn tekintsiik az Sle ,€;,...,¢,] polinomgyii-

qQ
riit. Legyen tovibbd G* a G grdf egy réeszgrifja. Rendel-
Juik hozmzi a G?-hez az eldbbi polinomgyliri kivetiezd ele-

nét:

G' -_;i_ aiei (l.""12)
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1, ha az e; eldfordul a G’-ben
ahol a; =

O, kiilinben.
Az iires grdifhouz megdllapodds sserint a U-t ren-
del jilk hozud.
Vildgos, hogy as (L.~12) hoszérendelés a G Usa-

szes réssprifjai és az Slegye.s,e,] polinomgyiiri lined-

ris elemei kizitt egy-egy értelmﬁ? Lznért szokds a lines-
ris polinomokat a megfelell résszgrdf nevével is elldtni,
ill. a megfelell réssgrif jelével jelGini.

Igy pl. legyen A és B a G grdf pontjainak dissz-
Jjunkt halmaza ugy, hogy egyesitésiik az Usszes pontok hal-
mazdt adja, akkor az A és B Altal meghatirozott VAB V-
gat polinom-megfeleléjét (1.-12) szerint wigatpolinomnak
neversiik. Specidlisan, ha A& = {Pit, B = [P eee,y ),
Py 1re=esPpls @ Uy, réoperdf neve F; ceucevigat, vagy
rividen cagcsvagat, jele V?i, polinonmegfeleld je pedig
a csucsvdgat-polinom (i = 1,...,nl.

Tekintsiik moot az Sleyyess,e ) polinomgyiiri vi-

q
gatpolinom elemeinelt halmazdt: {VABl“t‘ Lrvényesck a ki~

vetkesd §llitdsok:

1. {YAB} a "+" miveletre nézve viges Abel csopor-
tot alkot, e osoport egysigeleme éppen av lres
grif polinommegfelell je.

2+ A vPi gsucsvigat-polinonok kisiil birmelyik (kii-
Lgnbie) (n-1) linedrisan figgetlen, 6s_a {v m%
strukturdnak egy mininglis generitorrendszere.
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Je é‘{YAB} struktura birsely minimdlis generitor—
rendszerének tagszorzata invaridns. Bz utdbbi
az (l.=11) kikbtésekbil kivetkezik.

lgeknek az allitdsolmak birtokdban a grifelmélet
elemeit felhaszndlva, bebizonyithatd a kivetkend

ladol. Détel, m{ ¥} strukturdnak afvigl egy

E tétel ¢és az ellbbi 4llitdsok alkalmazdsdval a
G grif Usszes fdit a kivetkezlképpen dllithat juk eld:
Képezsilk a G grif(n-l)kiilénboz6 csucsvigatit, és vesssziik
a nmegfeleld esucsvigat-polinomokat. Lzeket Usszeszorozzuk
a polinomszorzds szabdilyal szerint, figyelembe vive
(Lo~1l1l)-et. Majd az egyncmi tagokat Gsszevonjuk az (1.-10)
miiveleti tibla alkalmazdsival. A megmaradt tagok éppen a
G Usszes fait reprezentiljdk a kimondett tétel drtelmében,

L médszer kiUnnyen kiterjessthetd olyan 2-fdk eld-
dllitdsdra, amelyck két eldre megadott pontot kiilon kom—
ponenseikben tartalmasnak. A kiterjeszthetéshez a kivet-
kezlket kell megmutatni;

Szemel jik ki a G graf P11 és Pi kiilonbig6 pont-
jait. Akkor a G graf 2-fdinak {Fiviz} halma~
za megegyezik annak a G grifnak Usszes fa halmaszdval, a-
melyet G-bCl ugy nyeriink, hogy a Pil és P12 pontokat egyet—
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len pontnak tekintjilkk. Igy pl. a 2. 4dbrdn levé G graf

Fg 4 kett6fa halmaza megegyezik az 5. dbrdn ldthaté
’
G graf fa halmazdgval (5. dbra).

5. dbra

Nyilvénvalban, ha G grdf n pontu volt, akkor G
gréf n-l pontu. Tov4bb4 az is igaz, hogy G gréfnak

VP - p. ©sucsvdgatpolinomja:

i, " i,
V = V + V
P, = P P p.
i, i, 1 i,
Tehdt a{F?l i2§ kett6f4k felkutatssshoz alkalmaze
]

ni kell a koribbi eljdrsst a G grifra,
Példaként tekintsiik a 2. gbrdn lithaté G grafot.
Allitsuk elé az Usszes f4it.

Alkalmas csocsvdgat—polinomok:
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Vp = brosf Vp = avo+g s Vp = dverfsg
2 3 4
bgek sszorszata:
vPa’vPB.sza (dve+f+g ) (arerg ) (bec+f)

A sgorzdst rié.wletssen elvipgesve 36 tagot kapunk.
Kihagyva a négyuzctes tényezlt tartaluazd tagokat, majd

‘az egynemieket Usszevonva, nyerjik:

VP4‘VP3‘VP2' abd+abe+abf+abg+bed+bee+bef+bog+bdgrbags
+bfpgsacdrace+acf+acgredg+cegrad fracf+alg+
+odf+cef+ifgrefyg .

A 24 tag Gppen 24 f4t reprezentil, egyezésben
az (l.=4)=gyel.
~ Tovébbi példakéut dllitsuk el¢ a G graf F5 ,
2=-fiit. Irhat juk: '

, ®
Tehdt: ‘
?PL.VPE = (a+bedve).(b+o+f) = ab+bd+betac+bosodroe+
+af+bf+df+ref
Usszeg reprezentilja a G graf kivant 2-f4it (lded
(Le=7)1). |
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2 §. UJ MODSZER EGY GRAF k-FiINAK ELOALLITASARA

E paragrafusban megadok egy, az eddigi el jarisok-
tél kiilonbizb, 6s flggetlen eljdrdst, amelynck alkalmazd-
sdval egy grif k-fdit el€ tudjuk dllitani. 4 médszer olyan
k-fak eléillitdsdra lesz alkalmas, amely ellre megadott
Pil,...,Pik pontokat kiilén komponensekben tartalmda. Spe—
cidlis esetben (k=1) az eljiris a grdif Ussszes f4it meg-
ad ja. A tirgyalds egysscres éli és hurokmentes grifokra
vonatkozik, de egy kevés kieglszitissel alkalmashatdé tibb-
szbris 6li grifokra is. Ez az uj aljdrée lényegében viéve
Ore egy kimismert tételdn alapul, ugy, hogy az eljdirdst

elneveghetnénik "Ore tételén alapuld médszernek®.
-

Legyen U egy n x n matrix a kivetkezd tulajdonsdi-
gokkal:
1) ¥ bdrmely eleme O vagy 1
2) M bdrmely sorgban legaldbb egy l-es vane.
Teljesitse M, {ahol 1§ 4,2 ese<i, € n)
il,.c.ik . l k
n X n tipusu mitrix az aldbbi feltiteleket:
1%) Mix,...,ik ijuedik sordban mindeniitt O van
(J = l,o.q,k)j A
$ g Z Z )
2*) la 1 €4 €n, 68 i# iy akkor ﬁixa"-nig , -

edik soréban n-l darab O és pontosan egy l-es van,



-5

3*) Ha Hil oiy valanely helyén l-es van, ak-
,'.‘.
kor M megfelelld helyfén is l-es van.
edoio iA ] s A . - ;
2.1.1. Definicid. lia ﬂil*""ik teljesiti az
1*), 2*) és 3*) feltételeket, akkor azt_mondjuk, hogy
ag U pdtrixpak (i),...,i, J-egysze-

88 By ety
rigitettje.
Tegye et az M . ’
egyen eleget az T pétrix az 17 ) és 2%)

tula jdonsigoknak. Rendel jiik hozzd Hil!""‘k ~102 a8 ki-
vetkesl 2xn méreti o (Mg 3 ) matrixot:
1,.000’ k

a(mil’..’,ik) fels§ sorgban rendre aw 1,2,...,n
szdamok dllnak, alebé soriban valamely i-edik uelyén
(i # iy9eeeyiy) an a‘j aszdm 4ll, amelyre az ﬁil""'ik
nétrix i-edik sordnak és j-edik oszlopdnak metszésében
l-es taldlhaté. A "3 " hozzdrendelés egy-egy értelmil
kaposolatot létesit egyfelSl az Usszes 1?) 8s 2?) tulaj-
donséggél rendelikezé nxn-es mdtrixok, misfeltl az Usszes
olyan 2xn méreti mitrixok kizitt, amelyekben

1) a felsé sorban rendre 1,2,...,n szinok dllnak,

2") az alsé sor mindegyik eleme a 0,1,2,40.,0
szomok egyike,

3") az alsé sorban pontosan k helyen 411 0.

24

A tovdbbiakban irdnyitatlan grifok is, 6s irdnyi-
tott grifok is fel fognai lépni, lurkokat dltaldban nem
engediink meg, kivéve, ha hatdrogottan utalunk hurok léte-—
zésire. Tovdbbs az irdnyitatlan grifokat egyszeres éliiek-

nek tételessiik fel. Az irdnyitatlan é1 és az (ugyanazon



pontokat Usszekitf) egymassal ellentétesen irdnyitott
Elpdr kUzitt nen teszink killtnbséget.

Rendel jiik hozzd @ Py,Poyees,’ szdnozott ponto-
kat tartalmaszé G iranyitott grifhos ast a/p(G) nxn ti-
pusu ndtrixot, amelyben az i-edik sor és a j-edik oszlop
metszéetben l-es 4ll, ha létesik a G-ben a(PtPJ)él, és
0 411, ha ninos(PﬂPJ)él a G-ben. 4 /A(G) mitrixot a G
ad jacenc: trixdnak nevezusik,

Eszrevesssiik, hogy a 6 —> #4G) hoszérendells
egy—-egy Crtelnli kapcsolatot létesit a Plyees, ), sadmo-
zott pontokkal rendeliesd (esetleg hurkot is tartaliasé)
Usszes grafok, s a 0,1 elemekkel rendelkezd Usszes nxn
tipusu mdtrixok kisitt. Hurokmentes grdif adjacencia
nétrixdban a f04tléban esupa U 4ll. Irdnyitatlan graf
ad jacencia mditrixa ssimnetrikus a féitléra nlsve.

Ore azerint {73, IB]. [3] érvényes a kivetkesl

24241, gtolg bgy i égxito;t vépes gggf, anely-
ten hurkok is lahetngg,"“gggg gg_gggg ggkﬂ glyan tulaj-—

irgnyito g ¢l _indul, ga a_grof vangg_gx; dsegefipgegl kom-

(an ely hurok is lchet),

(b) 3a_komponens_egyetlen kirén asm Gl gg giklikus
irdnyitdsuak,

(e) a_komponengelk kirSn kiviili ¢lci a kir felé
vannak irdinyitvae.
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2.2.2. Vefinicid. Egy irdnyitatlan, hurokmentes
grifot dltalinositott fonak nevesink, ha minden ... kowm-—

ponense legfeljebb egy kirt tartalvaz, Specidlisan a

k-fdk egyben 4dltaldnogitott fuk is.

legdallapodunk abban, hogy ha G egy irdnyitott
grif, ugy v(G) jeltlje ast as irdnyitutlan grifot, a—
melyben pontosan azok a pontpdrok vannak Osszekitve 6l-
lel, mint amelyek G-ben.

Végil a tirgyalds sordn a G graf valamely rész-
grif jén olyan grifot értink, amely tartalmazza a G Usz-
szes pontjit, és ¢leinek némelyikét. A réssfa fogalmdt
is ennek megfelell értclemben fogjuk hasznilni. (Azaz
részgrifon a bevezetlsben megfogalmazott "ssziikebb Grte—

lenben vett részgrifot® értjik.)
e

Tekintsink egy G irdnyitatlan, egyszeres ¢lii,
hurokmentes ¢és izoldlt ponttal nem rendelkezl grifot,
amelynek pontjaita Py,ess,P ~ nel szamostuk. (n = 1).
Legyen il = (G). Rigzitelik az i),i5,0.0,i, szdmokat
(L£3, < ip4ees<iy € nl. Dzutin fussa be Eil""ik
az M mitrix Gsszes (i;,...,i)-egyssecrisitettjeit.

2.3.1. Tétel, Ag FE .-v{/zl(m )) grafok

X i
1’...’ k
mindegyike eleget tesz az aldbbi ot 4llitdsnak:

(a) ¥ péomgrifia G-nek,
(B) ™ gltaldnositott fa,

(c) F¥-nak a Pii-t tartalmaz$_Usszes komponense
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fa; P; esetleg isolalt pont (j = 1,...,kl,
(D) M-nak'a P; -b6l kulunbuzd egyik pontja_sew
izoldlt (j = 1,eeeyk)e
(8) F¥-pak_tetszélezes _komponensiben legfel jebb
egy P; pont sszerepel (J = l,...,k).

J
Yorditva: lla_egy F* graf teljesiti az (4), (B),
(c), (D) gs (E) feltiteleket, akkor TX legaldibb_egyfile
4 : -1
: ~bd 1 ))
addop eldgll valemolyik My . o -BOLVWMg .
alakban,
Bigonyitds:
legyen mil"”'ik az H s/u(i’ egy (il,..‘,ik)-
egyszorisitettje. Triviglis, hogy F a'f(/u (mil"“!ik))

a G-nek részgrifja.

Képcuzik azt a Hi i
l’...’ k
i ~b6l ugy 4ll eld, hogy minden i.-edik sora i.-
il,.."ik j j
edik helyére a O hclyett l-est irunk (j = l,...,kl. Igy

mdtrixot, amely

-1 T ,
a M (Mil""’ik) olyan irdnyitott grdf, amelynek minden
pont jabdl egyetlen €1 irdnyul kifelé. OUre tételét alkal-

mazva “l(m ) minden komponense pontosan egy
g 1 i

’...’

kort (ill. hurkot) tartaluaz. Visszatérvejﬁfl(ﬁi Jn

g——
A l'...’ k
rél ”l(ﬂi J-ra, el kell hagynunk az eldbbibll
/“ l'toc’ik
éppen k szdmu hurkot, tchat v ( l(u )) valéban
/' il, """'k
dltaldnositott fa. liivel pedig a hurkokat éppen a Py
pontb6l hagytuk el, ssiksdgképpen (C) is teljesiil (j=l,eee,k).
Legyen P £ P; tetszileges pont G-ben. Tekintsiik e

pontot adﬂflfﬁ{ )-ban, Sziikségképp P egy olyan kom—

l’...’ik
ponensben van, amelyik vagy kirt, vagy hurkot tartalnaz.

la e tekintett komponens kirt tartalmaz, ugy e kor létesik
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-] 3
a *Eﬂ- (ﬁil’...’ik))~ban is, tchdt P nem izoldlt. Ha
viszont a szébanforgdé komponens hurkot tartalmasz, akkor
P valamelyik P; -vel Usszefigg, s ez as ossuzefiggés a
v { o tu, )-ban is fenndll., Tehst valéban fenn-
./'L 11'...'1k
a1l (p),
- il "‘1 s
Mivel pedig minden P; ~re a M (Milt'.g’ik)-ban
hurok illeszkedik, ismét Ore tételére hivatkozva F
egyetlen komponense gsem tartalmaghat egynél tobb Pij
pontot.
A tétel megforditdsdnak bizonyitdsdhoz tegyiik
fel most mar, hogy F* teljesiti az (&), (B), (c), (),
(E) feltételek mindegyikét. lMost F¥ hoz megadunk egy o-—
’
lyan = irdnyitott grifot, amelyre egyrésst Fia v (7€)
. " " k* . '
teljesiil, maarésztv/L(F ) megegyezik valamely Mil"“ 1"
val.

Vezessiink be az Fk

komponenseiben egy irdnyitdst
az aldbbi szabdilyok sgerint: Ha a komponens tartalmasza
valamelyik Pij—t (3 = L,0ee,k), tehdt a komponens ((C) mi-
att) fa, annak éleit irdnyitsuk Pij felé (feltéve, ha

P; nem izoldlt pont). Hla @ komponens tartalmaz kirt,

ugy annak ¢leit irdnyitsuk eiklikusan, a tiébbi élet a kir
felé. Ha pedig a komponecns nem tartalmazza sem valamelyik
P; -t, sem kirt, ugy (D) teljesiilése miatt legaldbb egy
élet tartalmaz. Legyen e a komponens egy (tetszGleges)
¢le. Host vegylink fel g helyett két, ellentétesen irdnyi-
tott élet, a komponens tobbi 616t pedig (ha ilyen van)
irdnyitsuk az igy keletkeszett kir felé. Igy nyertiink egy
F*" irdnyitott grifot, amelyre trividlisan teljesiil:
V{rt"'; « K,
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Tekintsik esutdn ast as FX irdnyitott grafot,
anely F&'-b61 ugy adédik, hogy minden P; pontban felve-
swink egy hurkot. Igy FK"—re teljesiil Ore tétele. Lzt
azt jelenti, hquda(Fk") minden sora pontosan egy l-est
tartalmaz. ¥ —r6l a hurkok torlésével visszatérhetiink
FK’-re; ez azt jelenti, hogx/u(Fk") minden 1j sordban az
L helyett O-t irva éppen u (FS )t nyertik. De akkor
/u(Fk') éppen a u(G) egy (i;,...,i, ) egysserisitettje,
azaz./tiFk’} B Hil""* s anivel a biszonyitdst befejez-

tiik.

i

A bizonyitdsbél az is kideriil, hogy adott F-hoz
dltaldban tibb olyan My " iy szerkeszthetd, amelyre
OOO’
L, 5 Ve A tibbértelnd sper-
l,‘.., k

érvinyes: = v Qﬂ
kesmthetlslg asz F olyan komponenseinek tUbbféle iranyit-
hatésdgabél adddik, amelyikben kiér van, illetve anelyik
komponens egyik P; pontot sem tartalmagza (ellentétesen
irinyitott ¢ 61 megvalaszidsal).

lleg jegyezziik, hogy a tételben szereplé 7€ s1ta-
ldnoéitott fik komponenseinek sszdma legaldbb k, éleinek
széma legfel jebb (n-k).

A komponensekre tett megjegyzis kivetkezik a (C)
tulajdonsdgbél. Az élekre tett megjegyzés viszont onnan
ad6dik, hogy T irdnyitott Gleinek sudma pontosan (n-k).
Akkor a ", " hozzdrendelésbll kivetkeszik, hsgy'v(Fk')
6leinek szdma nem lehet nagyobb (n-kJ-nsl.

A 2.3.1. tételben szerepld G graftél asért kell
megkivdnnunk az izoldlt pont mentessiget, hogy tetszlleges
i1)seeesdy roguitése esetén létessék az (i),...,ilegysne-
risitett, £ feltétclen lehet enyhiteni, hé az (il""’ik)°



egyszerisitett fogalmdt olyan il mitrixra is kiterjesazt-
jlik, amelynek csupa O elembll 4110 sora is van. Ilyen
esetben meg kell kivanni, hogy a csupa O elembdl 4116
sorok szdma legfel jebb k lehet, 88 a rigzitett l1seeeriy
szimok kizitt az ilyen sorok sorindexe wind szerepeljen.
A 2.3,1. tételben sserepls F* 4ltalsnositott fa,
mint alhogyan arra a bizonyitds befejezfse utdn mir rdmu-
tattunk, dltaldban tUbb Hil,...,i ~bél elddll
'Vgp.l(mi "“'ik)) alakban. Ha agonban még az is igas,
hogy az T dltaldnositott fa a G grifnak egy k-fdja, ak-
kor az elldllitds egyCrtelmii. Pontosabban, érvinyes a ko-

vetkesd

243420 T6tel. Ha G egysserecs ¢li, hurok— s igo-
l4lt_pont méntes irgnyitatlan grif a Piyees, Py szdmozott
pontokkal, és Pil"“’ i a i Eilonbigd pontjai (1 6-114
'40-'4 F G
i, €n), valamint 1) yeenydy & gréifnak olyan
k-faja, awelynek mindegyik komponensére a Plj pontokbdl
(J = lyeee,k), akkor az

i a/u(G)-neK pontosan CLY O xg& nj‘lt"'éik (11.1"’1K)-
egysuerisitett je van, amelyre érvinyes F s'i{/: (Mil i -3
"." k

Bizon, :

Az exisztencia bizmonyitdsihoz elegendl arra hivat—
kozni, hogy Fﬁl"“’i teljesiti az 1. tétel (&), (B), (C),
(D) 6és (E) feltételeit. Akkor az l. tétel megfordltasa ép—
pen ag exisstenciit bistositja.

Az egyértelmiséy beldtdsdihoz feltehetl, hogy k < n.

A tovdbbiakban tegyilik fel, hogy Fk
il’...'ik
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-1...(2) (1) ned Me g—
=y Gty ), anol o TN L, et T

mutatjuk, hogy ez lehetetlen.

A feltevés folytdn létezik olyan j # ij,e.. iy,
(1)

(i = 1,e0.,n), hogy M j-edik sordban az I;-edik,

( il,...’ik
12) i j=-edik sorsban pedig az 1 —dik elem az l-es,
1’000, k
ahol 1, # 1, (fl,(z =1l,...,n). Ez azt jelenti, hogy Py
Py és PI az FE . =nak ugyanahhoz a komponenséhez
1 11’...’1K
tartoznak‘ Tartozzék ehhez a komponenshez a Pi kiszemelt
=Ly (1)
pont (m = 1,...,k). Akkor s (Mll""’lk)-ban P b6l Pi

(2)

e -1
be Ptl~en keresztil Y (Mil""’ik

)-ban pedig Pjnbﬁl Pi
m

be Plz—én keresztiil (iranyitott) ut vezet. Ez azt jelenti,

hogy &

i i egyik komponensében P.~bll P; -be két kiilon-
l’...’ K

J *m
bozé ut vezet, ami ellentmond annak, hogy FE

K"f( L]
ll,o-o’ik -

Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.

A 2.,3.2., tétel G-re vonatkozé feltétclét a 2.3,1.
tétel utdn elmondottakhoz hasonldéan lehetne enyhiteni.
Igy nyernénk, hogy a G graf izoldlt pontjainak szdma leg—
feljebb k lehet, ¢s az i;,...,1i, rogzitett szdmok ugy vé-
laszthaddk, hogy kiztiik legyen G Gsszes iz0l4lt pontjédnak
indexe.

k = 1 esetben a 2.3.1. és a 2.3.2. tételek egy—egy
specidlis esetét nyerjik. E specidlis eseteket kiilon is
megfogalmazzuk a késdbbi alkalmazds kedvéért:

2.3.3, Tétel. Legyen G egy irdnyitatlan, egyszeres

é¢li, hurokmentes &s_ Usszefiiggé griaf, a Pisees P pont szd-

mozdssal, tovdbbs M = w(G). Rogzitsik_az i szdmot (14ifn),

Ezutén fussa be M; az N matrix Usszes i-egyszeriisitettjeit.
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&&&ﬁvayﬂmy)&ﬁﬁﬂwﬂagagwﬁiﬁaa
aldbbi nfzy dllitigsnak:

(4) ¥ réeggréfja G-nei,

(B) F gltaldngsitott fa,

(C) Fenek a Py=

inag

. o et =

PRge fa‘ Pi

egetleg izoldlt pont, &g
(D) P-nek a P,~t8l KUlOnbUzd_egyik ponkja sem izo-
lalt,
2,3.4. Tétel. Ha G egyszeres ¢lii, hurokmentes,
Segzefipgb és irdnyitatlan grif a Pj,e.e,P), ssdmozobt pon-

tokkal, és P; a G graf egy rugeitett pontja (i = l,e..,nl,

valanint ¥ @ G graf epy foja, akkoer ag H = wlGl-nek ponto-

san_egy olyan My i-ggyszerisitettjc van, aumelyre érvinyes:
-1

4.

A 203424 tétel fipyelembe vételével a G graf Usszes

r¥ k-£4it uzy kivinjuk elé4llitani, hogy kipesmsik

11’ *ee ’ik
a ulG) mitrix usszes lehetsiges (i),...,i, J-egyszerisitett-

jeit. bzek kizitt as Ussves k-fit elddllitd Kilt"'*ik egy—-
szeriisitettek eldéfordulnak, wégpedig egyszeres példinysedn-
male A G grif k-fdi mellett ternészetesen fellépnek a 2.35.1.
tétel (a), (B), (C), (D) és (E) feltételeinek eleget tevd
egyéhb Fx dltaldénositott fdk ia; A tovébbiakban megadunk egy
olyan eljirist, amelynek alkalmaszdsival az (11,...,iklegy-
szerisitettekbll kivdlogathatlk asz Ffl""’ik ‘]’Sﬁrl(g&o«uﬁg’
egyenletnek eleget tevl (i),...,i, J-egyszeriisitettek. Az el-
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jérds lefolytatdsdhoz segitsiégil vesssziik a/u(G)-nek
(i} yeeeyiyJ-egysverisitettjeihes rendelt d m"l'"'*k)
métrixokat.

Jeldljiik a tekintett k-fik halmasit ir‘;‘ i 4
val, a/u(G) obtrix (i),...,1 J-egyoserisitett jeinek halma-
zét imi g | —vale & 2 §.l. pontjéban wmir megjegyes—

l’...’ k
tiik, heogy minden uil"“'ik métrixhoz egyetlen
S (1 i ) 2 x n néreti mitrix tartosik. lgy, a
I"OQ' K

igil,...,ikl halmaz kilesinisen egyfértelmi médon leképez~

hetl a i%(ui i )} halmazra. Végereduinyben a 2.3.2.
jamre iy ,

tétel sserint az ing.”’

médon leképezhets a {é (Mip"'vik)g egy riésshalmasdra. A

tov4bbiakban megadunk egy eljirdst a {é(mip""ik)i

halmaz elemeire, amelynek segitslgével kivilogathaték aszok

iKS halmaz egy-egy értelmii

) . ! pk —
a oluy "“’ik’ elemek, amelyex az 1) peensiy

—> é(mi "‘"‘*ik’ leképezésben szerepelnek. A kivdloga-
tott O (i,
l’.“,

Y K 4
reprezentil jék, mégpedig az Fil"“’ik -y (/u_

) elemek éppen az I": k~fdkat
1..".’%
By
médon.

Tekintsiink egy 3(5&&"“’ ) métrixot.

24441, Definicid, Legyen ¢ (x) ag {1,+..,n] véges
halmagon ¢rtelmesett egyviltozds fiuggviny, < (i) jelentse
éppen a o mix»“"*n{ mitrix udsodik sorduak i-edik ele-
mét (1L €41 €n). A@(x) figavényt a MM‘H'“-‘E) ngtrix-
hogs_rendelt flipgvénynek neveszzik,

Szemeljilk ki ezutdn a Ol 3 ) matrix felsé
sordnak egy (tetszlleges) i-edik elenét (L £41 € nl. Az i-

edik elembll kiindulva képezsziik a kbvetkezd sorozatot:
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i, @li), plelil), plelelilll,...

A kivetkezd esetek lehetsigesek: .

l. A sorozat kipzise viges sok lépés utdén wmegszakad.
Ez akizor és csak akkor kivetiesik be, ha a sorogat valame-
lyik tagja 0. (Ugyanie @(0) nincs értelmesvel. Tovibbd a
sorozat tagjainak szdma legfel jebb ne

2. A sorozat képzlése vig nélkiil folytathaté. Ebben
az esethen & sorozat egy olyan tagjdhoz jutunk el, amely
mir a kordbban képmett tagok kimUtt sserepelt. 4 legelsd
ismétlddé tagtdél kezdve a sorozat tovdbbi tagjai is rendre
ismétlddnek ("szakaszos isnétlédés"). Vildgos, hogy az el-
s6 isnétlldl sorozat tag tagssdma legfeljebb n.

24442+ Definicid, 4 O (Miv"-"x) ndtrixon vég-
rehajtott, a fels§ sora i-edik elemén kegdett (i = 1,ee.,n)
giklusvizsgilaton agz

i, plil, plelil), plelelil))e.e  (Bo-1)

gorogzat képzését nevegsziik, ahol ¥(x) a 3(!&11’“"1k) ngt-
rixhogz rendelt figrvény. 4 ciklusvizsgilatot viges kimepe-
telinek nevemsiik, ha a (2.-1) gorogat véges; ellenkesd
esetben a ciklusvissgilat nem vépges kimepeteliis

A koribbi megjegyszlsekbll kivetkesik, hogy "viges”
ill. "nenm véges kimeneteli ciklusvizsgdilat®™ dintéshez a
(2.~1) soroszatnak legfeljebb az clsé n tagjdt kell elédlli-

tani.

2.4.3, Definicié, A 5(“11,...,1," pdtrixon végre—
hajtott teljes eilklusvissgilaton a eiklusvizsgdlatok olyan
sorozatit értjik, amelyek rendre a mitrix felel sorinak




viges Kimegctmlg‘ _
Annak eldintéséhesn tehdt, hogy a 5‘“11,...,1k’

métrixon végrehajtott teljes ciklusvizsgilat véges kime-
netelii-e, mind az n ciklusvissgdilatot el kell végezni.
Nem véges kimeneteli teljes ciklusvinggilatot elég addig
folytatni, auig taldlunk egy nenm viges kimeneteli ciklus—
vizsgdlatot. Végereduényben tehdit "végea" ill. "nenm véges
kinencteli teljes ciklusvizsgilat®™ dontéshesz legfcel jebb

nz sorocat-tagot kell Lépeszniinik.

2e441. Téiel, Legyen G ggyszeres §lu irdayitatlan
Gr4L 8 Plseeey?y pontolsale FY . @ G graf olyan k-f4-
das auely ap ij,ees,i, indexi pontokbll komponengeuking
po. . bmatals yaloaint Lil"“’ik a‘/L(G) esy
(il.-uo.ik’—9&1§§.£g§1*g5Lis;*5559£.éﬁ..§§&_ez;2£

A4
b e
i}-"‘.’ik - v(/" (uil,.OG.i )) M— S(Hilgtoo.ik’ g
végrehajtott teljes cikglusvissgdlat viges kimeneoteli,
Bisogxit'is:
). ‘ L 3 K3
Legyen T*x"°*'ia = vsn (uixf'°'r1x, A 2.3.2

tétel szerint egyetlen olyan 5%11 4, Van, amely as ellb-
’...’ k

bi egyenletet kiclégiti. Tovdbbd a Ve I(Mi i }
jreeeedy,

ey olyan irdnyitott grdf, aselynek a P"‘}.' i pontjait

) seegdy

kivéve, minden pontjibll egyetlen kifeld irdnyitott éle,

és pontosan k kouponense van. Vegyiink fel a Py '""P‘k
o

pontokbun egy-egy hurket. Az igy ayert iranyitott grifot

jelvljuk F¥’—vel, F*'-pe Ore tételét alkalmasva nyerjik,

hogy minden komponensében az élek a komponensben l6v0 Py
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s ‘ -1
felé irdnyitottak. De akkor a u ‘ﬁil.---:ik’ icomponen—
seiben szerepld élekre hasonld igas.

Hajtsunk végre a o (nil ) métrixon teljes

Ligeee,yi
] e
ciklusvizsgdlatot. Vegyiik ésare, hogy a S(Mil"_..iklnn
végrehajtogt, ar. i-edik elemmel kezdett ciklusvizsgilat
, -1 ) £ wvap
éppen azt jelenti, hogy a u ‘nil”"'ik, irdnyitott graf
Py-dik pont jdbél az irdnyitdsnak megfeleldéen ¢élek mentén
haladva a graf egyéb pontjai "felé haladunk®. lids sezéval
a eciklusvizsgdilat éppen a Py-bll kiindulé irinyitott utat
hatiroz meg. Trividlis, hogy ez az irdnyitott ut éppen va~-
lamelyik P; ~ben végzbdike (J = lyeee,kle De a
slu ) métrixban a 2 S.l.pont 3" tulajdonsiga foly-
11,'00«,1‘;
tin az aleé sor minden i,-edik eleme O 3 » bpunengkie
Sziikséoképpen a a(mil....,zkan végrehajtott teljes eikius—
vizsgdlat véges kimenetelii.
Lzutdn tegyiik fel, hogy S(y g J=n végrehaj-
1,’000, k
tott teljes ciklusvissgdlat viges kimenetelii. Akkor a cik-
lusvizsgilatrél tett elébbi megjegysés folytén a
/“~1£M11,..-,1k) irdnyitott graf nen tartalmaszhat (irsnyi-
tott) kbrt. Még inkdbb Srvinyes, hogy v =L (u i)
‘1 /* 11"‘.'1k
kbornentes graf. b u ‘Mix"'~s1x, gref irdnyitott Cleinek
b =Ly :
széne pontosan n-ke Tovd §:1 #
ponto ovabbad > { 1&""’1ki irényitott
kirmentessége folytdin minden két kiilonbisé pontja kozott
egyetlen irdnyitott &1 léteshet couk. BbbOL kivetkewik,
- )
v . ; "
hogy eﬂ {Mil""ﬁik}’ éleinek szdima is pontosan nek. A
bevesetis 8. tétele érteludben ¥ ( ‘ltﬁi )) ssiik-
o 10'00aix _
ségképpen a G grif egy Fﬁlf"'*ik k-fé ja. Bzzel a bizonyi-
tist befejentike.

A 2 §el-4, pontjiban elmondottak alapjén nyerjik a



G grif Ossses olyan k-IZ LAlitdsg
ritoust, amelyek az eldre kiszemelt Pil,,;;;Pik pontokat
kiilon komponensecilkben tartalmazzék (k £ ni:

1. Képesziik a G adjagencia mitrixdli,

11, EbbSl elddllitjuk az Gsswes lehetséges

g'ili"’tik ‘11,.0.,11(}-'egsaeriiSitetteket'
11le Az My, ogysserisitettekbSl dttérink a
’.. .»’ K
megfclcld 5(H‘1"”'ik) mé.trixokra,
1V. Bz utébbiakon teljes ciklusvizsgdlatot hajtunk
végre., Viges kimenetelil tel jes eiklusvizsgilat esetén a

3} alakban fellel-

2 ”l
k tt k-fakat v M
erese dwat éppen 9¢ ( S grwsgly

tike
llegjegyeruiik, hogy ha a G grifnak new létezik a
feltételeknek megfeleld k-faja, ugy ez az algoritmus 1l.
16p6sénél kideriil. Az elmondottakbdl as is Litszik, hogy
a k-fdk ilyen elddllitésa egy k-fiat csak egyetlen példdny-
ban ad meg. Tehdt az eljdrdis mentes a tobbpéldinyu elddl-
litdastél. .
k= 1 esetiben az algoritmus &ppen a G grif Ussues
fadjit szolgiltat ja. llost az ellre kiszemelt pont a G graf
akdrnmelyik pontja lehet, Ldtjuk tehat, hogy a ¢ graf fa
elédllitisa az ismertetett algoritmussal pontosan n féle-
képpen tirténiet. Termdszetesen az elf4llitott fik minden
esetben ugyanazok. Bz a kﬁrﬁlmény médot nyujt arra, hogy
a tobbféle elddllitdisi lehetdalgbll a éuémitésteohnikailag
legmegfelelébbet vdlasssuk. Erre a kérdSsre a kivetkesd
pontban nég visspatiriink.
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A G graf k—f&idga"gé?ni?k‘@. pontjdban ismertetett
médeserdhes még néhdny szimitdstechnikai és egy elvi meg-
jegyatst tessziink,

Szémitdstechnikai szempontbdl rendkivill fontos,
hogy az algoritmus I, II és 111, lépdését Usssevonhat juk.
Tekintsiik ugyanis a G gréf/u(G) ad jacencia nitrixdit, Eb-
bll képeseik a kivetkez§ M; ugynevesett genergld mit-
rixot. |

24541. Definicid, M, legyen nxn mitrix, elemei a
Oyly.00yn gzdmok, a kivetkepliéppen definidlt:

1) ahol az adjacencia pgtrixnak U as eleme, ot
legyen N, megfelell eleme is O,

i3 :H:

az M, megfeleld eleme ngxag éppen_a _szdban~
forgé_ 1 elem adjagencia métrix-beli osslop-
Ezutin egy Hil""'ik egyszerisitettnek megfeleld
6(Mi1,...,1k) métrix alsé sordt (a™hasznos informgcidt
tartalmazé sorvektort™) kisvetleniil eld tudjuk dllitani
lip=bll a kUvetkezl mbédon: vilassgunk ki az lf; minden sord-
b1 rondre egy-egy clemet ugy, hogy
1*) ha a j sorindex (J = lyeeeyn) @2 i1,000,di,
szanok egyikével sem egyesik meg, ugy a kivdlasztott elem
O-t6l kiildnbizulk,
2*) ha pedig a j sorindex as i;,eee,i, osinok vala-
‘melyike, ugy a kivilasstott elem U legyen (a G hurokmentes!),
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Az igy képesett sorvektor;; a teljes ciklusvisg—
gelat értelenszerien kbzvetlenil is végreha jthaté.

Sgémitdstechnikailag a teljes ciklusvizsgdlat is
sok esetben egysseriisithetlé. Ugyanis beldthaté, hogy a
teljes ciklusvirvsgdlat kimenetele nem viltozik, ha az e-
gyes eciklusvizsgalatok sordn agokbdl az elemekbll nem in-
ditunk aikluaviésgalatot, nelyek a kordbbi e¢iklusvissgdla~
tok sordn mar eldfordultalg. ,

A G grif féinak eldllitdsandl (k = 1 eset) gyakor-
latilag cllsmerii azt a P; pontot rigmiteni, amely i-re az
Mg generdlo mitrix i-edik sora a legtibb nem O elemet tar-
tulmazza. Ebben as esetben beldthatd, hogy lg~bll képesve
a b(ﬂil alsé sordt, e sorvektor sszilkségképpor tartalmaz az
M, i-edik osszlopdbél vilasztott elemet. {(Ellenkesd esetben
ugyanis a &(if; } watrixon végrehajtott ciklusvissgilat nem
lehet véges kimenetelii.)

Elvileg lényeges a kivetkezl megjegyzls: e leirt
eljirds alkalmas tObbsziris 61U G grif k-fdinak ell4llitd-
8dra is. Ilyen esetben pl. ugy jdrhatunk el, hogy a tobb-
ssirts Gleket "egy Glnek tekintjik". Az igy kapott G? graf
k-fdit mdr ismert mdédon elddllitjuk. El641llitds utun, aszok-
b6l a fikbél, amelyek az "egy ¢élnek tekintett™ &Slet tar-
talmazedk, killon nyerhetjiik a G f4it, a tobbssiris élek
figyelenbe vétciével.

Példaként 4llitsuk elé a 2. dbra G grifjdnak Ussues
fait, A tUbbezirts Glet egynek tekintve nyerjik a 6, 4brdn
lathaté G* grafot (6. dbral. Lrvinyes
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P
P 4
G’ gréf P (PB,P4) "tbbbszdr'ds él"
%
6. dbra
g 3') 3} 0 2 3 4
Migr) =] 1 0 1 1 8 Mg, |1 O 2 4 (2.0
i 32 O 3} 1 2 0 4
i 1 1 ¢ 1 2 3 O

lost bdrmelyik pont riogzithetd, szdamitdstechnikai-
leg kizdmbis. Legyen a riogzitett pont pl. P,, akkor a le-

hetséges (M4) mgtrixok alsé sorvektorai:

(21407, (2340), (2410), (24201, (2440}, (3140), (3340}, (34407,
(3420), (3440), (4110), (4120), (4310), (4310), (43267, (4340),
(4410), (4420) és (4440).

A (2.-2) felirdsénsl eleve elhagytuk azokat a sor=—
vektorokat, melyek a 4 szdamot nem tartalmazzdk, és az "egy-
nek tekintett" éleket reprezentilé szimokat aldhuztuk. (Ilye-
nek a 4 az elsé helyen)

Elvégezve (2.~3) minden megfele 1§ 5(M4) m& trixdn
a teljes ciklusvizsgdlatot, ldthaté, hogy 3 esetben a tel-

y.

#



jes ciklusvizsgalat nem véges kimenetelii., A megfeleld
sorvektorokat (2;~3)-ban dthuztuk. A megmaradt sorvekto-
rok szama 16. De minden aldhuzott sorvektor a G-ben 2 kii-
lonbozd fat jelent, igy nyertilk, hogy G Osszes fdinak szd-
ma 24. Az eredményt Usszevetve (l.-4)-gyel litjuk az egye-
zést.

Mdsik példaként Allitsuk el6é a 2. dbra G grafji-
nak olyan 2-fdit, amelyek a Pg és P, pontokat kiilén kom-
ponenseikben tartalmazzdk. Ehhez ismét tekintsiik a (2.-2)-
nél ldthaté Mg, generild mitrixot. lost a 8(M3’4) alsé
sorvektorainak képzésénél az Mg, harmadik és negyedik so-
réb6l O-t kell vilasztanunk. Ismét csak azokat a sorvekto-
rokat irjuk fel, amelyekben a 3 és a 4 szdmok kioziil lega-

1ébb az egyik eldfordul:

(2300), (2400), (3100), (3300), (3400), (4200), (4300)
(4400) (2,=4)

ahol az aldhuzds ismét kétszeres élre utal a G-ben.

Host a teljes ciklusvizsgdlat minden esetben véges
kimenetelii. A kapott kettéfdk szdma G-ben, a kétszeres 61
figyelembevételével 11, az (l.-7)-tel egyezésben,

lieg jegyesziik, hogy a k-fék "sorvektor alakjiban"
torténé reprezentildsirdl kibzvetleniil 4t lehet térni a
megfelelélgréfra. Ehhez csak azt kell megfigyelniink, hogy
a (kl,;..,kn} sorozat k; # 0 eleme azt jelenti, hogy a te-
kintett k-féban eléfordul a(P;,P, ) é1. Példaképpen a 7. &b-
rén szemléltettiik a (3420) 4ltal ;eprezentélt fat, és a
(4300) 4ltal reprezentslt 2-fakat (7. gbra).



= 5l =

7. ébra
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3 §., k=FA ELOALLITASI MODSZEREK OSSZEHASONLITASA

A tovédbbiakban Gsszehasonlitjuk egy G grif k-
fédinak e dolgozatban ismertetett elé4llitasi médsszereit,
mégpedig az 1 §-ban vazolt Hakimi-Green-féle szintézis,

a Mayeda-Seshu—-féle transzformdcidés, a Maxwell-Cline-fé-
le algebrai és a 2 §-ban ismertetett, Ore tételét fel-
haszndlé médszert. Ez utébbit a tovdbbiakban rdviden
"grifelméleti médszer"-nek fogjuk nevezni.

Az Usszehasonlitds sordn figyelembe vessziik az
egyes médszerek kifejtéséhez felhasznglt elméletet: neve-
zetesen, a médszer elmélete milyen fogalmakat ¢és tételeket
hasznédl fel eldismeretiil, milyen specidlis fogalmakat ve-
zet be, milyen tételeket 4llit fel a k-fa elf4llitdsghoz,
tovabba milyen feladatok megolddsdra alkalmas; tovabba
vizsgdlat targydvd tessziik, hogy az egyes médszerek szd~
mitdstechnikai felhasznélééa milyen sajatossdgokat mutat:
a k-fa el6dllitéshoz milyen kiinduldé adatokra van sziikség,
mi jellemz6 a mdédszer alkalmazdsa sordn felhasznilt algo-
ritmusra, milyen az eredmény alakja (a k-fikat milyen alak-
ban nyerjiik), végiil az adott médszerrel torténé k-fa eli-—

dllitdsnak milyen digitélis technikai tulajdonsigai vannak.
1

A k—fa,e;6éllitési médszerek a griafelméleti médszer
kivételével felhaszniljdk a részgriaf mint élek halmazdnak

felfogédsdt. A fogalom felhasznildsa a szintézis és a transz—
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formdcids médszernél kozvetlen, mig az algebrai médszer
erre épiti fel a részgridf polinom (specialis) fogalmét.

A részgrifnak mint élek halmazdnak tekintise azt
eredményezi, hogy a szintézis és a transzformécidés médszer
felhaszndl (kbzismert) halmazelméleti operdcibkat is, ne-
vezetesen a szimmetrikus differencia operdcidt. E kiozis
fogalmon kiviil a szintézis mdédszer felhaszndilja még a
"Cartesian szorzat"vfogalmét, a transzformicidés médszer
pedig specidlis gréfelméleti fogalmakat, ugy mint a vigat,
alapvégat (és alapkir) fogalmakat [ll]. Megjegyezziik, hogy
az alapvéagatok (és alapkorsk) adott gféf esetén egyszeriien
el64llithaték alkalmasan definiglt métrixok szorzasigval
[11]1.

Az algebrai médszer egészen mis jellegii fogalmakat
hasznidl fel kifejtéséhez. A vigatrészgrdf fogalmdn kivil
(amely specidlis fogalomként a transzformécidés médszernél
is jelentkezik) felhasznilja a (véges) struktura, csoport,
gyurud fogalmit, majd alkalmazza a véges Abel csoportok
alaptételét.
| A grifelméleti médszer a teljes felépitésében szin-
te csak grifelméleti fogalmakat alkalmaz. Igy felhasznglja
az irdnyitott grdfok fogalmit, és az ezekre érvényes Ore-—
féle tételt. Specidlis fogalomként jelentkezik e médszerben
az adjacencia mitrix fogalma is, ami szintén kozismert a
gréfeiméletb6l.

A médszerek specidlis fogalmait és tételeit megvizs—
gélva megédllapithatd, hogy a szintézis médszer fogalmai:
parcidlisok képzése, grifok egyesitése a gyakorlati alkal-
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mazéds szdmara bonyolult fogalmak., E fogalmak segitségé-
vel mir felirhaté egy olyan formula, (l.-l), amely szol-
galtatja a G graf Osszes fait, és egy mdsik formula (1.-5),
anellyel a G graf keresett k—-f4i el64dllithatdék. A formuldk
igazoldsa viszonylag egyszeriien torténik. Az alapgondolat
az, hogy a formuldk specidlis esetben valdé érviényessége
triiiélis,:a tovdabbhaladds pedig minden esetben teljes
indukciéval lehetséges (Pl. megmutathaté, hogy az (l.-5)
formula k = l-re trividlis, majd k-ra alkalmazzuk a tel-
jes indukciés kivetkeztetést, kozben felhaszndljuk a
kettifa halmazok parcidlis formgban torténé elbdllitésat,
amely kiilon segédtétel formdjéban megfogalmazhaté, stb.)

A transzformicidés médszer specidlis fogalmai a
szintézis médszer hasonld fogalmaindl egyszeriibbek: elem—
transzformicié (vagy éltranszformicié), alapfa, majd a té-
telei bizonyitdsa kozben haszndlt eldre ill. hitrairdnyuld
tulajdonsigok (ezek a G graf éleinek tulajdonsdgai, asze—
rint, hogy a transzformilds soridn a fa elbdllitdsban "els-—
re", ill. "h4tra" haladunk). Végeredményben bonyolult a fa
osztdlyok elemeit elf4llité (l.-B)Iés (L.-9) formula, s a
formula helyességének igazoldsa is nehézkes.

Igen elegéns és dttekintheté fogalmakat haszndl az
algebrai médszer: részgraf polinomok, vigatpolinom halmaz,
csucsvagat polinomok. A fa el64llitds is elegans: a fakat
n-1 csucsvigat polinom "szorzata" szolgdltatja (l.4.1. té-
tel).

Hasonléan elegins fogalmakat mutat fel a grafelmé-
leti médszer is. Bgyszeriisitett matrixok, 4ltaldnositott fa

teljes ciklusvizsgdlat. E fogalmak felhaszndldssaval egysze-



rilen bigonyithaté tételek fogalmaszhatdk meg, ¢és a kere—
sett k-fdkat szmolgiltatd tétel is kidnnyen igazolhatdé
(2.4.1, tétel).

Az ismertetett médsszerek kigiil a szintézis és a
grafelméleti médszer a legnagyobb tel jesitld képessdgii,
mert alkalmasdsukkal tetszdleges k esetén elddllithatdk
a k-fdk (k 4 n ternészetes), mig a transuformicids méd-
szor csak fa elfdllitdsra, az algebrai médszer pedig fa
és 2-fa elddllitdsdira alkalmazhatlk.

2.

Szémitdstechnikai szempontbdl megjegyeshetd,
hogy a legtibb kiindulé adatot a szintészis médsser igény-
1li. Itt ugyanis meg kell adni a G grif egy alkalmas fel-
bontédsshoz tartozmé G* és G" rdészgrdifok bsszes fait, és a
felbontdsnak megfelell utakat. A kiindulé adatok szdmg
nagymnértéikben nivekszik, ha a feladat megolddsdhoz nem
elég a G graf egysszori felbontisa.

Lényegesen kevesebb kiinduldé adatot igényel a
transzforndciés médszer. Itt csupdn induldskor csak az
alapfa ¢s as alapvigatok megaddsa ssziiksfges, amely még
"bonyolultabb grifokndl"” is viszonylag egyszeriien lehetsé-
ges. llegjegyeszsilk, hogy adott alapfa esetén az alapvdgato-
kat jellemezni lehet szdmitdstechnikai szempontbdél az un.
alapvigat matrixszal [11]l. Bz a jellemzés digitdilis szémo-
16gépen torténé élééllités esetén rendikiviil praktikus,

Igen keviés adat sziikséges az algebrai médszer al-

kalmazdsshoz: mindissze a G grdif(n-l)csucsvigat polinomjait
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kell megadni (n a G grdaf pontjainak szémal. A csucsvigat
polinomok vagy kiosvetleniil a grdf geometriai dbrd jdbll
felirhaték, vagy mitrix segitsiégével az alapvigatokhoz
hasonléan. '

Legkevesebb 6s legkonnyebben megadhatdé adat a
grifelmbleti médazer alkalmazdsdhon szukségee; itt csu~
pén a generdld mdtrix megaddsa kell, ami a grif geometriai
abrajabll kszvetleniil felirhatd.

k-fa elddllitdsi algoritmusok kozil legnehlzke—
sebb a szintézis és a transsformdicils mdédszeren alapulé
algoritous. A sgintézis nédszeren fellpilé algoritnus a
gzintézis médeszer szdmitdstechnikailag nehezen kezelhetd
fogalmai ("Cartesian szorsat", parcidlisok) miatt valik
nehézkessé, nem is szllva a "tibb lépéses szintészis" ese-— .
téril. A transsformicibés médszer formuldi ugyan a tibb
lépéses generdldst elkeriilik, de rekurziv sserkesetiik foly-
tdn a rdjuk 6pllé algoritmus bonyolultsdigit eredményezik:
a fa elddllitds sordn koraibbi eredunényekhez kell visszatér-
ni. E visszatérés a szdmitdis folyamatit lassitja.

Az algebrai médszernek nemesak as elmélete "ele-
géns", de a rdja felépiilé algoritnus is egysserii. Ugyanis
a csucsvigat polinomok "szorzdsa"™ az élek ssorsatira vo-
natkozd kikités figyelembe vételével nem sokban kiilSnbG-—
zik technikailag az clemi algebrdbél ismert polinomok swzor-
z684t0le A szorzdist kivetl mod.2 Ussszeadus ugyszintén ru-
tinfeladat. Hasonléképpen egyszeri a grdfelméleti médszeren
felépiilé algoritmus is: itt a generdld mdtrix elemeibll so-

rozatot kell képezni, s azon teljes ciklusvizsgilatot vég-
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rehajtani. A sorosatképzls kissé "hasonlit"™ ahhosz, aho-
gyan a determindns érték ssiuoldsindl az egyes tagokat ké-
pezsiik. Hint abogyan ast mdr emlitettiik, a teljes ciklus-
vizagilat értelemsseriien végrehajthaté a é(nil""*ik)
médsodik sordn is (@ képeszett sorozaton).

Az egyes k-fa elf4llitdsi médszerck a keresett
réasgrifokat kiilonbisé formiban adjik meg: a szintizis és
a transzforundcifes médszer wmegadja av eredulny kpfét'az
élek kiszvetlen felsoroldsdival, as algebrai ndédszer pedig
a fat (vagy 2-fat) tag alakjdban representdlja. 4 tag té-
nyezGi éppen a keresett részgrif ¢lei, 4 grdfelméleti méd-
szer swolgdltatja a k-fa éleinek wégpontjit, ami egysze-
res Gli pgrifok esetében kimvetlen és egyértelmi résmgrif
megaddst jelent, tobbesirts 61 grafokndl nég figyelembe
kell venni az “ugyanazon végpontok dltal meghatirosott &1
multiplicitdsdt®,

Je

Végil a 4 kiilonbizd médssert hasonlitsuk Ossze a
digitdlis szimitégép technikd ja szempont jabdl:

A kiindulé adatok"tﬁrolhatéaaga"szempontjébél ve-
zet az algebrai ¢s a grafelméleti mbdszer. Gyakorlati fel-
adat megolddsa kizben lényegescn tibb adatot kell tdrolni
a szintézis médswer és a transzformicilés médszer haszndla-
tindl. Itt megjegysendB, hogy a leghdtrunyosabb helysetben
a szintlzis nédszer van, mert egy "bonyolult griaf" vizsgi-
lata esetin szilkedg lehet a médszer tobbsziri alkalmaszdsd~
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ra is (a réssgrifok fainak megaddsa ujabb szintésist ki-
vénl. 4

Az elédllitdshos ssiiksbges algoritous a transzfor—
micibés médszernél a legbonyolultabb, a rekursiv formuldik
miatt. Elég bonyolult a ssintésis nédszer algoritmusa is a
parcidlis képzés sajitossiga miatt. Igen egysszerii az al-
gebrai elddllitds algoritousa, fs a gréfelméleti nédezer
algoritmusa. Az egyszeri algoritmus pedig kinnyebb progra-
mozist jelent, miasriszt rividebb programot is.

.5sazevetvw az algebrai ¢s a grafelméleti médszer
programjit, lényeges kiilonbslg mutatkoszik a belsd membria
hassnglatdéban: az algebrai médszer alkalmazdsa kivanja,
hogy as Gsszes lehetséges "Glszorzatot™ tiroljuk a belsC
nenbridban a program lefuttatdisa kosben azért, hogy lehet-
ségessé viljék a nod.2 Osssevonas. ilasonlé a grifelméleti
médszernél nem sziikséges. 1ttt ugyanis a kinnyen progra-
mozhaté ciklusvizsgdilat eldonti, hogy a taldilt egysszeri-
sitett a feltételeknek megfeleld k—fdt reprezentil-e vagy
seme Ennek kivetkesménye, hogy joéllehet egy grifelméleti
médsger program fittatisa tobb iddt igényelhet, de kisebdb
belsé meméria kapacitdst. A ciklusviszsgdlat ligyes progra-
moziea agonban nég a szikséges gépi idét sem niveli meg
az algebrai program lefuttatdsdhoz képest.

Usszegesve az Usszehasonlitast, megsllapithatd,
hogy a k~fa elddllitdsi médszerek kisiil a szintlézis és a
transzformicids médoger a gyakorlati alkalmazds szdmira
bonyolult. Az algebrai médszer lényegesen egysserii, tdrgya—
ldséhos agonban felhasznilja az algebra ercduényeit, tovib-

bd csak fdk és 2-fdk elfdllitdsira szolgdile. A grafelméleti

médszer elegancidjdban vetekszik az algebrai médszerrel,
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kifejtésbhez pgrifeluméleti fogalmakat és tétecleket hasznil
fel, és alkalnas tetszlleges k-fdk elldllitdsira. E wédszer
a tobbi mdédswerhez kiépest nulg digitdlis szimitdstechnikai
szempontbél is elényGsnek mondhatd, mert minimdlis bels®
mendria kapacitdst igényel.

A médszerek ssdmitdistechnikai Gsssehasonlitdsa j6l
érazélkelheté 1. és a 2 §-ban latott feladatok konkrét meg-
- olddsdval. 4 példdik ugyanannak a griafnak av Usszes f4i
és azonos feltlteleknek megfeleld kettdfdi elésllitdsat
mutat jik be.

Végill a négy médeser Ussschasonlitdsit egy "Usssze-
hasonlité tibldzattal® tesssik dttekinthetévé. (Usssehason-
lité tdbldsat.)



BODS ZER gzintdézis transzformbcilds algebrai grafelméleti
(akini-Green) (Maycda=-Seshu) (Maxwell-Cline) (Pavd)
Lifejtésének Szinmetrikus diiferencia, |struktura, csoport, irdnyitott grafok,
Szimmetrikus differcncia,
ell= vagat, gyliris véges Abel cso- adjacencia matrix;
"Cartesian szorzat"
ismerctei alapvigat, alapkoér portok alaptétele Ore tétele
™ parcidlisok, éltranszforndcid, alapfa, |részgrif polinomok, vi~ |egysscrisitett matrixok,
o Fogalmai grafok egyesitdéses elére ¢s hatrairdnyuld gatpolinom halmaz, csucs- altaldnositott fa, ftieljes
e ) 3 (T'x T tulajdonsag, M sorozats vagzat polinomok szorzatas cikluav&zsgﬁlg‘?:
SO e T=3(P"1UP:L)8(P;-SUP:1)...a(P;—u,ﬁuP‘r‘-a,f) Te::' iF( F‘F"@(e'e‘)?eevei“:")te & } Fin-';\';lt =V(/" (Hi""" Lk))
o L. &, i ©(€).0:),Fle TS0 S a dMi,..i) —n végrehajbott
= tételed T . - ' T T x \FF-F@(e; eun);Fe i [l vﬁB = Z ¢lek szorzata|teljes ciklusvizsgdlat .
6 e QPL,,L,_’BPL,”LJ‘_.. aPLM,ln G%G—Vea,‘ (F')n\/e;k(Fo), e;' #+ e‘.*k.i vegen km@n@‘tﬂlﬂ
teljesitd k-fak eléallitasa, ha fak elbdllitasa, ¢s k=f4k el6allitéca, ha
) ) eld,vannak irva a fak eléallitasa 2-L4k elddllitasa, ha adott a komponensck
keépessoge komponensek pontjai a konmponensekben 1-1 pord| 1l-1 pontja
adott
kiinduld G* és G"™ riészgraf Goszes , P , 3 A arerd T &
; adatok £4i, Gs ubak alapfa, alapvigatok n-1 cgucsvigat polinom gonerald matrix
f "Cartesian szorgzat™ ég Fa halmazok képsdése a | csucsvigat polinomok sorozatlépzés, teljes
8 | slporitnus parcibalisok képzises rekurziv formuldk alap=- szorzisa ¢és mod 2 U8z~ ciklusvizsgEilat;
x4 bonyolult jan; bonyolult sgevonas; egyszeril epysseri
o
o
o B2 ercdmnény k-L4k ¢leineck kigzvetlen £ak éleinek kdzvetlen fak éo 2-fak Glei meg- k-£4k Gleinek vézpontjad
- alakja felsoroldsa felsorolaca addsa kozvetett alakban
s :
-~ | digitalis sok kiinduld adat, terje~ | clég sok kiinduld agdat, kevés kiindulé adat, jél | izen kevés kiinduld adat,
g | technika delmes progranm, részlet- koriilményes program, sok | pro ramozhaté eljaris, Jol programozhatd oljaréas,
< | sajatosségal | projramok tobbsziri meg~ | kdsbiilsd adat felhaszné- | viszonylag nagy belsé me- | kis belsé memériaigény
2 ismétlésdvel lasaval - mériaigény

Ossesehaosonlitd

ta4ablé&ézat
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4 §. ALKALMAZAS

1. Kirghhoff 4. tétele

Tekintsiik a 8. dbrdn lathatd kapcsoldsi rajsot
(8. dbral. A hiraddstechnikdban ez egy j6l isuert ndsod-

8. Gbra

foku futdsi idf korrektor [l] kapesoldsi rajsa. Ilyen ti-
pusu dramkirrel lehetséges eéy villamos jel korrigdldsa a
torzitatlan dtvitel ssempontjibll. (Ilyen kapesolast hasz-
nilnak pl. a szines televizid video jelének korrigdldsira
vevlkésziilékekben.) A torzult jelet az (1) bemeneti ka-
pocspirra adva a (2) kapoespiron annak korrigiltja jelent-
kezik. Maga a kapesolds linedris, koncentrilt paraméterii,
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passziv és invaridns drackiri elemekbdl &piil fel [1l.

A bemené jelrll tételezszik fel, hogy az egy idedlis 4~
ramgenerdtor jele, amellyel parallel kapceolddik a meg-
hajté ganerdtor ohmos belsC ellendlldsa. Tegyiik fel to-
vibbd, hogy a kimenld jelet egy ohmos terhclés hasznogit-
ja, azaz a kapcsolds lesdrdsa ohmos fopyasztd. A lezdrd-
si feltételeket a meghajtd generdtorral egyiitt a 9. db-
rdn lathatjuk (9. dbra), ahol I(p) a meghajté gencritor

4
s

it

9. &bra

dramgnak, Ulp) pedig a terhclé ellensillés kapesain je-
lentkez6 fessziiltség Laplace transzformaltja, p pedig a
komplex frekvencia jele [ll.

Tekintsiik a 9. dbrdn l4thatd hdlésat G grafjat,
amclyet ugy nyeriink, hogy az drameldgaszdsi pontokat a
graf pontjainak, az dramkiri elemeket pedig a graf élei-
nek tekintjiik. E hdldézatgraf a 10. &brdn lithaté (10. db-
ral. &4 G gréf pontjait a Pisese,Pg szdnosdssal lattuk el.



10. dbra

A bemeneti pontok a Py és.Pa szdmozdst, a kimeneti pon-
tok pedig a P, P, szdmozdst kaptik, as dram ¢s a feszilt-
8ég irdnyoknak megfelellen.

Jeliljiik a grdf egy tetszlleges e 6lének megfele-
16 dramkiri elem operdtoros admittancidjat [1] Ie(b)-vel.
A&Kur Kirchhoff 4. tétele [1ll) szerint aw %{g% transzfer
impedancia [1] a kivetkezlképpen irhatd fel:

> ( T xe(;»)

Ue) | v\ o {40-1)
1{p) > Y {
VF ( eUze Y‘(’p;)

ahol F a halézatgrif fija, T° a kivetkes6 feltételnek
eleget tevl kettlfsija:

e iFizg 1 i‘%,:}

A szorgatképzés a szdémldléban F2 éleinek megfeleld admit-
tancidk figyelembe viételével tirtiénik, és eldjele positiv,
ha F* a P; 68 Py pontokat egy komponensben tartalmazza, el-
lenkes( esetben negativ. A ssorszatképsés a nevesében pedig
a hdlézatgrif T éleinck megfeleld admittancidk figyelembe



vételével torténik. Az Usszegeznls mind a szdmldléban,
mind a nevesfben as Usszes megfecleld réssgrifok szerint
alakul (V az universdilis kvantor). | '

A (4.-1) formula példa a villamos hilézatok el-
méletében hasgnilt 'topoldgiai formulsra [Il]. Alkalma-
zdsdval fontos Gesssefiggbs nyerhetl egy hdlézat bemeneti
6s kimeneti jellemedi kizitt. (Ebb6l az Gssuefigpésbll
pl. kiivetkeztetni lehet a kimeneti fesziiltség idlfiggvé-
nyére, amplituddjira, figisdra, stb.). E sserény példa
is j6l mutatja, hogy milyen fontcs az elméleti villamos-
ségtanban egy grif Ussses fdinak és adott feltlételeknek
eleget tové 2-fdinak elédllitdsa. (Lz as oka annak is,
hogy a fik és 2-fik elddllitdsdra annyi kiilUnbozld mbédeszer
sziiletett.) Bonyolultabb topoldgiai formuldkndl egyéb k-fik
(k 2 2) (68 egyéb réssgraifok) képsése is sziikséges (pl.
hélézatérabkenysbg vissgdlatindl, [91). Az is elképszelhe-
t6, hogy bonyolult kapcsoldsok analiéise sgiiksbgessl te-
szi a gyakorlat szdmdra szdmoldgép haszndlatit.

iteli fiiggvénye [10]

Tekintslink egy aluldteresztl Vagner ssziirdt [1],
anclynek elvi kapesoldei rajsdt a ll. dbrdn ldthat juk
(11. ébra). A kapcsoldsi rajzon a meghajtisi feltétel, ki-
meneti fesziiltség Cs lezdrdsokon kiviil feltiintettiik az 4~
rankiri elemek értékét is, mégpedig relativ egységekben
[1]. Lrdeklédink a sciird transzfer impedancia fiiggvénye
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I(p) - 1 1 L
- T T
1p o 2% 2= 2=¢ 2+ lﬂlU(p)
11. sbra

irdnt. Fonek felirdschoz a (4.-1) formuldt fogjuk alkal-
sazni. _

A suiiksiges fikat s 2-fikat legecélszeribd as Ore
tételén alapuld médszer segitségével képezni. Ehhes negad-
tuk a megfeleld hdlézatgrifot a 12. sbrdn (12. sbral. Az

P

12. 4bra
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itt lathaté grafot swokds a gréfelnéletben "kerdk"-nek
is nevezni. Nyilvdn a meghajtdsnak megfeleld pontok a

Py és Pyy a kimenetnek megfelell pontok pedig a Pg és

Poe A "kertk" generdld matrixa:

023000
103456

023050

020406
02005

liyilvéin az Usszes fa elfdllitdsihoz most ellsze-
ri a 0 elemot a (4.,~2)-nek a ndsedik sorsbél vélasztani.
Tehdt a fa represzentdcidk most (k;,0,ks,k,,kq,kg) alakban
dlinak eld, (kg # 0, 1 = 1,3,4,5,6) teljes ciklusvizsgi-
lat vépgrehajtdisa utdne.

A feltételeknek megfelels F° kettéfikat két 16-
pésben nyerjik: Az l. és 2. sorblél a O-t vilasztva az is-
mert mdédon elddll {Fi‘z} s majd a 2, é8 6. sorbél szemel-
ve ki a 0 elemet, elldll a {?2,2} kettéfa halmaz, amelyek
kizUs része éppen sszolgdiltatja as 72 2-fikat. llegjegyen—
zik, hogy ebben a specidlis esectben egyetlen 72 2-4t nye~
riink, mégpedig (001345) = (304560) exvivalens sorveiktorok-
kal reprezentdilva, amely a 12. 4brdbdl kizvetlenil is lat-
haté. Az is vildgos, hogy a megfeleld admittancia szorzat
pozitiv eldjelils

Bzutdn "behelyettesitve” a (4.~1) formuldba a meg-

felel$ admittancidk értiuét, annak figyelembe vételével,



hogy az induktivitdisok operdtoros admittancidi % s @
kapacitdsoké a relativ értikeknek megfelelien p, illet-
ve 2p, as ohmos admittancidk 1 értlkiiek, valanint ast
is figyeleube véve, hogy a (PPy) 68 a (PgP,) Gleknek
negfeleld adnittancidk a parallel admittancidk ereddje-
ként ssdnitva (l+p), nyerjik a kivént transzfer impedan-
cia fugpevényt.
A réspgrdif képslést és a megfelell hehclyatteéiu
tést dipitdilis ssdmitlégépen célesuori elvigezni. Lgy a
progran készitfsthesz alkalmas tiombvizlatot ldathatunk a
13, dbran (13, gbral. lagdit a programot a mult év mdju~
séban a Jézsef Attila Tudomdnyegyetem Kibernctiikai Lae-
voratériuma az #-3-l szdnolégiphes gépi nyelven elké-
szittette ¢s lefuttatta. 5 végeredmény:
ulp) 1
I(p)  128p +256p0+448p +512pC+a80p +336p +164p +60p-rL6p+2
(4.~3) .

A program lefuttatdsshoz ssiiksfges teljes mendria
igény kbe 350 gépi szb, anely a kivetkeslképpen osslik
meg: utasitdsra 250 gépi ez, a munkarekeszek sudma {(gépi
4llanddk, hdlézat adatai, elemadmittancidk, meghajtdsi és
lezdrdsi feltitelek) 10U gépi ssb. 4 felhaszndlt szdmeld-
gép szdmoldsi sebesofpge LUUO mivelet/sec, a kiirds telex—
szel. & program futtatdsi ideje a kiirvdssal egyitt kb. 13
pere, ani a feladat mas uton vald megolddsghoz képest rend-
kiviil kedvezl idC. 4 glp kbmvetleniil a transefer impedan~
cia fiiggrény ssimldildjat és nevesdjét irta fel.



Adatok
{ 1l
: P . transzfer fliggvény
adnittancidk generdild mitrix adatat
(bemeneti 6és kimeneti
pontok)

F generdlds F21,2 generdlds Fg 2 generdlds
sorvektor sorvektor sorvektor
képzés képzés képzés
ciklus~- ciklus— ciklus—
vizsgdlat vizsgdlat vizsgdlat

 E—— L . |
behelyette~ kizisréss
sités 6s képzés (F2)
Ossgzevonds 1
| eld jel
transslar | megdllapitds
impeda?oia 1
nevez( je behelyettesités
¢s Gsszevonds
transzfer impedan-
cia szamléld ja

13, 4bra
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3. Foldelt létrakapcsolds fdainak és adott

feltételeknek megfeleld 2-fdinak szdma

A villamossigtanban kitiintetett szerepet jdtsmanak
a foldelt létrakapcsoldsok. Foldelt létrakapcsoldsra pél-
da volt a 4 §. 2. pontjiban szereplé Wagner sziird is.

4.3.1. Definicib. n = 2 foku foldelt létrakapcso—

lésnak nevegzzilk azt_a_négypélust [1]l, amelynek egy beme—

neti és_egy kimeneti pontja kozos (a "fiold pont"), tovib-

bd a jel a bemenetril a kimenetre csak egyféleképpen jut—

hat _el, valamint a keresztdguk szdma_pontosan n.
A fuldelt létrakapcsoldst a 1l4. Sbfa szemlélteti
(14. gbra).

KEBEE

14.. dbra

bgy foldelt létrakapcsolds hdlézatgrifja trividli-
san (n+l) pontu kerék (15. dbra). liégpedig a kerék pontjai-
nak fokszdma a 15. dbra megfigyelésdbdl: Py és P, mésodfo-
ku, P; harmadfoku (i = 2,...,n-1) és P 41 n-edfoku. E meg-

figyelésbll adbédik, hogy az n foku fioldelt létrakapcsolds
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n+l

15, dbra

halézatgrif janak generuld adtrixas

¢ 2
i 0O
o ¢
O 0O
1 2

(%

o

<

se o O 0 0 n’l
: (4.-4)
ese N=2 U n n+l
sse U n=1 U n+l

oo ollm2 n-l n 0

Részlotesen: a generdld mitrix ¢lod és needik so-

réban 2, az i-edik sordban (i = 2,...,0~1) 3, az (neljedik

soriban pedig pontosan n clen kiilonbisik a U=tile.
ldrmost a generdld adtrixbél a O elenet az(p*9~e—

dik sorbll vilasztva éssrevesssiik, hogy a tel jes ciklus-~

bk J
vizsgdlat spdudira poutosan 2‘.3"“2 kiilinboal sorvekiort

tudunk képesni. 4 2 . 5. pontjdiban tett egyik megjegysése

értelméven a teljes ciklusvizagilat bizonyosan nem viges
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kimeneteli akkor, ha a U eclemvilasztisnak megfelell osz-
lopvektorbél a sorozat egyetlen elemet sen tartalmaz. I-
lyen esetek ssdna a (4.~4)-bél l4thatdan 6ppen 222,
liyertik a kivetkeadt:
4.3.1. 26tel, n foldelt 16t olig i
1€ fiinalk -

ANQE BaXXao s S50
n & 22,302 _ pn=2 (4.=5)

Tovabbd a 4 §+ 2. pontjdban elwondottak figyelem—
bevételdével az is igas, hogy a fildelt létrakapcsolds

transzfer impedancia fiiggvénylben ssercplé, a (4.~1) for-
muldban adott 7o 2-fa pontosan egy, auclynck egyik kompo-
nense ag igoldlt Poed pontbél'éll.

A (4,-5) formulshoz lényegében a fik grafelméleti
médseerrel vall eldillitdass veset. llaga a formula felhassz-
nilbhatd egy fildelt létrakapcsolds f4i szdmdnak megbecsii-
lésére, uhcly tdjékoztat benniinket a transsfer impedancia
"bonyolultedgiril® (pl. a nevezd fokssdmdrdl, a kiile6 me-
méria hkapacitds esiikségletérél, illetve a program lefutta-
tdschoz ssiikséges gépi i1d6 pagysdpgrend jérdl.)

PElddul megdllapithatd, hogy a 4 §. 2. pontjiban
vizsailt Vagner feliildtercsstd ssird hdlészatgrif jénak maxi-
ndlisan

25 - 2° a0
fija lehet.

A F2 2-fa egyetlien volta pedig feleslegessé tessi
létrakapesolds vissgdlatdndl a 13. dbrdn lithatdé timbvdz—
lat egy lényeges 6s a programosds ssdméra nehéukes részét:
helyette csupdn az egyetlen 72 2~fa adatait kell a szdmold~



géppel kizllni.

itt nyilvinitok kisginetet dr. Fodor Gésa egye—
teni tandrnat, aki tandcsaival lehetlvé tette ennek as
értekendsnel: ebben a forudban LUrténd megirdsat, dr. Addm
Andris kandiddtusnalk, aki segitséget nyujtott a 2 Lsban
leirt uj mbdsmer grifelméleti megfogalmasdsdiban, 6s la-
kay Arpddné tudoninyos segldounkatirssak, aki a 4 y-ban
szerepld seiirl( transzfer impedancia flggvinyének felird-

84t programozta, &s szimollégépen lefuttatta.
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