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Bevezetés

(Oér-t ^ <*)
alakú konvoluciós integrálegyenlet vizsgálatára 

vezet,ahol <^(í) ismeretlen függvény.Ilyen fela
datot jelent például bizonyos biológiai folyamatok 

tanulmányozása /Lotka LM1 /,vagy az önszabályo

zási rendszerek analizise /Benes
Bizonyos sztochasztikus folyamatoknál az

/.

Щ +" í ^ d Ф ix) /2/

(0
alakú Stieltjes tipusú konvoluciós egyenlet vizs
gálata szükséges.Például a Bellman-Harris féle el

ágazási folyamatban /ПЭЗ^С^З] / részecskék 

bizonyos sztochasztikus törvény alapján bomlanak 

el.
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Minden részecske élettartama egy valószinŰségi 
változó,és ezeknek a valószinŰségi változóknak 

közös ) eloszlásfüggvényük

részecske élettartama véget őr,akkor annak való- 

szinŰeége,hogy '»t uj részecske keletkezik,
(i\.~ 0| Ah - ^ Feltesszük,hogy a

k-q valószinűségeloszlás

van.Ha egy

P-w:
Oo-z P«,r>L

.и.» О
várható értéke véges.Ha feltesszük továbbá,hogy 

az új részecskék keletkezése független,és H(í)

4a részecskék száma a időpillanatban,akkor
Mit) eleget tesz az

t
M(t)= 1- &(<:) + *vC M(4-tr).oLt(-r;

° } oo )

egyenletnek.Stieltjes tipusú konvoluciós egyenlet 

alkalmazására további példa a dolgozat első feje
zetében található.

A /2/ egyenlet megoldásának egzisztenciáját 

és unicitáeát Feller Ц £0 »majd Harris L9] vizs
gálta. Harris általánoeitóttá Feller eredményét»és 

megmutatta,hogy ha -^-(4:) a [Pi °°) intervallumon 

Borel-mérhető és bármely véges intervallumon kor
látos függvény* Ф0О a C0|Oo; 

folytonos eloszlásfüggvény,akkor /2 /-nek létezik 

egy egyértelműen meghatározott Borel-mérhető megol
dása* és ez a megoldás minden véges intervallumon 

korlátos.

intervallumon
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A fenti eredményt általánosítjuk,ugyanis
^(■t) függvényről a Baire-mérhetőséget és

tesszük fel
mxnden véges intervallumon való korlátosságot, 

míg a
minden véges intervallumon korlátos változású 

/ 2.\ tétel/.
Az /1/ egyenletet többek között Feller 

Bellman és Cooke C2-1 .valamint Fényes Tamás [7] 

vizsgálta.

az

Ш) függvényről azt tesszük fel,hogy

Feller illetve Bellman és Cooke munkájában 

volt.Fényes a 

esetben,azaz az

Vf Ür) H 

/ állandó )

i^Gr)» |(í)

4
■t+- a.

i
4 ) y(v) dZf T-b+a 

(o é -b ^ 00 )
egyenletre nyert egzisztencia tételeiben feltette, 

hogy vf(t) és
intervallumon lokálisan integrálható függvény. 
Fényes Tárná8 egy konzultáció alkalmával felvetette

/3/
о

-vg( Q) Q £0( 0o)t

a kérdést,hogy a fenti állításban ezükséges-e a
integ-Ifíí) - \Q (0) függvény lokálist

ráihatóságát feltételezni.A disszertáció 2.3 

tételéből következik / 2.2
л>0

megjegyzés/, hogy 

, akkor pusztán az ill.

lokális integrálhatósága elegendő
ha

ifOfc)
/з/ egyenlet megoldásának egzisztenci-a

ájához és unicitáeához.
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,akkor a kérdéses feltételt 

csak igen speciális esetben sikerült elhagyni.
Ha azonban

/2.4 tétel,2.3 megjegyzés/
Az egzisztencia tételek bizonyitása során

a a
nem Bellman és Cooke,és nem is Fényes által hasz
nált eljárást követjük.A bizonyításokat mindig a

következő ismert eredményre vezetjük vissza:
Banach téren értelmezett li-Ha A" a 3

II A-11 c 4neáris korlátos operátor és ,akkor az

f fcBegyenlet minden 

egyértelműen meghatározott
eleméhez létezik egy 

megoldása.eb
A dolgozat harmadik fejezetében az

j1 оКЫ
0

/V operátort vizsgál-összefüggéssel definiált 

juk,és a következőket nyerjük:
Сод"] intervallumon folytonos függvények

operátor akkor 

-re teljesül

A
ABanach-térén értelmezett

Фа;és csakis akkor kompakt,ha

Гa
Vr (4>Ct) ~ ФС'Ь“^)) /4/St-

a jft)feltétel /3*2 tétel/,ahol
Co.t]

t
intervallumon vett teljes váltó-függvény

zását jelöli. Radon tételének Riész Frigyes és 

Szőkefalvi-Nagy Béla könyvében található

bizonyítását
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megismételve adódik.hogy az A
Со (otr)

kompakt »ha teljesül a /4/‘

с0(о,т;

operátor a 

téren akkor és csakis akkor

feltétel /3.5. té-
Co,r]tel*/. Itt

intervallumon folytonos függvényeknek a tere» 

amelyek a
Ezután megmutatjuk,hogy ha a/4/ feltétel telje-

folytonos.Továbbá BSldát inu-

azoknak a

-t=o pontban nullával egyenlők.

sül»akkor a
tatunk olyan folytonos függvényig »amely nem elééi- 

ti ki a hl feltételt.Ezt a példát Szőkefalvi- 

Nagy Béla IM5^ könyvében található szingulá
ris függvény szolgáltatja.

Á negyedik fejezetben bizonyítás nélkül 
közöljük Gronvall \L8~\ »Bihari jjTJ »Wisvanatham 

»Levinson IjOl ill .Bellman és Cooke.
[ДЗ eredményeit.V/isvanatham eredményére támasz

kodva új felső becslést adunk egy lineáris kon- 

voluciós tipusű integrálegyenlőtlenség megoldá
sára/ 4,7 tétel /

Legyen az .
4

О
/7/

egyenlet megoldása,és a(tj a
i .

ц/fr) ctr
/8/О

egyenlet megoldása..
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Ekkor a fenti eredmények felhasználásával felső becs

lést adunk a /¥-/ egyenlet megoldására,valamint

megoldásokés тал

eltéréséire /5.1,5*2

az

ill. 

és 5.4 tétel/.
Tekintsük ezek után a /2/ egyenlet esetét.Legyen 

a /// egyenlet folytonos megoldása,és z(i)

a

гО) = -t- [ &(+-xJ dfCir)

egyenlet folytonos megoldása.Ekkor bizonyos feltéte
lek teljesülése esetén megmutatjuk,-hogy

tetszőlegesen kicsivél'S'Ct) - A^C-t) Iтал
Ой. ur

tehető,ha^csak илал

№(*)- 4«)ill. elegendő-талO^HT
en kicsi /5.5 tétel/.

A fenti tételék alkalmazása azt eredményezheti, 
hogy egy egyenlet megoldását,amelyre nincsenek jól 
ismert módszerek,olyan egyenlet megoldásával köze

lítsük, amelyre kidolgozott eljárások ismeretesek.
A dolgozat utolsó fejezetében ilyen "egyszer- 

rűbb egyenletekkel foglalkozunk.

Bellman és Cooke /2/ megmutatta,hogy ha

valamint
integrálható függvény,akkor a /7/ egyenlet megol
dása integrálással előállítható a

m Ф)differenciálható és

iÜ) - A + ^ 2r(± * 

D
) ^Ct) oberT

/9/
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egyenlet megoldásából.
Erre az eredményre támaszkodva nyerjük,hogy ugyanez

differenciálható 

integrálható /6.2/ tétel/.
Megmutatjuk továbbá»hogy10 (^(4) 

együtthatós,lineáris differenciálegyenlet megoldá
sa, akkor a /9/ egyenlet megoldása ekvivalens egy 

megfelelően megkonstruált konstans együtthatós li
neáris differenciálegyenlet megoldásával /6.3tétel/.

Végül a fenti eredmények felhastnálásával 
adódik egy numerikus eljárás,amely R.Bellm$nn,B.Ka- 

laba és В.Коthin £50 által adott numerikus módszer 

általánositásának tekinthető.

y'Wigaz akkor is,ha 

valamint
és

egy konstans
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1. Egy valószínűségelméleti probléma megoldásáról

Ebben a fejezetben egy valószínűségelméleti prob- 

léma megoldásával foglalkozunk.Megmutatjuk,hogy ennek 

a problémának a megoldása az

■fc

ty(í) = G(í) + d«t)

konvoluciós integrálegyenlet megoldására vezet.Tekint
sünk egy gépalkatrészt,és jelölje a gép működése közben 

a figyelt gépalkatrész véletlen élettartamát a ^4 

valóezinűségi változó.Ha ez az alkatrész elromlik,kicse
réljük egy másik alkatrészre,amelynek véletlen élettar-

jelöli.A második gépalkatrészt egy har
madikra cseréljük,amelynek élettartama ^ , és igy to

vább. így a véletlen élettartamok 

végtelen sorozatát kapjuk.
Tegyük fel,hogy a csere időmentes /a gép folyamato-

. valószinűségi vál

tamét г

1 ) 'К •

м *san üzemel/,és a г ) ••• ,
tozók függetlenek és azonos-eloszlásúak.

Feladatunk megkeresni annak a valószinűségi válto
zónak a várható értékét,amely megadja ,hogy egy CO, TJ

időintervallumban hány alkatrészcserére volt szükség.
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Jelölje ezt a valószinűségi változót • így a
probléma megoldása az 

megkeresése.
Legyen n, tetszőlegesen rögzített természetes

K^k)
ban pontosan 'K cserére volt szükség,ha

. лvárható1 érték

\
\

CO,T] idő intervallum-számi Ekkor azaz a

^ ^ b*+ ■■■+■4 ыч \

Ha bevezetjük az 4v- Z !
C = 4 )

Л.1/a=u,-.)i

r 'K. esemény ekvivalens azjelölést,akkor az

-t < S eseménnyel*
A következőben fel fogunk használni néhány ered

ményt. Ezek a valószinŰségézámitás tankönyveiben meg
találhatók;

Legyen 7^ és \z független, 

eloszlásfüggvényÜ valószinűségi változó,és tekintsük

M-vj

ni.

5összeget,akkor a eloszlás-a
függvénye.

«О

\f< U-s) olFzCs)= \ C-ír-s)
—^0

A függvénnyel jelölt
■^2^) eloszlásfüggvényÜ 

jónak nevezzük.A konvolució műveletét jelöljük a kő-
H ~ ^ *-fz (4r)

Tetszőleges számú független

eloszlást az és
eloszlások konvolució-

vetkező módon:

T/i W),
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eloszlásfüggvényű 

változók esetén a
\ 1 f - , valószinÖségi

ft

valószinÖségif - £ le^ i - ина)változó eloszlásfüggvényét a

HGO * f., *-fz ^ fLtt)“K~ ...

formula adja*Ha azonos eloszlású, 

,akkor■F(t) ^ (4) fcHVj

Hftb?* f-K

azaz

*ftt)= -F*#;

ín valószinÖségi változók feltételeink 

alapján függetlenek és azonos eloszlásúnk.Jelölje kő
éi oszlásfüggvényüket G(i) .Ekkor a fentieket

és az A.l/-et felhasználva nyerjük,hogy

A

ZÖ8

?(< í ) - c*%
(^" u, ■■■)

Másrészt az Nt def/iniciója alapján:

P(Wt i -) = PKt<>í) =
SP) = H- G-*" otjJ* a p(s *--Н ;

Nt*n esemény valószintísége aazaz az
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pJ-0 ^ ¥ f
a - ? Cwt é '(^ef

formulával adott.
Az Mt valószinűségi változó MfiJ várható értékére 

érvényes az

OO

M'(0=Z_ - Mt)=
n.~ Л

Oo

■Г - G (0 )Ä2L G W

( О й -L ^ oo j
•ti 4

formula /természetesen feltéve,hogy a várható érték
.a fenti

formulából adódik/f el téve, hogy a szükséges átalakí
tások elvégezhetők/:

-t^Qlétezik/,és értékekre

M(t) - g*41) +Ü
K-Z

Oo

- G(t) +■ &({•)*£_ &*(+Г;
*-~2

G(é) + &* £ = <rakG*M(i)
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Ez utóbbi egyenlőségből az

hft) * G(íJ -v)cLG(v)4- А.2/

egyenlet adódik,ahol
i~ 0 (.<■' 4,2

az ismeretlen függvény* 

,igy a
Ha a f ^ О értékre tett

) uoMivel
£(t) = o.értékre

M«:)-O kikötést is figyelembe vesszük,akkor
/1,2/ egyenlet az

-t
M(t)"&(í)+ j" M (i~r) d <*(x) Л.З/

О

egyenletbe megy ét,azaz H({-^ 

pusú konvoluciós integrálegyenlet megoldása.
egy Stieltjes ti-
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Egzisztencia és unicitás tételek2.

Ebben a fejezetben az
4
j 0 (-< -rj d <P Cr)
0 “

illetve az ^

= {(í) -t- f Ш J U, (^ (tjíér

(00 4>

о
egyenletekre vonatkozó egzisztencia és unicitás téte
leket fogunk bebizonyítani.A fenti egyenletekben f aj

Ф4) . tP Ct) és ^(-t) a C0|°9illés intervallu-5

(+)mon adott függvények és az ismeretlen függvény. 
A fenti tételek bizonyítása során szükségünk lesz két 

lemmára.

4r

Tegyük fel.hogy D ^ 00 és2.1. LEMMA 

/(£) a C0|T] intervallumon folytonos függ-

((o)=o
ФСЦ а СО, I 3 intervallumon korláto^változá-

/а/

vény» »

/ь/
sú függvény.
Ekkor az 4

l Ofc -tr) d Ф(-г) 

lO^^T)

4(4)
0

függvény folytonos.
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Oáí, <íz <тBizonyítás. Legyen 

tetszőlegesen rögzített pont.Ekkor

|F Cfct) -

íz u
I j { (4-T) d Ф(г) - fi (irr) d ф(т) 

0 0

<

-iz

f I |fe-r)'{arrj|0CV(r) + [^ft2't')| £ vív)
0 ti

£
)

w) а Фа) függvény teljes változás függ*ahol

vénye.A fentiek alapján

If (iJ-FCtO <

I faa-r)-^cirr) I v(-t,)á. tтал
O^XH 1

14(а-г)|[у(а)-^а)] =
14 (wo-{(*>/• v(o) +

I 4M |V(4)- vu.) .

4" VvyQ\

ШК
o^s^í 1

f тал 
0- S —

Ebből az /a/ feltétel alapján nyilvánvaló,hogy ha
t < I U1- X2 4: akkor1 У



- 16 -

Ha -ЬгГ^и
hatunk el; igy í’C't)

,akkor a fentiekhez hasonlóan jár- 

folytonos C°J] intervallu
mon.

Qu. e. d.
A fenti lemma segítségével bebizonyítjuk a követke
ző állítást.

2.2. LEMMA. Legyen

(O^-T < oo ) korlátosnáltozású függ
vény. Ekkor minden olyan (i) függvény re. amely a

fP,T] 

tos,az

a CO|Tj in

tervallumon

intervallumon Baire - mérhető és korlá-

be*
о *

- x ) d Ф (t)

(oa 4 )

függvény szintén Baire - mérhető és korlőtoa.
Bizonyítás. A bizonyítást a Baire - féle 

függvény osztályok rendszáma szerinti transzfinit: in
dukcióval végezzük el.

Tekintsük a О-ad rendű Baire - féle függvény^osz-
[0,T]-n folytonos függ-tályt,ami nem más mint а 

vények összessége. Te gyük fel,hogy ) eleme ennek
az osztálynak ,azaz folytonos a £0|TJ intervallu

mon.
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Ekkor a 2.1.lemma alapján nyilvánvaló,hogy az

■f (í) - f ^ ií ~v) tv) ~
i _ 0 _

“ [[((í-t) ~ ((о)]<1^(г)^^(о)[Фа)-ФСо)]
függvény Beire - mérhető és korlátos a [0,7”J 

tervallumon,ugyanis a fenti egyenlőség jobboldalán 

álló első függvény folytonos és a második korlátos 

változású.
Legyen od4 0 tetszőleges rendszám,és tegyük fel, 

hogy az állitást már igazoltuk minden olyan függvény
re, amely az oC -át megelőző rendszámú Baire osztályba 

tartozik.Ekkor megmutatjuk,hogy az oá-ad rendű Baire- 

féle függvényosztály elemére is igaz az állitás.
oC -ad rendű Baire

in-

Legyen ^(t) eleme az
féle függvényosztálynak,és tegyük fe).,hogy -^tt) a

[o,T3 intervallumon korlátos függvény.Ekkor ta-
függvénysorozat, 

-ad rendűnél alpcso- 

tartozik és minden

oo
léiható olyan 

amelynek minden eleme egy 

nyabb rendű Baire-féle osztályba

Q й-l ÜT
Ha 0< K<Oo az

tehető,hogy
)

= (^К.П K) U('K) függvények

ív — О

(ir) — 4"^) •
ÍV '—> -f- OO 1

-re

4^) függvény korlát ja, akkor fel-

(o TI I < К
. Ellenkező esetben ugyanis az

sorozatát tekintenénk 

amelynek tagjait úgy kapjuk,hogy az eredeti sorozat 

tagjait felülről a K,alulról a-K konstanssal levágjuk.

I
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függvények sorozata egyenlele-
függvényhez

Az
sen korlátos,és mindenütt az 

konvergál,igy Lebesgue tétele alapján
-i

ь**' ft) = f C^~z) oL <p(r) -
к. -r? -j. to о

- f(Ci-V) d = f ft)
0 s. -t й r

K. —> •+■ Oo

minden rögzített értékre*
Á transzfinit indukciós feltevés alapján minden 

Baire-mérhető,továbbá a Baire-mérhe-к w
tő függvények osztálya pontonkénti határmenetre nézve 

zárt,így Fft) Baire-mérhető*
Másrészt Fft) korlátos a Со, T] intervalla-
mon,ugyanis

i

F(t)= I j d^Cr) I
0

áK V(T)-Vío)

(0 < t á Г)
/

£ft)ahol К felső korlátja
»

az

V(T) - Vfo)

teljes változása*a
Qu. e. d.

A fenti lemmák felhasználásával bebizonyítjuk unici- 

tás tételeinket.
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2.1. TÉTEL Tegyük fel,hogy

/а/ |.(t) [0too) intervallumon Baire-a
mérhető éa minden végea intervallumon korlátos függvény;

/Ь/ Го, do) intervallumon mindena
véges részintervallumén korlátos változási! éa a t =0

pontban .jobbról folytonos.
Ekkor az

4
yft) f у (4 -r) d ФОс)

СО, oo;

/2.1/

intervallumon létezik egyegyenletnek a

'i-W . a [0, oo )
Baire-mérhető függvények körében egyértelműen meghatá- -

i°l oo )

megoldása.és -en

ytt) minden végearozott.Továbbá a

intervallumán korlátos.

A tétel bizonyításához ele-Bizonyitás. 

gendő megmutatni, hogy a /2.1/ egyenletnek minden véges

[°( T] intervallumon létezik megoldása,és ez
egyértelműen meghatározott. 

Legyen 0 c T < C?Q 

Ko,t)
tetszőlegesen rögzített,

inter-Co, T]és jelölje
vallumon Baire-mérhető»korlátos függvények halmazát.

függvényhez rendeljük«.

а

e B(0,T)Minden

hozzá az

-Lt ü)Su p e ъ /2.2/04-téf
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0 < L < оо
zitjük,hogy teljesüljön a

állandót úgy rög-normát, ahol az

г

* í e. -tfc dV(i)< 1 /2.3/
0

L f(t)egyenlőtlenség.Ilyen mindig létezik,hiszen

és vele együtt a

nye is jobbról folytonos a
Nyilvánvaló, hogy a BC0,T) függvény halmaz

a /2.2/ normára nézve Banach - tér.A
Banach - tér tetszőleges 

az
niáljuk A operátort az

V(t) teljes változás függvé-
£ = 0 pontban.

£(o,t)
^(i) elemére defi-

А и - í у (4-%) d <P(t) 
0

/2.4/

összefüggéssel.Bkkor a 2.2 Lemma alapján nyilvánva-
3(0,Т) Banach -ló,hogy az A lineáris operátor a

teret önmagába képezi le.
Megmutatjuk,hogy |J A || C 1 .

i^í-ír) ér í>(0(T) tetszőleges ,ekkorLegyen

t
of 0(v)~Lt <= SUp

06-t^r
e

о
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i
í j c. Gb-c ) I d V(v)1
l о ■ J

-Ш-х) . -Lr I
I ^ (-t'Tj| e J Vfr) •

< SU p 
~ Óéi: CT

Sup e ;

О

azaz
T

4t Г -LVII А: и. II < Sup jü/ií)!
6 Oé-téT 1 ' e d V(Vht

О

e ^ II II •
Ez utóbbi egyenlőtlenség és az L definíciója alkján 

adódik,hogy

IIА II Ц < 1 . 
5(o,T) Banach-téren értelme-Abból,hogy a 

zett A operátor lineáris,korlátos és 

[Г14Л alapján következik,hogy az
IIAII < 4 )

у (4) - |(4)+4<|- ^ C-fr-т:) o( Ф(г)

egyenletnek létezik egy

<xCtj e б (o,t)egyértelműen meghatározott

megoldása.
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О т < осIlivel tetszőleges volt,igy

[О, ос)a megoldás egzisztenciája és unicitása а 

intervallumon is teljesül*
Megjegyzés. Abból,hogy az 

következik,hogy a rögzitett Q 011~]
IIM|

intervallumon

l=-ttT -*o )04 kc~T K-Q

^ Щ megoldás elöljharcsak Оо ,azaz az

áll az

00

M~Z_ b"' ifik) 
ü 0

/2.5/

végtelen sor alakjában , továbbá a fenti végtelen sor 

minden véges intervallumon egyenletesen konvergál.
2.1 lemma és a fenti megjegyzés alapján nyil

vánvaló a következő állitás:
2.2 TÉTEL Tegyük fel.hogy 4>(4) a 2.1 

tételben adottáés

.továbbá j(0)iO .

Ekkor a /2.1/ egyenlet megoldása folytonos a

intervallumon.

<f«r) a LOi °>) -en folyto-
nos

Lo(m)
A fenti tételek után vizsgáljuk az
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t

^(t) - ^ &) +■ у (t) ipCir) dr
о

/2.6/

egyenlet QO ( ^

oldásának egzisztenciáját és unicitását.
A következő tételekben a /2.6/ egyenlet megoldása 

alatt olyan függvényt értünk,amely a 

tervallumon lokálisan integrálható,és egy nullamérté- 

kÜ halmaztól eltekintve kielégiti a /2.6/ egyenletet. 

Így a /2.6/ egyenlet megoldásának egyértelműsége alatt 

azt értjük,hogy a megoldás legfeljebb egy nulla mérté
kű halmaztól eltekintve egyértelműen meghatározott.

2.3. TÉTEL. Tegyük fel.hogy 

/а/ és а П0,оо) intervallumon loká
lisan integrálható:

/Ь/ V|/ (f) a [0, oo ) intervallumon lokálisan

integrálható«és bármely véges intervallumon korlátos.
Ekkor a /2.6/ egyenletnek а ПО, 00 )

mon lokálisan integrálható függvények körében létezik

-en lokálisan integrálható meg-

Г0, oo ) in-

intervallu-

egy egyértelműen meghatározott megoldása.

Bizonyítás: A tétel bizonyításához ele
gendő megmutatni,hogy a /2.6/egyenletnek minden véges

intervallumon létezik integrálható 

megoldása,és ez a megoldás egyértelműen meghatározott.

[o,r]
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0< J < OO tetszőlegesen rög-

in-

Legyen 

zitett,és jelölje MOJ) a tO.T]
tervallumon integrálható függvényei!: halmazát.

függvényhez rendel-^(t) 6 B(o,r)Minden

jük hozzá az
T

Ityll e I e Lt I ^ (t) I
о

•/2,1/oU:

О ^ L ^ OO

jük,hogy teljesüljön a

állandót ágy rögzit-normét.Az

I

= К ■ C e._Lt I ^tt)| i 

0
/2.8/4

egyenlő tlenség,ahol

I vj/ (i) | (< Oo )= SU P
O^ét

Ilyen L mindig létezik,hiszen 

СО,ТЗ intervallumon integrálható függvény.
B(0,T) függvény halmaz 

a /2,1/ normára nézve Banach -tér.A B(0,T) 

tetszőleges ^
juk az A operátort a következő összefüggéssel:

a

Nyilvánvaló,hogy a

elemére definiál-Banach-tér

-t

A^yCt) y Gr) <&
0(oät^T) ,
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Ekkor az A operátor lineáris és а T} te
ret önmagába képezi le,hiszen 

tételeink szerint mérhető és korlátos,mig az
a fel-

-t
tf (r) ár 

о
függvény a konvolució tulajdonságai alapján integ-

is integrálható.A ^ (t)ráiható,azaz

Ezután megjuutatjuk,hogy az A operátor korlátos és
II А I/ < 1 . Legyen ^ áj tetsző-

Bfo,r; Banach-térnek.Ekkorleges eleme a
-fc

\j/ ("írj (4-t) ott- | di ^ 

о

:r) <^> (r j | ott: dk|^(á-r)|íL
0^0

Innen a kettős integrál tulajdonságait felhasznál
va nyerjük,hogy

г 4
-L(b-V)(-4-rjle Lt|^(rj|cU: cb=

-Lk-x) . 7
\%{i~x)[ dk J

*

ár

dx .
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A fenti egyenlőség alapján nyilvánvaló,hogy
T

ö
I (űfrJI dZ

)
0

azaz a /2.8/egyenlőtlenségből

b(oj)A fentiek alapján tehát a 

téren értelmezett A operátor lineáris,korlátos
Így az

Banach-*

И AIMés

t
^ft)= ((í) + |(í)+ ^(t) ^

о
egyenletnek létezik egy egyértelműen meghatáro-

e 3 (0,T) megoldása.zott
Qm.e.d,

Tekintsük az2.2. Megjegyzés.

•fc
/2.9/

о
-t

egyenletet, ahol cíl^O
^Ct) * Со, СТО ) intervallumon lokálisan 

integrálható.Ekkor a fenti tételt alkalmazva 

nyerjük,hogy a/2.9/ egyenletnek létezik egy, a
intervallumon lokálisan integrál-

oo )

•fW ill.állandó és

)1 0 <*>I
ható megoldása.
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Bz az eredmény általánosítása Fényes Tamás téte
lének. 6 ugyanis a fenti feltételeken tűi még azt is
feltette,hogy u>(-t-0) létezik és a

4>(t) - 4> (+o)
Ъ

függvény lokálisan integrálható*
Az előző tételek bizonyítása során látott módszert 

követve bebizonyítjuk a kővetkező tételt.
Tegyük fel*hogy

Co, со)
2.4* TÉTEL, 

/а/ intervallumon mérhc-a
tő,és bármely véges intervallumon lényegében korlátos.

intervallumon iokáli-/V 'f(t) [0, oo)a
san integrálható.

■yít) S CO, ■») 

0 <- T< OO 

0 < L -L(T)^ oo

/с/ intervallumon mérhe
tő» és bármely
olyan

állandóhoz létezik
j hogy

< <1 /2.9/

teljesüljön.
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Ekkor a /2.6/ egyenletnek a Q О, ею ) in
tervallumon mérhető és bármely véges intervallu
mon korlátos függvények körében létezik egy egy-
értelműén meghatározott megoldása.

0+ °°Bizonyítás. Legyen 

tetszőlegesen rögzített,és jelölje B(0,T) a

üo,rj intervallumon mérhető és lényegé
ben korlátos függvények összességét.Mindem

л^а) в b(o,t; függvényhez rendeljük hozzá
az

-L t
/2.Ю/- s ц p ess Se. 

о ér -t ^ Г l

0 oo állandó a /2.9/ felnormát , ahol az. 

tétellel adott.

Nyilvánvaló,hogy a 

máz a /2.10/ normára nézve Banach-tér.A 3(0|Т) 

Banach-tér tetszőleges

5(oj) függvényhal-

elemére defi
niáljuk azA operátort:

у O) cfcr

T)
Ekkor

1 ~-Li
sup ess
04-fcé y

e.
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4
je j" (H) ^Ct) cfc á

о
~ sup ess 

Obi ^r
-L

-LCi-r) -Lr
I^t4r-T) с. I »f (tr L^ SMp ess * 

o&± T l e.
о

-tr

( ~LV■ lv|/(t)| )«. |^(r)|o(rsu p ess 

0<^KT l
/2.11/

О

В(о,т)Az A operátor а 

képezi le,ugyanis

teret önmagába

-t
j ^ ^Cx-) áxr
0

integrálható és l^) mérhető,igy

mérhető és /2.11/ alapján lényegében korlátos 

függvény.
A /2.11/ egyenlőtlenség és a /2.9/ alapján az 

is nyilvánvaló,hogy ||Д |j 4 4 

így a /2.6/ egyenletnek létezik a 

tervallumon egyértelműen meghatározott mérhető 

és korlátos megoldása.
Q < T <£ oo

in-

Mivel tetszőlegesen rög
zített volt,ezért a tételt bebizonyítottuk.
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2.3 Megjegyzés. Tekintsük az
4

^tt)- (ítí+'t f <&"
0

/2.12/

f í-t) C0, oo ) inter-egyenletét,ahol a
vallumon mérhető,és bármely véges intervallumon

£ \ c oo állandó,és 

-en lokálisan integrálható.
bebizohyitóttá,hogy

korlátos, - Oo

Цо, Oo )

Fényes Tamás С ^ 1

а

léha a fenti feltételek mellett
ip(*) ~ 4> (1-q)tezik; és

integrálható,akkor a /2.12/ egyenletnek létezik
lokálisanb

)Co intervallumon lokálisan ia-( ооа
tegrálható megoldása.A megoldás a lokálisan integ
rálható függvények körében egyértelmű,ha

, és végtelen sok különbö

ző lokálisan integrálható megoldása van,ha

У q>(+o) > О .
A 2.4 tétel alapján nyerjük,hogy ha az
o < L oo

^ О

állandóra

+ UI ^ (-t) I 4 t
Mm ,akkor a /2.12/ egyenlet meg- 

intervallumon mérhető, és a 

minden részintervallumán lényegében

és
)oldása a L0| °°

CO, oo )
korlátos függvények körében egyértelműen meghatá
rozott.
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3« Megjegyzések a konvoluciós operátor kompakt-
ságáról

Az előző fejezetben a korlátosnáltozá-
sü függvény definiált egy

-fc

/3.1/

operátort,ahol )

féle függvény volt.
Ebben a fejezetben a LOtT^ intervallumon folytonos 

függvényekre vizsgáljuk az A operátort.
Legyen

vagy folytonos,vagy Beire-

c(0,r) a CO.TJ intervallumon
C0(o,r)cC(o,r)folytonos függvények tere ée 

az olyan folytonos függvények tere,amelyek a i = 0
y(-0 € С(С,|Т') /vagy 

függvények normája

pontban zéróval egyenlők.Az

^(t) fc C0 (o,t) /az

alatt az

I у (4) Iток
o^i^r

mennyiséget értjük.
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Legyen O^v
/3.2/

Ф(Ч-т)
rt№) e

tCo) különben

Ekkor az A operátor az
T

d rt(T) /3.3/
о

alakba irható át .Ha most fel te eszük, hogy az A ope
rátor értelmezési tartománya C(0,T) »akkor 

alkalmazhatjuk Radon ide vonatkozó tételeit Aásd 

Riesz P. és Szőke falvi - Nagy Béla L1W /
3,1 TÉTEL 

intervallumon korlátos változású függvény.Az A ope- 

C(0,T) teret akkor és csakis akkor 

képezi le önmagába.ha ФИО
Bizonyítás. A feltétel szükséges. 

Tegyük fel ugyanis,hogy 

és legyen

begyen • a [Ö,T]

rátör a
folytonos.

АС (о,т)а C (qr)
J

^ И) ~ \ .

а^мч-ь) -
Ekkor

függvény folytonos,Így 

A feltétel elegendősége nyilvánvaló.
is folytonos.

Q u. e. d.
A fenti tétel bizonyítása Radon megfelelő 

tétele alapján is nyilvánvaló , hogy ha az operá-• 
tort átírjuk a /3.3/ alakba.
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ÁTegyük fel,hogy ФCt)
folytonos j, korlátoejválto-

3.2. TÉTEL. а

. [0,T] intervallumon
2íábú függvény »Ekkor a

.1TV ( Ф(^) ~ Ф (4 - <5")) o.
сГ-»0+ W

/3.4/ j
»
í
i

feltétel teljesülése szükséges és elegendő ahhoz.
C(OtT) térben kompakt

*

hogy az A operátor а •
legyen.

Bi г ony i t és, Нааг A operátort át* 

Írjuk a /3.3/ alakba»akkor Radon tétele szerint 

az A kompaktaágának szükséges és elegendő felté
tele »hogy mindén rögzített OíNT -re

T
II = V U СО- 4 (T))I *í - r 0;"t

'C-O

■t Ezután az állítás nyil
vánvaló, hiszen ez a feltétel és a /3.4/ feltétel 
ekvivalens.

ha/csak

Q u. e. d.
Tegyük fel ezek után,hogy egy ФС-t) 

korlátosbóltоzású függvény eleget tesz a /3.4/fel-
0<-L„<Ttételnek.Ekkor tetszőleges 

pont&Vi rögzítve nyerjük a
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т
V ( Ф(^ )— Ф ( i ~ сГ)) ^

I Ф(и)-Ф(чв-*)-

I $(и+£)- 4U.)-[$&,)- <KW)]

> +

4

(Г^о számra,egyenlőséget minden olyan 

amelyre 0&4„-J/ 40+ <Tá y,
0 <<f — 0 »akkor a /3.4/Ha most

feltétel alapján

Os I Ф(0-Ф(-и-о)-[Ф(к-о)-Ф(*.-оЯ|+

|Ф(^0)-Ф(и)-[Ф(4„)- 4(ío-0)]-h
)

azaz

Ф(А.~ о) = <И1.) - фЦ, + о) .

^о= Т
szerepelj míg ha 

második tag szerepel.így 

zárt intervallumban folytonos.
A fentieket összefoglalva a következő állí

tást nyertük:

,akkor fent csak az első tag
-to- 0

Ha
,akkor fent csak a

<P4) а СО,Г]
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Ш) s. [o,T]3.3 TÉTEL. На 

tervallumon korlátos véltozásu függvény, és eleget
tesz a /3.4/ feltételnek.akkor Ф H )
intervallumon folytonos.

in-

a [o,rj

Ezután megmutatjuk,hogy létezik olyan FtJ foly
tonos és koriétosjváltozású függvény, amelyre nem 

teljesül a /3.4/ feltétel.
Jelölje a Szőkefalvi-Nagy Béla jy5j

könyvében megkonstruált szinguláris függvényt. 
Az függvényt
határértékeképpen fogjuk értelme zni; az F*, (i:) 

függvény folytonos}és a képe egy olyan törtvo-
i 4=1.

fU-fc) sorozategy

nal,amelynek szögpontjaihoz a,

(4- o, á,...
Legyen

-vei a 0,1 pontokban, a 

gyen az értéke
0 c 5 < >f

márjrtelmeztük, légy en 

pontokban ; . . . t 2^ ) *mig a felezéssel ka-

2. ^) abszcisszák tartoznak.

egyezzék meg F0líj- 

pontban pedig le- 

,ahol 5 adott szám,
4

(Л + s)/-Z

TL(-t) -tÁltalában,ha

pott új osztópontokban legyen

4+S
/3.5//2

Л - Ff/itt a felezett szakasz végpont
jai.
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Szőkefalvi-Nagy Béla megmutatta,hogy az

határsorozat egy
értékhez tart,amely szigorú értelemben növekvő, 
folytonos és majdnem mindenütt

Ezután meg fogjuk mutatni,hogy "F(4) nem*
tesz eleget a /3*4/ feltételnek.Legyen rt 
tetszőlegesen rőgzitett természetes szám és

Ekkorá ~ 4z2

V [fGO ”+■ С^‘сГ)] ^
£ *

[F(ti)-Fftrí)]-[F(t4j-T(^] s.S(í)
i'-2 /3.6/

4; •V {^0J,Z,-.. 2K) , a ii
definiciója alapján nyilvánvaló,hogy

<rés aahol

Síí)»£|F(ti)-2F(^)tF(Wí|
i*2

Mihthogy a szögpontokban a magasabb indexű függvé

nyeknek, és Így a határértékfüggvénynek is ugyanaz 

az értékük,azért a /3*3/ összefüggés alapján

(<-s) FUJ +• ('l+s) F(4i..a);
azaz

2"
S>(s) =21 .) -

<*2
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I F(tc)'Fít^J[ = S z [f«0- HiiJ =
\~2 1 C * 2 J

-s [f(-t2<0 ** FftJt -

[F(4)-F(£)+ f(^r)- T=(0)] .-s

A /3.6/ formula alapján

v [f (ti - ш-<r)] ^ 5 [щ - f( i) - f - f(o;]
(Г

í-á — 0Ha most ,akkor
Z"

V [F(t)-F(i-<T)]“2-s[F(ti-f(o)]>0,
cj"~»0 cT

íít) nem elégiti ki a /3.4/feltételt. 

Ezután bebizonyítjuk a következő egyszerű állí
tást:

azaz

lOé^T)TÉTEL. Ha a3.4.
függvény teljesen folytonos.akkor kielégíti a /3.4/
feltételt.

Bizonyítás. Mivel Ф(4) 

folytonos,igy

teljesen

■fc

Ф(.^г) ~ J*
(ofe t^r)

ffe) integrálható függvény.ahol a
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/Szőkefalvi-Nagy Béla,'[И5 J/Ekkor mint ismeretes
T

és Tr
V Q ~ <rj]' íl ^ - ^(-4'j)|<üs0

сГ-^ot сГ->0+ J
tíA^

(ГM)
ugyanis integrálható.

Qu. e. d.
Ezután tekintsük a Co(0,T) függvényteret.

Mint tudjuk, az A operátor a 

önmagába képezi le Aésd 2.1 lemma/.

A következő tételben megmutatjuk,hogy a /3.4/ fel* 

tétel teljesülése a

A operátor esetén is szükséges és elegendő az 

A kompaktságához.
3.5. TÉTEL. Tegyük fel.hogy

intervallumon korlátosjyáltozésíjués a

pontban jobbról folytonos. Ekkor a /3.4/ 

feltétel teljesülése szükséges és elegendő ahhoz.

ао,т) teret

C0 Сот) téren értelmezett

ФСС) a
CO,T]

4-0

C„Co,T) térben kompakthogy az A operátor a
legyen.

Bizonyitás.

eleget tesz a 

a 3*3 tétel alapján 

így az A a

A feltétel elegendő,ha ugyanis 

/3.4/ feltételnek,akkor 

folytonos függvény. 
CCC^T J teret önmagába képezi le, • 

és ott a 3*2 tétel értelmében kompakt.

Фа)
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C0ío,t)c:c(o,t;Másrészt ,igy A 

térben is kompakt.
A feltétel szükséges.Tegyük fel ugyanis,hogy 

A kompakt operátor а
rt ír)

Ha Radon tételének Riesz Frigyes és Szőkefalvi- 

Nagy Béla C'I'O 

teljük,akkor nyerjük,hogy

a

CoCoj) téren és

a /3*2/ összefüggéssel definiálva.legyen

által adott bizopyitását megismé-

Ik коrrt
Ezért а 3*2 tételnél látottak alapján Ф(1г} kielégi ti 

а /3.4/ tételt.
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4» Integrál egyenlőtlenségek.

A kővetkező fejezetben konvoluciós típusú in
tegrálegyenletek megoldásainak aészimptótikus vi
selkedését és stabilitását vizsgáljuk.
A bizonyítások során fel fogjuk használni az integ
rál egyenlőtlenségek megoldásaira nyert becsléseket.

Közönséges differenciálegyenletek megoldásai
nak stabilitását és aészimptotikus viselkedését

bebizonyított egyvizsgálva T.H Gronvall £ #3 

integráljegyenlőtlenséget.A fenti egyenlőtlenséget 
B.Bellman igen sok munkájában pl.C^l használta,Így 

az egyenlőtlenséget Gronvall-Bellman egyenlőtlen
ségnek nevezik.Az egyenlőtlenség a következő:

4.1. TÉTEL.

Tegyük fel.hogy

/Gronvall-Bellman/
és vr Ot) az

intervallumon folytonos.nem negativ függ-
0 ^ A < oovényés állandó.

Ekkor az
•k

(k) = A +■ j* tr
о

(C) м.(Г) dZ\L

( * U ír )

egyenlőtlenségből következik az
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í
(\r(V)dX

il(4) ^ 1 • e о

f CL ^ k)
egyenlő tlenség*

Bellman eredményét Bihari I. jjfj áltálé-

noaitóttá.

4*2* TÉTEL* /Bihari/ Legyen íl(^) ill*

0^ 4 ^oo
0 ^ ll ^ oo

O'M a fenti tételben adott,és
legyen az

intervallumon folytonos^ szigorúan monoton növekvő
függvény és j,(0) -0.
Ekkor az

állandó»Továbbá

и(У) 4 L + J"
CL

u- tv) cc(tr)) ár 

(ft. 4 "b — Qy)

egyenlőtlenségből következik a

Cp(ci(U)á C(í) t j ir(v) dr
CL

(ft-4 -tr ^

egyenlőtlenség,ahol
<L

w«-)= Г ^ ott (n^O, ч0>о) .
4
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A fenti két állítást В. Wisvanatham a

következő módon általánosította;
4.3* TÉTEL. /Wisvanatham/ Tegyük fel.

a^ ^u(4) intervallumonhogy
folytonos, nem negativ. (-t , tt-j az
a-4-&- j 0 — cl ^ oo tartományban nemjnegativ. 

folytonos., és rögzített t.-re az u, változó»

a z

iában monoton növekvő. Ekkor az

4
иД4) á u,{a,) +■ I" ^ (t", «.(T)) oUr

a.

egyenlőtlenségből következik.hogy

ü(0 ^ «ЧУ
(cl ^ {; ~ 6-J

o-C't)ahol a

(t) ■ ( b, o-(-b)j

ü“(ül) - Cl(cl) ■kezdeti feltételt kié»egyenlet 

légitő maximális megoldása.
A fenti tételek felhasználásával,,olyan integ

rál egyenlőtlenségeket vizsgálunk,amelyek jobb-ol

dalán egy konvoluciós integrál áll. ч
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Ilyen típusú tételt először Levinson ЕИОО *^özölt:
4.4. T É T В L /Levinson/ Legyen 0<=&< oo 

állandó.« u.(í) а СО, &*) intervallumon 

folytonos,nemnegativ függvény és
:o, oo)
ráiható függvény*
Ekkor az

\r(i ) a
intervallumon nemnegativ. integr

a(í)i £ + u- (4-r) u{r) dz
ö

(o á -t 4 СО J

/4.1/

0 < U ^ OOegyenlőtlenségből következik olyan

állandó létezése«amelyre

ЩП(е
• (0 -4 i < oo )

4

A Levinson-féle egyenlőtlenségnél általőnosabb a 

következő egyenlőtlenség.
4.5. TÉTEL /Bellman-Сооке W /

Tegyük fel.hogy
(4) 0 ^ ^ Oo in

tervallumon nemnegativ folytonos függvény;
0 — "t ^ oo in

tervallumon lokálisan integrálható nemnegativ

/а/ aCL
4 .

/ь/ o-Ct) a

függvény, és létezik olyan О ^ Cc ^ CO ЛУ1«гу-

íi
dó . amelyre

(
nrík) d£ < í .e

О
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Ekkor a /4.1/ egyenletből következik«hogy -1

4 &

^(4) 4 e
4

0

1
í

(o ^ir é oo )
A fenti tételt könnyen általánosíthatjuk a követ- 

kező formában.
4.6. TÉTEL

/а/ udk)

i

Tegyük fel.hogy

°°
mon nemnegativ. folytonos függvény;

EOi00)

-intervallu-a

Щл>/ intervalluma
mon monoton nem csökkenő»és.létezik olyan

állandó«amelyre0 ^ /л <oo
'* и

09

dl V(4j 4 i .e
о

Ekkor az
í.

4
att)^ 1+ (u,(t-T) оП/(с)

О

/4.2/

( О ^4 OU)£ 00 ■;

■iegyepi6Hanságból következik az
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fitIU.(k)á /4.3/i- f e'^ dm 4 

0

(o 4 00 )

egyenlő tlenség.

Bizonyítás, 

ségből nyerjük:
A /4.2/ egyenlőtlen-

wn(t)e^ a/ C u.(í-T)oU/Cr) 4+ e
о

4 t + J e
о

(A.U-C) е.'Л oU/Ot)
/

ОС?

[« «.wj ^г1Щazaz
ыХ(г) t ^ - í + max

О^гг é-t
0'

(o ^ -oo,)

A fenti egyenlőség alapján
a>

Г -Jk/tr
4 t* max t u.('C')

Г t^dVfr)-at-
* uír)cтал

о

azaz
í

£ тал ^ ~ Уe
о

ál/Ör)

Ez utóbbi egyenlőtlenségből nyilvánvaló áz állitás.
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Ezután egy általunk talált tételt bizonyi- 

nyltunk be.

4*7« TÉTEL. Tegyük fel.hogy

vik) СО( oo)/а/ intervallumona
négyzetesen integrálható^nemnegativ függvény.

intervallumon
nemnegatiVjlokálisan integrálható és minden végeá
intervallumon korlátos*

Ekkor a /4*1/ egyenlőtlenségből következik az

CO, to)/ь/ а

(О *4

/4.4/

egyenlő tlenség. ahol

V ~ (v W) ott. . 
0

/4.5/

0 OOB: i z о n у i t á s. Legyen 

tetszőlegesen rögzített és tegyük fel»hogy a
(4r) IK .intervallumon.

Ekkor a /4*1/- egyenlőtlenségná&apján
4

r(or) oUr- ti- Wv
О

azaz a Schwarz-féle egyenlőtlenséget alkalmazva 

adódik»hogy
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^ \J-b ^(tr) dx- —

ъ{мéi +

(OéUT) /4.6/

A /4.6/ egyenlőtlenséget felhasználva /4.1/-ből 

adódik az

t
— 4 f I* ü-C-t-tr) dx +

-t 0
ÍV • [ vr (-fc-т) Jr etc 

0

+ wv.

egyenlőtlenség. A Schwarz-féle egyenlőtlenség 

alkalmazásával nyerjük:

< U Ш + ». (Ml1
(o^Urj ■

A fentiek alapján teljes indukcióval köny- 

nyen belátható,hogy minden n természetes számra 

teljesül az

-^+ JsSbv ^ - / Y+i)1.Ш1 (л + ív? ^ •cH
1
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egyenlőtlenség.
Mivel

igy

#) * Щг
K-o ^

/4.7/

Nyilvánvaló,hogy a /4.7/ egyenlőtlenség az
Cc\ oo)

0^~ ~T<- -O0

intervallumon érvényes, 
tetszőlegesen rögzi-

egész

hiszen

tett volt.
Legyen

Oo Л.

{4 = 7^ , /4.8/
ÍZ[te-О

ekkor a /4.7/ alapján

(llít)

Azaz a /4.4/ becslést megkapjuk,ha megmutatjuk, 
hogy

i«.*
2(e) (O é: Cl ^ 60 )

/4.9/«-

Ezután bebizonyítjuk a /4.9/egyenlőtienséget. A 

/4.8/ végtelen sor tagonként dififerenciáiható,igy
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л*'- АОо Оо
1 С---- г—------- К. 1* >1 +- Щл а—.Í'U) = ^ -тfZi VM)!W.= /f п-г 4

ОО

■и. ^21
и_= О v

п_М2
И-f- -f

(Л
)]fZ’.

azaz

I'U)<^izS^ 4 + Üu{N )Й«.-О

мflК, ^2. ( О, 12ugyaniв I
/ 'fVt-

О < и. ^ оо
nemnegativ és

Mivel az intervallumon

IN
(U)ü{(o) f oU

O)

;
о

igy a 4*3 tétel alapján ,ahol
2- ( a

2 1 ( U. j = 4 -+ ÍZ u. ^ (gl) /4.10/

differenciálegyenlet 2 (o) - ^

deti feltételt kielégítő megoldása.

kéz-
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A /4.10/ egyenlet megoldása

Ll
i_ агMi a -4-fc2-á ^e a

*■(<0 = cU ^-ь e t
о

* I 4г 4“ 4 <4Mi ^^ им űU; ) е 43 ее. /о

azaz

££u.)4 3^"г

(о — <jL<£ оо ) .

Qu. е. d.

A következő eredményt Ifüskisz [?12j] bebizo

nyította, éa a késleltetett argumentumé integrá- 

differenciálegyenletek vizsgálatára használta fel. 

4.8. TÉ11L 

/а/.

vallumon folytonos függvény.
/Ь/.

/Шхякхшг/ Leaven

CL — 4r - 4 inter-az

CL^ f á 6-

vallumon korlátos változásé függvény.
inter-as



- 51 -

Ekkor bármilyen n természetes agára teljesül az

I (Л) cL(^(t) I
(V

fin* •со ) -t-

4
+-l--f

í) уI»W

ct£
(X

egyenlő tleneég.ahol

(fe<) fH.Hlt.)SU |7co
l^-CI* t?*- к

У(») függvényés a

tel.ies változása.
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5. A megoldások aászimptotikus viselkedése
éa stabilitása

Ebben a fejezetben az

■fc
/5.1/

ill. az ,

■fe

•fc-'c) ЫФ(т) /5.2/

4 és ^ ill.

függvénytől való függését vizsgáljuk.
A kővetkező tétel az /5.1/ egyenlet esetére nyert 

egyik eredményünket tartalmazza.

5.1. TÉTEL. Tegyük fel.hogy
éa a Qé-k^.'Oo

intervallumon lokálisan integrálható.
/Ь/ Létezik olyan

egyenlet megoldásának az

/а/

< L ^ oo- ex?
állandó, amelyre

I i&)ULi üjlíl) /5.5/

.-állandó. )(Oít l{L)^oo<C *OQ ,
)
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éa

ftg-fUWe-“)1
0

dk. ^ oo , /5.4/

^,(4) megoldáséraEkkor az /5.1/ egyenlet 

tel.ieaül az

(IP1-*-)*
e^ (4) ^ 3 Jl(L) /5.5/

egyenlőtlenség.
Bizonyítás. Az /5.1/ egyen

letekből nyerjük,hogy

<^(4) e Lt = (0 e Lt +
-L(Í~X)

t
(4 -tr) c ^ ^(r)ctó'f e

о
azaz

-Lt ^I e
* -í-ft-r)£ UU+ fe 
0

^(4-r)| e L |^(r)| <&r.
A 2.4 tétel alapján 1^(4) a C Oi 00 ) 

intervallumon lokálisan integrálható és bármely 

véges intervallumon korlátos,igy a 4.7 tételt 

felhasználva az ФС0-LtЦ (t) I e á 3 t(L) e u
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egyenlőtlenséget дуérjük.Ez utóbbi egyenlőtlent 

ségből nyilvánvalóan következik az /5.5/ egyen» 

lőtlenség.
Tekintsük a fenti tétel egy speciális ese* 

tét.Legyen | (í) és . a ["O, oo )
tervallumon lokálisan integrálbató, és tegyük fel, 

hogy

in-

t (o ^ i Z xx> )|^(4)| й /5.6/c- c >

О c oo éllan-ésahol - Oo jÜL< Oo

dó. Ekkor minden L > /л értékre
oo

í(yU)e ) dU + L á-ÍZÍZ
0
OQ

e2tA'LH cU + L4 сг
;íz

0azaz

czМл + | <:
íz +L=S * /5.7/(L-7O

< L< Oo ésHa feltesszük,hogy

e'U й l(L)
) /5.8/

(Oá t < oc j

tétéig valamint az /5.7/ egyenlőségakkor az 5.1



- 55 -

alapján nyerjük,hogy

ГCz +2ÜL(L-/tj)t 

l-(l-a)l*(t)|á 3l(L) e /5.9/

L>yU.Ha most olyan,hogy

cz + 2ÍZ L (L-yüt) 0 ,

korlátos, és ha L>ylt olyan,fit)akkor

hogy

c2 +ZÍ2L (L-fí)
< 0L(L-ju)

akkor

-túw ^ (-t) — 0 .
t —>+■ oo

Ezután egy egyszerű tételt bizonyltunk be.

0 < T< OO
folytonos.

5.2 TÉTEL Ha

/а/ 4^0 és ^("t)

; I ^ M (< oo)

integrálható és

a COtTj intervallumon: 
/ b/ (Oét^rjI a(t)-4(t)l & í,
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т
У I ^(t)- ^fe)| dir < í/с/

2- )
О

akkor az /5.1/ egyenlet (*ér) és a

t
*(-t) = + (-t-г) ^>fr; otr

0
/5.10/

egyenlet 2 Gt") megoldására fennáll a

i|mi)eMTI г(-Ь)- u,(4) I 4 ( cT, +■ e N
ó t

vboX
OéiérT

egyenlőtlenség.

Bizonyitée. 

megoldása az /5*1/ ill. /5.10/ egyenletnek, 
ezért а /Ъ/ és /с/ feltétekből nyerjük;

ill. 2^:)Mivel

1 2 (*r) - ^ W I é

= I ^fc)-£(4)| +■ I 1*2 (4-t) ^>(т) ck - oíz
* ö

(4-t) - у (4-t)| MtJl cUr

[Ци-г)| 1 у СО- Ч^О 1
Ü

<

4 í, + j |г
i 0

+

oUr i4-
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I (t) I +á é' + U1 ír ■ max;
Oár-tr-^ T

t
t- M [U (-t-т) 

0

{{'X ) I ár~ V /5.14/

GO
alapján <^(t)

Mivel az 

igy a 2.1 tétel 
is folytonos függvény.
Ebből következik,hogy a /5.14/egyenlőtlenségre al
kalmazható a 4.1 tétel,azaz fennáll az

függvények folytonosak,
é8 2 (i)

U (0 -
MT

* 4 mqA
(D&'trü.J

e

( 0^ -t é T) /5.15/

egyenlőtlenség.Ezután megadjuk a /5.1/ egyenlet 
egy

megoldásénak felső korlátját.

Az /5*1/ egyenletből adódik:

I ^(0I 4 I £ (ОI +■ j I ^ ('t-т) I I у 1т) I obr é

Цалimax
o^-ír^T
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azaz a 4*1 tétel alkalmazása után

Mt Ufr)lá e ■ *y\ű* 
Oé W T

(оч 4T)

Ha ez utóbbi egyenlőtlenséget beírjuk a /5.15/-*be,
akkor a

u; I2 (4) ~ *

/ ^ . MT
+■ 4 e l#Ct)l) eMTтал

О íb^T

egyenlőtlenséget nyerjük.

Ha az előző tételben a f U) függ-
függvényt megközeli-^(4)vényt mint a 

tő polinomot fogjuk fel, akkor,mint tudjuk,az el
térésüket nem integrálközépben,hanem négyzetin
tegrál ban célszerű mérni,ekkor az előző tétel nem 

használható.így a következőben erre a célra hasz
nálható tételt adunk meg.Elöszőr megadjuk az/5.1/ 

egyenlet egy négyzetesen integrálható 

megoldására az 

becslését:
I (ь) <u
о

mennyiség
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у Gt) négyzetesen in- 

intervallumon, azaz
5.3. TÉTEL. Ha

О áUTtegrálhaté a

T

Ф - f-t) cU:
о

< oo ; /5.16/

és

(o‘t< T;
/5.17/

valamint az

t
^(t) - (í) f J ^(-t ~r) vf ÍT") cCr 

0

/5.18/

egyenlet négyzetesen integrálható megoldása.akkor

tel .lesül az

Г
<(-Нг' t 2fr^2(r) oUr 4 /5.19/<)> Leü

egyenlőtlenség.

Bizonyitás. /5.18/ egyenletből 
mindkét oldalt négyzetre emelve,és figyelembe véve 

a /5.17/ egyenlőtlenséget,цуérjük;

A
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ш folytonos,és teljesül rá* azekkor

-t

MZT *■ \[z И fvtr) + ^у(т)] Jr
О

Y(Oá

egyenlőtlenség.Ebből a 4.2 tétel alapján követ
kezik, hogy

YUU (Gr (í ) /5.21/

(Oé -t с T) )

ahol

\x

G-(u.) [ 2H Й> \f£ ф -t
( <Л-> О ; U0 > О )

Ha az /5.22/-ben szereplő integrált kiszámit- 

juk,akkor G- (u,) - ra a

И
cUr . /5.22/

2MÍ? +-G(u.)-i ^
t <f>G0

összefüggést qyerjük.
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Ha most -át nullának választ-
juk,akkor a

(Г^)агф’ r 2M ^ ^ (^°) /5.23/

összefüggést nyerjük,amelyből egyszerű számítás
sal adódik a Q függvény 

цуе:
G4 inverz-függvé-

(eT -X )44 HcHw. (u-^ o). /5.24/

G'^G ill. függvényre nyert /5.24/ ösz- 

szefüggést felhasználva az /5.21/ egyenlőtlenség-

A

bői kapjuk:
2

Y(t)á^íe2 -4Ф l

Ha elvégezzük a kijelölt műveleteket és 

ges egyszerűsítéseket,akkor adódik,hogy
a lehetsé-

Г $r, 
e-2- (/I V?V(4)< Ф Z

YU) definícióját,a kívántazaz figyelembe véve 

egyenlőtlenséget nyerjük.
Qu. e. d.
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A fenti tételt felhasznélva bebizonyítjuk a 

következőt:
TÉTEL5*4 Теду ük fel «hogy 

fWiűpCO, és Vj/GO olyan, a [0,fj

intervallumon értelmezett függvény.amelyre tel
jesülnek a következő feltételek:

/а/ létezik olyan 0 ^ M < °o állan

dó, hogy

I (U) U M
. /5.25/(oMíT)

Y M/Ь/ vfU) 

integrálható függvény.azaz
négyzetesenes

Ф - I Lf2 (£)
0

Vj/2 (t) сЫ ^ öo

cU: <■ оо /5.26/

/

О ^ cT ^ <D0/с/ szómra teljesül a

I ^ (■t) ~ rf Gr) ( é <T 

(O
/5.27/

I

oU <T(t) -és /5.28/LVо
egyenlőtlenség.
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»«У ill.ezen feltételek mellettHa

2 (4) az

1
^(4) *■ {(4) t J (j, Gt -t) (r) ck /5.29/

ill.

i
г(4) - ^(4) + $2-(4-г) vj'(f') к /5.30/

egyenlet négyzetesen integrálható megoldása.akkor

teljesül az
T

dk й
о

á(<r+M|fdrfiw)* K(Y) /5.31/

egyenlőtlenség.ahol

pr
КЫ-^[еЧ1 + T /5.32/

fo tt <- -OO ^<

Az /5.29/ ill. /5.30/Bizonyítás, 

egyenletből következik,hogy



65 -

2 (t) - Й) ~ Ор Gfc) - \ it) -t-

тг) - Cf (rj]

( { ' т ) ] If (г) <&

^(t) - j ft) - {а) * (jfí-t;Dfft-;yr3*-

H (tr ) - ^ík)

■fc
+ j[z (Ьт) - ^ (t~rj] ifit) ár 

<0

t
eke tf

-t

(í-f)+ "ír
Vezessük be az

/5.55/

jelölést.

függvény megoldásaEkkor a

a

/5.54/

egyenletnek,és négyzetesen integrálható,hiszen

is négyzeteit)2 tt) és *

sen integrálható.

Megmutatjuk,hogy 

Ha alkalmazzuk a Schwarz-féle egyenlőtlenséget,és 

figyelembe vesszük а /с/ feltételt,akkor az /5*55/- 

ból nyerjük:

{k W korlátos függvény.

+



- 66 -

\ ]У(т)с(г' о
• \П Су(т)- f(r)]Zcfc ^ ■+

О

Y (Г + ÍJyí^2(t)cU; /5.35/

(Oé-t £Т) .

az /5*29/ egyenlet négyzetesen in

tegrálható megoldása,az 5.3 tételt és az /5.32/ je
lölést alkalmazva nyerjük:

Mivel

О *

Ípt г
)-i\ = м K(f; )

ahol M ill. Ф az /5.25/ ill. /5.26/által van meg

adva.

/5.35/ -be Írjuk,akkor azHa ezt az

|£(t)|*<r + иiR ifüíf) - /5.56/

^ о»
-nek.Ha most az /5.34/

egyenlőtlenséget nyerjük,azaz 

ső korlátja

egyenletre alkalmazzuk az /5.3/ tételt,akkor цуег-

fel-

4* W
jük,hogy

К (?) )
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fи, pedig az /5.26//5.36/,
által adott.Ha ide behelyettesitjük az 

tékét,akkor a kivént összefüggést nyerjük.

ahol az
Mi ér-

Qu. e. d.

Az

4tt) + Uu-t) оИ>ео /5.37/

egyenletre nyert eredményünket a következő tétel 
foglalja össze.

5.5 TÉTEL Tegyük fel.hogy
és

intervallumon;
korlátos véltozásu a LO/T]

4U)/а/ folytonos а

/ь/ 9(tJ
Lipschitz-folytonos.intervallumon.éa

0 < К ^ oo állandó.azaz létezik olyan

^2 - T0^ 4 értékpár-hogy bármely 4;

ra

IfUJ-fíUK KIU4

4
</с/ Z

í?0Ezen feltételek mellett,bármely előre adott
mm —•

számhoz található olyan <5о szám, hogy

ha
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(ск-UT)I j(t) - 4d)\ й сГ/d/ У

er (Ой -é^T)/в/

és az /5.37/, aft)
4

г(4г) ^ с^(4) + ^'г (-fc-г) 
о

pedig a

/5.38/

egyenlet folytonos,koriétoa változásu megoldása,
akkor teljeaül a

I a (í ) - ^ (-t) I < L

egyenlőtlenség.

Bizonyítás.
/d/ feltétel alkalmazásával tetszőlegesen rög-

Az /5.38/ egyenletből
a

zitett érték esetén nyerjük:

I 2 (4) - (4 ) I 4

4 t
г (t-r) elf (T)-^(t-T)d4>(r)|i

О О

á- Icj/tt) - f(í)

й <T 4- l [ (t-rj d [^(V)
О

(т)]О ■f

I ^ [sGt-t)
О

(t-tj d-t(r)+ ~4 /5.39/
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Most becslést adunk a fenti egyenlőtlenség 

jobb oldalán álló tagokra. Vizsgáljuk a jobb ol
dalon álló második tagot.Az /5*37/ egyenlet 

Ok) megoldása folytonos a 

intervallumon,igy alkalmazhatjuk a 4.8 tételt,azaz 

bármely rögzített n természetes számra teljesül a

I f *(W) cl [^(T) - I
О

^Ml 'ltfo) - t(0)| + | I eЙГ
О

4

f

egyenlőtlenség. Ezután vegyük figyelembe az /е/ ill.
feltételt.Ekkor4j(o) * 4.(0)

I [4^ (4-t) cl Ф(т)] I é

(4, t) *

[tf (fh Vtt)] +
"0 0

(T[|£lO)| + тол kU)| 
r Oé-Kr *

az

-t-

kW (+- cT-cT+ • со• тал

+ M&l'p]+
/5.40/
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Az /5*39/ egyenlőtlenség jobb oldalán álló 

utolsó tagból egyszerű átalakítással nyerjük:
4

1 I [zrOt-r) - ^ оСУ(т) I
о

áb(o)-^(0)| I УМ

ftfr)
О

(t)~ It (О) К+ 2

+

ТОMivel a Teltételek szerint folytonos,

korlátos változású,ez. 

utóbbi egyenlőtlenségből a 4*8 tétel alkalmazásá
val tetszőlegesen rögzített m természetes szám 

esetén nyerjük:

a (4)ill.

(*~r)] otr(r)á■ 4r

|t(t)|t UW-^|-TOI 

+ ‘“('fc.'/t) V (.u, \/ (sí-t-r))] +
ТО“ О <J V-0

f

(0)-*(°}|-|f(t)| + Uw-^WIIt(o)) 44 2:
“t

ТОЛ) ' f |*(r) 

0
(т) ésc .4 4̂
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Ha most figyelembe vesszük а /Ь/ éa/á/ feltételt, 
akkor a fenti egyenlőtlenségből egyszerű rendezés
sel az

h

0

(i-tj] df (r)|á

H'KV v' (zGt-r))] +
о г» о

К \ U (г) - I ehr 

о

^ г сГ 4NVCIX
O^-UT

+ 00 ^ I

+

egyenlőtlenség adódik,ahol а К konstans а /Ъ/ 

feltételben adott.На most elvégezzük az 

hatérmenetet,akkor kapjuk,hogy

Cöm.

4 •

I j [sU-r)-^-rJ dt(t)| 4
о

• IYWlj + 2lt(o;IU(t)-
4

f К • ^ U(t)- ^Cr) I dt
о

4 2-<Г f
O^T

Ez utóbbi egyenlőtlenséget és az /5.40/-et az /5*39/ 

egyenlőtlenségbe Írva kapjuk;
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|г(4) - I

^ cT + cT^||(Oj +

+ ^(í)^^'r)) VCY) + V W]+1S *»v«x'|YWi{+
L о о ** Oé^rl J

i
<-2|H/(o)|'U(0-^(t)| + К- [|аМ-<|>Л í

о

+ 2lH/(0)| la(t)-^(t)| + K-jW)-^w|
0

ии?л

á (f ["I +1 {(o) I + IIVQA
O^f^T

&jM]+ IV Cm ++

oUr .

Ezt az egyenlőséget tetszőlegesen rögzített
értékre nyertük. A t ~ О 

eset közvetlen behelyettesítéssel Igazolható.
0*4:
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2 <Ф(Ок -íMost vegyük figyelembe a 

tételt,és végezzünk egyszerű átalakitésokat a fen-
fél

ti egyenlőtlenségen.Ekkor

J4 [4+ \{(o)\ +
A -Z |f(0)|

{lf(0|J+ -f- 2.- max 
odd

■iтал
od*T

00 (■£ > ‘jp ( -I-

b ф
+ К f |г. (Т) — ^ (x) I olc

+ fv тал 
Óét éT

oof*\ u.
4- mq*

OÍÍ^T•f--Z|<t>(0)|

/5.41/
О

Vezessük be az

{M^ljи [4+ Uf°)lйог -f1- max
oebe-T4-Z|'p(0)|

+2 ma* í | Y(t) I 1 4ii+■ а. ma*о^-ьегÖCi£T

és az

H-ш« г i <tt]AM =

jelölést.Ekkor az /5*41/ egyenlőtlenség a
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I ъ (4) - ^ (-t) I á

4 сГ - "F (к.) ■+■ И • ■hcomux

t

-t-к f I г (Г) - ^(r) I Jr
О

alakban irható,amelyből а 4*1 tétel alkalmazá
sával nyerjük a következőt:

I г (t) - ^ (^r) I <
{ ‘"(±i j(í-r)jje КГ[J-fWi- И /5.42/тел

Oé-iúrJ

(oé i é T)
Ezek után tekintsük a rögzitett 

mot, és válasszunk olyan 

mot, amely re

£ szá—

N természetes szá-

KT-r)) e{ “>($> tli LИ тал 
о * f£T

< /5.43/2

A folytonossági modulus definíciója alapján nyil- 

vánvaló,hogy ilyen szám létezik,hiszen

a CO.T] intervallumon folytonos függvény,
igy
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I <*» ( -kr (i ~r))max

-Kr1 ^ (i l4 ) fyíír-'T, )|| ^ e £= max S4p
04^47- |r2-T„ l<r± 2 M

teljesül, fra W elég nagy.Ha az így rögzített N
сГ -t olyan kicsinek vá-természetes számra

laszt juk,hogy

cT F(N)e*r e.< 2.

teljesüljön,akkor az /5*45/ és /5.42/ egyenlőt
lenségeket is figyelembe véve nyerjük:

I ^ (-t ) - iftt) \ 
(Oél é T)

< £.

Qu* 6« d*

Tekintsük a tétel alábbi következményét:
Legyen ill. v|/(^J a LOfT’J interval

lumon integrálható függvény és

t
^(í) - [ {тг) da-

о

У (О * f r
о

(f) Дгill. )
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4M
adott.Ekkor az /5.37/ ill. /5.38/ egyenlet az

az előzőekbenvalamint és

y(t) - 4 (■t) * f<^c-t
о

) cf(r) oU /5.44/-r

ill. a

4
a(t)- Ja(t-r) y(v)J*

m ,ím

/5.45/

kielégitiegyenletbe megy ét,és 

az előző tétel feltételeit.
Ha feltesszük azt is,hogy 

korlátos vél tozású, akkor Bal Imán-Cooke 

szerint az /5-44/ ill. az /5»*45/ egyenlet (b)

megoldása a [PiT] interval
lumon folytonos,korlátos változésü függvény,igy az 

előző tétel szerint bármely £_> О számhoz 

létezik olyan (Г > 0 szám,hogy

(M és

ill.

U(-H - j/fi) I < £ (O^T)
)

ha
(O^táT)lc^(-fc) - £ Ct ) I ^

№ - cfU)k<T (Oá**T).ée
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Vizsgáljuk a legutolsó egyenlőtlenséget*Ha beírjuk

jelentését,akkor az<|>(t) é* t(t)a

t i

(pW-Iftr)J OÜT ) cTVj/ (f ) (hr — 1(r)í>ür =
О 00

egyenlőtlenséget nyerjük.
összefoglalva a fentieket: 

3.5. TÉTEL. Tegyük fel.hogy 

és * Ho,TJ in
tervallumon folytonosjkorlátos változóan függvé-

/а/

i^rek.
Ц>(Ь) és a iü,T] in-/Ь/

tervallumon integrálható.

t.>o számhoz létezikEkkor bármely előre adott
<Г>0 szám.hogy az /3*44/ ill* /5.45/olyan 

egyenlet (i) 

sül.hogy
ill. z (i ) megoldására telje-

U(t) - ^ £.

(o<- -t *Tj

I ,г
(о ^ f )

harcsak
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4

I [ vp(r ) - ^(г)] Лг сГés

О

Megpróbálunk a fenti v* tételek használhatósá
gára utalni. Tegyük fel,hogy a /3.44/ egyenlet 

megoldását úgy akarjuk megadni,hogy helyette egy egy
szerűbb egyenletet oldunk meg.Tegyük fel,hogy az egy
szerűbb egyenlet a /5.45/egyenletet jelenti,és a ben-? 

ne szereplő vp ft") függvény a 

mely értelemben legjobban közelitá meghatározott fok- 

számú polinom. Legyen továbbá
a korábban nyert tételek értelmében a megoldások 

különbségére becslést tudunk adni. A 

ban lehet elég szabálytálán függvény is,hiszen róla 

csak azt tételezzük fel,hogy integrálható.
Ugyanakkor a

ft) 4Ч7 vala-

r ekkor

tf ft) azon-

tab
integrálfüggvénye abszolút folytonos függvény.
Ezért elképzelhető,hogy könnyűr app^roximálni egyenle

tesen közelitő polinomokkal.Tegyük fel,hogy 

egy ilyen polinofuEkkor a legutolsó tétel szerint 

/5*45/ egyenlet megoldása használható a^/3.44/ 

egyenlet megoldásának közelítésére. '

Ennek a közelítésnek még az az előnye is megvan,
_ _ jr

hogy a /5*45/ egyenletben a 

fokszáma eggyel kisebb,mint a

az

fUJ-fű)
4(í) fokszáma.
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6* Speciális típusú konvoluciéa egyenletek
vizsgálata

Az előző részben bizonyított tételek kapcso
latot teremtenek két különböző egyenlet megoldása
között.Nevezetesen,ha a konvoluciés egyenletekben

gadott fügvények keveset térnek el,akkor a megoldá
sok is keveset térnek el.Bz lehetővé teszi,hogy 

bizonyos bonyolult függvények helyett,mint majd 

látni fogjuk,a lényegesen könnyebben kezelhető 

polinomokat,kvázipolinomokat használjuk.
A most bizonyításra kerülő tétel az

-l

r jf ft)4 I
о ű

/6.1/Mr

egyenlet megoldásának megkeresését a
A

(t) ^ Á 4 j 2 (-t -v) у ív) dx 

0

/6.2/Ъ

egyenlet megoldásának megkeresésére vezeti vissza. 

A tétel Dellmantél és Cooke-tői ered:
6.1. TÉTEL. /Bellman,Cooke />3 / На 

/а/ I (V) létezik a 0 4= t - T 

^ Oo ,

inter- ..
vallumon és

/
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/Ъ/

akkor az /6.1/ egyenlet megoldása előáll
az

-ír

fyft) =|«(o) 2г({г) V |'(,r) С&Г
D

/6.3/

2(4-) az / 6.2 / egyenletformulával.ahol
megoldása.

A tétel állitása nyilvánvaló,, ha a /6.3/ 

formulát a /6.1/ egyenletbe helyettesitjük.Ezért 

a bizonyítást nem részletezzük.
A fenti tétel az függvény létezését 

teszi fel, jóllehet gyakran csak a 

Ilyen esetet foglal magába az általunk talált té-
létezik.

tel:
6.2. TÉTEL Ha

T/а/
<c. со ,/

és

ex? ;

megoldása:

^)* {(4) 4- ч>(о) ^(v)zC^-v) dx
l r 0

f
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alakú, ahol г(4) а

Bizonyítás.

/6.2/ egyenlet megoldása.
Ha a /6.1/ egyenlet

megoldását

^ (-t) - ^ ft) + C(é) /6.5/

alakban keressük,akkor az /6.1/ egyenletből helyette- 

eités után LOr) -re az
4 4

dC-t) = j ^í(-l'z) (ffr) ckr
о 0

egyenletet nyerjük,amelynek megoldása a /6.1/ té
tel alapján;

4 Г

£(4) =|{ г(Н)А )y(s) dsj
0 v o

ckt

alakú,ahol в (4) a /6.2/ egyenlet megoldása. 

Mint az elemi differenciál számításban ismeretes:

r J
U(c)^(4-r)ote 

о , 04
5 f J |(дг) cLc

0 ;

azaz -t 4 ^
íft)=if(D)^(t) i[i-x)dct ^ ísC-t-т; í|(s) ^Íu-í) cts j otr

О C> ^ о

Ha az igy nyert összefüggést a

/6.4/ kifejezést kapjuk.

/6.5/-be Írjuk,
akkor a

Qu. e. d.
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A kővetkező tételek lényege az,hogy a kon-
voluciée egyenlet megoldásának problémáját visz-

■Vb -ed rendű homogén állandószavezetik egy 

együtthatós lineáris differenciálegyenlet megol
dáséra. Mint tudjuk ez utóbbi egyenlet integráci
ója elemi függvények segitségével mindig lehetsé
ges, sőt nem is kvadratúrákra,hanem algebrai műve
letekre redukálódik.

Először bebizonyítjuk a következőt:

6. 1. Ha y(4) a [Ö, TJ in-LEMMA.
/к.^4/ folytonosantervallumon tt -szélr

differenciálható.akkor az
4

- i + ( ц? U-v) ^Cr) ke /6.é/
о

egyenlet megoldása is ^ -szer folytono
san differenciálható.és a differenciálhányadosra

teljesül az

<(ll)(o) ^(t) y(x) oUr
i; Л 0

/6.7/

U- u, •• ■ /

4-összefűggés.ahol

váltját jelöli.
adik deri-

A bizonyítás teljesBizonyítás, 

indukcióval igen könnyén elvégezhető,ezért nem

részletezzük.
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Tegyük fel.hogy6.3. TÉTEL.
megoldása az

4% ' M .^ (4) + • •■ + a0q>ft:) -= О+ Ik-4CL^ /6.8/
differenciál egyenletnek.Ekkor az

cüc /6.9/

egyenlet megoldása a

Ы, ^ 1^) + - - .4 ß-0 ^) = 3-0№)a /6.10/

differenciál egyenletnek az

^ (O) -s \ 

(l-'Í

-Z Z<-b ( k~Á- c)
(o) /6.11/

((W, 2,...,^
kezdeti feltételeket kielégítő megoldása adja.
ahol

4-/1
OW-t)-I ^-c> if to;= d K.-A /6.12/C-0

)■ (ь о, л
Bizonyítás. Mivel mind a /6,9/,

mind a /6.10/ egyenlet megoldása ogyórtolmüen meg 

oldása egyértelműen meghatározott,élég megmutatni, 

hogy a /6.9/ egyenlet megoldása kielégíti a /6.10/ 

egyenletet és a /6.11/ kezdeti feltételeket.
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Az előző lenma alapján tudjuk,hogy ft -
folytonosan differenciálható,és deriváltjaira a 

/6*7/ összefüggés teljesül* Ebből az összefüggés
ből viszont azonnal következik a /6*11/ kezdeti

i'-O

szer

esetén azfeltételrendszer, ugyanis

(A- ^ Ií^(04íü(4-t-)
о

• • I

tag eltűnik*
Tekintsük az 

sülő /6*7/ egyenletet

eléri vált jainj a telje-

t-4 -ti-i

i-Q

(l- 4,1
majd képezzük a

Í--4 •t
ЛгW +4 2L ftК - ОЬ А

г (У(4-Т)]ЛГ^ ‘ ь/( (кг*' Г ЛГЧ—
Ч> Со^ ч C-atf

0 Q 0 vX '<
X Г а к,-л.

^ t < - о

összeget»Szorozzuk be a /6*9/ egyenlet mindkét olda-

a0 -lal.majd a kapott egyenlőségit adjuk hoz

zá a fenti egyenlethez*Ekkor

lát
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у- fü cf Í ^ 
4- «к <i (4 » 2_ j а
L,o 4 1=Д с.о

(I Ч-ч)/ (v-4)
if ío) U (4) +й-'-С

И. (V 1

ft 4 IP c^'tr) с(яг 
v У4-0

f<^[{r) megoldása a /6.8/ diferenciál-Mivel a
egyenletnek,kapjuk hogy

4*v_r Л£ Y ft-t) j- de = o} 

(ö é-ícT)
bo

azaz

v a) v f 2_ftfc ч t£j-z_U
4 = 0 J 4=-H

(fc-4-i) (*.- 4
(0) (í) + a0*w у п

Ha az igy pyert egyenletet átrendezzük,és bevezet
jük a /6.12/ jelölést,akkor a /6.10/ egyenletet 

kapjuk #) -re.
Most néhány speciális esetben alkalmazzuk 

a fenti tételt:
Tegyük fel,hogy ip [^) (»c~4j -ed rendű poli-

nom:
a.4

y{{) •t: .-л +■ C0' C *•4
/6.13/
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(p (4) elegetEkkor tesz a

<4 M-o /6.14/У
f

'W -ed rendű diferenciálegyen- 

letnek,igy a /6.9/ egyenlet megoldásánál alkal
mazhatjuk az előző tételt.Ehhez ki kell számíta
nunk a /6.12/ együtthatókat.Mivei a /6.14/egyen-

homogén lineáris

letet a /6.8/ ból akkor nyerjük,ha

<4 = 0

/6.12/-ből adódik,hogy

ö. к. ~ ^ )és igy

és

- -(M! ctMt ■ - ví (o)Il4

Ha ^ (4) ая6.4. TÉTEL.
/é. 13/-ban adott (iv^

akkor a /6.9/ egyenlet megoldását az

-ed rendű polinom.

Л(г) - c„ - q JK■% _ ... - (^-4)! )-0.C^4

<4, (o)'/
,, v , <£*-<)(o) = 2- с • й. * (o)

■C=0 0

differenciálegyenletnek az
i-4(4)

(ÍW(2| 4c)

kezdeti feltételeket kielégítő megoldása adja.
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Ezután érdekes foglalkozni a kvázipolinomok eseté
vel.

A l^Cí) függvénytDefiníció.6.1.
kvázipolinomnak nevezzük,ha

4*

alakú,ahol pfc.00 a "t változó polinomja és 

tetszőleges valós szám.
Tegyük fel,hogy a

°4

oCl't
Cj e. + • • c^e /6.15/1

formulával adott kvázipolinom,ahol C-c ill.

H| . 'Л.) tetszőleges valós szám és

éti ¥*oty }
Ha i ¥ i [i! j = 4.2,.. ).•, ^

begyen

p(<4)= (</.-űcJ(oC-od2).. . (cL-oL^) -

+ a
rv4

°C + • • • + CLq»V.-/1

ahol az а 4 együtthatók az

a^s/l
~ & K-l r od, ^ + • • • /к.

f .. . + oCK+ • • ■+ *
- ^^J=o64od2űd3t • ■ -ted^ «:2ö<.K+•• • + od

/6.16/CL Л--2. Л.-/]

K-2

H «0 ödj. ■ • • 4\,
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formulákkal vannak megadva.Ekkor a közönséges 

diferenciálegyenletek elméletéből tudjuk,hogy 

eleget tesz af №)
(t)f -+ a0 cp(^) a0

_.ídiferenciálegyenletnek• 

Ilivel а definíciójából a

‘Kti) k
If (o)-2 c3' °V /6.17/

(t- cv,
összefüggések adódnak,a /6.16/ és a /6.17/ ismere
tében meghatározhatjuk a /6.11/ ill. a /6.12/- 

ben szereplő
Ez azt jelenti,hogy a /6.3/ tétel értelmében az 

/6.9/ egyenlet megoldását visszavezettük a /6.10/ 

egyenlet megoldására.

Most rátérünk a trigonometrikus polinomok ese
tére. Tegyük fel, hogy *p[4) 

lete szempontjából fontos

^(0) i értéket.ill.

a Fourier-sorok elmé-

/6.18/2

összefüggéssel van megadva. 
Legyen

p(°cj = о£(оС~'С')(_°С+’ C){oL~'^--Csj{cC^'2.íSj ■ ■ • 0^-' bijoC-t Kt
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2.KT Л 2к~Á
~ оL + •• •+ *■21-1 <Х-

•hol
= /2 +■ 2^-+ • - • t к.2

* |22+i f* - ■ -? Кг+.
Zk—(

а2к-Ъ
Í л2- г•tx-м) к

2.

<4 =(í2- ••• kJ

Sickerf mint tudjuk • eleget tees •
(2к-4)

<f (4) Ч. ... + a,, tf ft)sOW + CL'f 2K~4

differenciálegyenletnek»uses a fentiekhez hason* 

ló addon alkalaazható az /6*3/ tétel.

Szék alapján azonnal adódik egy numerikus 

eljárás,amely [3J munkában adott numerikus mód

szer általánoaitásának tekinthető:

Keressük az
4

yM -- (k) i- Jy, i±-r) vf Crjotr /6.19/

(Oí £ 4, rj

о Го,Т]egyenlet megoldását 
Tegyük fel,hogy

intervallumon.
.gjr,.

közeli tő olyan függvény, amely kielégít egy /6.8/ 

alakéi konstans együtthatós x.-ed rendű homogén 

lineáris differenciálegyenletet, /pl, ^ í^j
polinoa, kvázipolinon vagy trigonometrikus pölinőm/.
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Ekkor a /6*19/ egyenlet megoldását a
•fc

2 (4) = t ^2: (-t-r)^/(r)c(r 

0

/6.20/

egyenlet megoldásával közelitjük.Mint azt a /6.2/ 

tételből tudjuk,ennek az egyenletnek a megol
dását a

í
*(■0- {(-0+ y^ícj^í-fc-rjctr

0
f

cír /6.21/

függvény ad ja,feltéve,hogy 

vallumon integrálható,ahol az
az

-4
^^(4-u) у(тг^) oUr 

о
= \ -t- /6.22/

egyenlet megoldása.A /6.3/ tétel alapján a 

/6.22/egyenlet megoldását egy, a 

vény ismeretében meghatározott -ed rendű kons-
függ-

tans együtthatós homogén lineáris differenci

álegyenlet megoldása adja.
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Összefoglalva a fentieket nyertük,hogy a /6,19/ 

egyenlet közelitő megoldását egy közönséges 

differenciálegyenlet adja.Ez azért előnyös,mert 

ezek integrációja elemi függvények segítségével
és ugyanakkor jól kidolgozott 

numerikus módszerek is rendelkezésre állnak.
mindig lehetséges >

és f ft) függvények
tulajdonságainak ismeretében a közelítésnél el
követett hibákat /a

Az adott

Г -.г
M-fr)ГЛСЦ

O^T dk)
о

értékeket/ a 3. fejezetben bebizonyított tételek 

alapján becsülhetjük meg.
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