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Bevezetés

Szdmos feladat az
+

4(6)= L)+ y(¥) j tt)y)de  py
(0<t p %)
alaki konvolucidés integrilegyenlet vizsgsilatéra
vezet,ahol %i£) ismeretlen fiiggvény.Ilyen fela-
datot jelent példdul bizonyos bioldgiai folyamatok
tanulményozdsa /Lotka [11] /,vagy az énszab4dlyo-
zési rendszerek analizise /Benes L4] /.

Bizonyos sztochasztikus folyamatokndl az

yle)= £(E) + g y &%) d O () /2/

(0 ¢tcw)

alaku Stieltjes tipusui konvolucidés egyenlet vizs-
gélata sziikséges.Példdul a Bellman-Harris féle el-
4dgazédsi folyamatban / [ 9] ) C43] / részecskék
bizonyos sztochasztikus tdrvény alapjén bomlanak
el.



Minden részecske élettartama egy valészinfiségi
v4ltoz6,68 ezeknek a valészin{iségi véltozdéknak
k6288 Ca(f) eloszlésfiiggvényiik van.Ha egy
részecske élettartama véget dr,akkor annak valé-
szinlisége,hogy " uj részecske keletkegik,

Pn 05"5 O 42, ... ) Feltessziik,hogy a
{~ngn=o valészin{iségeloszlés

oo
m = Z. ne Pn,
K= Q

varhaté értéke véges.Ha feltessziik tovabbd,hogy

az 4J részecskék keletkezése fliggetlen,és ﬁ4GJ

a részecskék szdma a £ idépillanatban,akkor
p4uﬂ eleget tesz az

t
ME) = 1= 6) + m (M(t-T) de@)

(o]
(O¢te oo )
egyenletnek.Stieltjes tipusud konvoluciés egyenlet

alkalmazésdra tovdbbi példa a dolgozat elsf feje-
zetében taldlhaté.

A /2/ egyenlet megolddsénak egzisztencidjit
és unicitésé4t Feller [ 6] ,majd Harris [I3] vizs-
gdlta.Harris dltaldnositotta Feller eredményét, és
megmutatta,hogy ha {({) a [O;00) intervallumon
Borel-mérheté és barmely véges intervallumon kor-
l4tos figgvény, @({) a [O|00)_ intervallumon
folytonos eloszlésfiiggvény,akkor /2 /-nek létezik
egy egyértelmiien meghatérozott Borel-mérhets megol-
désa,és ez a megoldds minden véges intervallumon

korldtos.



A fenti eredményt 4ltaldnositjuk,ugyanis
az ¥(€ fiigzvényrdl a Baire-mérhetfséget és
minden véges intervallumon vald korlt}tc?:sz go{f 1
mig a q>(jt) fliggvényrdl azt tesszilkk fel,hogy
minden véges intervallumon korldtos valtozdsa
/ 2.4 tétel/.

Az /1/ eryenletet tdbbek kdzbtt Feller [6]
Bellman és Cooke | 2] ,valamint Fényes Tamis [ 7]
vizsgdlta.

Feller illetve Bellman és Cooke munkgjédban

9 (£) =1 volt.Fényes a \}/({') T
(Oéaéoo, c&”andé) esetben,azaz az ¥

t
gt = 46 + o gq (k) y@ax sz

(0ct < w)
egyenletre nyert epzisztencia tételeiben feltette,

hogy f(’c)/ ¢(t) es  _g(t) -t\” 0) a [:O( %)
intervallumon lokdlisan integrédlhaté fiiggvény.

aQ

Fényes Taméds egy konzultdcié alkalmdval felvetette
a kérdést,hogy a fenti 4dllitésban sziikséres-e a

W(H - ¢(0) fiuggvény lokdlis  integ-
rélhatésé;ét feltételezni.A disszertdecic 2.5
tételébSl kovetkezik / 2.2 meg jegyzés/,hogy
ha a >0 , akkor pusztén az ﬁ{&) ill.

ge(%) lokédlis integrdlhatésdga elegends
a /3/ egyenlet megolddsdnak egzisztenci-
4jédhoz és unicitdsdhoz.



Ha azonban ¢=0 yakkor a kérdéses feltételt.
csak igen specidlis esetben sikeriilt elhagyni.
/2.4 tétel,y2.3 megjegyzés/

Az egzisztencia tételek bizonyitdsa sorén
nemaBellman és Cooke,és nem isaFér\yes 4ltal hasz-
ndlt el jdrdst kévet jiik.A bizonyitdsokat mindig a
kdvetkez§ ismert eredményre vezetjilk vissza:

Ha A a B Banach téren értelmezett li-
ne4aris korldtos operdtor és 4l <A ,akkor az

y=4thy
eliyenlet minden {Lé B eleméhez létezik egy
egyértelmﬁen meghatérozott 4 eB megoldésa.

A dolgozat harmagik fejezetében az

byt)= [y -7 o O

0

Osszefliggéssel definidlt A operédtort vizsgdl-
juk,és a kbvetkezSket nyerjiik:
A EO,T] intervallumon folytonos fiiggvények
Banach-térén értelmezett A operdtor akkor
és csakis akkor kompakt,ha @(f ) -re tel jesiil
a T

tn Vo (OG) - ©(£-8)) /4/

J=+0  t:0

T

feltétel /3.2 tétel/,ahol Afyg 9(t) a ¢(t)

fliggvény [OlT] intervallumon vett teljes vélto-
z484t jeldli. Radon tételének Riész Frigyes és
Sz6kefalvi-Nagy Béla [ 14] konyvében talslhaté

bizonyitédsat



megismételve adédik,hogy az A operétor a

Co (O(T) " téren akkor és csakis akkor '
kompakt,ha teljestl a /4]  feltétel /3.5. té-
tel./ Itt ‘ CO(-O(T) azoknak a [O‘ T]
intervallumon folytonos fiiggvényeknek a tere,
amelyek a {:O“ pontban nulldval egyenlék.
Ezutén megmutat juk,hogy ha Q/Lf/ feltétel teljje-
stl,akkor a P(t ) folytonos.Tovabbs P€1d4t mu-
tatunk olyan folytonos filggvényre,amely nem elégi-
ti ki a /4/ feltételt.Ezt a példédt Szbkefalvi-
Nagy Béla [15] Kkényvében taldlhaté szinguls-
ris fliggvény szolgdltatja. .

A negyedik fejezetben bizonyités nélkiil
k6261 jik Gronvall [ §] ,Bihari [§] ,wisvanatham
(167 ,Levinson [40) ill.Bellman és COOke,'
[2] eredményeit.Wisvanatham eredményére témasz-
kodva 0j felsl becslést adunk egy linedris kon-
volucids tipusi integrédlegyenlétlenség megold4-
séra/ 47 tétel./

Legyen “3’({) az .

%(fc)= £ (&) + Ofy(&*’t)&()(’é)o&’ /1/

egyenlet megoldédsa,és z(t) a
t .

20- )+ {260) o) dr
0
egyenlet megoldésa..

/8/



Ekkor a fenti eredmények felhaszndldsdval fels§ becs-
1ést adunk a /#/ egyenletgfy megoldésdra,valamint
az tjﬂ’) ¢ =) megoldédsok oz\gé_r [?(‘é)‘%&')l
i11. gr[g(e)— %(6)12# eltérésére /5.1,5.2
és 5.4 tétel/.

Tekintsilk ezek utdn a /2/ egyenlet esetét.Legyen 3(9
a /Z/ egyenlet folytonos megoldédsa,és =z ({)

a

+
z(6) = g (t) ~ {2 (tc) oY (r)

(0Ot £T)
egyenlet folytonos megoldédsa.Ekkor bizonyos feltéte~
lek tel jesiilése esetén megmutatjuk,hogy

OQM&T = (¢) - &J/UT) | tetszblegesen kicsivé
tehet§,ha-ceak  wax lg/(Jc) ~ ‘(Z(Jc)l
. max \Y ) - Q)| elegend6-

en kicsi /5.5 tétel/.

A fenti tételek alkalmazdsa azt eredményezheti,
hogy egy egyenlet megolddsdt,amelyre nincsenek jél
. ismert médszerek,olyan egyenlet megolddsdval kéze-
litsilkk,amelyre kidolgozott el jardsok ismeretesek.

A dolgozat utolsé fe jezetében ilyen "egyszer-~
.ﬁﬁbp egyenletekkel foglalkozunk;

Bellman és Cooke /2/ megmutatta,hogy ha %Cﬁ)
differencidlhaté és %Kf) valamint \@(f)
integrdlhaté fliggvény,akkor a /7/ egyenlet megol-
désa integréléssel elfsdllithaté a

z2(k) =1+ O{%({‘T) w(T) olx so



egyenlet megolddsdbil.

Erre az eredményre tdmaszkodva nyerjiik,hogy ugyanez
igaz akkor is,ha tffe) differencidlhaté és k{'éﬁ)
valamint %l{) integrdlhaté /6.2/ tétel/.

Megnutat juk tovébbé,hogfuiyf€) egy konstans
egyilitthatés,linedris differencidlegyenlet megolds&-
sa,akkor a /9/ egyenlet megolddsa ekvivalens egy
megfeleléen megkonstrudlt konstans egyiitthatés li-
nedris differencidlegyenlet megoldésdval /6.3tétel/.

Végill a fenti eredmények felhasindldséval
adédik egy numerikus el jdréds,amely R.Bellmann,R.Ka-
laba és B.Kothin [3.] éltal adott numerikus médszer
d4ltalédnositésdnak tekintheté.



1. Egy valés?inﬁségelméleti probléma megolddsérdl

Ebben a fe jezetben egy valészin{iségelméleti prob-
1éma megolddsdval foglalkozunk.Megmutat juk,hogy ennek
a problémédnak a megolddsa az |

t
yW)=G(t) + ¢ (¢-T) o G(T)

konvoluciés integrilegyenlet megolddséra vezet;Tekint-
siink egy gépalkatrészt,és jeldlje a gép milkbdése kbzben
a figyelt gépalkatrész véletlen élettartamit a §4
valészinlleégi vdltozé.Ha ez az alkatrész elromlik,kicse-
rél jiik egy mésik alkatrészre,amelynek véletlen élettar~
tamdt %2_ Jjeldli.A mdsodik gépalkatrészt egy har-
madikra cserél jiikk,amelynek élettartama 3 9 és igy to-
vébb.Igy a véletlen élettartamok §4 ) % 2, - )% oy
végtelen sorozatdt kapjuk.

Tegyiik fel,hogy a csere idémentes /a gép folyamato-
san lizemel/,és a §4) %z )_u.)%,w,”. valészinliségi val-
tozdék fiiggetlenek és azonos-eloszlésuak.

Feladatunk megkeresni annak a valészinfiségi vélto-
zénak a vdrhatd értékét,amely megadja ,hogy‘égy [(L-KJ
idSintervellumban hény alkatrészcserére voltiszﬂkség, |



JelBlje ezt a valészin{iségi véltozét N{: . Igy @
probléma megolddsa az M ({52 M (N.e) vérhaté' érték
megkeresése.

Legyen n tetszllegesen rigzitett természetes
szém:Ekkor N *h, azaz a [07T] id6intervallum-

ban pontosan M cserére volt szilkség,ha

§4+...+§wé L < %pw‘ iw

Ha bevezetjik az §{
SU Z §¢ (h=42,..) /A/
L’=4‘
Jelélést,akkor az . Nt“v\ esemény ekvivalens az
Su <t < Skﬁ eseménnyel.

A kdvetkezfben fel fogunk haszndlni néhény ered-

ményt.Bzek a valészinliségézémitds tankdnyveiben meg-
taldlhatdk.

Legyen 7, és 7, fuggetlen; T4(f) i11.T,(

eloszl4sfiiggvényl valészinfiségi védltozd,és tekintstik
a § SNt Na dsszeget,akkor a § eloszlés-
figgvényes

W= (7,69 aR ()= (7, (os) dFy(0)

A H(-E) figgvénnyel jeldlt eloszlést az ﬂ (‘Q és.

“Fz('&) eloszlésfiiggvényli eloszldsok konvolucié-
jénak nevegziik.A konvolucid milveletét jeldl jik a k&-
vetkez§ médon: H= :F4 * ‘T:z (‘G)

Tetsz8leges szdmi fiiggetlen $4 (L)l = ‘F.\,(‘é)

v
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eloszlésfiiggvényfl M1,  --

n

v4ltozék esetén a f = 2 N «¢ valészinfiségi

€=

védltozd H ({:) eloszldsfiiggvényét a

) T valdszinlségi

)~ Foxfox - xF )

formula adja.Ha Mty M azonos eloszlédsq,

azaz :F(f) =~ F¢ (§) (1'='f,2,---) ,akkor
HE)=Fx Fx - x F@)= F*{7)

A { %( } valészinfiségi v4ltozék feltételeigk
alap jén fiiggetlenek és azonos eloszldsiak.Jeldl je k-
z08 eloszlésfiiggvényiiket G(‘é ) «Ekkor a fentieket

és az /l.1/-et felhasznélva nyer jik,hogy

P(S.<t)=-6*%
(mt 1,2, )

Médsrészt az Nt deffiniciéja alapjén:

P<N& = ””)tP(SM4>{):

% (ntt)

< h- PSS t)= 4- ¢

azaz az Nten esemény valésziniisége a



puft) = P (k/twu)\
- X(utf)
- P(”eé’l‘b) P (NtQ -4 )= / G’ (k
formuldval adott.
Az Nt valésziniliségi valtozé M(JC) vérhaté értékére

érvényes az

ME)= 5~ o (t)-
oo w1 ('\-
=Z " (G ({-;“ G*%f)) >:L G*(Jc)
(\Oé{:(oo)

formula /természetesen feltéve,hogy a vdrhaté érték
létezik/,és t<0 értékekre MH’):O .A fenti
formulébdl adédik/feltéve,hogy a szilkséges dtalaki-
tdsok elvégezhetbk/:

M) = ¢* U +2 ¢ F-

= G(E) + G(%)%Z G* & -

- G0+ 6x 2 CNY= CLO+eEME)
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Ez utébbi egyenldségbll az

ME#) = Gt) + foM(m)M(@) N/

egyenlet addédik,ahol M ({3) az ismeretlen filggvény.
Mivel .20 (¢=4|2,—-. ) ,igya t<O
értékre 9}" (t)=0O. Haa t< O értékre tett

M(’c)~—O kikdtéat is figyelembe vessziik,akleor
/1.2/ egyenlet az

t
M(t)= G() + fM(ch)oLG-(fr) /1.3/

egyenletbe megy 4t,azaz M(%) egy Stieltjes ti-
pusi konvolucids integrilegyenlet megolddsa.
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2. Egzisztencia és unicitds tételek

Ebben a fejezetben az

¢
g€) = L)+ [y (o) o @ (o)
: 0
illetve az

{
W (6= L6+ y @) [ (H) o)

egyenletekre vonatkozé egzisztencia és unicitds téte-~
leket fogunk bebizonyitani.A fenti egyenletekben '{GQ
és @(*&). ill. &V(f) és \{/(%) a O;OO) intervallu-
mon adott fiiggvények és %If) az ismeretlen fiiggvény.
A fenti tételek bizonyitédsa sorén sziikségiink lesz két
lemmara. _

2.1« LEMMA  Tegyiik fel,hogy (<1< ¢és
/a/ {C&) [}DiTi] intervallumon folytonos fiigg-
vény, ;@(O) O
/v/ CPCQ) a [I%T—] intervallumon korléto%?éltozé—

0 iw

su_fiiggvény.

Ekkor az

.t
F(E) = [ fl-c) do)
(0c4<T)

fliggvény folytonos.
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Bizonyitéas. Leggen QOf£4, <4 <T

tetszllegesen rigzitett pont.Ekkor

H"_ (’ez) - “F(Ju)l =
1, | ¢
:[j£(£;”€)ol P(r) - f%({rt) ol P(r) | <

t4 12
< [ [flem0)- (e o) |due)+ [[26:) dva)
0 t4

ahol \/(jC) a CP(f) figgvény tel jes vdltozéds fligg=
vénye.A fentiek alapjén

lF (tz) ~F({1) [ S

< max | {-v)- L 7) | V() +

Oé'té"u

Fomax 14 )| [VE) - VE,)] =

£1£T4,

= max [ Ll tos) - V()

Oss <4,
fo:s\?tfh |¥(S>, [V({Z>~ V(Jc,)] .

EbbSl az /a/ feltétel alapjin nyilvédnvalé,hogy ha

4:1-5- ch"" ’E1 , akkor '-F(t;)“:f:(ﬂ) -0,
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Ha t,2+4,—>%, ,akkor a fentiekhez hasonléan jar-
hatunk el, igy T(£) folytonos a [O,T] intervallu-
mon.
Qu. e. d.
A fenti lemma segitségével bebizonyitjuk a kbvetke-
26 dllité4st.
2.2, LE MM A. Legyen P&) a [OT] in-

tervallumon (tDé;T'<:CK>) korlétoggéltozésﬁ figg~

vény .Ekkor minden olyan _ﬁ(ﬁ) fiiggvényre,amely a
[C){T] intervallumon Baire - mérheté és korli-

tos, az

¢
¥“W=§¥(f~f)dqﬂt)

(oe4+<7)

figevény szintén Baire - mérhet§ és korlgtos.

Bizonyit 4 s. Abizonyitdst a Baire - féle
figgvény osztdlyok rendszima szerinti transzfinit in-
dukcidval végezziik el.

Tekintsilk a O-ad rendil Baire - féle filiggvény.osz~
tdlyt,ami nem mds mint a [IL’F]-n folytonos fiigg-
vények Osszessége.Tegyilk fel,hogy .gf{> eleme ennek
az osztdlynak ,azaz folytonos a [})|7’] intervallu-

mone.
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Ekkor a 2.l.lemma alapjén nyilvédnvaléd,hogy az

f#) = f{i(f ~T> d@® (v)=

i :ﬂ L (t~c) - {(0)]4 B) O [PE)- p(O)]

fliggvény Baire - mérhet§ és korldtos a [O, T] in-
tervallumon,ugyanis a fenti egyenllség jobtzoldalén
8116 elsaé fliggvény folytonos és a mdsodik korlétos
vdltozésa.

Legyen o+ 0 tetszlleges rendszém,és tegylik fel,
hogy az 4llitdst mér igazoltuk minden olyan fliggvény-
re,amely az ol -4t megeldz6 rendszémi Baire osztédlyba
tartozik.Ekkor megmutatjuk,hogy az ol -ad rendili Baire-
féle fignvényosztdly elemére is igaz az 4llités.

Legyen f({') eleme az o« -ad rendl Baire
féle filggvényosztdlynak,és tegyilkk fel,hogy /{L&) a
[O,T 1 intervallumon kor(]).oétos fiiggvény .Ekkor ta-
14lheté olyan { 4{)_“, (Q)E n= o figgvénysorozat,
amelynek minden eleme egy . =-ad rendiinél algcso-

nyabdb rend{i Baire-féle osztdlyba tartozik és minden

0<+sT -re Lin. ¥n (Jc’) = !;(é)
A —> 109
Ha O< K< oo az £(‘c) figovény korlétja,akkor fel-
tehet6,hogy | 4@(%)‘ £ K (D £ L £ T)
w= A2, ... > . Ellenkez8 esetben ugyanis az

:€~* _ ({Nﬂ K) U(*K) fiiggvények sorozatit tekintenénk,
amelynek tagjait ugy kapjuk,hogy az eredeti sorozat

tagjait feliilr6l a K,alulrél a-K konstanssal levdgjuk.



- 18 -

{'£«.(E)} fiiggvények sorozata egyenlele-

Az
figgvényhez

sen korlétos,és mindeniitt az ¥(€)
konvergél,igy Lebesgue tételf alapjén
o ) = b OHB.JHM P(T)=
= f@&—fc)om(fc) =T (*)
05 t €T értéxre.

minden régzitett
A transzfinit indukciés feltevés alapjén minden

Baire-mérhet6,tovédbbd a Baire-mérhe-

Fa (t)
t6 fiiggvények osztélya “pontonkénti hatdrmenetre nézve
zért,igy T(€) Baire-mérhetS.
korlatos a [ O T] intervalla-

Mésrészt 'F(f)

mon,ugyanis

.
FO)=1[ i) dow)| £ K [V(T)-v(0)]

(O<teT),
ahol K az £(€) felsal korlétja’
V(T) = V(O)
a <P teljes vAltozésa.
Qu. e. d.

A fenti lemmék felhasznédldsédval bebizonyitjuk unici-

tds tételeinket.
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2.1 TETEL Tegylk fel,hogy
/a/ {(f) a [0 o) intervallumon Baire-

mérhets és minden véges intervallumon korlétos figgvény ;
/v/ ‘b(%) a [O, Oo) ‘intervallumon minden

véges részintervallumén korldtos véltozdst és a £ =0

pontban jobbrél folytonos.

Ekkor az

: 4 :
g ) = £(€) 4 Of%(f ) d P(T) | /2.1/

egyenletnek a [Olv 00) intervallumon 1étegik egy
9/({) megoldésa.és Lj,(t) ~a [0,%) -en

Baire-mérhet§ figgvények kdrében egyértelmiien meghatg-

rozott.Tovéabb4 ty(f) a [ 0, o0 ) minden véges

intefvallumén korldtos.

Bizongyité§s. A tétel bizonyitédsdhoz ele-
gend$ megmutatni,hogy a /2.1/ egyenletnek minden véges
[O. T] intervallumon létezik megoldédsa,és ez
egyértelmilen meghatédrozott.
Legyen O <L T< o0 tetszblegesen rogzitett,

és jelslje DB(OT) a [O,T] inter-
vallumon Baire-mérhet§,korldtos fiiggvények halmazdt.
Minden %(Jc) € B (Ol T) fiilggvényhez rendel jik,
hozzé az

| ~Lt
"«y” = o:ipér | e Aj(f)f /2.2/
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normdt,ahol az O0< L € d4llandét ugy rog-
zit jiik,hogy tel jesiil jon a

i
g = 5 avik)< /2.3/
(9]

egyenlétlenség. Il,yeanindig létezik,hiszen (P (f)

és vele egyiitt a V(f) tel jes vAltozés fliggvé-

nye is jobbrdél folytonos a t-0 pontban.
Nyilvénvalé,hogy a B (O.T) fliggvényhalmaz

a /2.2/ norméra nézve Banach - tér.A B (OlT)

Banach - tér tetszfleges Y (f) elemére defi-

az
nidljuk A operitort az

t
Aj = f%(é-t) d ¢(r) /2.4/

Usszefiiggéssel .Ekkor a 2.2 Lemma alapjén nyilvénva-
-16,hogy az A 1lineédris operdtor a B(OJ) Banach -
teret dnmagdéba képezi le.
Megmutat juk,hogy “ A “ < /1 .
Legyen té,({’) & b(O‘T> tetazllgges,ekkor
t
=Lt <
[Ayll= sup |e g%@c—fc) d Cb(fc-)’ <
04t <T

0
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t
-t .

< s e -

< s, {1y el avo)

t

= Sup ‘I

octer | )

-L(t~’t:) e
{ ey ()l LJva} ,

azaz
T

IAyls sue {lyt) A [

)

=cy“n?(ll.

Bz utébbi egyenlétlenség és az [ definicidja af;jén
addédik,hogy

ITAl € g < 1.

Abb6l ,hogy a E)(C)[F) Banach-téren értelme~-
zett A operdtor lineédris,korlédtos és “/\l’<: 4 )
(144 alapjén kdvetkezik,hogy az

€
G (&) = f)+hg= £06) + [y (e-T) d O(r)
Oegyenletnek létezik egy
egyértelmfien meghatérozott ﬁy(ﬁ) €B (0,1—)

megolddsa.
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Mivel 0< T <o tetsz6leges volt,igy
a megoldds egzisztencisja és unicitdsa a [0, )
intervallumon is tel jesil.

MegJjegyzés. Abbél,hogy az ||A[ <1
kovetkezik,hogy a rtgzitett [O(T] intervallumon

N " -Lt ¥ N
sup ALy =2 w10 ly-2 474 | >0,
ha_csak N—o ,8282 az \3/({') megoidés elé-
411 az

RPNt 2.5/

végtelen sor alakjdban , tovdbbda a fenti végtelen sor
minden véges intervallumon egyenletesen konvergdl.
2.1 lemma és a fenti megjegyzés alapjén nyil-
vénvald a kovetkezd dllitds:
2.2 TETEL. Tegylik fel,hogy P(&) a 2.1

tételben adott,és 4{7' ((:) a [O: °°) -en_folyto-
nos, tovébbs _{,(O)-‘-O .
Ekkor a /2.1/ egyenlet megolddsa folytonos a

[0\007 intervallumon.
A fenti tételek utén vizsgdl juk az
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t

) < L)+ y &) [y (o) o) de 2.6/
0o . ‘

e@enlet _ [O( (70) -en lokédlisan integrdlhaté meg~

pldéaénak egziszténcié&'ét és unicitéaséat.

' A kbvetkez§ tételekben a /2.6/ egyenlet'megoldésa

alatt olyan fliggvényt értiink,amely a [O | ©9° ) in-

tervallumon lokélisan integrilhaté,és egy nullamérté-

ki halmaztél eltekintve kielégiti a /2.6/ egyenletet.

Igy a /2.6/ egyenlet megoldésédnak egyértelmiisége alatt

azt értjik,hogy a megoldds legfel jebb egy nulla mér4é-

kii halmaztdél eltekintve egyértelmiien meghatédrozott.

2.3. TETEL. Tegylik fel,hogy
/a/ {.(é) és \Q(Jc) a [0,%) intervallumon loks-

lisan integrdlhaté; .
s \‘/({‘) a [O‘ 00) intervallumon lokdlisan

integrélhaté, és bérmély véges intervallumon korlétos.

Ekkor a /2.6/ egyenletnek a [O, o) intervallu-
mon lokdlisan integrédlhatd fliggvények kirében létezik

egy egyértelmfien meghatérozott megold4sa.

Bizonyitase: A tétel bizonyitdsdhoz ele=-
gendSé megmutatni,hogy a /2.6/egyenletnek minden véges

[Olrl intervallumon létezik integrdlhaté
megolddsa,és ez a megoldds egyértelmiien meghatdrozott.
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Legyen O<T< o tetsz6legesen rbg-
zitett,és jerslje D(OT) a [0,T] in-
tervallumon integrdlhaté figgvények halmazédt.
Minden %&)éﬁﬁﬂj fiiggvényhez rendel-
Jjuk hogzé az

e Ty (0] e 12,1/

O =

Iy 1l =

normét.az Q< L < o 4llanddét Ggy rogzit-
Jjiik,hogy tel jesiiljon a
T

q = K- (Q"Ltl\?(t)ldt<4 /2.8/
0]

egyenlftlenség,ahol

Iiyen L mindig létezik,hiszen ke(k) a
LO,T] intervallumon integralhaté fiiggvény.
Nyilvéanvalé,hogy a ES(O(T—) fliggvényhalmaz
a /2.7/ norméra nézve Banach -tér.A E>(Ch1_)
Banach=tér tetsazbleges gy(k) elemére definigl-

juk az A operdtort a kivetkez§ Usszefiliggéssel:
+

A%:\{/(Jc) S}(frfc) ¢ (©) da

(o;léT)
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Ekkor az A operdtor lineédris és a B(QT)
ret dmmagdba képezi le,hiszen \t/({t) a fel~

tételeink szerint mérhet§ és korlédtos,mig az

te~

(«X(f\t) @(v) de

fiiggvény a konvolucidé tulajdonsdgai alapjén integ-

rdlhaté,azaz IA( Y (E) is integrélhaté.

Ezutidn megmutatjuk,hogy agz A operdtor korlétos és

| A< 1

leges eleme a B(O‘ T)
T

[Agl= {1 p8) [y 6o o) ar | de <

. |
K &U e ~f>le“"f<’”’°‘”} “
0\o

Innen a kettés integril tulajdonsdgait felhasznidl-
va nyerjik,hogy

“A‘y” s K f{f I?(Jc-”c)le‘wl(p(t)ldt}dfp

-k §{<t l\ole I

T
(el | Elyo o a

Legyen \3, (t ) tetszb~
Banach-térnek.Ekkor

(7A

\./\.—'

=K

o~/\-f°

0
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A fenti egyenldség alapjén nyilvéanvalé,hogy
T

A <K [Tt ae - (B Lyl ds- gyl

0

8zaz a /2.8/ggyen16tlenségb61
1Al < y< 1.

A fentiek alapjdn tehst a b(QT) Banach-

téren értelmezett A operédtor lineédris,korlstos
és ”A “ </| . lgy az '
t

€)= 10+ Ay £+ ¢(8) (4 (b-t) i) dr

0
egyenletnek létezik egy egyértelmiien meghatéro-
zott LX(JE e B (0T) megordssa.
Q‘oeodo

2.2. Meg jegyzcés. Tekintsik az

1
w({:):{a)nf& g%({—'c)ap(’t)dr /2.9/
(o< Jcoé 0 )
egyenletet,ahol a -0 8llandé és .@({:) ill.
&e({') a [:O' Oo) intervallumon lokélisan
integrdlhatdé.Ekkor a fenti tételt alkalmazva
nyerjik,hogy a/2.9/ egyenletnek létezik egy, a
\:O, oo > intervallumon lokélisan integrél-

haté megoldésa.
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Bz az eredmény 4ltaldnositdsa Fényes Tamds [ 7] téte-
lének.( ugyanis a fenti feltételeken til még azt is

feltette,hogy (t0) 1étezik és a
W) - (+0)
£
figgvény lokdlisan inteprélhaté.

Az e1826 tételek bizonyitdsa sordn litott médszert
kBvetve bebizonyitjuk a k8vetkezl tételt.

2.4. TETEL. Tegylik fel,hogy
/a/ #({7 ) a [0, ) intervallumon mérhe-

t6,és bdarmely véges intervaliumon lényegében korlétos.

/v/ ‘p(e) a (o, o) intervallumon iokdli-

san_integrélhatd.

/c/ 1{/({7) - a [O, ») Aintervallumon mérhe-
t8, és_dbirmely 04T = dllanddhoz létezik
olyan O<LL=L(T)< o0 )‘!.‘_0.&!

t
SUp @ss l (Jc)lg -Lt/[ ()] dr | < 1 /2.9/
ogié‘l‘ W A © ‘f

tel jesfil jon.



Ekkor a /2.6/ egyenletnek @ [ O oo )  in-

tervallumon mérhetf és bdrmely véges intervallu-

mon korlétos fiiggvények kirdben létezik egy egy-

értelmfilen meghatdrozott megolddsa.

Bizonyités. Leggen O0<T<oo
tetszllegesen rogzitett,és Jjeldl je B(O,T) a
[0, 7] intervallumon mérhets§ és lényegé-
ben korlitos fliggvények Osszes$tégét.Mindem
43,({-) €B (O,T) fiiggvényhez rendel jiik hogzé

azg

“(},H: Sup ess {c-Lt |(2((Jc)f} /2.10/

0Oct<T

normét,ahol az 0O £ L< o0  411andé a /2.9/ fel-
tétellel adott.

Nyilvénvalé,hogy a B(O\T) tugevényhal-
maz & /2.10/ normira nézve Banach-tér.a B(OT)
Banach-tér tetszdleges 43, Uc) elemére defi-

nidljuk azA operdtort:

t

(0O&ctcT)
Ekkor

Sup ess lc-u A—%(fc) \ =

0ct< T
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L |
) -Lt
= g‘ipf:f ‘e q/(fc) ofj,(é‘t) p(t) dw ‘ <

4

LD NP |
< Sap s ﬁ‘t’“) | OL a \EWT)IQ ﬁe‘f)ldf}é—

+

< “ © Syp ess { (+) e__LT ) o(x’g /2.11/
il sz (1) e
Az A operitor a B( OlT) teret b;nmégéba

képezi le,ugyanis
+
5 (+-T) @(T) o
)y T g

integrélhaté és \.\/ (-&) 'mérhetd,'igy A’%({)
mérhet§ és /2.11/ alapjén lényegében korlétos
figgvény. V
A /2.11/ egyenlStlenség és a /2.9/ alapjén az
is nyilvénvalé,hogy “A | <1 .

| Igy a /2.6/ egyenletnek létezik a [O(T]  in=
tervallumon egyértelmifen meghatdrozott mérhets
és korldatos megolddsa.

Mivel 0K T< o tetsz8legesen ridg-

gitett volt,ezért a tételt bebizonyitottuk.



2.3 Megjegyzés. Tekintsilk az

£
t}Uc)= {f(fc)-r%f‘}({%)\g(r) dr /2,12
egyenletet,ahol ;{L(%) a [0/ ) inter-

vallumon mérhet§,és bédrmely véges intervallumon
korldtos, - oo & A < oo 41landé,és Y (f’)
a L0, o ) -en lokdlisan integrélhaté.
Fényes Tamés E ba ] bebizonyitotta,hogy
ha a fenti feltételek mellett N4 (+O ) 16~

t)~ o)
tezik, és LP( ) F X (+ ) lokédlisan

integrédlhaté,akkor a /2.12/ egyenletnek létezik

a [0 o) intervallumon lokélisan in-
tegrdlhaté megolddsa.A megoldds a lokdlisan integ-
rdlhaté fiiggvények kbrében egyértelmii,ha

X % (1—0) £ 0 ) és végtelen sok kiilénbb-
z8 lokédlisan integrdlhaté megoldédsa van,ha
Y g(+0)>0.
A 2.4 tétel alapjén nyerjilk,hogy ha az
O < L<w 4llanddra
e )& ™ (04tem)
és n\ ] < ’1 ,akkor a /2.12/ egyenlet meg-
oldésa a [ O o ) intervallumon mérheté, és a
[O( 00) minden részintervallumin lényegében

korldtos fiiggvények kbrében egyértelmiien meghaté-

rozott.
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3. Megjepyzések a konvolucids operdtor kompakt-—
ségérél

Az el8z6 fejezetben a ¢(€) korlétoqvéltozé-
su fiiggvény definidlt egy

+
hy (6) = Ow (t-t) d o) /3.1/

operétort,ahol %{f) vagy folytonos,vagy Baire-
féle fiiggvény volt.

Ebben a fejezetben a.[O(T} intervallumon folytonos
fﬁggvényekre vizsgdl juk az A operdtort.

Legyen C(OJ—) a [O,TJ intervallumon
folytonos figgvények tere éa (, (O‘T)C C(O(T)
az olyan folytonos fiiggvények tere,amelyek a 1=0
pontban zéréval egyenl8k.Az «2/({’) € C (OJ') /vagy
az AX(IC) e (o (O(T> / figgvények norm4ja

alatt az

H‘y“ = mox ‘gz(Uc)l

O£t &T

mennyiséget értjiik.
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Llegyen P(4-1) Qs ete
" (T) =
$(0) ktilénben
Exkkor az A operét.ox" asg
T
A t}(lc) = 4(41/(17) d r, (T) /33/
)

T
/3.2/

alakba irhaté 4t.Ha most feltesssiik,hogy az A ope-

rédtor értelmezési tartoménya C(O,T) sakkor

alkalmaghatjuk Radon ide vonatkogd tételeit /lésd

Riesz F. és Szlkefalvi - Nagy Béla [14]/
30T87TEL Legyen - P(t) a [OT]

intervallumon korlétos viltozdsu fuggvény.Az_A_ope-

rator a C(O,T) terot akkor és csskis akkor

képesi le onmagsba,ha  P(L)  folytonos.
Bizon y' itdese. A feltétél sziikedges.

Tegylk fel ugyanis,hogy AC <OIT) < C (Ol T) )
és legyen Y £)=1 . Ekkor

A%(Jc)= CP({) ~ (P(O)

fugegvény folytonos,igy CP (Jc) is folytonos.
A feltétel elegendfsége nyilvanvalé.

Q u. e. dG.

A fenti tétel bizonyitdésa Radon megfeleld

tétele alapjdn is nyilvénvald , hogy ha az opers--

tort 4tirjuk a /3.3/ alakba.
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3.2, TETEL. Zepyik fel,hory P(t) a

[O | T] intervallumon folytonos,korlétosgvilto-

zdsi_fipgavény.Ekkor a
Aim \T/ (PH)-P(+-8) = O. /3.4/

d—>0+ -8

feltétel tel jesiilése azlikséges és elemendS ahhoz,
hogy az A operdtor a - ((O,T) térben kompakt

le CNe

Bigonyités. Ho az A operdtort 4t-
irjuk a /3.3/ alakba,akkor Radon tétele szerint
az A 'kompaktségénak szlikséges és elegend§ felté-
telo,hogy mindsn rdgzitett O < § £7T -re

“( "({“1‘ \7 (f ("C)-Q(T))—-?O,
St g S

ha/csak ‘t——>§ ) Bzutén az 8llités nyil-
vénvalé,hiszen ez a feltétel és8 a /3.4/ feltétel
ekvivaléns.

Qu. e. d.

Tegylk fel egzek utdn,hogy egy P (1)

korlétos élt62636 fuggvény eleget tesz a /3.4/fel-
tételnek,Ekkor tetszfleges 0+ <KT
pontll ; rbgesitve nyerjik a

!



T

V (D) - ¢(¢-8))2

t=d

| Plho)- P4, - §) = [PU,-4) —@({0-25)]|+
| P (rd) - @he) - [Pl) - & (L=

v

+

egyenl6séget minden olyan J>0 szémra,
amelyre O<+t.-d8, +,+d<¢ T

'Ha most 0<d— 0 ,akkor a /3.4/
feltétel alapjén

02 | $(k,) - (4o-0)- [ P(t-0)- d(te-0]] |
| D (4010)=P(te) ~[6(4) - P (4-0)] |

azaz

Phe-0) = Phy) = P ({,+0) .

Ha +,=T ,8kkor fent csak az elsé tag
szerepel, mig ha to= 0 ,akkor fent csak a
mésodik tag szerepel.lgy CP(-J() a [OT]
zért intervallumban folytonos.

A fentieket Usszefoglalva a kdvetkez§ 41li-

tést nyertiik:
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tervallumon korlsétos véltozdsu fiiggvény és eleget
tesz a /3.4/ feltételnek,akkor & (‘(:) a [O,TJ

intervallumon folytonos.
Ezutén megmutatjuk,hogy létezik olyan T() foly-

tonos és korlétoé}ivéltozéaﬁ figgvény,amelyre nem
tel jestil a /3.4/ feltétel.
Jeldl je F¢) a Szlkefalvi-Nagy Béla [15]

kﬁmvében megkonstruédlt szinguldris fliggvényt.

az  Tl&)  roggvényt egy  Tw (+) sorozat
hatérértékeképpen fogjuk értelmezni;az T, ()
figgvény folytonos,és a képe egy olyan tirtvo=-

&

nal,amelynek szlgpontjaihoz a, = Ex
(k=0,4,..,2%) abszcisszék tartoznak.

Legyen :Fo (J‘) ={‘) Ty (£) egyezzék meg Tolf)-
-vel a 0,1 pontokban a t= i{ pontban pedig le-
gyen az értéke (4+s)/2 ,ahol S adott szém,

O« s< 4 fitaléban,ha T (£) =t
mérj?rmheztﬁk,legen :FMA (Ic)= . (-9) a {'>—2L~,.,
pontokban ('L=QAI . ,,ZN) imig a felezéssel ka-

pott (1j osztépontokban legyen

Fu PS8 1 )+ B2 1 (5) sy,

4
itt L= 5% ) (5-‘ =~ a felezett szakasz végpont-



Sz6kefalvi-Nagy Béla megmutatta,hogy ag

{ :Fw(lc>} sorozat egy T (f) hatar
értékhez.tart,amely szigorG értelemben ndvekv§,
fobytonos és majdnem mindentitt 'F'(f)=

Ezutén meg fogjuk mutatni,hogy '¥({) nem:
tesz eleget a /3;4/ feltételnek.Legyen n

tetsz6legesen rdgzitett természetes szém és

J: —1;\-’ .~ Ekkor
2

v [FG)-F(-8)] =2
gzzn Flt-8) - [l -Fl s3] - S19)

/3.6/

ahol {°F~, (L'=042 2.\) ‘A t; & ad
definxcléaa alapgén nyilvénvalé,hogy

ZIF ~2F (ki) t Fldes) ]

Mihthogy a szagpontokban a magasabb index( figgvé-
nyekneg,és igy a hatdrértékfiiggvénynek is ugyanaz
az értékilkk,azért a /3.5/ bBsszefiiggés alapjén

2F(kig)= (1-5) Bk ) + (les) Fld o),

azaz 5\,

NG Z\F (1-5)FC) = (hes) Flaig )+ Flk o) -

2]



ilF(e F(ew)l—sZ[m Flte,)]:
-5 [F t) = T+ :F( 4 'T:("o)]
;S[F('f "F(E:){- F(%.:i)‘ F(O)].

A /3.6/ formula alapJjén

V [Fe)- Fle-d)] 2 [F- F(d) rES)-FO)
{

Ha most J= o~ — 0 ,akkor
ln V [F&)- Fe-8))2 25[F)-F(0) | > O,
-0

azag ‘F(ﬁ) nem elégiti ki a /3.4/feltételt.
Ezutén bebizonyitjuk a kdvetkez6 egyszerii 411i-
tast:

5.4. TETEL Haa O&) (0££<T)

fiigevény tel jesen folytonos,akkor kielégiti a /3.4/
feltételt.

Bigonyitds. Mivel (D(Q) tel jesen
folytonos,igy t

Q)= [ ¢ @)oo,

(0 £ £7)
ahol a ge(k) integrédlhaté fiiggvény.
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Ekkor mint ismeretes /Sz6kefalvi-Nagy Bélq/[iS]//

v (CP) = (’&p“)l o
és Y T
b y [0) - 0t O fom g~ lt-dfted
— Ot ) d~ O+ 5
ugyanis integrdlhaté.
Qu. e; d.

Ezutén tekintsik a CQ(CZT) figgvény teret.
Mint tudjuk,az A operdtor a C?(C%T~> teret
dnmagédba képezi le /lé4sd 2.1 lemma/.
A kovetkez§ tételben megmutatjuk,hogy a /3.4/ fel-
tétel tel jeslilése a - C} (C)fr> téren értelmezett
A 'operétor esetén is sziikséges és elegend§ az
A kompaktsdgdhoz.

3.5. TETEL. Tegytk felhogy P/ =
[C%-r] intervallumon'korléto%&éltozéaﬁ,és a

+=0 pontban jobbrél folytonos. Ekkor a /3.4/
feltétel tel jesiilése szilkséges és elegend§ ahhoz,

hogy az A oper4tor a Cx,(OlT> térben kompakt

legyen.

Bizonyitds. A feltétel elegendS,ha ugyanis

CP({) eleget tesz a /3.4/ feltételnek,akkor
a 3.3 tétel alapjén q>(f) folytonos fﬁggvéﬁy.
Igy az A a (:(C%T‘) teret &nmagéba képezi 1le,

és ott a 3.2 tétel értelmében kompakt.



Mésrészt C,O(O(T) C C(O,T) Jigy A
a Co (O, T) térben is kompakt.
A feltétel sziikséges.Tegyiik fel ugyania,hogy
A kompakt operdtor a C«o (O‘T) téren és
legyen e (T ) a /3.2/ bsszefiiggéssel Zefinidlva.
Ha Radon tételének Riesz Frigyes és Szlkefalvi-
Nagy Béla [14]  4ltel adott bizonyitdsst megismé-
tel jiik,akkor nyerjiik,hogy

I -n =0 (£ 1)

Ezért a 3.2 tételnél ldtottak alapjén q>({') kielégiti
a /304/ tételto
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4. Integril egyenlStlenségek.

A k8vetkez§ fejezetben konvoluciés tipust in-
tegrilegyenletek megoldésainak asszimptétikus vi-
selkedését és stabilitasat vizsgal juk.

A bizonyitédsok sordn fel fogjuk haszndlni az integ-
ril egyenlétlenségek megolddsaira nyert becsléseket.

Kbz0nséges differencidlegyenletek megoldésai~
nak stabilitédsdt és asszimptotikus viselkedését
vizsgdlve T;H Gronvall [ 87} bebizonyitott egy
integréﬂégyenlétlenséget;A fenti egyenlStlenséget
R.Bellman igen sok munkéjdban pl.[1] hasgndlta,igy
az egyenlétlenséget Gronvall=-Bellman egyenlStlen—-
ségnek nevezik.Az egyen}étlenség a kovetkez6:

4;1. TETEL., /Gronvall-Bellman/

Pepgytk fel,hogy wit) és v(t) az

[fL,CJ intervallumon folytonos,nem negativ_fiigg~-

vény és O< £ < oo dllandd.
Ekkor az
. : £
w(£) £ &+§v(”() aw(T) dor
o)
(astse¢)

egyenlStlenségbll kdvetkezik az
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t
u,(é)é ﬁ . gv(t')dx

(o 4 < ()

egyenlitlenség.

Bellman eredményét Bihari I. [5] &ltal4-
nositotta.
4.2 TETE L. /Bihari/ Legyen w(f) ill1.
() a fenti tételben adott, 8 O& & €™
g11andd. Tovdbbd legyen %(w) az O<€ u‘o

intervallumon folytonos,szigortan monoton ndvekvd

fugevény és  ¢(0)=O0.

Ekkor az

b
w(e) ¢ L+ fv (T) g (u(v)) d

(a e t<b)

egyenlftlenségbfl kbvetkezik a

' b
G (W)€ G(&) + (o) do

(ee £ €0)

egyenlétlenség,ahol
K

(Y((k): —L dt (uEO) \Lo>o> .
Lo 3’({')
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A fenti két &llitdst B. Wievenatham [16] &
kdvetkez6 médon 4dltaldnositotta:
4.3. T ETE L. /Wisvanatham/ Tegyilk fel,

hogy  w(k) az asts & intervallumon
folytonos, nem negativ, /{Z (&, u,) az
astsls y O&uw <o tartoményban nexﬂ;xegativ,

folytonos és rdgzitett t-re az u yvAltozé-
Jéban monoton ntvekvS. Ekkor az

£
w(€) & u,(a)i"(f('c) w(T)) da

egyenlStlenségbfl kbvetkezik,hogy

w(t) € (%)
(actest) |

ahol k) a

o )= £ (4, vi)

egyenlet (o) = (A.(CL) -kegdeti feltételt kie-.

1égitl maximilis megoldédsa.

A fenti tételek felhaszndlédséval olyan integ-
ril egyenlétlenségeket vizsgdlunk,amelyek jobb-ol-
daldn egy konvolucidés integrdl 41l. .
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Ilyen tipusu tételt el§azbr Levinson [[41(0].2k0z0lt:
- 4.4. TETEBL /Levinson/ Legyen O<4£<co

dllandé, iu(é) a [0, o) intervalluson

folytonog, nemnegativ fiiggvény és v (£) a

Ko , ©o ) intervallumon nemnegativ integ-

rélhatd figgvény.

Ekkor ag

. t o
wlk)€ £ + g v (£-T) u@) ot /4.1/
o
(O£t < )
egyenlftlenaégblfl kdvetkezik olyan O< w< o
dllandd létezése,amelyre
ut
<
wu)_z.ﬁe

(04t < ™)

A Levinson-féle egyenlftlenségnél 4ltalénosabd a
kbvetkezl egyenlStlenség.
4.5 TETEL /Bellman-Cooke [2]/

Tegylk fel,hogy |
' /a/  wk) a O<+t<oo  in-

tervalll_mon nemnegeativ _folytonos fliggvény;
n/ k) 8 0<4t<co0  dn-

tervallumon lokdlisan integrélhatd nemnegativ
figgvény, €8 14tezik olyan O0< w<w _Allan=

[ #]
46 ,_amelyre

w~£f‘
Se./& o(t) dt < 1.
o
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Ekkor a__/4.1/ egyenletbll kbvetkezik,hogy

’ L wt
(£) & e
w ) 4~§¢-Mtv{€)o&
(0 ctcw) '

A fenti tételt kdnnyen 4dltalénosithatjuk a kbvet=-.
kez§ formédban.

4.6 TETEL Tegylk fel, hogy

/a/ UL(Q a  04t< o intefvallu.—

mon nemnegativ, folytonos figgvény;

/v/ V(fc) a [0, ) lix_xtlervallu- |

mon mdnoton nem cs8kkenS,és.1étezik olyan

0 << éllandé,amelyre

~ -

-kt
[ o™ avwy e
0]

I;‘.kkor az
£
wB)& L+ (w(f~T> dV(t) /4.2/
)
(Oéééoo) Oék)

egyenl6tlenségbll kdvetkezik az

PO

o e
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t
(k)£ ﬁf el /4.3/
U ‘re A V(t)

o

(0t cw)

egyenlStlenség.
Bizonyité4s. A /4.2/ egyenlStlen-

8égbll nyer jiik :

- -ut  ~ut
w(%) e Méﬁ.c # + e # gu({r-t)ot\/(t') a

"
Jc-
<h+ fe * t)u({ C)clu AV(T) )
0.

aza -uT -
Tb(é') Q-M: < h+ max {.t * oc(’t’)gg - oLV(T’)
oct <4 4
(O <t <o)

A fenti egyenllség alapjéan
Max {u(v)c < l+ max {e u(t%j o(V(t
0<£Te 4 0eTet

azaz

Lt T 3
4 Z - .
)< oLTet { “(e)e g 1= ™ tdvg)
O

Ez utébbi egyenlStlenségb8l nyilvdnvalé az 4llités.
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Ezutén egy dltalunk taldlt tételt bizonyi-

nyitunk be.
4.7. TETE L. Tegylik fel,hogy
/a/ \r(%) a [O‘ Qo) intervallumon

négyzetesen integrdlhatdé, nemnegativ fiiggvény.
/v/ Y (‘7) a EO‘ ) intervallumon
nemnegativ,lokdlisan integrdlhaté és minden véges

intervallumon korldtos.

Ekkor a +1/ epyenlStlenségbll kdvetkezik az

(k)¢ 34 - =t /4.4/
NX S e 4.

(0 €4 <w)
egyenlftlenség,ahol

V=0 (v @) ok /4.5/
3 |

Biizonyitéds. Legyen (0<T< oo
tetszdlegesen rogzitett és tegyiik fel,hogy a
[0T] intervallumon. Y (£)&m .

Ekkor a /4.1/- egyenlétlenségabapjén
+

ylk) € b+ m g v (v) oz

8]

azaz a Schwarz-féle egyenlStlenséget alkalmazva
adédik, hogy



(Ot <) . /4.6/

A /4.6/ egyenlStlenséget felhasznélva /4.1/=b61
addédik az

t
yle) € e b [ v (4-7)de+
n 0
‘+m-®7--§v(£‘T)¢% kT

egyenlftlenség. A Schwarz-féle egyenlStlenség
alkalmazisdval nyer jiik:

Ly(e)f; &.+ £.$JZ + m qggil
(0t<T)
A fentiek alapj4n tel jes indukciéval k¥ny-

nyen beldthaté,hogy minden n természetes sgzémra

tel jesfil az

42 & (1+(VE + \{\?% R lad

nt)!
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egyenlétlenség;
Mivel ‘
{
lin (€0 ¢ o [T Lo
n—o () T Ao V(M) g
igy

ylk) < &'i \(E-i)w /N 7

=0

Nyilvédnvalé,hogy a /4.7/ egyenlStlenség az

egész E(N 00) intervallumon érvényes,
hiszen 0L T<C > tetsz6legesen rigzi-
tett volt.

Legyen

n

Qo
A /4.8/
=2

ekkor a /4.7/ alapjén
g4 lw).

Azaz & /4.4/ becslést megkapjuk,ha megmutat juk,
hogy

!

w
J) 3% (0w <w)
/4.9/—

Ezutén bebizonyitjuk a /4.9/egyenlStlenséget. A
/4.8/ végtelen sor tagonként differencidlhaté,igy



J(0)5 e e WS e
= n = +LL !\i_ =
¢ n= 4 J ! w4 "~ Vi)'

azaz

swanie (M2 <7 (042, )

Mivel az O<L w<«® intervallumon

£ (u,) nemnegativ és

4<u)<4i(o)+§ JHVZ 4 LG)) ok

igy a 4.3 tétel alapjén _ﬁ(m)éz (“) ,ahol
z (“f> a '

2'(w)= 4 +2 w=(w) /4.10/

dit;.’erenciélegyenlet = (0) = 1K(O) = 4 kez-

deti feltételt kielégité megolddsa.



A /4.10/ egyenlet megoldésa

w
2 Lo A 42
w = :
z(w) = ed% + e = Sﬂ e = Mz
o
6o 2
L {,%u v—%(@
£ (Ur [ ™ w)e™ <3
5 )
azaz
i 2z
ﬂ@(m)LS =
(Oé—.uéoo)
Qu. e. d.

A kvetkez§ eredményt Miskisz [12] bebizo-
‘nyitotta,és a késleltetett argumentumi integré-
differencidlegyenletek vizsgélatéra hesznélta fel.
4.8. TETRL /Migkisz/ Legyen

/a/. :é(%) az af+<b  inter-
vallumon folytones fiiggvény.

/o/. %({’) a2 a<{<é  inter-
vallumon korlédtos véltozdsu figgvény.




Ekkor bédrmilyen n természetes szdmra tel jesiil az
&

\KM) dg(®)] € w (£25 1) \/(%)er

» + \4(@) %(a)l+l££@“%((’r)l
P e (5 ) 4) f\%(alwe

egyenlStlenség,ahol

és V (g) s glt) fugavény
tel,jes vdltozédsa.
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5. A_megolddsok asszimptotikus viselkedése

és stabilitédsa

Ebben a fejezetben az

t
%&)zﬁ&)+§}05T)?@)dt /5.1/

ill az,

»

Owd\

%(—):{L(&)f y(t-t) o P(r) /5.2/
egyenlet megolddsénak az <£ és Y ill.

q> figegvényt§l valdé fiiggését vizsgil juk.
A kévetkez6 tétel az /5.1/ egyenlet esetére nyert
egyik eredménytinket tartalmazza.

5.1. TETEL. Tegylk fel,hogy
/a/ f,(%) és &()(é) a 0O¢t<om

intervallumon lokdlisan integrélhatd.

/v/ Létegik olyan -0 < [ £ oo
éllandé,emelyre

| L) <4 () 153/

(0t <o

. 0< &)< éllends. )



P(L)-

(\?(fc)e'l't)zo& < oo . /5.4/

°o—p

Ekkor az /5.1/ egyenlet «!(Jc) megolddsdra
tel jesiil az

\%@fL)t
ty(’c) < 34(L) e /5.5/
egyenlftlenség.
Bizonyitds. Az /5.1/ egyenw-

letekb6l nyer jiik,hogy
(g(‘@) e - 4(t) S+

fe—L(/cfc)

0
azaz

| ky(k)l e g

t
-L(¢-T) -Lv
<L)+ g [yl & )] de.
A 2.4 tétel alapjén (3/(4:) a EO(W)

intervallumon lokdlisan integrélhaté és bdrmely
véges intervallumon korléitos,igy a 4.7 tételt
. felhastndlva az )

\\y (8] Q-Lt £34(L)e



egyenl8tlenséget nyerjik.Ez utébbi egyenlétlen-
8égbSl nyilvénvaldan kovetkezik az /5.5/ egyen-
16tlenség.

Tekintsiik a fenti tétel egy specidlis ese~
tét.Legyen {(’c) és g()(é) a [0,) ine
tervallumon lokélisan integrélhaté, és tegyiik fel,

hogy
t
L) £ ¢ F (0O2t<w) 75.6/,
ahol -~00 < U< X és O< c< oo #4llan-
dé. Ekkor minden L > M értékre
P(L) A [ -U:
— +| == () e cUc + | &
7L | e
0
2 2(k-L)¢
< Tci [e / i+ L
azaz °
S, < c” .
= +] & 7 (o) +L /5.1/
Ha feltessziik,hogy M < L< oo és

O] < A

/5.8/
(0« k<« oo) .

akkor az 5.1 té?.e]7 valamint az /5.7/ egyenlfség



alapjén nyer jtik, hogy
[c®+2G L (L-w)]t
ly ®)] < 34(L) e 20 Ll . /5.9/

Ha most Lo olyan,hogy

F+2ZL(L-w) =0,
akkor (?(ﬁ) korlétos, és ha L>Ww  olyan,

hogy

2
C +Z\EL(L"M) <0
L{L—-pm) 4

akkor

Lom. \X(£)=O.

t—>+00

Ezutdn egy egyszer{i tételt bizonyitunk be.
5.2 TETEL Ha O<T< o0 &

ras  L(L) és cj/( t)  folytonos,
ge(Jc) és \Y({-) integrélhaté és

le@)], ly &) £ M (<)

[0T] intervallumon;

/¥ lg(t)- ()] £ 4, (0£t<T)

jo
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res fly®-®a <9,

o

akkor &z /5.1/ egyenlet %(é) és a
t
z(t) = %(Jc%jz({-r)u(("f) T /5.10/

0

egyenlet = (¢) megoldéséra fenn&ll a

J.z(ic)-%(-l:), < (cﬁ +<§:eNT max ‘ﬁ(%)‘)em—

O£ t<T
egyenlétlenség.

Bizonyitié4as. Mivel (é,((:) i11. z({¢)
megolddsa az /5.1/ 1ill. /5.10/ egyenletnek,
ezért a /b/ és /c/ feltétekb6l nyerjik:

l2(6) - y®)] <
¢ ¢
%(k)—{(icﬂ + |of2 (t-T) k) dr-{%(%*ﬂ&((‘c’)o(xlé
t
¢ &+ [l2(t-0)- 4 -0l plo)) do +
0

¢
N g\‘x(f'ﬂ\ | y ()= () | ax €
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< d;*‘ gz_'max |\‘/{(’t)l+
Oc~+= T

/5.14/

t
+ M“Z ('k*T)*&é,({"T)‘ dt

Mivel az 4053 ) % (‘w fiiggvények folytonosak,
igy a 2.1 tétel alapjén %(f) és 2({:)
is folytonos fiiggvény.

EbbSl kévetkezik,hogy a /5.14/egyen16tlenségre al-
kalmazhaté a 4.1 tétel,azaz fenndll az

L —4

=) -y (4)] &

é;lJ; + 5£ max \%/(TVl) eMT

0«T<T

(0t <T) /5.15/

egyenlStlenség.Ezutén megadjuk a /5.1/ egyenlet
megoldésénaig%elsﬁ korlét jét.
Az /5.1/ egyenletbSl adédik:
t
ly®I< O] Ty )| Tew) ]l dr <
o)
t

max l{(f)\*’ MS\\J,(T)\J% )

O£t =T o

1A
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azaz a8 4.1 tétel alkalmazdsa utén

|%(J€)‘ L e Mt'max \{(f)f

0L teT
(04 <T)

Ha ez utdébbi egyenlftlenséget beirjuk a /5.15/-be,

akkor a

|2 (¢) - «3({” <

20+ e ma [2E)]) ™

O£teT

egyenlétlenséget nyer jiik.

Ha az elfz8 tételben a */(€) fiigg-
vényt mint a ke(é) fiiggvényt megkbzeli-
t6 polinomot fogjuk fel 6 akkor,mint tudjuk,az el-
térésiikket nem integrélkdzépben,hanem négyzetin-
tegrdlban célszerll mérni,ekkor az el18z6 tétel nem
hasznélhaté.Igy a kovetkezSben erre a célra hasg-
ndlhaté tételt adunk meg.ElbszSr megadjuk az/5.1/
egyenlet egy négyzeyssen integrdlhatdé %/ﬂ)
megoldédssra az J %2'(&) dA mennyiség
becslését: ©



5.3. TETE L. Ha \{(%) négyzetesen in-
tegzrédlhaté a O« £ &£ T intervallumon,azaz

“f’z(j“) KL < o0, /5.16/

&
I

)€ M(c) /5.17/
(0st< 1)

t
=£(’c) t+ J‘é’({ ~T) \p(r) dr /5.18/

egyenlet négyzetesen integrdlhatdé megoldésa,akkor

tel jeslil az

r
S (XZ(T
V)

egyenlftlenség.
Bizonyitds. A /5.18/ egyenletblSl

i~
Nle

T) -4] ’ /5.19/

<L

mindkét oldalt négyzetre emelve,és figyelembe véve
a /5.17/ egyenl6tlenséget,nyerjik:



7'(Jc) +

W\

+Z;¥f(€’Cue(To(r+Li~T dr )’

numjw (6=l o) Idx*([%({'f)tp( e

o)

Ha a fenti egyenldétlenség jobb oldaléra alkalmag-
zuk a Schwarz - féle egyenl6tlenséget,akkor az

+

g & MM frmyar - [y

egyenl8tlenséghez Jjutunk.Most vegyllik figyelembe a?
/5.16/ bsszefiiggést,és integril juk a fenti egyenlft-
lenség mindkét oldaldt.Ekkor

M{*{ZMFU:{? “(s) d (Pyt;, o(s]o(x

Legyen

t
Y (¢)= Of y* (r) dr



ekkor Y(é) folytonos,és tel jesill rd. az

Y®) £ wT+ | [2MfF YD) + $YV(©)] dr

egyenlétlenség.EbbSl a 4.2 tétel alapjén kdvet-
kezik, hogy

Y(£) < ¢ (G (MT)+ +) /5.21/
(0€4<T)

ahol

w
(ZM\[&V*+ O ¢ . 522/

Yo
(W20, WW>0)

Ha az /5.22/=-ben szerepl§ integrdlt kiszémit-
Juk,akkor G (u) -ra a

2 2MVP + Plu
) e g 2M(® + P

Usszefiiggést nyerjik.
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Ha most Wo -4t nullénak vélaszt-
Juk,akkor a |

G(w)mq% QO%(A + E \F‘) («20) /5.23/

Usszefiiggést nyerjik,amelybSl egyszer(l SZémités-'
sal adédik a G fliggvény Gfd inverz-fiiggvé~
nye:
$
~4 — 2 .
G (¢)= 2 _q) (¢20). /5.247

2

-4
A G ill. G fliggvényre nyert /5.24/ bsz~
szefliggést felhasznédlva az /5.21/ egyenlStlenség-
b8l kapjuk:

Y(Héq}z{ ¢f<re"‘z“* T ) 4 4

Ha elvégezzilk a kijelSlt milveleteket és:. a lehetsé-
ges egyszeriisitéseket,akkor adédik,hogy

2 fE 2
Y0 ¢ E [ET(4 BiF) 4)

azaz figyelembe véve ‘Y(t) definicidjat,a kivént

- egyenldtlenséget nyerjik.
Qu. e. d.
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A fenti tételt felhaszndlva bebizonyitjuk a
kdvetkezlt:

5«4 TETEL Tegytik fel, hogy
l({),%({'), &Q(%) €s Y(é) olyan a [OITJ

intervallumon értelmezett filgavény,amelyre tel-

Jdesiilnek a kivetkezl feltételek:
/a/ létezik olyan O« M< oo dllan-
a6, hogy

RAGIENY
(0«

/7 w(&) e w(t)  neevsetesen

- integrdalhaté flggvény,azaz
' T
- I 7 (k) di < o /5.26/
\Y= 5\[/2({) dt < oo ;
/ce/ O < d<oo szémra tel jesiil a
g (€)= [@W]<d /5.27/
(0 <4<T)
. T ,
e ([y®) -] dhed  ssass

eryenlétlenség.
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Ha ezen feltételek mellett }(f) i,
z(¢) az

4
\3({')=‘€G:)1' o{%(&?)«p(’c)o&' /5.29/

t
2(6) = g+ (2le-t) g dr /50307
0

egyenlet négyzetesen integrdlhaté megoldésa,akkor

tel jesiil ag
T

fl2) -y )]t <

Y

< (47 MVS ko)) K(Y) /5.31/

egyenlétlenség,ahol
4 X R Ezf 5
(u)s 2 [e2 U+ 3 )‘4] R Y,
(0< w < o )

B i 20n Yy i t 4 8. AZ /5029/ illo /5030/
egyenletbSl kbvetkezik,hogy
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z(’e)-%(é = g (t) -{ ()
t
Fly en) [ye) - o(o)] der

*gfz (Jc~”t‘)~tj/(€~'t)] \.(/(t)dZ.

Vezessiik be az
‘e -~
{lb) - (6)- £ &)+ y%(f-t))_w&)ﬂp('r)]dl’/&%/
Jjelolést. °

Ekkor a z(¢) - Y () fliggvény megoldésa

t
2 (&)~ \X(‘c) =¥( (4)1-{[2({«5) - ty(JC-—():\ y(r) dr  /5.34/

egyenletnek,és négyzetesen integrélhatod,hiszen
=(t) és sy(f) is négyzete-
sen integrélhatd.
Megmutat juk,hogy 44(%) korléatos fiiggvény.
Ha alkalmazzuk & Schwarz-féle egyenldtlenséget,és
figyelembe vessziik a /c/ feltételt,akkor az /5.3%/-

bdl nyerjiik:

|44(1f)] S ]9(((:)~ L)+



<9 +§ 0&;(1) dx /5.35/

Mivel %(JC) az /5.29/ egyenlet négyzetesen in-
tegrdlhaté megoldésa,az 5.3 tételt és az /5.3%2/ Jje-

161ést alkalmazva nyerjik:
t

2. ¢ 2
qz(r)a(zs% [efT(m»%:T)%] - MK (?)

anol M i11. q’ az /5.25%/ il1. /5.26/41tal van meg-

adva.

Ha ezt az /5.35/ -be irjuk,akkor az

|£4(£)ié §S+ MVS {K®) = M, /5.36/
egyenlétlenséget nyerjiik,azag M4 < 0o fel-
86 korlétja :{4‘ ({') ~nek.. Ha most az /5.34/

egyenletre alkalmazzuk az /5.3%/ tételt,akkor nyer-

£[2 (+) - (X({')]Za(i‘_é

¢RI T T )] - T 1D,

Jjlik,hogy
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ahol M4y az /5.36/, %’ pedig az /5.26/
4l1tal adott.Ha ide behelyettesitjiik az M, ér-
tékét ,akkor a kivdnt Osszefilggést nyer‘jﬁk;

Qu. e. d.

Az 4

«}((E)= £) + é%(%-f) d ¢@) /5.37/

egyenletre nyert eredményiinket a kdvetkez§ tétel
foglal ja basze.
5.5 TETEL Tegyllk fel,hogy
/a/ {(é) és 8,({') folytonos a
O£t <T intervallumon;
/v/ (P(H korlétos véltozédsu a [O,T]
intervallumon,éa \{/ ({) Lipschitz-folytonos,

agaz létezik olyan O < K< oo 4llandé,
hogy bdrmely OERW ) t,<T értékpdr-
ra

V) -Y k)€ KTt

s YO <7

Bzen feltételek mellett,bdrmely elSre adott ¢>0

szédmhog taldlhaté olyan CY> O s8zém, hogy
na ,



- 68 =
/a/ \%(E)~¥(€)|é §  (0<t<T),

s 10@)-V )] & (©024<T)

és t}(i—) az /5.31/, = {#) pedig a
.L .
2(t) = gl) + {2 (t-7) d ¥ (¥) /5.38/

egyenlet folytonos, korlstos v4ltozési megolddsa,
akkor tel jesfil a

[2(t) - &) <€ (0eteT)

egyenlétlanség.
Bizonyitéds. Az /5.38/ egyenletbsl

a /d/ feltétel alkalmazdsdval tetsz8legesen rog=

zitett O£+< T érték esetén nyerjiik:
|2 (&) - LX(Jc)l <
4 ¢
< lgle) - gl + |2 (er) d Fim)- [ylen) dPlr)g

I\
©-7
+
O\/\\d-
Ny
=
{
4
Q.
L]
<
N
Q
|
—5-
o
N
—J
+

/5.39/
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Most becslést adunk a fenti egyenlétlenség
Jjobb o0ldaldn 4116 tagokra. Vigsgdl juk a jobb ol-
dalon 4116 mésodik tagot.Az /5.37/ egyenlet

Y (16) megolddsa folytonos a O<+£<T
intervallumon,igy alkalmazhatjuk a 4.8 tételt,azaz
bérmely régzitett n természetes szémra teljestil a

I{*X(jc-"c) d [V (r) - $ ()] ‘ <

0

s Wi V)V ()] 450|900
*l\y(%ﬂ'i\ij(o)-‘?( Mj)wé) ) | ok

egyenlftlenség. Bzutén vegyllk figyelembe az /e/ ill.
az %(o) = j’((o) feltételt.Ekkor

t
[y (e) d [¥(0) - @] | €

04T
< wlEyn) [V (1) + V()] +
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Az /5.39/ egyenlétlenség jobb oldalédn 4116

utodsé tagbdl egyszer{li dtalakitdssal nyerjiik:
t

\5 [2(k-¢) - ‘?(({‘T)] AV ()| €

o

£ [z(0)-y(0) | (Y©|+ [26)- &) [Y (O]

1

JAfYie) dleu-g@n] |

v

Mivel a feltételek szerint \V({) folytonos,
*;((J“) i11. =z(f) xorlatos véltoszésu,ez.

utébbi egyenlStlenségbll a 4.8 tétel alkalmazésé~

val tetszflegesen rigzbtett m természetes szdm

esetén nyerjiik:

.&
\g[z(k“f)— tx({'-t)] AY () ¢
<0y (0| [Y®)] + T2 -y )| YOI
" w(&-,xy)[r\zow(k-t));go (= (4-1))] +

+—!z(o)-\3(o)l-\‘{/(ic)\ + lz(%)‘ty(‘f)”\{/(o))*
P wlmiy) S[z(?)- g (o) ] dr .

v



- 71 -

Ha most figyelembe vessziik a /b/ éa/d/ feltételt,
akkor a fenti egyenlStlenségbSl egyszerd rendezés-

sel az
t

'\f[z(&-fc)~%(e-~c)} dY(v)|€

€23 max {mwi 2| Y(0) | [2(0)-y() ]+

0€4<T

calE ) LYy (o) Geleeo)] -

s (l2(0)- @)k

egyenl8tlenség addédik,ahol a KX konstans a /b/
feltételben adott.Ha most elvégezzik az m — o

hatérmenetet,akkor kapjuk,hogy

‘.
\ J‘[z (4-7) - &)((Jc-t') dV(<)| €

g {wm\}u-lwo)l\zccw(%)h

+

.E
K- (lz@- yo) | &
o

Ez utébbi egyenlétlenséget és az /5.40/-et az /5.39/
egyenlftlenségbe irva kapjuk:



2(6) ~ o ()] £

O<t<T

£ d+ 5[1200)+ max {I%(H[}i-n-w(%;g({ft))}l

eltyen) YV (#)] 4 28 par [1Y01]s

OetsT

t
21O e -y @)+ K [ 120 -y ) ae <

O£ teT OSteT

< JA+14(0) [+ max {l%(ul}fz- max {]Y(%)I}L

e Ry« w (fgw) [V (1) 4V (9)]+

2O (2(8) -y (0] + K[ [2(0-y 0] de

0

Ezt az egyenlf§séget tetsz8legesen régzitett
O<+t=T értékre nyertik. A t=0
eset kdzvetlen behelyettesitéssel igazolhatd.



lfost vegyik figyelembe a 2 CP(O )4 A fel-
tételt,és végezzlink egyszerfi 4talakitdsokat a fen-
ti egyenlétlenségen.Ekkor

; )
|2(6)- 4 (0)] < 4_“?(@'[“1{(0}“

:‘Qaﬁrily(e)l} + 2 max i[\{/({)lg +

0¢ £<T

tam w%} (f—’C)
4'\oc_-zv‘é'{' ( ‘J/ )1+

y VICAmY
TR e | v e

t
+i jlz(’t) ~y@lde | 5.1/

Vezessilk be az

Fi= 4-;]‘{/(0)1 L4+ ‘ﬁ(O)l-rO'ZZ/;T{‘%/({)I}*
g {110 ¢ {lt g 0]

és az

M= 4-3\%0)! [VY)- \Z (‘P)]

Jjeltlést.Ekkor az /5.41/ egyenlétlenség a



AN

|2 (£) - "X(JC)‘

£dF)+ M omux {w(ﬁm“””)} +

0ct<T
t

+K‘S‘z(’t’)- «J,(T‘)lo{f

o

alakban irhaté,amelyb6l a 4.1 tétel alkalmazsé-

séval nyerJjilk a kdvetkezdt:

| = (f) - y (6)] €
n KT
é[&‘F(w)*’ M- max { w (%) %(f-f))}e /5.42/
O£t €T
(0t =T)

Ezek utén tekintsiik a rbégzitett <~O gzé-
mot, és vélasszunk olyan N természetes szd-
mot,amelyre

KT
M- max {w(é) (f‘T))}e < £
0<t<T NJ ¢ 2 /5.43/

A folytonossédgi modulus definiciéja alapjén nyil-
védnvalé,hogy ilyen szém létezik,hiszen %(f)
a [O0,T 1 intervallumon folytonos fliggvény,

igy



v {w(E, gy (T

0<«T4&T

-KTE.

=max  Su (t-T,) - o (¢-T, gé —
0’2{—4‘[‘ |r2-%14ﬁ{‘3/ (J’( )1 e oM

tel jesil} ,hia N elég nagy.Ha az igy rogzitett N
természotes szémra O -t olyan kicsinek vé-

lasztjuk,hogy
KT E
J\ *T(PJ) e < 3

tel jeslil jon,akkor az /5.43/ és /5.42/ egyenlGt-
lenségeket is figyelembe véve nyer jtik:

|=(t) —4 ()| <&

(0 + <T) - q
.e. L

Tekintsilk a tétel slgbbi kiévetkezményét:

Legyen ﬂ{(f) ill. W(é) a Eofr] interval-~
lumon integrélhaté flggvény és

i11. Y (4) = j y (T) dr ,



valamint 4(t) és %(é) az el8z6ekben
adott.Ekkor az /5.37/ ill. /5.38/ egyenlet az

t
%(’c) ={(£)+ c[%(f—’c) ¢ (T) ol /5.44/
ill.a
4
2 (k) = g (£)F Sz(t-r) y (T) d /5.45/

(o

egyenletbe megy 4t,és CP({?) ‘\l/({) kielégiti
az eldz6 tétel feltételeit.

Ha feltéasszlk azt is,hogy :ﬁ(f:) és 3,(%)
korldtos v4ltozdsu,akkor Bellman-Cooke L[ 2 ]
szerint az /5.44/ ill. az /5.45/ egyenlet 4 (t)
ill, =(t) mégoldéaa a [O0,T] interval=-
lumon folytonos,korldtos vdltozdshG fiiggvény,igy az
el8z6 tétel szerint birmely £>0 szémhog
1létezik olyan J >O szén,hogy

|2(4) ~ y)[ <& (osteT)

[q (¢) = L)< d (0¢teT)

és | Y(¢) £)]<d (0£t£T),



Vizagdl juk a legutolsé egyenlétlenséget.Ha beirjuk
a q)(+) éa %/6€) Jjelentését ,akkor az

t t t
\H(r)m~ fq(fc>ou|=|ﬂq/(r>~@(r)]otr | < J
0 0 o)

egyenl§tlenséget nyerjlik.
Osszefoglalva a fentieket:

35. TETEL, Tegylik fel, hogy
/a/ £(t) ¢s glt) a [oT] in-
tervallumon folytonos,korlétos véltozdsu figgvé-

nyek.
/0/ gle) e y(t) a [0T] in-

tervallumon integrdlhaté,

Ekkor bérmely eldre adott <>CO  gzémhoz létezik

olyan &>0 szém,hogy az /5.44/ ill. /5.45/

egyenlet 4 (t) ill. =(t) megolddsdra telje-

stil ,hogy
l= () - @) <¢&
(O« t <7)
ha_csak g (6) = £(B) <&

(0 €t =T7)
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e ||[ye)-g]ac] =g

Megprébdlunk a fenti . i+ tételek hasznélhatdsd-
géra utalni. Tegylik fel,hogy.a /5.44/ egyenlet
megoldds4t 6gy‘akarjgk megadni,hogy helyette egy egy-'
szer{ibb egyenletet oldunk meg.Tegylik fel,hogy az egy-
szeriibb egyenlet a /5.45/egyenletet jelenti,és a ben=
ne szerepld 4/(f) flggvény a k((f)‘i vala-
mely értelemben legjobban kizelitd meghatérozott fok-
szémi polinom. Legyeh tovéabb4 f¥(f)=-?(%)r ekkor
é kordbban nyert tételek értelmében a megoldésok
kiildnbaégére becslést tudunk adni. A (f(f) azon-
ban lehet elég azabéiytalan figgvény is,hiszen réla
csak azt tételezzilk fel,hogy iantegrdlhaté.

Ugyanakkor a
t

OE y ¢ (T) dx

o

integrailfiiggvénye abszolut folytonos fiiggvény.

Ezért elképzelhetd,hogy kénnyd: appgroximsdlni egyenle-
tesen kbgzelité polinomokkal.Tegyiik fel,hogy \f'&) .
egy ilyen polinop.Ekkor a legutolsé tétel szerint

az /5.45/ egyenlet megoldédsa haszndlhaté az'/%.44/
egyenlet megoldédsdnak kdzelitésére. |

Ennek a kozelitésnek még az az elénye is megygn,

hogy a /5.45/ egyenletben a ﬁ/({)==\f‘(é>

fokszidma eggyel kisebb,mint a \¥(é) fokszdma.



Ge Sgeciélia tipus u konvolucida egyenletek
vizagélata

Az e1626 részben bizonyitott tételek kapcso-
latot teremtenek két kiilénbbz6 egyenlet megolddsa
kdzdtt. Nevezetesen,ha a konvolucidés egjenletekben
adott fdzvények kevesot térnek el,akkor a megold4-
sok is keveset térnek el.Egz lehetfvé teszi,hogy
bizonyos bonyolult fiiggvények helyett,mint majd
1l4tni fogJjuk,a lényegeaen kénnyebben kezelhetd
polinomokat,kvézipolinomokat hasznél juk.

A most bigzonyitdsra kerQil6 tétel az

¥(€ j‘}( T) e /6.1/

egyenlet megolddsdnak megkeresdésdét a

{
z(fc)zﬂ sz(-é’t)\()(t')obc'_ - /6.2/

egyenlet megolddsdénak megkeresésére vezeti viassza.
A tétel Bellmantél és Cooke-t6l ereé:
6.1 TETEL. /Bellman,Cooke [27] /: Ha
/a/ §'(4) L6tezik a O<¢ < T inter-

vallumon é8 é (ﬁ‘(&)( dk < Oo/,



/o/ H\?(H\O&C o

akkor az /6.1/ egyenlet AX(E) megolddsa elf4ll

az

t
Y -L0)2® + (2¢O f'®) dc /6.3

formuldval,ahol 2(k) az / 6.2 / egyenlet

megoldésa.,

A tétel dllitdsa nyilvénvald,ha a /6.3/
formuldt a /6.1/ egyenletbe helyettesitjik.Ezért
a bizonyitdst nem részleteszziik.

A fenti tétel az {'(/c) figgvény .létezését
teszi fel, jéllehet gyakran csak a \f‘({) létezik.
Ilyen esetet foglal magéba az dltalunk taldlt té-
tel: |

6.2. TETEL  Ha

/a/ T
S \i({f)\ M < o,
/v/ L("Tgf létezik és
g\xg(é | dt < o

akkor a /6.1/ egyenlet «XG) negoldésa:

y ()= £(t) + ¢ (o) §4(c);<e-t) AT+
4 0

T

+§ {z(&-v) gﬁ(s) ¢ (T-s) dS} dx /6.4/

V)



alaku,ahol z@Q a [/6.2/ egyenlet megoldésa.
Bizonyitds. Ha a /6.1/ egyenlet

megoldds4t

. :{(jc) + E(£) /6.5/

alakbankeressiik,akkor az /6.1/ egyenletbdl helyette-

sités utén €(€> ~re az
+

+
HOE ﬂ(é ~t) ¢(T) de + ge (t-1) ¢(v) dz
0
egyenletet nyerjiik,amelynek megolddsa a /6.1/ té-

tel alapjén.
4

T
e(t) =§{ z(é‘f)%, S‘i(T-s)&({s) dsg oz
v O
alaku,ahol 2(£) a /6.2/ egyenlet megoldédsa.

Mint az elemi differencidl szémitdsban ismeretes:
t £

—‘isg(ir’t)\pu’)dt —-o&_— S{i(c)%(%-t)m:

o)

!?(é H(«:) \p({-u) dzx

e ofiorafe

Ha agz igy nyert bsszefilggést a /6.5/=be irjuk,
akkor a /6.4/ kifeJjezést kapjuk.

Qu. e. d.
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A klvetkezl tételek lényege az,hogy & kon-
volucids egyenlet'megdldésénak probléms jat visz~
szavezetik egy T -ed rendff homogén &llandé
egylitthatés linedris differencidlegyenlet megol-
ddsdra.Mint tudjuk ez utébbi egyenlet integrdci-
6ja elemi fiiggvények segitségével mindig lehetsé-
ges,s86t nem is kvadraturdkra,hanem algebrai mive-
letekre redukdlédik. .

Bl6szbr bebizonyitjuk a kiévetkezbt:

6. 1. LEMMA. Ha y(t) a [0,T] in-

tervallumon # =-gzér  /wd|/ folytonosan

.differencidlhatdé,akkor az
4

yle) =4 + {ke (¢-t) 4 (T) ol /6. £/

0

egyenlet %(é) megolddsa is /N ~gzer folytono-

san d{fferencié}hatéléa a differencidlhdnyadosra

tel jesiil az

A e
(0 o1 ) +{ 40 Pe k01
: 0] (o)

k=12, ~)

baszefliggés,ahol g‘kkk) %lé) L-adik deri-

valt jét jeloli.

Bizonyité4s. A bizonyitéds teljes
indukciéval igen kdnnyen elvégezhetf,ezért nem -
részletezzik. '
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6.3. TETEL. Tegyllk fel,hogy Le(‘é)
megoldédsa az

k‘l

() ”
&,mq ( )+ Q-tul‘( (é)"' *_Qoq’(é) =0 /6.8/

differencidl egyenletnek.Ekkor az

"
ylt) = 14 57 y (t) glt-T) de /6.9/

egyenlet megoldésa a

by ‘X(K)(f) t b, 7{(M)(1‘)* -t b ‘2{(/‘) "%  /6.10/

differencidl egyenletnek az

4}(0):
y (o) Z ¢ Oy )
(4‘ ’{IZ.‘ ) ""4)

kezdeti feltételeket kiélégité megolddsa adja,

/6.11/

ahol )
Ny
kl-
Ir -4 = Q& -
&.@ ek Z‘o An-or Y ©) /6.12/
(£= O| AI e '“’)

Bizonyit ds. Mivel mind a /6.9/,
mind a /6.10/ egyenlet megoldédsa egyértelmtien—meg
eldésa egyértelmien meghatdrozott,élég megmutatni,
hogy a /6.9/ egyenlet megoldésa kielégiti a /6.10/
egyenletet és a /6.11/ kezdetli feltételeket.
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Az e1826 lemma alapjdn tudjuk,hogy ?G) N -gzer
folytonosan differencidlhatd,és derivdltjaira a
/6.7/ bsszefilggés tel jeslil. EbbGl az Osszefligrés-
b6l viszont azonnal kovetkezik a /6.11/ kezdeti

feltételrendszer,ugyanis t=0 esetén az
R .

u(t)q(k) (-0) de (k= 2, - )

tag eltiinik.
Tekintslik az %(%) derivdltjairga tel je-
slil6é /6.7/ egyenletet

(A: 4,2 )
ma jd képezzlik a
n \k.
k;.‘%‘} 4
n b -4
< < L)
Ty 4 +Zufy Ve

:L”(i‘l - k{)(/‘.(g) E Wﬁ; fZ(T {%_Q,L\( (%fc}

bsszeget.Szorozzuk be a /6.9/ egyenlet mindkét olda-
14¢ o —-lal,majd a kapott egyenliség@t adjuk hoz-

z4 a fenti egyenlethez.Ekkor



m fe~4 )
(k) e (k-1-9] (k)
Z“ug (4)22{%6 A-i (O>} y (£) +

=0 {g:,f

ta +§%(T){2_ ay ¢ u_ t}

Mivel a Y(Q) megolddsa a /6.8/ di&brenciél—
egyenletnek,kapjuk hogy

{ . "
H“’){Z ag ¢ (m)} =0
o) k=0

(o £4c¢T)

Z “ (k-4-4) (,\-kg
“k‘g(‘: AR (0) {4 @) * «

Ha az igy nyert egyenletet étrendezzilk,és bevezet-
Jik a /6.12/ Jjelblést,akkor a /6.10/ egyenletet
kap juk %(%) =re.

Most néhdny speciélis esetben alkalmazzuk
a fenti tételt:

Tegylik fel,hogy %(é) (nwo -ed rendil poli-
nom: |

a4

W(%): C;‘_-4 % 4+ .1 C,f{ + Co
/6.13/



Ekkor (%) eleget tesz a

v (k)(fc) =0 /6.14/

homogén linedris M =-ed rendd di];.’erenciélegyen-
letnek,igy a /6.9/ egyenlet megold4sénél alkal-
mazhat juk az elbzd tételt.Ehhez ki kell szdmita~
nunk a /6.12/ egyfitthatdkat.Mivel a /6.14/egyen~
letet a /6.8/‘ bdél akkor nyer,jiik,ha

ay =0
(" :412) ,h*4) és a, =1 , gy
/6.12/=b51l addédik,hogy
=1

és

(k=42,.. )
6.4. TETE L. H o) az
ﬁ.l’j/-ban adott (rv/t) -ed rendfi polinom,

akkor a /6.9/ egyenlet megolddsdt az

‘}%) - é"‘é{@‘&’) —cy 4T %) ) e, 4 (8)=0

differencidlegyenletnek az 4?{(0) =/

4-1
ng(O) = «Zo oo Y - (40) (Zeml )

kezdeti feltételeket kielégité megolddsa adja.




Ezutén érdekes foglalkozni a kvdzipolinomok eseté-
vel. :

6.1. Definicié. A ?(Q fiiggvényt

kvédzipolinomnak nevezzilk,ha

N

«y
£) = e
&()() - p, (£)

alaki,ahol \O;L(JC) a t valtozé polinomja és
oLy tetszbleges valés szém.
Tegyiik fe'l,hog ge(/c) a
ot o, t

n

gk)=cie + ...+ Cpe /6.15/

formuldval adott kvézipolinom,ahol (., ill.
ol 4 ((: A ... '/r\,> tetsz6leges valés azém és

0(,6750(3/' ,
ha i g Loy =420 m)
Legyen

P<°L)= ("L‘OC4><°("°(2>~--<°“°L4») =

="+ Ropy ey o
ahol az 0,.f egylitthaték az
o =4
= Apq T ALyt Ly
Qpp Sgolytolgtat ot oy F -t Apg &, /60167
— Q-3 W8t oy Kyt t ol oy oy

n

(”1) Qg = oLgoly . oly



formulédkkal vannak megadva.Ekkor a k&zénséges
..r * »
diferencidlegyenletek elméletébll tudjuk,hogy
?(é) eleget tesz a

0P+ any e ag (8 =0

di&érenciélegyenletnek.
Mivel a t((’r) definicié j4bél a

() Z 4 /6.17/
(k- 94:'~ ")

bsszeflig ések addédnak,a /6.16/ és a /6.17/ ismere~
tében neghatérozhatguk a /6,11/ il1. a /6.12/~
ben szereplé Ag O) ill. 61,& értéket.
Ez azt jelenti,hogy a /6.3/ tétel értelmében az

/6.9/ egyenlet megolddsdt visszavezettik a /6.10/
egyenlet megolddsdra.

Most rdtériink a trigonometrikus polinomok ese~-

tére.Tegyilk fel,hogy y(&) a Fourier-sorok elmé-
lete szempontjdbél fontos

"

({(G)Z%'\';GL& m’&‘lﬁ‘f (I’k_m L‘é> /6.18/
y

Osszefiliggéssel van megadva.

Legyen

(€)= ot ) )(r20) k20 - - (- ni Y i)



2t 1 25~A
=ol + azk-( o + -4 A X

)
ahol
2
a’lv\.-.{ = 1(24_22_* T R

2
QZI\-Z) = ,{2 4-,(.324- oot '{.‘L2+ R (p\_ﬂ‘)znz ‘

) \ >
a (2 )
Ekker mint tudjuk a k(({} eleget tesz a
(2n-1) (2x-1)

¥ () + ap @ W)+ s a4n(>'(€)=O

differencidlegyenletnek,azaz a fentiekhez hason-
16 médon alkalmazhaté az /6.3/ tételd.

Ezek alapjén azonnsl adédik egy numerikus
el jérés,amely [3] munkdban adott numerikus méd-
szer dltaldnositésdnak tekinthetd:

Keresstik az

: -4
yB =4O+ (g t-T)e ()l ey
(octsrt ) |

egyenlet megolddsét, o [ O lTJ intervallumon.
Tegytik fel,hogy \l}((—) egy, a LF({') -t
kSgelité olyan figgvény,amely kiclégit egy /6.8/
alskd konstans egyiitthatés 1~ -ed rendfi homogén
linedéris differencidlegyenletet, /pl, Y (JC)

polinom, kvédzipolinom vagy trigonometrikus polinom/.



Ekkor a /6.19/ egyenlet megolddsdt a

t
z(k) = :{f@c)f fz (¢T) ylt) dr /6.20/

0

egyenlet megolddsdval kbzelitjik.Mint azt a /6.2/
tételdbSl tudjuk,ennek az egyenletnek a megol-
dédsét a

1 ‘
z(Jc)= £ (jc)'(' \{)(O> j‘{(’c)‘a,(f"c)drf

€ T
T

figgvény adja,feltéve,hogy ¢£(€) a ECNTJ inter-
vallumon integrélhaté,ahol az 7L Gﬁ figgvény

az

L
n (€)= 4 * S‘”LG_ﬂ y(v) dw /6.22/

0

egyenlet megolddsa.A /6.3/ tétel alapjén a
/6.22/egyenlet = megolddsét egy a \((%) fige-
vény ismeretében meghatérozott N -ed rendfi kons-
tans egyilitthatés homogén linedris differenci-

dlegyenlet megolddsa adja.



Osszefoglalva a fentieket nyertiik,hogy a /6,19/
egyenlet kbzelité megolddsit egy kizginséges
differencidlegyenlet adja.Ez azért elényls,mert
ezek integrdcidéja elemi fliggvények segitségével
mindig lehetséges ) és ugyanakkor jél kidolgozott
numerikus médszerek is rendelkezésre é4llnak.

Az adott _ﬁ@c),%’(@) és VY @C) fliggvények
tulajdonsdgainak ismeretében a k&zelitésnél el-

kSvetett hibdkat /a -

L O SO

értékeket/ a 3, fejezetben bebizonyitott tételek
alapjén becsiilhet jilkk meg.
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