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Kölcsönhatásban levő részecskék rendszerének vizs­
gálatakor közelitő módszereket használunk. A közelit ás­
nék a matematikai kezelhetőség mellett minél pontosabban 

kell tükröznie a rendszer fizikai tulajdonságait.
Perturbáció© módszerek alkalmazásánál problémát 

jelont a perturbáció leválasztása a rendszer Hamilton 

operátorából, vagyis a nulladik közelitSe megválasztása. 
Kölcsönhatásban levő részecskék rendszerében, mint egész­
ben, nem beszélhetünk az egyes részecskék állapotáról, 

a nulladik közelítéstől mégis meg szokás követelni, 

hogy bizonyos mértékben szamot adjon az egyes részecskék­
ről. Az ilyen jellegű közelítéseket egy-réozeoeke közelí­
téseknek nevezik* ezek a rendszer független részecske
modelljei. A továbbiakban csak elektronrendszerekről #
beszélünk.

Az 1. pontban elektron-rendszerek független részecs­
ke modelljelnél használatos függvényeket, nevezetesen a 

Hartree-Fock pályákat, a természetes spin-pályákat és 

az úgynevezett Brückner pályákat "hasonlítjuk" össze
II» 2, 3, 4J.

Ф

A 2. pontban a második kvantálás formalizmusát tár­
gyaljuk £33 alapján.

9

A 3* pontban a sűrűségoperátorokat a második 

kvantálás formalizmusában értelmezzük, majd néhány j 

lolést vezetünk be.

\

.

\.
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A 4. pontban a keltett, illetve eltüntetett elektront 

leiró füg,rvóny megAütározására egyenletet vezetünk le#
4

Az 5* pontban ílartree-Fock közelítésből kiindulva 

meghatározzuk a keltett, Illetve eltüntetett elektront 

lei.ro függvényt.
Á 6* pontban a keltett elektront leíró függvényt

*
határozzuk meg egyelektronos atomok esetén*

A 7* pontban további lehetséges alkalmazásokat 
tárgyalunk, nevezetesen az eltüntetett elektront leiró 

függvény meghatározását korrelációt figyelembe vevő 

helium és lítium atom ecetében*
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l. a sül ; воаFa .oáá.: •>;
(Tekintsünk egy N elektronból állő rendszert, melynek 

Hamilton oi>erátora

н = 5>‘° +
»

(1.1)
is-»

ahol 4ui> az é -edik elektron koordinátáira ható 

operátori az i-edik elektron kinetikai energia operá­
torának én az v-odik elektronnak a "külső tértől” (non 

a többi elektrontól) származó potenciális energia operá­
torának összege; vci»j>* -ач* ,i) az t-edik és ^-edik 

elektron elektrosztatikai taaiitásától származó, az i-edlk 

ós j-edik elektron koordinátáiba ható operátor* Az
összegzési jelhez tett vessző jelzi, hogy az összegben

- *
csak г 4 j indexű tagokat veszünk figyelésbe* Az (1*1) 

Hamilton operátor E sajátértékei az N-electron rendszer 

lehot • ;cs energiáit* az E заjátértékhez tartozó ^ 

sajátve'.torai az N-elektron rendszer állapotvektorait 

adják a rendszer úgynevezett stacianáris állapotaiban*

(1.2) H"k * E*.

A független részecske modellekben az N -electron 

rendszer állapotfüggvénye Slater-drtermlnáns* A független 

részecske modellek szerint ugyanis minden egyes elektron 

meghatározott állapotban vans például az l -etila ^cv) 

né ^ zctosen integrálható né,..y vált о sós ( г * (-?; ,
ahol ^5 hároadinouziós vektor, a opinváltozó)



függvénnyel jellemzett állapotban* Az N -ele trón rendszer 

állapot függvénye ebben az ecetben, a Paull-elvnek megfelel en

‘

• C с £н)в'3> ,
?(1.5)

ahül P a oBsütte állá 1,2,...,N változók esy pemutúció- 

ját hajtja végre, ^ a? permutáció paritása, és az
összegzést a változók összes permutációjára végezzük? C 

normúlásíállandó, z A úgynevezett antiszimraetrizáló 

operátor definícióját (l«5>*ból leolvashatjuk« (1«5) 

jobboldala éppen a if« » Уы

H t

egy-elektron pályákból
.felépülő Slater-dete- udnáQS•

Az N -elektron rendszer На.Щon-opeiát órának álta- 

Iában nincs olyan sajátfüggvénye, amely éppen Slater-de- 

termJjnúxis« Ezért a H Hamilton operátort H « H° + V 

alakban vesszük fel, mégpedig úgy* hogy a H° operátor 

játfüggvényei Slat er-detemtnánnok lek enek? Így a nulla­
dik közelítés a rendszer független réczeoske modelljét 

adja« A fentiek értelmében Н°-;. a

sa-

« ^ &.Ц.) * 'torív)"^ +H°<!•*>
%*л

alakban célszerű felvenni £1], ahol w(í)ón Ь az alábbi 

i-:,It!:ó:lc ó 1 ó Ü vоzandó >УЙНМк> - ‘ {Ъ a?. ЦЦ*

rátör* konBtansczoi*osa)s

* atr«m4m ;(1.5)

ahol
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ogysójro normált fübOVóii^r. A

b'lW О •, V) - N1 J<U2...M) Шг,

ösaaöfÜQjóseel értelmezett Ь\Nt 1 (4 j V) (röviden В1 (* i *')) 
függvényt elsőrendű redukált sűrűségmátrixnak, a vole, 

taint luijfü^jvénnyel értelmezhető ъЧ'ЧгЗ (röviden ti4 ) 

operátort (a nóarváltozóo négyzetesen integrálható függ­
vények tere fölött) ein (»rendi! redukált sürüségoperétomak #
nevezzük. A D4 operátor у» sajátfüggvényeit természetes 

tjlШi |pl1 jttütI *v sajátértőkeit betöltési számoknak 

nevezik és azokat n«*, sorrendbe szokás rendezni#
A betöltési szánokra fennáll [?):

(1.15)

oo

Oin*H , Is’**-(1.16)
VM

Könnten belátható, hogy az elsőrendű redukált 

sűrűségmátrix

1>ЧмЛ = X(1.17) v»<

aluliban állítható elé* Mivel a ^ir-> %, 

teljes ortonomi.lt rendszert alkotnak (az egy-elektron 

állapotokat tartalmazó %A térben), ezért a belőlük (l#12)v 

(1.13) stb. álapján bevezethető % , 'Sí*, 
ßlater-detexniinonsok teljes ortonoroált rendszert al­
kotnak az N-elektron állapotokat tartalmazó térben.
А , az első N természetes si)in-pályát tartalmazó,

függvények• .«

ч » . • *



ru. -
—О-

Slateiwieteriiiiikimj a kiindulásul választott ^ függvény 

közelítése. Kimutatható # hagy • ^ függvény Slatei'-de- 

terainánsok ez rinti sorfejtései közül a természetes 

spin-pályákból képzett Slater^-dotorminánsok
szerinti sorfejtén konvergál a leggyorsabban [23.

Az egyes részecskéket jellemzik а шввюш 

belül az úgynevezett Brüakner-pólyák is £331 Az N -elektron 

rendszer állapotát leíró Ifc függvényt legjobban kö­
zelítő <bJ*T An{ <£,— ifM }
függvényhez tartozó Brüoner- (vagy legjobban átfedő) 

determinánsnak, a benn© szereplő ¥**•*• > *fN 

ortunoroált egy-ejektron függvényeket Brüoimer-pályá nak 

növesztik f

ülate-wj,.;,*.;.. jjunot а ^

II *U? “ Ф И ** yy,'M*Av'Uw <<5Ф1*-лФ>‘0;
ahol

<уф ~ 21 <5 Фк ) S\ * ^к*4 *f fc+4 — Y#»} *
IcM

Könnyen adódik, [43, hogy

<ő4\Ф> - Z- <4k^k> )

továbbá

ahol bevezettük a
l04>*n',2r..(fl)(AjV> * N J<AU~(1.13) ТЗ^ф
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átaeneti sürüségaatrlxot, illetve a vele, mint maafüjg- 

vénnyel ifltlMlillfflfl átaeneti sűrűségoperátort •
Igy a Brückner-pályák kielégítik a

T> 1ЛИ'>«ЛТ)Ч Ф1ИИ')

©jenieteket £43 * Ujjji|JÍIlH1t| hogy a <f*, ip,,..., <р„ 

Brüokneiwpdlyákból а

(1.19) *Чф fke

-í : <_p = íi cp

tranflforaációval adódé <p«,pályák det |dl * 1 

esetén saint ón Briiüknex^pályák, a janis

4k
i"

ф'= \/n7 Ah •- I dl Ф )

azaz det I&H ©setén 4 is Brückner-determináns •
Hogy a fent ismertetett három független részecske 

modellt öse*^. hasonlíthassuk, tekintsünk -ben er;y
teljes ortonormált rendszett* klso N elemére

elemeire a*,<r,cr.. indexei átélindexekkel, *fN 

hivatkozunk* Az (1*12), (1.12) stb. mintájára képzett 

ф t ф*' ф*-1... Slatej^-determinánsok ttH -ben teljes 

ortonormált rendszert képeznek.
Az N -elektx'on tinit«»Iff leiró ^ függvény

Vm* 2 > * * *t1 l

.M^MZs4’ +i,o. i<i л<4-
(1.20) ^ = c . * *

alakban fejthető ki* Az elsőrendű redukált sűrűségmátrix



«•10-

ЪIl^K^íV) = £ Pd ♦ Z *at 4’<kí*)4>*(4) *
í,j '* *,*

(1.21)

г,«.i,a

«ML a p^- i tab , <fiK, <p.d együtthatók а св/сД... együtt­
hatóival kifojosh tők £4).

Ha a tf1(Y*r- fösvények éppen a terctóoaetes epin- 

-pályák, akkor (1.17) alapján aaonnal adódikt hogy
, pc4 = *4 Íy ; te.«- * <5a«. •

Ha a , <fN függvények Brüoknen-pályák, akkor 0**0,
dgyanis (l*21)-bol

•. * %i = 0

~ <-o ^<*>Ф +* Z С? £>4>?-ф , ( -Офф =ъ
£,а.

Így (1.19) alapján adódik aa állítás £4).
A fentiek alapján belátható £4J, hogy a tertaésseteo 

spin-pályák első rendben megegyeznek a Hartree-Fock 

spin-pályákkal* a Bxückner-púlyák pedig raásodrendbon 

gegyeanek a texnóczetee spin-pólyákkal*
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2. А ЯкУХЖК WmkiÁQ I.'O: ■ ALIft IBA

А második kvantálás formalizmusát Í51 alapkőn
tárgyaljuk.

a.) Állapot tér

Egy fizikai rendszer állapotait egy Hilhorfc tér,

az un, állapottór vektoraival Írjuk le, a rendszer vál­
tozását az

;4 21, h-ü•n
Schrödlnger-egyenlet határozza aeg, ahol H a rendszer 

Kamiit on operátora, ^ pociig az állapottór vektora*
Ha a rendszer n, részecskét tartalmaz, és а к -adik ré­
szecske állapotát a négyzetesen into fáikat j fü.:>Z- 

vóűyek terének segítségével Írjuk le, akkor a rendszer 

állapotait а négyzetesen integrálható függvények 

terének О elemeivel Írhatjuk le, ahol x * C, #,*)
a hely éo spia-yáitozót jelöli. Ha a részecskék azonosak, 
aki,tor pl. leiTdonok ©setén a állapottór csak antiszio- 

metrikus függvényeket tartalmaz.
Ha a részecskék száma nincs meghatározva vagy vál­

tozhat, célszerű heveset ni a*R torét (Fock-tér), amelynek 

vektorai
Kq

K<(xh
4 =(2.1J

»*«v)
*
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alokuok, ahol 
tot a

(2.2) (4,4ó» kV

K0 komplex szám, és a beleöozorzí*-»V »

OO *

°*L Utt,-.«*)**1*«»
Vl»4 J

)
>0

ösazefüggósijel értelmezzük*
A továbbiakban csalt fémion rendszerekkel foglal- 

ко a unit, araikor

I. <-«>*>
ahol AK az (1*3) összefüggéssel értelmezett antis z irmot ri-
záló operátor.

#
b. ) Keltő óc oltöntető operátorok, téroperátorok

О = К •V )

Legyen a K,^ négyzetesen integrálható függvények 

tőrének eleme* Az { függvényhez hozzárendeljük а К tér 

fölött értelmezett сф ill. c+({) operátorokat а

о *• Дf о О о...\ 

< 0 

о <4

О °ы 

О О Лл •€ • •о- л+
(2.3) сф« >11. с Ф« оо*** о о • ••

!•• / ;

definícióval, ahol

КЛ^ХЛ|.'. I ÜX*. J(2.3*) aИ-Ч Л.
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(2.7)
/ ооо

л
А з О А4 О .. .

о о аЧа* •..
\ :

operatort e^y-reezecske operátorijait Kérészük;* A 

függvények antisziiametrikus voltát felhasználva« egy­
szerűen adódik %

A * *^+<у>АЦ>Ч^) •C2.?')

Hasonlóan adódik két-részecske operátorokra, ко у

оООО

ООО

О О В ü

• ••

О • • •

(2*8) В* ...

ь £ *'
*• Ц**<О О

: : :

ahol Ьч»Ых;,хр a^tér fölött órtelaasett operátor. 

Па a Haiailton-cperátor а <Кк térben
»V f

И * 21 *.<•*»> + j 2. v<*í»*j> ; 
í*« *./

akkor a aesfelelö Я térbeli operátor:

H *jájj 4+t5>^t^'tt3) + í 'v?tytf^)‘ü43«^'ítv‘'W •(2.9)
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-го-

azaz Hi az N -elektron rendes ;v (alap)állapotúnak 

variád óg módszerrel való közelit őse* Ugyanez vonat­
kozik а Ф és Ф vektorokra iss

л X í r i í íH ф = £ Ф(4.4)

vagy
сФ\нФ*)e L^l -(4.5) e minimum .
СФ4,4>4)

Természetesen nem csak ez a két lehetőség van* A
(4.4), ill. (4.5) feltételek a (4.2), ill. (4.5)
felt ót eleidtől együtt lehetőséget adnak az { függvény

#•
meghatározására*

Slöszor a (4.2), (4.4) feltételekből vezetünk 

le ejyenltÉti J meghatározására. A (4.4) egyenletet 

Ф* -ra felírva, átrendezéssel, és (4.2) i i. .,a-
val adódik ( lA*l. * Äi-iÄ ) :

[c({>, A"\ Y »(£-£*) ccp'i .

Az egyenlet mindkét oldalára alkalmazva a 4 u> operá­
tort, majd mindkét oldal ^ -vei való belő űszorzatát 

véve a

( *£ , ^ос>1сФ»й].4)*-£*

összefüggést kapjuk, ahol bevezettük az E+-E= £ + 

jelölést. А сф (2.5), a H -nők (2.9) alakját
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azonnal adódik, hogy

, H-13'! í * Iя-/* •D’f* IV
i ' A

A fentiek alapján (4.12) és (4.13) az 

Ef* E° +* íA tAftl í**íl
a. a

e‘- e°-T.Í-, ixí'V2. ix;‘*
1 г

alakban irható. Ebből mór leolvasható, hogy az M -elektron 

rendszer Hartreo-Fook közelítése esetén a (4.5) felté­
telből követhez Qoni

A keltett elektron a legalacsonyabb energiájú vir­
tuális spin-pályára kerül, az eltüntetett elektront pedig

d

a legmagasabb energiájú spin-pólyáról távolitjuk el.

Ugyanez a gondolatmenet alkalmazható abban az eset­
ben is, sálkor az N-elektron rendszert Brüekner-deteroi- 

nánsával jellemezzük. Egészítsük ki a 

Brückner«-pályákat a zr" "komplementer" pályákkal
teljes ortonormált rendszerré. Fejtsük ki az { függvényt 
ebben a rendszerben« { * X b* és bl ugyanígy kikü­
szöbölhető a (4.12), (4.13) formulákból, mint az előző 

esetben. K;1 nbcóget jelent viszont az, hogy egyrészt w

<Р<» ЧЧ • • •
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(l.ö) alatti kifejezésében a Hartree-Fock pályák helyett a 

Brücknor-x>ályák állnak, másrészt most леи érvényes a

(+ w ) ify ~ ^f^fv > У * 4,Zr..

egyenlet. Az (1*19) egyenlet után tett Bejegyzés alapján 

azonban a Brüokner-pályák (és a szabadon választható komp­
lementer pályáit) alkalmas névválasztásával mindig elérhető, 

hogy

<<M £ +w l Cfy, > * ?y íyv. j V, v's 4, • • *(*)

így ая /V -elektron rendszer Brüskner-közelitóse 

esetén a keltett elektron a legalacsonyabb energiája
komplementer pályára kerül, az eltüntetett elektront pedig

*
a legmagasabb energiájú Brücimei—pályáról távolitjuk el# 

Ilivel természetes spin-pályák esetén (*) csak a 

temószetes spin-pályák alkalmas lincárkombinác ióira tel­
jesül (amely linoárkombinációk általában nem természetes 

spin-pályák), a keltett elektron a b© nos töltött pályái; 

legalacsonyabb energiájú lineárkorabtnáolója által meg- whatározott pályára kerül, az eltüntetett elektront pedig a 

betöltött (az első N ) pályák legmagasabb energiája 

lineárkombinációja által meghatái'osott pályáról távolit- 

juk el# \
ч

\

4
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6. ALKALMAZÁS лЕКТШНОВ ATOMOKRA

Az egyelektronos atomok alapállapotát leíró füg®»
vények

- 6* *r
Kc*,*> a e(6Д) *C4)

ьЧк} * D3LK 1 » О ,alakúak. Mivel (3.5*) alapján 

Így (4.13>»ból azonnal adódik« hogy E~2O . A keltett
elektront leíró függvényt vegyük fel

-a> -ft**+ cx e p<*)(6.2) {(*,0 = c,e

alakban. A c4 és cx lineárkombinúciós együtthatók variálá­
sával adódó minimális energiához az 1.) с,{ * 4 , c^**0 

2.) c![l>=o ; ©gyüttható«-válaaztáe tartozik. A (G.l) ée 

(6.2) függvények t (4.12)-be beii’va, az Integrálok könnyen 

kiasámithatókt

E+ - 5(6.3)

ahol az 1, ill. 2 index а с, és cz együtthatók 1.), ill. 

2.) megválasztását jelzik. A (6.3)~ban előforduló into,,?» 

rálokat Ь я 1-re skálázva hatóihoz tűk meg

***‘(- jM+M'l) i »,sad^ i ,

és azt kaptuk, hogy
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- - Л £ - e-2 O*- la]1 [ 1 (- 2a<+ z, а*ц?) + * a,-
4 „S 5 
U Ä4 U, -~ 4

N4* 4- «íuí ,

5г* -ЯН - é*A*- A [-2 2лх+ ^ a* utJ- 5 a/ u4l } >

1Ь1г= 1 «1«U< 5 )) 1 + «4 1 + al

8gy@leíitronoc atomok esetén (6.1) alakú fücjvénoyöl 
exakt alapállapot energia érhető el b = 2 választással*

2*E «- Д.

▲ (6*5) formula a, illetve a, variálásával 2* *,3
esetén as alábbi minimumokat adtat

£г2 «X

1
-2,159920 0,15 -2,611481 0,81
-5,069101 0,19 -7,17989* 0,66

2
5

összehasonlitásul meghatároztuk a (6*1) és (6.2) 

függvények antissimmetrisált szorzataival elérhető enargia- 

mlnimuaokat is. Ali, a^, a2, c^, c2 paraméterek variálucá- 

val a következő eredmények adódtakt



-эо-

К£х(с,*о)7í Л1 лг

;Чй

-1
—2I160464 1,959600 0,17 -2,047617 1,679072 1,01

-5*071616 2,920272 0,21 -7,222527 2,674072 1,01

2
3

A számításokat ebben az es .tben is skálájáéval végeztük I

5/ 5. SÍ izEis- I *«- . £ *- 
J * * **-

*<a, ; .*ö< 4Q*
ahol

Q«*S L4 * «<*- 1 «* ц* *] ,

N - 4 - a-\ U*
>

5X = 1 L< ♦ «xl ♦ \ *\ ~ «/ «;. a2 ,

\ 14+^1 .

Mogj egyezzük, ho.;y c,*o esetén аз nil l| nmei fi ■ál l 

szorzatf%gvény neca rendelkezik spin-szimetriával* Snnek 

ellenére a keltett elektron o.x ejsponenciálisa negyeág­
rendi leg Beegyezik a más módszerekkel kapott exponenciáli- 

sokkal* Például Ilyllerans-kckart AoU' hélium függvény esetén



•Хо*ртолэ^.рт «Tt^TOTiowodxo
гсо*т 09 гтг$г wn гол i , i lhotmii'iíxí ,nn uo^u-ess 

tot! ®íl*I?9eBXA ^GTip/x^-uidG coq.ossöiaaaq. inoq.u urittotf V
*t6] 6l§I so ех*г ö*xpüOj: PJAO^PI sxiPTOWGiiodXö eg

-Ti-
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ahol, a 3-Cp<*v, s IU«.,a+t,a*é; p<p)A^uv )

roYiviitÓot bcVOZCtYQl

-23 » a% + 2(2-a)ß(-100|000) ♦ CJ (-1QÖ;Ü60) ♦

♦ CJ (—100 ; 010 ) «• O^J(-10C;llü)) ♦

♦ 2o£J(öü0;0-10) ♦ oJ(ÜGG;l-10)J - 

- ao OS (100;0-10) ♦ cJ(lOOjl-lü) +

+ j(—100|U1Ü) ♦ OJ(-100;110)3 ♦

+ ao [J (—102;0—10 ) ♦ ej (-102; 1-10 )] ,

К я J(000|000) ♦ OJ(000{ICO) ♦
f

♦ oJ (000 JÖ10 ) ♦ o‘”J (000;110 ) •

A számításokat UIH6Z&&2 számítógépen végeztük* Az 

Algol nyelven felírt program futási ide^e spectálle 

érték kiszámításába 25 peroet vett igényt«. Mivel az 

ilyen tipustt problémákhoz dupla pontosságú számításokra 

van szükség (pl. Ilii)t a hasznait számítógép esetén pedig 

a szükséges programok nem álInak rendelkezésre, a kapott 

numerikus eredmény ok nem tekinthetők megbízhatónknak* 

Hóhány Így kapott számérték az alábbi táblázatban talál­
hatót

1 1,2 1.4 1.64

E" -2,1671 —2,09öl -2,0591 -1,9004



$
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Iiitiua esetén а

-a-t'M+i)Kí^iXjjX'j) 5 Áj{ С U* c^x\ t

. -t-r f Cx) = -t + o(

(a s 2t86 f b » lt4 § о s Of36)
*

füg vényeidet használtuk £12 J. A héliumra való alkalmazásnál 
tapasztalt problémák merülnek fel itt is. A próbám futási 
ideje közel ©sy óra* b* = lt3 esetén az energiára
E = —7*3?01 I b* » lf4 esetén E ss —7• 3K134 adódott.
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ÖgSSjflFOdLAlAS

A független részecske вюаоПек vizsgálata arra az
ф

erecb&ényre vezet, hogy aa eltüntetett, ill* keltett 

elektron hullámfüggvénye каре go latban van a független 

részecske modell egy-elektron ЬиИйаГйг,^0дуelvei* A 

levezetett összefüggések azonban alkalmasnak látszanak 

arra Is, hogy korrelációt figyelembe vevő közelitóseket 

elemezzünk»
Alkalmazásként az elektron keltésének hatását 

vizsgáltuk Z = 1, 2, 3 rendszámú egyelektronos atomokra 

(Isis*) konfigurációval# Az eredmények összhangban vannak 

a más módszerekkel kapott eredményekkel# A módszer alkal­
mazása korrelációt figyelembe vevő közelítésekre még nem 

hozta meg a kívánt eredményt* Számításokat végeztünk a 

hélium ós lítium atomra* Úgy látszik, hogy értékelhető 

eredmények csali dupla pontossággal elvégzett számításokkal
kaphatók* Ehhez további programozás technikai problémák

*
megoldása szükséges, amelyek folyamatban vannak#
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