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1.§. Bevezetés

A végtelen sorok konvergencidjénak vizsgdlata az ana-
lizis birmely terfileté&n igen fontos szerepet jétszik. Ezen
vizsg8latok kapcesén jelentls segitséget jelentenek szamunk-
ra a kiildnbdz8 egyenlétlenségek - mint pl. a Cauchy-, a
Minkowski~, a HSlder-féle egyenlBtlenség.

Hasonldan, biAr ha nem is oly gyakran, mint a fentiek
- de sorelméleti alkalmazésat illet®en - fontos helyet fog-
lal el G.H. HARDY /(6 |/ klasszikusnak szé&mitd egyenldtlen-
sége, amelyet 1920-ban k&z08lt, s amely szerint, ha (> |,

Ov“ ZO (“. l{,‘?_ ,009), .kkor

X -9 .
111 A (2 cxi) <(‘ ‘) / b
M= v=A ¢ =1 }

ha &\, nem minden M\ ~-re tiinik el, ill. még azt is megmu-
tatta, hogy a jobboldalon levd multiplikativ konstans nem
javithaté.

Nem sokkal késBbb - az 1920-as évek végén - a Fourler-
konstansok sajétossigail és a pozitiv egylitthatéju hatvany-
sorok viselkedése vizsgilaténdl felmeriilt a sziikségessége
az /1/ egyenlStlenség Altalédnositdsédnak, amit HARDY és
LITTLEWOOD /(7]/ el is végeztek. Eredményiik, amelyet 1927-
ben k&z8ltek, a kdvetkezb:

Legyen 0 >0, (C valés /de nem szlikségszeriien pozi-
tiv/ és ZOL“ egy pozitiv tagu sor. Akkor, ha P> A, kap-
juk, hogy
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Az 1940-es évek elején HARDY /(5]/ az /1/ egyenl®tlen-
séget mis irdnyban is dltaldnositotta, nevezetesen ugy, hogy
az (. -ek szdmtani kdzepét a sokkal 4ltaldnosabb Hausdorff-

féle kdzepekkel Jamelyek, mint ismeretes az Euler-, H8lder-

+ | abszolut konstans, nem minden esetben ugyanaz.



és Ceukro-féle bsszegeknél is &ltalénosabbak/ helyettesitet~
te.

Az igy nyert eredmények killénbsen fontos alkalmazési
teriiletet kaptak az LP tér egyes tulajdonsdgainak és & kii-
18nb8z8 kbzepekkel vald Ssszegzési eljardsok vizsgilaténil.

Az 1960-as években G.M. PETERSON, G.S. DAVIES / (4], [13]/
és M. IZUMI, S. IZUMI /(8]/ tovébb Altalénositotték HARDY
eredményét azdltal, hogy még dltaldnosabb kdzepekkel dolgoz-
tak; olyan tipusu egyenlStlenségeket bizonyitottak be, mint
példaul a kdvetkezG:

> A ¥, :
16/ Z C'V\,V\ ‘i(]\’\) {Z__ C'«\,\m QW\B QKZC“\‘\ -g(“)a“ )
e P . M=y

A

ahol a (Cmn) métrixra, az - (W) sorozatra &s P -re
bizonyos feltételeket szabtak.

Ugyanakkor az /1/ egyenlBtlenségnek a [/2/~/4/ alatti Al-
talénositésdban szerepld M\'C egylitthatéknak més - alta-
lé&nosabb - sorozattal valé helyettesitésének a szllkségessége
is felmeriilt - példdul a trigonometrikus sorok konvergencia-
vizsgdlaténdl /1d. LEINDLER (9] dolgozatét/. Az itt kapott
eredményt LEINDLER LASZLO / [10]/ 1971-ben megjelent dolgoza-
téban egészitette ki, illetve tette teljessé, amelyben meg-
mutatta, hogy az {’M(cg sorozat tetszSleges nemnegativ ta-
gu sorozattal helyettesithetd; érvényes pé&€ldéul a kdvetkezd

egyenldtlenséqg:

. B NT R e e x AT
D () Lpd g (Z(\LBQ‘;,
N=A 1=1 | m=1 1=n
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ahol p>,4, An>0, Qn)O(\‘\-A.l,...).

Ezek utén jogosan meriilt fel a kérdés, hogy nem lehetne-e
ezt a két&r&nyu dltalédnositést "Gsszefogni® olyan értelemben,
hogy a Z On k8zepek helyett is bizonyos ( C m.n)
m&trixsz:l konstrudlt Osszegek szerepeljenek, ill. az ‘\‘\.C-t
is helyettesiteni tetszOleges pozitiv S_ Am} sorozattal.

Az erre a kérdésre ~ amelyet LEINDLER LASZLO vetett fel
- adott vélaszt fejezi ki az 1. Tétel, amely -~ mint majd lat-
ni fogjuk - specidlis esetként tartalmazza tObbek kdzbtt a
16/, |7] alatti eredményeket.

Ennek a tételnek a bizonyitésa képezi a dolgozat elsd
felét.

A fent emlitett egyenlStlenségek mindegyikében kdz8s,
hogy a megfeleld kdzepek hatvényal szerepelnek, azaz az X d
fliggvény jéatszik fontos szerepet e tételekben., Természetsze~
rilen vetdddtt fel a kérdés, hogy nem lehetne-e az X e fligg~
vényt néla &ltalinosabbal helyettesiteni. Erre a kérdésre
az els® pozitiv vadlaszt MULHOLLAND 1[12]/ adta meg annak kap~-
csén, hogy az 1930~as évek elején a Fourier-konstansokra vo~
natkozdé Young-, Hausdorff- és Hardy-féle eredmények altala-
nositésdnak vizsgélata sziikségszerilen vetette fel olyan ti-
pusu egyenlStlenségek é&rvényességének igazoldsidt, mint pl.

a kévetkezO:
<O

W S (e kS E oy
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ahol % \X) bizonyos feltételeket kielégitd - az )(P -nél



dltalénosabb - filiggvény, és C)ﬂ o

Az ilyen tipusu egyenlBtlenségek meckOnnyitették az
LP (p > 4) tereknél &ltaldénosabb terekbe tartozé fiigagvények
sajatossigainak vizsgidlatéat.

Ugyancsak a trigonometrikus -, ill. hatvanysorok tu-
lajdonsigainak, é&s kill&nb8z8 integrilhatéségil problémiknak
a vizsgdlatindl meriilt fel a kérdés, hogy a P 44 eset-
nek megfeleld &Altaldnosabb fiiggvényekre vonatkozélag milyen
egyenldtlenségek &rvényesek. Igy szillettek meg CHEN JUNG-MING
/ [2][ eredményel - az 1950-es években -, amelyek k8ziil megem-
litjiik a kdvetkezGt:

191 i W“N—:\f(i cu)i\/\zm'c\]/(ﬁ-ﬁn),

ahol \t (X) bizonyos feltételeket kielégitd - az Xp -nél
(P<A4) aitalanosabb - figgvény, é&s C > 4,

Azoknak a vizsgdlatoknak a folytatdsaként, amelyeket
SZOKEFALVI~NAGY BRELA /(}.4]/ az 1940-es évek végén végzett
azzal kapcsolatban, hogy mi a szilikséges és elegendd feltéte-
le az XX" 'QW) fiiggvény Lebesgue-integrédlhatéségidnak - bi-
zonyos feltételek mellett - &ppen a /8/ és [9/) alatti, ill.
az ezekhez hasonlé egyenlBtlenségek alkalmazésédval
CHEN'_YUNG-MING / [2]/ megmutatta példéul azt, hogy az
XX\Q q f‘”i) figgvény (UY)71) -n valé integralhatéségé-

hoz elegendd, hogy



dlljon, ahol >\ n az #f,(X) fliggvény cosinus-sorénak
egylitthatéi, tovabba ;\n nem~-negativ és monoton cstk~
kenve nulldhoz tart, és U< x <1 .

Ezen eredmény ~ hasonléan a tSbbihez, amelyeket
MULHOLLAND &g CHEN YUNG-MING néhé&ny dolgozatukban / [12]
és [?}, [i]/ k&z8ltek - azt a gondolatot ébreszti benniink,
hogy tovébbi &ltaliénositdsokhoz ugy lehetne eljutni, hogy
megvizsgalnénk, érvényesek-e a 8/, /9/ alattiakhoz ha-
sonlé egyenldtlenségek abban az esetben, ha i w(cﬁ he-
lyett &ltalénosabb E\“, sorozattal dolgozunk.

Exrre a kérdésre - amelyet szintén LEINDLER LASZILO
vetett fel -~ ad vélaszt a dolgozat mdsodik felében tér-
gyalt 2, Tétel, amely azt allitja, hogy &'ﬂjcg tetszOlle~-
ges pozitiv {HAVJS sorozattal helyettesithetd bizonyos
értelemben. Ezzel kapcsolatban megemlitjiik, hogy LEINDLER
LASZLO l[;il/ egyik most megjelenés alatt levS dolgozaté-
ban - ahol killdnbdz8 fliggvényosztilyok bedgyazdsi tételeit
tédrgyalja - mir allalmazlst nyert az ezen tételben szerep-
16 egyik &llités.

Az 1. Tétellel kapcsolatban megjegyezzilk, hogy az ab-
ban szereplC métrixok kdzil a [/2.1./ és [2,2/ alattit IZUMI,
PETERSON, ill. DAVIES vezették be, mig a /2.3/ és /2.4./
aiattiakat annak megfelelden definidltuk, hogy az &ltalédno-
sités teljesebb legyen /abban az értelemben példédul, hogy a
fent emlitett /2/~/5/ alatti négy &Allitést, illetve LEINDLER

LASZLO tételének mind a négy &llitésit tartalmazza tételiink/.
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A bizonyités alapjaban véve négy segédtételen ala~-
pul, amelyek kdziil kettdt /H -t és C -t/ a fentebb emli~-
tett cikkekben /[13| &s [4|/ talalhatunk, a masik kettdt
pedig ezekhez analég médon ugy kellett feldllitanunk,
hogy azokat céljainknak megfelel®en tudjuk hasznalni /e~
zek koziil egyik bizonyitésit a 13. oldalon talédljuk/.
Egyébként a bizonyités alapvet@en a fentiekben emliteﬁt
szerzOk bizonyitésaihoz hasonld médon tSrténik, az ottani
alapvetd médszerek olyan kombindlisdval azonban, amely
lehetdvé tette, hogy ardnylag sok szémolés ’nélkul k&nnyen
adédjanak a kordbbi "két irdnyu" &ltalénositds egy "Osz-
szefogdsit” jelentd eredmények. /Részletesen ez a /[/2.5.1./~
/2.5.5./, 111, a [/2.7.1./-/2.7.3./ alatt taldlhaté./

A mésodik tétellel kapcsolatban azt jegyezziik meg,
hogy az egyik feladat az volt, hogy a 2.§5-ban levd segéd-
tételeknek a megfeleldit megkonstruéljuk )(JP helyett

@_u}. i11. /Y(X) -szel. Ez azonban csak az A. és D. se-
gédtételek esetében sikeriilt /ezek Altalidnositésai az E.
és F. segédtételek/; a bizonyitédsok - a @ (X) fiiggvény
tulajdonsigait felhasznilva - részletezve a 23. és 2. ol-
dalon talalhatdk.

Az E, és F. segédtételeket kombinidlva MULMOLLAND
/ (‘_].21/ médszerével adédtak eredményeink a E‘E (X) -re vo-
natkozélag /1d4. /3.1.1./-/3.1.6./, 411, [/3.2.1/~-/3.2.4.]/]/.

A midsik két segédtétel megfeleldje XP helyett

"E (X) ~re azonban nem igaz ez csak egy ’\I/(X) -nél szii~
kebb olyan filiggvényosztélyra igaz, amely - bar Xp -t tar-
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talmazza, de pl. a log (A+X) tipusu filiggvényeket mar nem/.
Igy tételiink masik két allitédsénak bizonyitésandl alapve-
tGen LEINDLER LASZLO "blokkoléasi" mbédszerét alkalmaztuk.
Itt azonban az a probléma meriilt fel, hogy a HSlder-egyen-
l6tlenség helyett kellett megtaldlni a megfeleld becslési
médszert [ez részletezve a (3.3.5./-/3.3.7./ alatt talal-
hatd/.

Véglil megemlitjiik, hogy éppen a disszertacié benyuj-
tidsénak i1dBpontjdban jelent meg B. MUCKENHOUPT I[}ﬁ]l eqgy
dolgozata, amelyben a /3] egyenlGtlenség integrédlckra vo-
natkozé forma&jat altaldnositja olyan irdnyban, mint LEIND=-
LER a {}d] dolgozatdban [/3/-at. Elolvasva a dolgozatot
ugy tinik, hogy ennek az eredménynek tovabbi altaldnosité~
sa szintén lehetséges, hasonldan, mint fenti eredményeink

esetéhen.



2.8. A nardxnittlm—omnlﬁthmﬁ dltalénositésa
n&trh-kbsoggkkel

MielSGtt réatérnénk az egyik tételiink kimondésira, de-
finialjuk azokat a matrixokat, amelyekkel a kivetkezSkben
dolgozni fogunk.

Jeldljiik M.q -gyel azon C = < Cw 1\ ) héromszbg-
métrixok Osszességét, amelyek kielégitik a k8vetkezd fel-
tételeket:

Cm‘v>o (y &m) ) Cm,v’o (v>wm) (m,V:l,l,,,.)

és
Cwm v +' ) )
/2.1.] 0« T A : (

Ma pedig jelentse azoknak a métrixoknak a halmazét,
amelyek elemeire &11, hogy

CM‘9>O (\72“\)) Cm,v*(“) (VLYY\) (m,v-:d.l,...)
és

1242/ _Cm‘v' S N
CV\‘\/

c ) | ¢

" N | pozitiv abszolut konstansokat jeldl (i=42,%4)



Az M3 ~mal jeldlt halmazba tartozzanak azok a
métrixok, amelyek elemei a kdvetkez® feltételeknek tesz~
nek elegets

CV M)O CVZM) ) CV‘Mzo (VLm) (V\m=‘|2,---) 5
\

C»m Ry

(V=nzm> 1),
12,3/ 0 4 Cvon

E )

Ha viszont a C = ( Cv\\m) mitrix elemeire fenn-
4ll, hogy

Cym>0 (Vewm) Cy,m =0 (V>m) (Y\wm=12,.--) ,

)
és

12.4/ Cvim >Ny, CALvimen)
CV.“

akkor azt mondjuk, hogy C beletartozik az Nq osz~

Ezek utén fogalmazzuk meg elsd tételiinket.
l, TETEL M!‘mk adottak az an 20’ An>o (f\:"z)_“)
valés szémok és a ( = CCm,K) omszBg-métrix, Ekkor

fenndllnak a kdvetkezD egyenlOtlenségek:
a/pa (C €M & p>A, akker

12.5.] N S PR o 4t ?
2 A (Zcamt NS NG A,
n= ik

W= n=1\
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bp/ga C €M, 8 p>4A, akker

o o0 )
e >\ (S C“‘Mq“) S '?Z(x (Z) o) o7
;“—:4- n=m M=4

c/ra C C M, & o0<psii, akker

w50, caf e AT S clar

n=\ %_—‘

a/sa C €M, & ocpsi, akker

e - \ v
’“'le (ZC“N )P, ( )PPZ”\M (E_Ahc"““)q'“.

A tétel bizonyitésdhoz szlikségiink van a kdvetkezd
négy segédtételre, amelyek k&zill kettSt DAVIES, PETERSON
és IZUMI haszndltak tételeik bizonyitdséndl; a misik ket~
td -~ amelyek kdzilill egyik bizonyitésit részletezzilk ~
ezekkel analég, s bizonyitésuk is hasonld médon t8rténik.

A Segédtétel /1d. (4] 1. lemma/
B2 p>A &8 Z,30 (n=i2..) akkex

LN i _‘@. P-4
12.9./ (Z zk)? <P Z Z¢ QZ_ ZV)P
Y Lol

R={
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B 8=gédtétel
.‘.i.!. @ ol (}4" _é_! .Z,‘ >O ’ ZV\ZO (V\:a’g‘.,‘_)p akkor

-1

s

/2.10/ (

" A PUEEE
¥h>? 2 Y’Z ”Zh<2- Zy)
k=4 v=i

4

s
[]

C_Segédtétel /1d. (4], 3. Lemma/

Ha Ospi A& 2,20 (a=(,2...), akkor minden termé-
szetes |\ szémra, amelyre Z >0 ) fennéll, hogy

N P N "TM \ P-4
/2.11./ (Z 'Z;b) ZPZZ@<—/; 2"> :
LE e=h ina

D Segédtétel
Ha pP>Aé Z,.>0 (nw=12, ...} , akkor minden természe-

tes [\ szémra teljesiil, hogy

N WP N % e
/2.12./ (Z Zh) &y Z Zg (th") ¢
k=n k= .

A B Segédtétel bizonyitédsa

Az egyszeriibb irdsméd kedvéért jeldljlik (\n ~-nel a

kbvetkezd Ssszeget:

X
g 21
=4
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z. 9
Tekintsllk ezek utén A n k8vetkezd felbontését:

3 AP P p-P.,p’-p._‘D
PRl A: 7 Afﬂ“-ﬁ“" Aﬁ"“hq*“"hz M+,

Irjuk /2.13./-at a kdvetkezOképpen:

A“ Ak )'L
‘ 4
12,14,/ 7\“=? <

Ay

= o ) y : p
X‘> ‘ EhY 4 sk \’Q X" ‘Ax 4+ ng‘”}u{ Z,

.Ah-i /\1

Alkalmazzunk tagonként egy alsd becslést, amely alap-
Jén kapjuk, hogy
0 )

p=4 o RIS  se M P
N2 p 2o Mo+t pZRN G #-4 PRy TP 2T

ami éppen [/2.10./~et adja.
Az 1. Tétel bizonyitésa

Abban az esetben, ha \)zA . valamennyi &llitds tri-
vidlis; ennek belitdsdhoz csupén az Usszegzés sorrendjét
kell felcserélniink. Ezért feltessziik, hogy P # /1 , to-
vébbé feltehetjilk azt is, hogy nem minden (L, tiinik el,
ugyvanis ellenkez® esetben a tétel &llitésal evidens médon
teljesiilnek.

[2.5./ bizonyitésa Legyen N tetszBleges természe-~

tes szém, ugy azonban, hogy QO >0 legyen; akkor az
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A Segédtétel alkalmazidsidval kapjuk, hogy

N n
/2.5.1. /Z\ (ch'm ) %\ ZCV\\MC{W\ quak)

m=4

Figyelembe véve, hogy C = C C'm,h) £ M“ ezért

]2.5.2./ S‘ A“\,] T x p C,\\ W\a'ﬂ‘ (Z— CW\. G\k) S

r\- m -

Megcserélve az Ysszegzés sorrendjét, adddik:

/2.5.3./ S \\)p\ Z (i o V{C{K MZ_&_ An Coyw

m= n=w

Most /2.5.3./-ban a HSlder~egyenlStlenség segitségé-
vel kialakitjuk a /2.5.1l./ baloldalinak megfeleld kifeje-
zést; e célbdl irjuk a /2.5.3./ alatti Osszeget a kdvet-

kez® forméban:

e S S S

N\ =4

1z

A

W

w C“\M‘qm

=
1)



- 18 -

Alkalmazva a H8lder egyenlftlensiédget /kihasznilva, hogy
(p-()@ = p , 411, -—‘% = i- P /|, figyelembe véve a
]2.5.10], 12:5.24), 12.5.3.] é8 [2.5.4.] formuldkat  kap-

juk, hogy

N n
/2.5.5. /Z,\“(ZQ“‘MCXWS L;N ZZ{’\ (icm <4 3} {ZA!P (“Z‘;\ oo qu’x
n=1 e

I2.5.5.I- t "’1’0"'&" a

kifejezéssel, majd mindkét oldalt | -edik hatvényra emel-
ve és elvégezve az N = ©© natératmenetet, kapjuk al-
litésunkat.

J2.6./ bizonyitisa Haszndlva a D Segédtételt, figye~
lembe véve, hogy (_ = Ccm.K)e NB' majd megcserélve az
Bsszegzés sorrendjét, s végiil a HSlder-egyenlStlenség al-

kalmazisdval kapjuk, hogy tetsz8leges N természetes szém-
ra /ha Q>0 /3

S | .
> AW\ (z C nwW V\) = f\mZ v\\W\ V\(ZCV\W\QVS? <
W=A



N N N p-d
?'\ :
“ f\‘ Z C\'\,N\ Uy (Z‘CY‘“QV) 7
m4 n=wm i

N

N L\_)_ N o i
\VZ ( Z Cvn QV’) C\Q_ Chwm >‘

=4

B o L R g i }J/P
o) 2 A, (3 c,,‘“qv)j ZA“ (> com r\M> ay |
Y n= V) n=i ooy

Innen ~ alkalmas leosztéissal, ill. P -re emeléssel -~
adédik, hogy

N n

Z\ (2 CWQB va LG M,\) o

n=4 =4

. 1
amib8l ~ felhasznélva az X  fliggvény folytonossigit -
az N = O hatéritmenettel kdvetkezik 12.6.].
[2.7./ bizonyitésa Legyen N olyan természetes

szém, amelyre (> O ; haszndlva a C Segédtételt, azt

kapjuk, hogy



- 17 -

N

iy Z Ath fodt zxy\zc.\. (Cemads

Figyelembe véve, hogy K,- & Cm.w\e Naés P-4 £0:4
k&vetkezik, hogy

e NN % L1,
12.7.2.] 61 ZN)_ “P}_r\h Z Cwyv Gy (Z Cri Q“) 252_
n=y V= R=v

Megcserélve a szummécié sorrendjét adédik a kbvetkezS:

N N

/273/5 ,\\J pZ() CVQQQ Q”Z-A Cov,

Hasznédlva a HOlder-egyenlOtlenséget P( '{ esetén
/ezt az alakjat 1d4. pl. [1]-ben a 19. oldalon/ figyelembe
véve a [2.7.1./, /2.7.2.] é8 /2.7.3.] alattiakat, kapjuk,

hogy
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: .*1
’ Yo
N N N re ( N N } ? \-’P X
> .——4 v Ci\ v
i 'V_ 9;4 h:Y V=1
“:« 3

Elvégezve a megfeleld leosztdst, a R -edik hatvinyra
emelést &s hatératmenetet, kapjuk /2.7./-et.
/2.8./ bizonyitdsa

Feltehetjilkk, hogy (L, ¢ O . Felhasznilva a B Segéd-
tételt, valamint azt, hogy C = CCum «) EMymaja megese-
rélve az 8sszegzési sorrendet és alkalmazva a HSlder-egyen-
18tlenséget, adbédik, hogy

\

" p-)
T \ (Z Ca, wm&a) 2 \)S— /\MZ C“ o Qi (&zrc‘?-““ah> 2
=4 ¥

™=,

‘ (\ N N P'i

H PZ \mZ C“MQ“(% C;Q'\,\Clh> -

n -1 NJ

= N <Z C&‘v\ Q%Q.) W Z )\M Cw.m Z

W=
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S (§ cwo] | TS AT Imt) o)

Osztéssal, P ~-re emeléssel, és az N> oo hatéréitme~
nettel azonnal addédik /2.8./

Bebizonyitva a tételt megjiegyezzilk, hogy az tartal-
mazza LEINDLER LASZLO /1d. [10], 1°-47/ mér emlitett
eredményeit /a megfeleld méitrixok nullétsl kiilénbdzd ele~
mei legyenok vumnnyicn eggyel egyenldk/. Tovébbé a

A i “4\'1 m #Cwn) 111. Cmn => Cwmn L) he-
lyettesitésekkel IZUMI és PETERSON /1d. (8], 3. Tétel/ té-
tele kdvetkezik /2.5./-bB1l.

12.7.] pediga (C $E@Cn gsa A f“"
helyettesitéssel adja a DAVIES és PETERSON /1d. [4], 5. Té-
tel/ &ltal bebizonyitott egyenldtlenségeket.
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3.8§. A Hardx-Littlewood-egxenlﬁtlenség dltaldnositéisa

az XP -nél &ltalédnosabb fiilggvényekkel

A mésodik tétel kimonddsa eldtt vezessiink be néhény je-

181ést.

a/

b/

a/

Legyen Q, >0 (n= {_,.-.).Jelalje Hm‘“ a kdvetke-

20 Osszeget:

E Ay C lemsnsco)
V=

@ (X) -szel (X220 jeldlijlink egy olyan nem-
negativ filiggvényt, amely a kdvetkezd tulajdonsagok-
kal rendelkezik: ‘e(x) = —%—" névekvd, és vala-
milyen K> 4 szémra pedig az “f (X) = JEM
csbkkend.

Al’()() (X20) pedig jeldljdn egy olyan nem-
negativ, végtelenbe ndvekvd fliggvényt, amelyre a
YWN) = 1) csbkkenve tart nulldhoz, mik&zben
X tart a végtelenbe.
Ea )“>O (V\=i,2',_,) , akkor /\m,n -nel jeldl-
jik a kdvetkezd Osszeget:

N
/\ = E - (4em «n & o)
: m\{\ - L ) 0
=M

Ezek utén fogalmazzuk meg masodik tételiinket.
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2. TETEL Ha O.n2088 Aa>O0 (n=42...), akkor -

haszndlva a fenti jelbléseket - érvényesek a kdvetkezd

egyenlStlenségek:

PR Z_/\“ "@(Q"") é\/(,.Z/\ _Eé(g)\— /\ > )

tovébba :
>0 B | -
chaislie Z As T(%A“MF‘GZ /\“NE(A«\ v\>
h= 1 =4 /)
és |
i o g .
baod Z_ A Y(% AA,R\J éa“Z/\“\E(ﬂ“\”) -
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A tétel bizonyitdsahoz szilkségiink lesz a kdvetkezd
hérom segédtételre, amelyek k&ziil az elsd kettd egyébként

az el®z8& paragrafusban levd A és D Segédtételek &ltaléno-
sitésali.

E_Segédtétel Ha &\i) és -‘e \X) =2 fentebb defini-
alt fliggvények, €s Q>0 (n=12..), akkor

. » v
/3.5./ kt (D”M> éVE ZQV ‘?(ﬂ«‘v) ;

F Segédtétel Legyen QAn 20 (n=12,. -)) akkor bér-
mely N természetes szamra all, hogy

| N
[3.6.] qz (ph\m) é\<,1 Z Ay (/ (H"a?\)>.

V=N

G Segédtétel Ha ’qu,\ >0 és (% >_O) ay 20 (w=i2.. ))
tovébbad, ha minden N természetes szimra

\J ~
S 0 e a

=i
=t n

+/

‘/([ (5=3ili,gcnak a (E (¥) -¢81 tuq§6 konstansok.
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akkor
ol - : oL
z G “lk)_(gvnoo) AK?”Z o,
n=1 n=i

A tovébbiakban bebizonyitjuk az E és F Segédtétele-
ket; a G Segédtétel bizonyitésitél eltekintiink, mert az
- figyelembe véve a i (X) ¢fluggvény folytonossagit, ami
a definiciéban szerepld feltételek értelmében trividlis -~

egyszerli szdmoldssal adédik

Az E Segédtétel bizonyitésa Legyen il)() a korébban de-
finidlt fliggvény, és irjunk Rn -et az ﬂ*\Y\ helyett.
Tekintsiik \&(ﬁn) kdvetkezd elBallitdsédt:

3(0.)- E() + $@)-40)+ -+ $@.) ~&(An-)

Figyelembe véve, hogy "M> ) esetén /felhasznédlva a
Lagrange-féle kdzépértéktételt és, hogy ‘i (X) csdkkend/
érvényes, hogy

F0.)- §O) = 40 A () Pl

% 20w BY (AwBud =F @)

tovébba, hogy



- 24 -

TR b @) ar,

kapjuk a /3.5./ alatti &llitéast.
Az F Segédtétel bizonyitdsa Legyen N tetszBleges termé-

szetes szdm, és irjunk az egyszeriiség kedvéért Qn,\\; he~
lwtt E)v\ a1

Mivel

@ (Bn) - § (Bv‘) o E}L: (P"‘“\J" e §(Bu-q)* ‘E(B N)‘*T*’(B\U)
hasznilva a kivetkezd becsléseket

ZE_ (BW\B ‘&(gmﬂ} n i(ﬁw) B :f(BMn) M £

= ‘QL\G&BM) (Bm-?)wm) ~=‘Q2\Q(B-M)qw\ ‘Xw, n & el-d

és

@(%,\,) (wP(Byaw,

kapjuk a /3.6./ alatti egyvenlBtlenséget.
Ezzel a segédtételek bizonyitésdt befejeztilk:

A 2. Tétel bizonyitésa

/3.1./ bizonyitédsa Haszndlva az E Segédtételt, kapjuk,

hogy

AN

/3.1.1./ 2_)\ \}Zﬂw L% i Z C\v‘\a(ﬂhf)’-‘z

oy 1)



- 25 -

ahol N tetsz8leges természetes szém.

Megcserélve az 8sszegzés sorrendjét a jobboldalon

addédik, hogy
N i

[3.142.] Zn = Z Qv "€<ﬂ4\\2) /\w,u ;
Y=

Hogy a ?Z (X) fitiggvény tulajdonsigait a tovdbbiakban
céljainknak megfelelSen kihaszndlhassuk, irjuk &t a /3.1.2./
alatti kifejezést a kdvetkezd forméban:

. § x A
/3.1.3/ 24 = % z "E‘ g‘k Py Av,w ‘6(94&) )‘VS y

ahol 't tetsz8leges pozitiv szémot jelent., Vegyiik észre,
a ;’é W) fliggvény tulajdonsigaibél adsdéd kdvetkezd egysze-
rii bsszefliggéseket:

Ha X>0 és “a 20 , akkor

/3.1.4.7 X f(’j) LY W)l () ’@Wﬁ@cﬁ) )

tovédbb&, ha { 241 & X 20O , akkor
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/3.1.5./ § (£x) = S+ x) 4:&)(“)\/;'«);2z iiy)xh-—kk@(x),

A [/3.1.4.] &8 [3.1.5./ alattiakat figyelembe véve :Ei,
/3:.1.3./~beli kifejezése a kivetkezOképpen becsiilhetS:

[3.1.6./ Z—,é %i -‘% & (+ %\{A%N)/\v* CE(Q«.\)) /\V}é

% (L7 (5 Av) A IR D

-
A T értékét ugy véalasztva, hogy A- b-ﬁ; pozitiv

legyen, /3.1.l1l./ figyelembe vételével /3.1l.6./~b6l kap~-
juk, hogy |

i %ni(ﬂh“) <

-l

3 (5 A,

amelyb8l1l viszont az “J —> >  patératmenettel nyer-
jik /3.1./-et.

/3.2.] bizonvitésa Pelﬁaa:nilva az F Segédtételt, tet-

sz8leges “} természetes szamra teljestil, hogy

'Hlfih %(ﬂwéi Z \(CENDY
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Megcserélve az 8sszegzés sorrendjét az adédik,

hogy
N
/3.2.2. le% Z G “G(RV.N") Aw

Alakitsuk at a /3.2.2,.,/ alatti formulat a k8vetkezBkép-

pen

7,45 £ F AT

I‘t tetszés szerinti pozitiv szém/.
Hasznélva /3.1.4./-et és [/3.1.5./-8t, ZL -re a k-
vetkez® becslést kapjuk /hasonldéan [/3.1.6./-hoz/:

1324.12 4%2% /\4\,/\ *‘té(pv, )/\ }

Ha a T @&rtékét olyannak valasztjuk, hogy A-&+ >o
legyen, azt kapjuk - figyelembe véve a /3.2.1l./ és I3.2.4.l
formulékat, hogy



N 0 : _}\_)_ .
—Z— >\\q Q(ah.\d)é '& t‘ZAn§<C7(\n A“‘))

n=
amib8l a G Segédtétel folytén, elvégezve az N - o© ha-
térétmenetet, adddik /3.2./.
[3.3./ bizonyitésa Feltehetjiik, hogy a jobboldalon 8116

sor konvergens, é&s igy tudunk definiélni egy olyan index-
sorozatot, amely segitségével majd ugy tudjuk "blokkozni®
a megfeleld sorokat, ami alapvet®en megkdnnyiti a bizo-
nyitast. Ezt az indexsorozatot a kdvetkezGképpen defini-
&ljuk:

Legyen My=0 &8 m 2/, =-re legyen My, a
legkisebb olyan természetes -+ (> m,.,) amelyre mér
fennéll, hogy

1363484/ /\mn-‘“) b 2 /\ﬁﬂ' 5

A /3.3.1./ alatti definicié alapidn nyilvénvalé, hogy

. > s
13:.3.2:/ /\ mn+\) ™M = /\m“.&:’\\ >

N4

EbbSl, tovadbbd az S( ‘w\“} sorozat definiciéjébél adédik,

hogy



I

a /\ \‘V\,,\H“) Wz

amib®l kapjuk, hogy

m—\ )

3.3 /\ B £ :
£ ! W\“-'l\) W, e /\ MV\.}‘) mh*l

nay

Kdnnyen latszik tovdbbi, hogy /3.3.2,/-b8l kdzvetlenill
adédiks

. & ) '
/3.3.4 I /\ 41, 0 = a A M+, My, .

A tovabbiakban ez utébbi két egyenldStlenséget fogjuk
haszn&lni a bizonyitasban.
ElSszbr megmutatijuk, hogy

My

/3.3.5. /ZA ﬂ/(/\mmwo M) I\f(ﬂwﬂ W\MQBAH\"HQ"

vaMa
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A rdvidebb iérsméd kedvéért haszndljuk a kdvetkezd jeld-

lésts

a0 /\w\,&l, Wi
L Ay

Felhasznélva a ,\K (X) é&s ? (¥) filggvények tulaj-

donségait, kapjuk, hogy

W 44 ‘
13.3.6./ Z A_\)’\.E(/\m“ﬁw v ) —/(M,Mol Qy, §(Lv 0(¢>
V=Mt i

Jeldlije \/3, és V{) azokat az indexeket, amelyekre
teljesiil, hogy

WM+t £ VY 4 VJ € My )

és
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Figyelembe véve ezeket a jelBléseket a /3.3.6./ jobbolda~
lénak mésodik tényez8jét a kdvetkezdképpen irhatjuk:

Mun+d

™ A
N\ (“3 (W
z — (W i P(Ty a ) :
O(\) gj( Y GV) ‘Z Q\) '-CV(M\ 7 <

V=W, 4

@)
© Y (Bt o) «LZ ;QQPW,MM)“%’
)

TN

WY

1N

ka

[13.3.7.]/

NT: (ﬂw\ N VV\M_‘>Z OT}Ls *8‘7( Myt Mw\z %é

¢ e_ 'NQET (.(l ﬁA“+‘)'“An+1> ‘

Igy, figyelembe véve [/3.3.6./~ot &s [3.3.7./-et, adé~
dik /3.3.5./.

A fentiek ~ pontosabban /3.3.3./, /3.3.4./ és [/3.3.5.]
alapjén a kidvetkez8képpen becsillhetjilk a bizonyitandé /3.3./
egyenlStlenség baloldali sordnak egy blokkjét:

M nad

/3.3.8./ Z "\—\;’( (“-\— ) e o‘;\P@m ,m,,‘_,,>

—

V=Mt



é a A M, i, o2 (\-{/ (Q-MY\_}“)'MV\“BL_/ L\ AMV\H)MM-L:\?(H"MMG)-L-

\

;PR T (B

=Wy,

Ezt a blokkozédst felhaszndlva kapjuk, hogy

i /\vj—/(/\\aw %—:)5 Xf_ MZ‘)AV?(QM))-‘-

n=o \"-’W\M,

£ 16 Z /\v »\I/<94, v),

amit éppen bizonyitani akartunk.
B.4.]/ bizonyitéséndl két esetet kell megkiildnbSztetniink.

ElGszbr feltesszilk, hogy

Ao 4

E feltevés alapjén tudjuk definidlni a k8vetkezd tulajdon-
sadgokkal rendelkez® é /(,1,,\} sorozatots

Mo =04 My=A , &8 ha A, mér definidlva van,
akkor legyen /(4’“*‘ =k ,an0l A (> }4“) az a
legkisebb szém, amelyre teljesiil, hogy
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/3.4.1./ /\ o /\

/b\v\"\'{ )?L /(,\“'44-( )/{‘“ )

feltéve, hogy ilyen '%\ sz&m létezik. Ha /(’“V\H .>./("M‘” ’
akkor legyen /1" Wy = /1A‘AH~‘ + €s ha ‘/(/‘:m"/(‘n‘” B
akkor pedig /(1“,“ -/hm+4 +« Ha ilyen ‘@L nem létezik,
akkor legyen /MM\ = 00, Vilédgos, hogy ez az indukeciéds
definicis mindig "befejezBdik" valamilyen N = Ng szém-
ndl ugy, hogy /ku:- 0

Ellenkezd esetben ugyanis a /(lm definiciéja alap-
jé&n alébb bizonyitandé

13:442: 1 o

(247\4\\)0 eb j"‘:/\/“uﬂ)_/{‘m»

egyenlStlenség miatt az kdvetkezne, hogy /\ (oo - o2 »
ellentétben feltevésiinkkel.
Most bizonyitsuk be a /3.4.2./ alatti egyenlStlenséget.

Mivel

"1{\ ,‘j“q :/\AV\'H)/(‘“”‘ +/\/{,‘“_‘+ 4)/(,\»\: A/m-f“)/"\iﬂ+ Nz)/“'\ﬂ

/ha /(A“»,\ - /\’\v\‘\"\ , akkor a jobboldalon a masodik
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Usszeqg nem l1lép fel/, &és a /3.4.1./ alapjén

g

=3 he

/\ "\p\qﬂ)'/hn“ /(A“_Z_'H) /(Av\—4

adédik /3.4.2./.

A tovébbiakban néhény olyan egyenlStlenséget irunk
fel, amelyek a ) Mn| definicisjabsl adédnak, s amelye-
ket a késBbbiekben haszné&lni fogunk.

/3.4.2.] alapjén kBnnyen addédik, hogy minden olyan
N -re, amelyre ALin < Ne-1, teljestil a kvetkezd:

[3.4.3.] /\A,/K«“ ¢ 3 TJoitda;

ugyanis induljunk ki a kdvetkezd trividlis egyenldtlen-
ségbsl:

23,47,

Ebb3l /3.4.2./ alapjén adédik, hogy

i P 21'*1%
amibBl kapjuk, hogy

" 0*34 < gji"jL < 2jl+\]3
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/a mé&sodik becslésnél ismét /3.4.2./-t haszndltuk/.

Ezzel a médszerrel eljutunk az

o e B 28 Taaidy

egyenldtlenségig, amelyb&l / ") ,_, hozzdadasdval/ ads-

dik, hogy

A =\;\<J+‘S'1+". '~4‘33ﬂ\.]"\
Aa/"»/\

0zaz éppen a kividnt egyenlStlenség.
Tovébbé, ugyanilyen k&nnyen bel&thatd, hogy igaz a

kbvetkezl egyenlStlenség is:

/3.4.4./ /\ £
A Mue

Most bizonyitsunk be egy becslést a /3.4./ baloldali so~-

rénak egy blokkjdra vonatkozdan; nevezetesen azt, hogy

Wu\ _ :
/3.4.5./ >\ %(A‘ V 7\',) 'a/\%m?m/mﬂ,/um),
-/(W\Jn



- 36 =

A ,\E (x) &s S (¥) sajidtossigal k¥vetkeztében
irhatjuk, hogy

i‘ \ ’\\_/( AV 7\\/ 27\\‘/(,1/‘“,&‘)

V= /«“-n V= /‘M“

/’\V\H N V\+i
‘-‘*/\A,/‘*m\ Z A § (A‘V‘*M%\"’) Z‘ §J "““*‘)*"“C'J;:7

V= W h ‘)'/‘\0‘“

Innen, hasonléan a /3.3.5./ bizonyitaséban haszndlt
gondolatmenethez, azonnal addédik /3.4.5./. Ezek utén -
figyelembe véve [/3.4.5./-8t - a [3.4./ baloldalén &ll1l6
sort a kdvetkezSképpen becsiilhetijiik:

Nl Ay

/3.4.5./Z Z Av%( AV?\V\) eZA /\,«/M}ZZ

NTO . Mol

23 -at irjuk a4t a k8vetkezd alakban:
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E Z /\ ,/Mvm /? (Q nt) /«m-)

n==o

ilel . oo Z /\‘)/\w, \f ( Dt 4/«4““)4
n==2 :

)/\‘N/f< /“‘u a*“’o\ 42 AZC

Hasznélva /3.4.1./-et és [3.4.3./~at kapjuk, hogy

P

V-2
ZS < 8 Z:z. (A"i/l‘nd J(/\/%-—:"i)/i"'f““) /\i/ wt /‘an)

/3.4.8./
V-2 T
_ » X .
A AR T ORI )

4 EZ( | i/t.k" /ﬂu*‘)/i/(ﬂ/bu+‘)/(«n+d)'

n=2

A { /(A“’H sorozat definici6jdbsl egyszerili szémolissal
adédik, hogy

13.4.9.] Z / 3[57\4 ':E(ﬂma) +>\2_€/ (Qz,oo)],
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A [/3.4.4.] alatti egyenlBtlenséget figyelembe véve viszont
azt kapjuk, hogy

4 . \ -
/3.4.10./ Zé} < E (3 A/«,\ A *‘)/\'\roc—l SA/“uo-l*i)/ n;’\,\‘/(a"p s )

Az utolsdé hadrom becslés -~ [3.4.8./, /3.4.9.) és [/3.4.10./
~ alapjan, felhasznélva /3.4.6./-0ot és [/3.4.7./-et, az add~
dik, hogy

2_ A Y (A %)LMZ AT (0 ),

nEA

amit éppen bizonyitanunk kellett.

Ezzel tehédt a /«\‘90 £ ©° esetben /3.4, /-et bizonyi~-
tottuk.

Most pedig tegylik fel, hogy /\ 4, o€ =°°, Ebben az
esetben definidlhatunk egy olyan % NMQJH indexsorozatot,
amelyre teljesiil, hogy W =0 , M= 4 , és ha mar
az MeaMiim; <4 ... & vnn  (A21) elemek definidlva
vannak, akkor M4 legyen a legkisebb olyan ‘&. ter-

nészetes szémmal egyenld, amelyre

[3.4:20.] A mn*i) h > a '/\V“n—\+i) ™y

v
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A definiciébdl kdnnyen addédik a kdvetkez® hirom egyenldt-
lenség, amelyeket a tovabbiakban a bizonyit&sban fel fo-
gunk hasznilni.

[3.4.12./ /\Mm R é/\mw,-m -,ﬂ?/\

N+ niy My J )

/3.4.13./ /\'\’ W 3 /\“ :

s

/3.4.14./ "
/\MV\'\ ) “+‘ ')m“n

Ezek utén megjegyezzilk, hogy - hasonldan, mint a /3.3.5./
és [3.4.5./ alatti egyenlStlenségeket ~ be lehet bizonyi-
tani, hogy érvényesek a kdvetkezdk:

W\m: i

3.4.15. 2
I IZ )‘b )\’V\ ik '\.\(> f\E(va\) (Ve ) i )mmi'd)

ﬂ-\
‘Z-W\v\

/3.4. 16./2 /\ ’T /\‘ " Wk)LLAa M-i\f(n*,“’“f‘)‘

b=y

Felhasznédlva %rﬂﬂ\n} definicidjat és a /3.4.12./ alatti



egyenlBtlenséget a /3.4./ baloldalédt a kdvetkezBképpen be-

csiilhetjlik:

o0 = O M b

‘LE_ %%'\k ‘;‘L \w> z— Z' 7\ \f(/‘" i T)

= n=1  bam

/3.4.17./

Wi\ O M

T, 2A

éz %Q\f <A4 ) Wy 7\u<) S'—_) %“% ?EM T M;me

b=\ e v

Mivel /T(z 1) & 2?&)3:6&. Z 3 -re igaz a kdvet-

kez0 becslés:

/3.4.18. Z LZ %k/\f AW 7u< *82 QZKKAW\,M. ) 22?

—l .—

A Z g —et tovébb becsilhetjiik fellilrBl, ha haszndljuk a
/3.4.15,] és [3.4.1€.] alattli egyenlStlenségeket.

/3.4.19. /2 aA4 W\r‘\f( e >+L\2‘A \)W\hHT( Mgy Mo )E
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a Zg -re viszont a [3.4.13./ és /3.4.14./ alapjén adédik,

hogy

00 ——
/3.4.20./ E q & A 7\1 ?(“qmw) 2 V\ZLAW,\_UM:Y(QWf»é

-

<1u S 2, T (Pnw) .

n=i

Figyelembe véve a /3.4.17./~/3.4.20./ alattiakat, éppen
a bizonyitandd /3.4./ egyenldtlenség adbébdik abban az eset-
ben, ha A oo =oo.

Ezzel /3.4./-et teljesen bebizonyitottuk.

A tétel bizonvitidsdt befejezve megjegyezziik, hogy az
tartalmazza LEINDLER LASZLO | 10|-ben k&z81t 1’-4’ alattd
eredményeit, tovdbbd /3.1./-b8l az rfc —b‘)y\ helyette~
sitéssel adédik MULHOLLAND mir emlitett eredménye /1d. [ié],
l. lemma/; [/3.3./-b8l viszont CHEN YUNG-MING egyik lemm#i-
jat /1d. (2], 5. lemma/ kapjuk; a /3.2./ &s /3.4./ alatti
eredményilinkb8l pedig ugyvancsak CHEN YUNG~MING [§]~ben ki-
mondott 3. és 7. lemmdjénak sorokra vonatkozé alakja kd-

vetkezik.,



(1

3]
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