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1.§. Bevezetés

A végtelen sorok konvergencidjénak vizsgdlata az ana-
lizis birmely terfileté&n igen fontos szerepet jétszik. Ezen
vizsg8latok kapcesén jelentls segitséget jelentenek szamunk-
ra a kiildnbdz8 egyenlétlenségek - mint pl. a Cauchy-, a
Minkowski~, a HSlder-féle egyenlBtlenség.

Hasonldan, biAr ha nem is oly gyakran, mint a fentiek
- de sorelméleti alkalmazésat illet®en - fontos helyet fog-
lal el G.H. HARDY /(6 |/ klasszikusnak szé&mitd egyenldtlen-
sége, amelyet 1920-ban k&z08lt, s amely szerint, ha (> |,
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ha &\, nem minden M\ ~-re tiinik el, ill. még azt is megmu-
tatta, hogy a jobboldalon levd multiplikativ konstans nem
javithaté.

Nem sokkal késBbb - az 1920-as évek végén - a Fourler-
konstansok sajétossigail és a pozitiv egylitthatéju hatvany-
sorok viselkedése vizsgilaténdl felmeriilt a sziikségessége
az /1/ egyenlStlenség Altalédnositdsédnak, amit HARDY és
LITTLEWOOD /(7]/ el is végeztek. Eredményiik, amelyet 1927-
ben k&z8ltek, a kdvetkezb:

Legyen 0 >0, (C valés /de nem szlikségszeriien pozi-
tiv/ és ZOL“ egy pozitiv tagu sor. Akkor, ha P> A, kap-
juk, hogy
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Az 1940-es évek elején HARDY /(5]/ az /1/ egyenl®tlen-
séget mis irdnyban is dltaldnositotta, nevezetesen ugy, hogy
az (. -ek szdmtani kdzepét a sokkal 4ltaldnosabb Hausdorff-

féle kdzepekkel Jamelyek, mint ismeretes az Euler-, H8lder-

+ | abszolut konstans, nem minden esetben ugyanaz.



és Ceukro-féle bsszegeknél is &ltalénosabbak/ helyettesitet~
te.

Az igy nyert eredmények killénbsen fontos alkalmazési
teriiletet kaptak az LP tér egyes tulajdonsdgainak és & kii-
18nb8z8 kbzepekkel vald Ssszegzési eljardsok vizsgilaténil.

Az 1960-as években G.M. PETERSON, G.S. DAVIES / (4], [13]/
és M. IZUMI, S. IZUMI /(8]/ tovébb Altalénositotték HARDY
eredményét azdltal, hogy még dltaldnosabb kdzepekkel dolgoz-
tak; olyan tipusu egyenlStlenségeket bizonyitottak be, mint
példaul a kdvetkezG:
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ahol a (Cmn) métrixra, az - (W) sorozatra &s P -re
bizonyos feltételeket szabtak.

Ugyanakkor az /1/ egyenlBtlenségnek a [/2/~/4/ alatti Al-
talénositésdban szerepld M\'C egylitthatéknak més - alta-
lé&nosabb - sorozattal valé helyettesitésének a szllkségessége
is felmeriilt - példdul a trigonometrikus sorok konvergencia-
vizsgdlaténdl /1d. LEINDLER (9] dolgozatét/. Az itt kapott
eredményt LEINDLER LASZLO / [10]/ 1971-ben megjelent dolgoza-
téban egészitette ki, illetve tette teljessé, amelyben meg-
mutatta, hogy az {’M(cg sorozat tetszSleges nemnegativ ta-
gu sorozattal helyettesithetd; érvényes pé&€ldéul a kdvetkezd

egyenldtlenséqg:
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ahol p>,4, An>0, Qn)O(\‘\-A.l,...).

Ezek utén jogosan meriilt fel a kérdés, hogy nem lehetne-e
ezt a két&r&nyu dltalédnositést "Gsszefogni® olyan értelemben,
hogy a Z On k8zepek helyett is bizonyos ( C m.n)
m&trixsz:l konstrudlt Osszegek szerepeljenek, ill. az ‘\‘\.C-t
is helyettesiteni tetszOleges pozitiv S_ Am} sorozattal.

Az erre a kérdésre ~ amelyet LEINDLER LASZLO vetett fel
- adott vélaszt fejezi ki az 1. Tétel, amely -~ mint majd lat-
ni fogjuk - specidlis esetként tartalmazza tObbek kdzbtt a
16/, |7] alatti eredményeket.

Ennek a tételnek a bizonyitésa képezi a dolgozat elsd
felét.

A fent emlitett egyenlStlenségek mindegyikében kdz8s,
hogy a megfeleld kdzepek hatvényal szerepelnek, azaz az X d
fliggvény jéatszik fontos szerepet e tételekben., Természetsze~
rilen vetdddtt fel a kérdés, hogy nem lehetne-e az X e fligg~
vényt néla &ltalinosabbal helyettesiteni. Erre a kérdésre
az els® pozitiv vadlaszt MULHOLLAND 1[12]/ adta meg annak kap~-
csén, hogy az 1930~as évek elején a Fourier-konstansokra vo~
natkozdé Young-, Hausdorff- és Hardy-féle eredmények altala-
nositésdnak vizsgélata sziikségszerilen vetette fel olyan ti-
pusu egyenlStlenségek é&rvényességének igazoldsidt, mint pl.

a kévetkezO:
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ahol % \X) bizonyos feltételeket kielégitd - az )(P -nél



dltalénosabb - filiggvény, és C)ﬂ o

Az ilyen tipusu egyenlBtlenségek meckOnnyitették az
LP (p > 4) tereknél &ltaldénosabb terekbe tartozé fiigagvények
sajatossigainak vizsgidlatéat.

Ugyancsak a trigonometrikus -, ill. hatvanysorok tu-
lajdonsigainak, é&s kill&nb8z8 integrilhatéségil problémiknak
a vizsgdlatindl meriilt fel a kérdés, hogy a P 44 eset-
nek megfeleld &Altaldnosabb fiiggvényekre vonatkozélag milyen
egyenldtlenségek &rvényesek. Igy szillettek meg CHEN JUNG-MING
/ [2][ eredményel - az 1950-es években -, amelyek k8ziil megem-
litjiik a kdvetkezGt:

191 i W“N—:\f(i cu)i\/\zm'c\]/(ﬁ-ﬁn),

ahol \t (X) bizonyos feltételeket kielégitd - az Xp -nél
(P<A4) aitalanosabb - figgvény, é&s C > 4,

Azoknak a vizsgdlatoknak a folytatdsaként, amelyeket
SZOKEFALVI~NAGY BRELA /(}.4]/ az 1940-es évek végén végzett
azzal kapcsolatban, hogy mi a szilikséges és elegendd feltéte-
le az XX" 'QW) fiiggvény Lebesgue-integrédlhatéségidnak - bi-
zonyos feltételek mellett - &ppen a /8/ és [9/) alatti, ill.
az ezekhez hasonlé egyenlBtlenségek alkalmazésédval
CHEN'_YUNG-MING / [2]/ megmutatta példéul azt, hogy az
XX\Q q f‘”i) figgvény (UY)71) -n valé integralhatéségé-

hoz elegendd, hogy



dlljon, ahol >\ n az #f,(X) fliggvény cosinus-sorénak
egylitthatéi, tovabba ;\n nem~-negativ és monoton cstk~
kenve nulldhoz tart, és U< x <1 .

Ezen eredmény ~ hasonléan a tSbbihez, amelyeket
MULHOLLAND &g CHEN YUNG-MING néhé&ny dolgozatukban / [12]
és [?}, [i]/ k&z8ltek - azt a gondolatot ébreszti benniink,
hogy tovébbi &ltaliénositdsokhoz ugy lehetne eljutni, hogy
megvizsgalnénk, érvényesek-e a 8/, /9/ alattiakhoz ha-
sonlé egyenldtlenségek abban az esetben, ha i w(cﬁ he-
lyett &ltalénosabb E\“, sorozattal dolgozunk.

Exrre a kérdésre - amelyet szintén LEINDLER LASZILO
vetett fel -~ ad vélaszt a dolgozat mdsodik felében tér-
gyalt 2, Tétel, amely azt allitja, hogy &'ﬂjcg tetszOlle~-
ges pozitiv {HAVJS sorozattal helyettesithetd bizonyos
értelemben. Ezzel kapcsolatban megemlitjiik, hogy LEINDLER
LASZLO l[;il/ egyik most megjelenés alatt levS dolgozaté-
ban - ahol killdnbdz8 fliggvényosztilyok bedgyazdsi tételeit
tédrgyalja - mir allalmazlst nyert az ezen tételben szerep-
16 egyik &llités.

Az 1. Tétellel kapcsolatban megjegyezzilk, hogy az ab-
ban szereplC métrixok kdzil a [/2.1./ és [2,2/ alattit IZUMI,
PETERSON, ill. DAVIES vezették be, mig a /2.3/ és /2.4./
aiattiakat annak megfelelden definidltuk, hogy az &ltalédno-
sités teljesebb legyen /abban az értelemben példédul, hogy a
fent emlitett /2/~/5/ alatti négy &Allitést, illetve LEINDLER

LASZLO tételének mind a négy &llitésit tartalmazza tételiink/.
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A bizonyités alapjaban véve négy segédtételen ala~-
pul, amelyek kdziil kettdt /H -t és C -t/ a fentebb emli~-
tett cikkekben /[13| &s [4|/ talalhatunk, a masik kettdt
pedig ezekhez analég médon ugy kellett feldllitanunk,
hogy azokat céljainknak megfelel®en tudjuk hasznalni /e~
zek koziil egyik bizonyitésit a 13. oldalon talédljuk/.
Egyébként a bizonyités alapvet@en a fentiekben emliteﬁt
szerzOk bizonyitésaihoz hasonld médon tSrténik, az ottani
alapvetd médszerek olyan kombindlisdval azonban, amely
lehetdvé tette, hogy ardnylag sok szémolés ’nélkul k&nnyen
adédjanak a kordbbi "két irdnyu" &ltalénositds egy "Osz-
szefogdsit” jelentd eredmények. /Részletesen ez a /[/2.5.1./~
/2.5.5./, 111, a [/2.7.1./-/2.7.3./ alatt taldlhaté./

A mésodik tétellel kapcsolatban azt jegyezziik meg,
hogy az egyik feladat az volt, hogy a 2.§5-ban levd segéd-
tételeknek a megfeleldit megkonstruéljuk )(JP helyett

@_u}. i11. /Y(X) -szel. Ez azonban csak az A. és D. se-
gédtételek esetében sikeriilt /ezek Altalidnositésai az E.
és F. segédtételek/; a bizonyitédsok - a @ (X) fiiggvény
tulajdonsigait felhasznilva - részletezve a 23. és 2. ol-
dalon talalhatdk.

Az E, és F. segédtételeket kombinidlva MULMOLLAND
/ (‘_].21/ médszerével adédtak eredményeink a E‘E (X) -re vo-
natkozélag /1d4. /3.1.1./-/3.1.6./, 411, [/3.2.1/~-/3.2.4.]/]/.

A midsik két segédtétel megfeleldje XP helyett

"E (X) ~re azonban nem igaz ez csak egy ’\I/(X) -nél szii~
kebb olyan filiggvényosztélyra igaz, amely - bar Xp -t tar-
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talmazza, de pl. a log (A+X) tipusu filiggvényeket mar nem/.
Igy tételiink masik két allitédsénak bizonyitésandl alapve-
tGen LEINDLER LASZLO "blokkoléasi" mbédszerét alkalmaztuk.
Itt azonban az a probléma meriilt fel, hogy a HSlder-egyen-
l6tlenség helyett kellett megtaldlni a megfeleld becslési
médszert [ez részletezve a (3.3.5./-/3.3.7./ alatt talal-
hatd/.

Véglil megemlitjiik, hogy éppen a disszertacié benyuj-
tidsénak i1dBpontjdban jelent meg B. MUCKENHOUPT I[}ﬁ]l eqgy
dolgozata, amelyben a /3] egyenlGtlenség integrédlckra vo-
natkozé forma&jat altaldnositja olyan irdnyban, mint LEIND=-
LER a {}d] dolgozatdban [/3/-at. Elolvasva a dolgozatot
ugy tinik, hogy ennek az eredménynek tovabbi altaldnosité~
sa szintén lehetséges, hasonldan, mint fenti eredményeink

esetéhen.















































































































