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l.§. Bevezetés

A végtelen sorok konvergenciájának vizsgálata az ana­

lízis bármely területén igen fontos szerepet játszik. Ezen 

vizsgálatok kapcsán jelentős segítséget jelentenek számunk­

ra a különböző egyenlőtlenségek - mint pl. a Cauchy-, a 

Minkowski-, a Hölder-féle egyenlőtlenség.

Hasonlóan, bár ha nem is oly gyakran, mint a fentiek 

- de sorelméleti alkalmazását illetően - fontos helyet fog­

lal el G.H. HARDY / (j6~\/ klasszikusnak számitó egyenlőtlen­

sége, amelyet 1920-ban közölt, s amely szerint, ha p> \ ,

an > о Qn m \, 2. ) , akkor, •. •

/1/

ha nem minden YV -re tűnik el, ill. még azt is megmu­

tatta, hogy a jobboldalon levő multiplikativ konstans n 

javítható.

Nem sokkal később - az 1920-as évek végén - a Fourier- 

konstansok sajátosságai és a pozitív együtthatójú hatvány­

sorok viselkedése vizsgálatánál felmerült a szükségessége 

az /1/ egyenlőtlenség általánosításának, amit HARDY és 

LITTLEWOOD f[Í] / el is végeztek. Eredményük, 

ben közöltek, a kővetkező*

Legyen p > О , C valós /de nem szükségszerűen pozi­

tív/ és ®9У pozitív tagú sor. Akkor, ha
juk, hogy

lyet 1927-

p> kap-
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I* J ‘ к 2> с* «ч/ # ha с>4*+//2/
Ч = <Y\=<

с (£_ а*) 4 К ^ ^ (ъ О.л)? , ha L<\,Iз/ ^ ^
vym 4." А. \\-\

és ha р< А, akkor

оО _VV_ р -_

/ т\ L /* а К ч\ С К’ °*.) '/4/ ha 04,
^1 = < ч-\Ч\=А

С/ Гм~ °и)'ha с^н./5/

4=*-ч\-= Д

Az 1940~es évek elején HARDY /\5]/ az /1/ egyenlőtlen­

séget más irányban is általánosította, nevezetesen úgy, hogy 

az (Хл -ek számtani közepét a sokkal általánosabb Hausdorff- 

féle közepekkel /amelyek, mint ismeretes az Euler-, Hölder-

+ ^ VK abszolút konstans, n< minden esetben ugyanaz.
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és Cesaro-féle összegeknél is általánosabbak/ helyettesítet­

te.

Az Így nyert eredmények különösen fontos alkalmazási
Lf tér egyes tulajdonságainak és г kü-területet kaptak az 

lönböző közepekkel való összegzési eljárások vizsgálatánál.

Az 1960-as években G.M. PETERSON, G.S. DAVIES /[4], \1з\ /

és M. IZUMI, S. IZUMI /[8]/ tovább általánosították HARDY 

eredményét azáltal, hogy még általánosabb közepekkel dolgoz­

tak? olyan tipusu egyenlőtlenségeket bizonyítottak be, mint 

például a következő?

z/6/
к\-л

ahol а mátrixra, az

bizonyos feltételeket szabtak.

Ugyanakkor az /1/ egyenlőtlenségnek а /2/-/4/ alatti ál­

együtthatóknak más - álta­

lánosabb - sorozattal való helyettesítésének a szükségessége 

is felmerült - például a trigonometrikus sorok konvergencia- 

vizsgálatánál /Id. LEINDLER И dolgozatát/. Az itt kapott 

eredményt LEINDLER LÁSZLÓ / [Lo] / 1971-ben 

tában egészítette ki, illetve tette teljessé, amelyben meg­

sorozat tetszőleges nemnegativ ta-

I'M sorozatra és P -re

-Ctalánositásában szereplő лт\

gjelent dolgoza-

1 -1mutatta, hogy az

gu sorozattal helyettesíthető? érvényes például a következő 

egyenlőtlenség ?

Ал -1 Í =Vt

oO

/7/
>
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р:Н, Ал>о, <uiO(n-
Ezek után jogosam merült fel a kérdés, hogy nem lehetne-e 

ezt a kétirányú általánosítást "összefogni" olyan értelemben, 

hogy a _

mátrixszal konstruált összegek szerepeljenek, ill. az TV -t

sorozattal.

).ahol # • * •

)UIan közepek helyett is bizonyos r\
-C

Шis helyettesíteni tetszőleges pozitív

Az erre a kérdésre - amelyet LEINDLER LÁSZLÓ vetett fel 

- adott választ fejezi ki az 1. Tétel, amely - mint majd lát­

ni fogjuk - speciális esetként tartalmazza többek között a 

/6/, /7/ alatti eredményeket.

Ennek a tételnek a bizonyítása képezi a dolgozat első

felét.

A fent említett egyenlőtlenségek mindegyikében közős,
»Phogy a megfelelő közepek hatványai szerepelnek, azaz az X 

függvény játszik fontos szerepet e tételekben. Természetsze­

rűen vetődött fel a kérdés, hogy nem lehetne-e az 

vényt nála általánosabbal helyettesíteni. Erre a kérdésre 

az első pozitív választ MÚLHOLLAND / [12]/ adta meg annak kap­

csán, hogy az 1930-as évek elején a Fourier-konstansokra vo­

natkozó Young-, Hausdorff- és Hardy-féle eredmények általá­

nosításának vizsgálata szükségszerűen vetette fel olyan tí­

pusú egyenlőtlenségek érvényességének igazolását, mint pl. 

a következő*

x* függ-

У тгс Ф 4(1Л'а4)/8/
)l = \ VV-AЛ\= А

^ V.)0 bizonyos feltételeket kielégítő - az -nélahol
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C>\ .általánosabb - függvény, és

Az ilyen tipusu egyenlőtlenségek megkönnyítették az 

i p >- >0 tereknél általánosabb terekbe tartozó függvények

sajátosságainak vizsgálatát.

Ugyancsak a trigonometrikus -, ill. hatványsorok tu­

lajdonságainak, és különböző integrálhatósági problémáknak 

a vizsgálatánál merült fel a kérdés, hogy a 

nek megfelelő általánosabb függvényekre vonatkozólag milyen 

egyenlőtlenségek érvényesek. így születtek meg CHEN JUNG-MING 

/[2]/ eredményei - az 1950-es években -, amelyek közül megem­

lítjük a következőt!

P ^ \ eset-

/9/
•\\ = *1=40=4

ü: u) yP- az Лbizonyos feltételeket kielégítő 

С P ^ általánosabb -

ahol -nél

c > Á .függvény, és

Azoknak a vizsgálatoknak a folytatásaként, amelyeket 

SZŐKEFALVI-NAGY BÉLA / \l4\ / az 1940-es évek végén végzett

azzal kapcsolatban, hogy mi a szükséges és elegendő feltéte-

függvény Lebesgue-integrálhatóságának - bi­

zonyos feltételek mellett - éppen a /8/ és /9/ alatti, ill. 

az ezekhez hasonló egyenlőtlenségek alkalmazásával 

CHEN YUNG-MING /[2]/ megmutatta például azt, hogy az

függvény

hoz elegendő, hogy

X*- $W)le az

-n való integrálhatóságá-

3'"1 Ф (\vÁ,0 ^ ^u
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Л r\ az
együtthatói, továbbá 

kenve nullához tart, és

Ezen eredmény - hasonlóan a többihez, amelyeket 

MÜL HOLLAND és CHEN YUNG-MING néhány dolgozatukban / [j.2] 
és jjf\, jV| / közöltek - azt a gondolatot ébreszti bennünk, 

hogy további általánosításokhoz úgy lehetne eljutni, hogy 

megvizsgálnánk, érvényesek-e a /8/, /9/ alattiakhoz ha­

sonló egyenlőtlenségek abban az esetben, ha 

lyett általánosabb

Erre a kérdésre - amelyet szintén LEINDLFR LÁSZLÓ 

vetett fel - ad választ a dolgozat második felében tár­

gyalt 2. Tétel, amely azt állítja, hogy

sorozattal helyettesithető bizonyos 

értelemben. Ezzel kapcsolatban megemlítjük, hogy LEINDLER 

LÁSZLÓ / [13l\ / egyik most megjelenés alatt levő dolgozatá­

ban - ahol különböző függvényosztályok beágyazási tételeit 

tárgyalja - már alkalmazást nyert az ezen tételben szerep­

lő egyik állítás.

Az 1. Tétellel kapcsolatban megjegyezzük, hogy az ab­

ban szereplő mátrixok közül a /2.1./ és /2.2V alattit IZUMI, 

PETERSON, ill. DAVIES vezették be, mig a /2.3V és /2.4./ 

alattiakat annak megfelelően definiáltuk, hogy az általáno­

sítás teljesebb legyen /abban az értelemben például, hogy a 

fent említett /2/-/5/ alatti négy állítást, illetve LEINDLER 

LÁSZLÓ tételének mind a négy állítását tartalmazza tételünk/.

iOO függvény cosinus-sorának 

nem-negativ és monoton csők-

álljon, ahol

An

he-

sorozattal dolgozunk.

[ «С-1! tetszőle-

l ^ *\ges pozitív
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A bizonyítás alapjában véve négy segédtételen ala­

pul, amelyek közül kettőt /R-t és C -t/ a fentebb emlí­

tett cikkekben / [_1з\ és (V\/ találhatunk, a másik kettőt 

pedig ezekhez analóg módon úgy kellett felállítanunk, 

hogy azokat céljainknak megfelelően tudjuk használni /e- 

zek közül egyik bizonyítását a l3. oldalon,találjuk/. 

Egyébként a bizonyítás alapvetően a fentiekben említett 

szerzők bizonyításaihoz hasonló módon történik, az ottani 

alapvető módszerek olyan kombinálásával azonban, amely 

lehetővé tette, hogy aránylag sok számolás nélkül könnyen 

adódjanak a korábbi "két irányú" általánosítás egy "ösz- 

szefogását" jelentő eredmények. /Részletesen ez a /2.5.1./- 

/2.5.5./, ill. a /2.7.1./-/2.7.3./ alatt található./

A második tétellel kapcsolatban azt jegyezzük meg.

hogy az egyik feladat az volt, hogy a 2.§-ban levő segéd­

tételeknek a megfelelőit megkonstruáljuk

<|uv 111
gédtételek esetében sikerült /ezek általánosításai az E.

Ф {/■) függvény

X helyett

. i:«)-szel. Ez azonban csak az A. és D. se-

és F. segédtételek/; a bizonyítások - a 

tulajdonságait felhasználva - részletezve a 23. és 2lf. ol­

dalon találhatók.

Az E. és F. segédtételeket kombinálva MÚLHOLLAND 

/ [l2 / módszerével adódtak, eredményeink a ^ t>0 -re vo­

natkozólag /ld. /3.1.1./-/3.1.6./, ill. /3.2.1/-/3.2.4.//. 

A másik két segédtétel megfelelője X * helyett
^ OC) -re azonban nem igaz /ez csak egy ^ IX) -nél szü-

Vkebb olyan függvényosztályra igaz, amely - bár X -t tar-
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talmazza, de pl. a log ÚbX) tipusu függvényeket már nem/, 

így tételünk másik két állításának bizonyításánál alapve­

tően LEINDLER LÁSZLÓ "blokkolási" módszerét alkalmaztuk.

Itt azonban az a probléma merült fel, hogy a Hölder-egyen- 

lőtlenség helyett kellett megtalálni a megfelelő becslési 

módszert /ez részletezve a /3.3.5./-/3.3.7./ alatt talál­

ható/ .

Végül megemlítjük, hogy éppen a disszertáció benyúj­

tásának Időpontjában jelent meg B. MUCKENHOUPT / [l5] / 

dolgozata, amelyben a /3/ egyenlőtlenség integrálokra vo­

natkozó formáját általánosítja olyan irányban, mint leind- 

60] dolgozatában /3/-at. Elolvasva a dolgozatot 

úgy tűnik, hogy ennek az eredménynek további általánosítá­

sa szintén lehetséges, hasonlóan, mint fenti eredményeink 

esetében.

egy

LER a
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2. § . ns a

mátrix-közepekkel

Mielőtt rátérnénk az egyik tételünk kimondására, de­

finiáljuk azokat a mátrixokat, amelyekkel a következőkben 

dolgozni fogunk.

Jelöljük Mi -gyei azon C “ ^

mátrixok összességét, amelyek kielégítik a következő fel­

tételeket i

háromszög-

>0 (v*™) = о <y>Cc ) m 4 VПП.У »

és

*1С M, У 4 Ц ( 4 4 v* 4 n 4 m) ,0 </2.1./ C n/v

\v\.-> pedig jelentse azoknak a mátrixoknak a halmazát, 

amelyek elemeire áll, hogy

Cyy,iV/>o -О CW.m) -'•)Cm;v
és

C ( Л 4 П 4VY14 >Wi,V
4

/2.2/

^ Л, v' )

+ ^ \\| j pozitív abszolút konstansokat jelöl U«U*,4j
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H; -mal jelölt halmazba tartozzanak azok a 

mátrixok, amelyek elemei a kővetkező feltételeknek tesz­
nek eleget*

Az

(v> YY\«I.4...) }(V^yyO>04у,лл )

és

Cv\W ( v^n^m > [).4 W0 4 ^ )Cy( \f\/2.3/

С « C cy,w»)Ha viszont a mátrix elemeire fenn­
áll, hogy

CvYw^ 44--■) ,=o Cv>^)Су,^>0 (У4т) )
és

c y, w С д 2 v 4 w ^ n) ,>WH/2.4/
Cy,^ )

C beletartozik az M цakkor azt mondjuk, hogy 

tályba.

osz-

Ezek után fogalmazzuk meg első tételünket.

1. TÉTEL Legyenek adottak az G. л 'zOf

C * С С™, ve) háromszög-mátrix. Ekkor 

fennállnak a következő egyenlőtlenségek*

а/ Ha C é p >J »

An>° )
valós számok és a

akkor

0^2
fCP'O/2.5./
i

'УЛ-41\i< WV\~V\



- 11

С Q М3 ésЬ/ На akkor

о-ЭС7&

2Д„ d С/2*6*/ V\,W4
n=W>

Y>\ = /\

с / На (L £• М ^ és О -4 р 4 4 # akkor

' П=*I А, СУ/2.7./ С гЛ,У>

Г>~\

<1 / Hä (_ £ If О < £> 4 4 # akkor

P■j<3>o

!">1д‘:'(5СА.с-к.
ЛЛЛ

„)>wI A. (2/2.8./
C n, W\ ^

h=vviVY\=IГгЧYY\ - 4

A tétel bizonyításához szükségünk van a kővetkező 

négy segédtételre, amelyek közül kettőt DAVIES, PETERSON 

és IZÜMI használtak tételeik bizonyításánál! a másik ket­

tő - amelyek közül egyik bizonyítását részletezzük - 

ezekkel analóg, s bizonyításuk is hasonló módon történik.

A Segédtétel /!<*• C4^ 1. lemma/

p> \ és. Zn>_0Ha

/2.9./
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A Segédtétel alkalmazásával kapjuk, hogy

ki A ^ Kj A

ZAn Glc«,wO ^Za*Zc
\M
-5,и, (cVI,»V» ÍÁ-'WV/2*5.1./

«Уч—^П-\

C “ Z ^wi, h.) (z. M ezértFigyelembe véve, hogy

I4J
(zLc„„tak) =SZ

w>Пf-1
/2.5.2 Cl W(С- ПI KV\

W~A

Megcserélve az összegzés sorrendjét, adödlkt

Kj lyy . P ко

Z(2cw,,^)M/2.5.3./ S -W (- VI, V VI' P2.

Most /2.5.З./-ban a Hölder-egyenlőtlenség segítségé­

vel kialakítjuk a /2.5.1./ baloldalának megfelelő kifeje­

zést; e célból Írjuk a /2.5.3./ alatti összeget a követ­

keze formában:

/2.5,4./
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Alkalmazva a Hölder egyenlőtlenséget /kihasználva, hogy
p

c\ “ P • ül- "" ^ e 4- P / , figyelembe véve a 

/2.5.1./» /2.5.2./, /2.5.З./ és /2.5.4,/ formulákat, kap­
juk, hogy

/2.5.5

/2.5.5./- t végigosztva a

ГЛ r 1

kifejezéssel, majd mindkét oldalt p -edik hatványra emel-
j\/ —> ^ határátmenetet, kapjuk ál­ve és elvégezve az 

litásunkat.
/2.6./ bizonyítása Használva a D Segédtételt, figye-

majd megcserélve az 

összegzés sorrendjét, s végül a Hölder-egyenlőtlenség al­
kalmazásával kapjuk, hogy tetszőleges \\J természetes szám­

ra /ha aw>o /*

(_ * C_ C vm.VC^ ír ^lembe véve, hogy 3'

iL Ni. f VJ tJ
^ (X C «4 4 f IJulE

A=YV\ V=v\V\\-Í Y\=VV\
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N/ N>NK> Ki
C^(V>Űy/2.7.1./

=:
WvAn*tV>*Y\\Л= \

4, “ К ^ YV>, VC^) H Э és
p-4 ^ О ,Figyelembe véve, hogy 

következik, hogy

K,

5,>-4?Ia„2 f-^v, k ^u:/2.7.2./ av
U-v1W=1 Y-vi

Megcserélve a szuiranáció sorrendjét adódik a kővetkezőt

S. =4 -pLC/.Cv^a*) a*i_a„C
X v4 bv

/2.7.З./ И, V^f

(p 4 4Használva a Hölder-egyenlStlenséget 

/ezt az alakját ld. pl. [VJ-ben a 19* oldalon/ figyelembe 

véve a /2.7.1./, /2.7.2*/ és /2.7.3./ alattiakat, kapjuk, 

hogy

esetén
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Vpу Hí отKJ A
ahP1-P c> f ^ К A m v- h(m

n=i.*<r\=i

№ ~határátme-Osztással, p -re emeléssel, és az 

nettel azonnal adódik /2.8./

Bebizonyítva a tételt megjegyezzük, hogy az tartal­

mazza LEINDIER LÁSZLÓ /ld. [lo], l'-4'/ már említett 

eredményeit /a megfelelő mátrixok nullától különböző ele-

i legyenek valamennyien eggyel egyenlők/. Továbbá a
> —> c ■ .

YV)fm f Cm) in. Cw\,v\ c-Wbw _p СмО

lyettesitésekkel IZUMI és PETERSON /ld. [в], 3. Tétel/ té-

he-

tele következik /2.5./-bői. 

/2.7./ pedig a /1 л ‘ ^ ^G* )C 4,w“> ^

helyettesítéssel adja a DAVIES és PETERSON /ld. [47, 5. Té-

és a

tel/ által bebizonyított egyenlőtlenségeket.



- 20 -

3.§. AjHard^Little^^^g^enlStlenség^^általánositása
. гaz X "J^l.jltalánosabb^fügavén^ekkel

A második tétel kimondása előtt vezessünk be néhány je­

lölést.
a/ Legyen ClA^0 Jelölje Я

z6 összeget:

a követke-

Л
( *4rvYUA40^)flrV\,A Cl у

)v*=.VV\

iw) - C * > o) jelöljünk egy olyan nem-b/ szel

negativ függvényt, amely a következő tulajdonságok-
_ jb>'fix) növekvő, és vaia-

lí*)
kai rendelkezik: 

milyen X> A számra pedig az
X -fu) =

X
csökkenő.

С/ Ы) ÍXiO) pedig jelöljön egy olyan nem- 

negativ, végtelenbe növekvő függvényt, amelyre a
?«)- ■**>

X tart a végtelenbe.
^л >0 Cn = 4,2,, akbor 

jük a következő összeget:

csökkenve tart nullához, miközben

A -nel jelöl-d/ Ha

л

A (4 4M vC)
tV>vV\ )

1 =Y*\

Ezek után fogalmazzuk meg második tételünket.
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Ал >0 (л-*,2,...), akkor

használva a fenti jelöléseket - érvényesek a következő
О-л>0 és2. TÉTEL Ha

egyenl5tlenségek г

/З.1./
/

Г\= 4 r\r*

és

4 >r 4 (fO íK2L A« Кл
— v\ — 1

/3.2./ )

V\=\

Kn és jy) -t6l függS konstansok;ahol csak a

továbbá

ryO

C\,vi/3.3./ Z I/ Л»n VJ / \«<°^/ 4,v\
2Vy= 1 n* j

és

/3.4./

Y\- i
W" <
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A tétel bizonyításához szükségünk lesz a kővetkező 

három segédtételre, amelyek közül az első kettő egyébként 

az előző paragrafusban levő A és D Segédtételek általáno­

sításai.

Б Segédtétel Ha és -fw) a fentebb defini-

ált függvények, és akkor

V<4

o (ft A**) - Yъ •)
/3.5./

*=4

ь 0 C\\~ \ akkor bár-F Segédtétel Legyen 

mely [SÍ természetes számra áll, hogy
>

^ (ft kxNj) 4MH 'У f ( ^v^iioX/З.6./
s/=-W

G Segédtétel Ha >0 és C\x>0} Cn = i|2,.- )

továbbá, ha minden |\, természetes számra
)

к-

11. 1 (M ^ 2 )
W~\

+ / — •
Ф (У) -tői függő konstansok.= csak a
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akkor
-ыЭ

'У- ^ .У) - К? 1L c *
л=|л-1

A továbbiakban bebizonyítjuk az Е és F Segédtétele­

ket; a G Segédtétel bizonyításától eltekintünk,

$ Ы) függvény folytonosságát, аш! 

a definícióban szereplő feltételek értelmében triviális - 

egyszerű számolással adódik 

Az E Segédtétel bizonyítása Legyen

rt az

- figyelembe véve a

■foo
finiált függvény, és Írjunk Pn -et az P

a korábban de-

helyett.<\П

Í O'M kővetkező előállítását*Tekintsük

Figyelembe véve, hogy L. esetén /felhasználva a

Lagrange-féle középértéktételt és, hogy ^ (X) csökkenő/ 

érvényes, hogy

vw -

ci n ;/ 4 ^(pvn) fim (fi üv\'W\~'

továbbá, hogy
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$(A,) é % )

kapjuk a /3.5./ alatti állítást.

Az F Segédtétel bizonyítása Legyen N* tetszőleges termé­

szetes szám, és Írjunk az egyszerűség kedvéért ^(\ t\\J he­

lyett -t.

Mivel

5(6«) = Ф (ßJ - i(ß<*^ 4- ***

használva a következő becsléseket

k.IW -íM L•и ti

JU.wx ,

és

kapjuk a /3.6./ alatti egyenlőtlenséget.

Ezzel a segédtételek bizonyítását befejeztűkt 

A 2. Tétel bizonyítása

/3.1./ bizonyítása Használva az E Segédtételt, kapjuk,

hogy

kJ vv

)-Z/3.1.1./ C\y> ъv> - 4*v=tT\- *
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(-tх) -/3.1.5./

А /3.1.4./ és /3.1.5./ alattiakat figyelembe véve ^ 

/3.1.3./-beli kifejezése a következőképpen becsülhető*
1

i t*‘’í(xAv^/Víf(MM.

/3.1.6./

V=i

-1fe. i-A "t értékét úgy választva, hogy 

legyen, /3.1.1./ figyelembe vételével /3.1.6./-bél kap-

pozitiv

juk, hogy

fc-l M rrn \|0 l.-LbA, A- kri )Лл =»X\

KI ^amelyből viszont az 

jük /3.1./-et.

/З.2./ bizonyítása Felhasználva az F Segédtételt, tet­

szőleges N természetes számra teljesül, hogy

határátmenettel nyer-

N- Kj

ZL /\vi ^O^uo) X /* ~X
4 = « Y\=< Z~'

/3.2.1./
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Megcserélve az összegzés sorrendjét az adódik,

hogy

/3.2.2./

Alakítsuk át a /3.2.2./ alatti formulát a következőkép-

pen

у - 4 € \ i • % ^ A ^/3.2.3./
v>-»

I ~t tetszés szerinti pozitív szám/.

Használva /3.1.4./-et és /3.1.5./-öt, ^

vetkező becslést kapjuk /hasonlóan /3.1.6./-hoz/*

-re a kö-

2 лТ{A(AAн A A}.
^ V-'

/3.2.4./

-I/ - -8. i > ОHa a "t- értékét olyannak választjuk, hogy 

legyen, azt kapjuk - figyelembe véve a /3.2.1./ és /3.2.4./

formulákat, hogy
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h.
4- 4

/
~ /{-44

amiből a G Segédtétel folytán, elvégezve az fO -b> ha­
tárátmenetet, adódik /3.2./.
/3.3./ bizonyítása Feltehetjük, hogy a jobboldalon álló 

sor konvergens, és igy tudunk definiálni egy olyan index­
sorozatot, amely segítségével majd úgy tudjuk "blokkozni" 

a megfelelő sorokat, ami alapvetően megkönnyíti a bizo­
nyítást. Ezt az indexsorozatot a következőképpen defini­
áljuk :

Legyen és Y\ 4 -re legyen OA ^ a
legkisebb olyan természetes 4. C> 

fennáll, hogy
) amelyre már

л/3.3.1./
ь 4 И,

А /3.3.1./ alatti definíció alapján nyilvánvaló, hogy

vA^ *<v\h+l/3.3.2./

[*«]Ebből, továbbá az sorozat definíciójából adódik,

hogy
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A «v^-и , m ^ A m) П-И V\4-\ I

AA-A + + W\ \ <=’°H mm*vi ’■) Л+Х

A <" мл+ + S ч _ =tV\ Л4\ >

amiből kapjuk, hogy

* г AA W„4t, ИЛ/3.3.3./
^>Л42-W+\)

Könnyen látszik továbbá, hogy /3.3.2./-bői közvetlenül
adódik:

- L ^ ь\л\г'\ ) WlA W^Ai,«*7/3,3.4./
Л-М *

A továbbiakban ez utóbbi két egyenlőtlenséget fogjuk 

használni a bizonyításban•
Először megmutatjuk, hogy

/3.3.5./
4^\pc Av
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A rövidebb iársmőd kedvéért használjuk a következő jelö­
lést*

A(*0zV

'Y M és se)Felhasználva a függvények tulaj­
donságait, kapjuk, hogy

w%л

А /I v AAvav>
/3.3.6./

I

V=YVivx-Vj

Jelölje és Yj
teljesül, hogy

azokat az indexeket, amelyekre

4 V- V, 4 W\ 
L >> d V\4l )

és

Ы ü
“ W\^4\ > VW*41 )T a ^ 4V lг

Tw 

1 V, > ftЦ y>. yvv^ 4-1 W\ 4 + 4 *Ii i
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Т(я Ц A Wn+i,<wА к<v\niis о» ».Mn«

sTг
rvfl

Ezt a blokkozást felhasználva kapjuk, hogy

b«c

Z^vTU Y\=0 ▼-tV'wn\?=4

Oö

4 It x Л, ~f(M )
V-i

arait éppen bizonyítani akartunk.

/3.4./ bizonyításánál két esetet kell megkülönböztetnünk.

Először feltesszük, hogy

Л < о*0

E feltevés alapján tudjuk definiálni a következő tulajdon­

ságokkal rendelkező

* 0 » /Ц 8 , és ha /1(л már definiálva

legyen yU^

legkisebb szám, amelyre teljesül, hogy

^ M w I sorozatot I

van,

к С>Л«)■ \ , aholakkor az a<\<\
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/a második becslésnél ismét /3.4.2./-t használtuk/. 

Ezzel a módszerrel eljutunk az

4 г л

egyenlőtlenségig, amelyből / *3

dik, hogy

hozzáadásával/ adő-A-\

A ,le ... 4 3 ЛЧ
/*кЛ

Oiaz éppen a kivánt egyenlőtlenség.

Továbbá, ugyanilyen könnyen belátható, hogy igaz a 

következő egyenlőtlenség is:

+5 0 .4/3.4.4./ i0o-34|

Most bizonyítsunk be egy becslést a /3.4./ baloldali so­

rának egy blokkjára vonatkozóan; nevezetesen azt, hogy

z jn/3.4.5./
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а Ъ<А *» S’C'A
Írhatjuk, hogy

sajátosságai következtében

А*лМ

Innen, hasonlóan a /3.3.5./ bizonyításában használt 

gondolatmenethez, azonnal adódik /3.4.5./. Ezek után - 

figyelembe véve /3.4.5./-öt - a /3.4./ baloldalán álló 

sort a következőképpen becsülhetjük*

Цвг\ KJ-i

К,,/3.4.6./

YY'o W=0

-at Írjuk át a következő alakban*
3
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- í i / T(f> )*2, \ ) ^w-И /*/}+*) /лv\* I
V\=D

U.-2
i ff. )/3,4.7./ Л4- 4/Хи+S /^H+i) ^И + 1\

V\=2-

}) = ~ц A ^ ^ ^ 6

Használva /3.4.1./-et és /3.4.3./-at kapjuk, hogy

и^-г
X . ' ^ ('‘''.A- ' j I !H >

V4 = í-

/3.4.8./

uA
4г> CM + P y\ +Л .1

AAA Ал1/'
ff гA'-^1 / Л /Мrt-rí V4**/*“V\-t

V\ =JL

vk-l

\г=а-

a {/ ^ ^ sorozat definíciójából egyszerű számolással
adódik, hogy

Z4 a a [5^, "í (r ,,*>)/3.4.9./
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A /3.4.4./ alatti egyenlőtlenséget figyelembe véve viszont 

azt kapjuk, hogy

/3.4.10./

Az utolsó három becslés - /3.4.8./, /3.4.9./ és /3.4.10./

- alapján, felhasználva /3.4.6./-ot és /3.4.7./-et, az adó­

dik, hogy

V\ = *

amit éppen bizonyítanunk kellett. 

Ezzel tehát a A £ 00 esetben /3.4./-et blzonyi-

tottuk.
/4Most pedig tegyük fel, hogy 

esetben definiálhatunk egy olyan

W\0 - 0 ,

. Ebben az1

{"**} indexsorozatot, 

W\ * s л , és ha már 

(А ^ О elemek definiálva 

legyen a legkisebb olyan

amelyre teljesül, hogy

< YV\ a

mészetes számmal egyenlő, amelyre

az

vannak, akkor tér-

A/3.4.11./
h
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A definícióból könnyen adódik a következő három egyenlőt­

lenség, amelyeket a továbbiakban a bizonyításban fel fo­

gunk használni.

/3.4.12./ J^vur1\> Гул )) «\+»

/3.4.13./ Л -1УУ\г

4 3/АА/3.4.14./
WVv» .<*»-» j) ^п+Г*

Ezek után megjegyezzük, hogy - hasonlóan, mint a /3.3.5./ 

és /3.4.5./ alatti egyenlőtlenségeket - be lehet bizonyí­

tani, hogy érvényesek a következők*

WvhT'
aw/3.4.15./

"VT1 Л\Mh n-t)
b.= ÍV\y^

au:
\) rvyj_~ 1/3.4.16./

á, <v\H 71 ur

t =H

Felhasználva definícióját és a /3.4.12./ alatti
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A /.. ,j -re viszont a /3.4.13./ és /3.4.14./ alapján adódik,

hogy

1cí4 '
' Y\ =^-

f /\ ír («".»'> •
/3.4.20./

< 14
Ул-i

Figyelembe véve a /3.4.17./-/3.4.20./ alattiakat, éppen 

a bizonyítandó /З.4./ egyenlőtlenség adódik abban az eset­

ben, ha A

Ezzel /3.4./-et teljesen bebizonyítottuk.

“ír Oö .

A tétel bizonyítását befejezve megjegyezzük, hogy az 

tartalmazza LEINDLER LÁSZLÓ lO^-ben közölt l'-4' alatti 

eredményeit, továbbá /3.1./-bői az П-C helyette­

sítéssel adódik MULHOLLAND már említett eredménye /Id. Q2J , 

1. leama/j /3.3./-ból viszont CHEN YUNG-MING egyik lemmá- 

ját /ld. ^3, 5. lemma/ kapjuk; a /3.2. / és /3.4./ alatti 

eredményünkből pedig ugyancsak CHEN YUNG-MING Qf]-ben ki­

mondott 3. és 7. lemmájának sorokra vonatkozó alakja kö­

vetkezik.
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