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BEVEZETES

Evégisutonatdnak nevesiink minden olysn A=(AF, 3)
rendsgert, anely a /nem lires/ A halmaszbll, a tetszfle-
gea F félesoportbél €11, éa & sz AxF esorzathalmas-
nek sz A ~ba vald olyan Jfegyértelwmil/ leképezése, amelyre

S(Qi‘]f-4b>:5(§(0,.{i>,%> ('oze»q‘/]ﬂ,%ef—)
teljestil. Tgy @ kimenS jel ndlkili asutomatdk egy termé-
sgetes dltaldnositdedt nyertik., Valdban, bdrmely A=(A XJ)
kimen® jel n¥lkiili sutomata olyan A\z( AzF:‘; ) kvdziaue
tomataként foghats fel, abel F=F(X) . / F(X) as
X é1tsl generdlt swabad félcacport.’/ Ennek slapidn an

A halmest sz A kvdziautonata d1lapothelmasdnak, az
féleao.portat sz A bemenf-félcsoportidnak, s J figg-
vényt pedig az A dtmenet-figagvényének mondjuk. iz A
elemeit ssokda A dllspotainak neveani.

AB 44=("}4,'ﬁ,5}) nvdsinatonatdt se A=(AF, 5)
kvdzisutorata réeskvisisutomatdjdnak bivjek, ba A, réss-
nalmaza A -nsk, T, résafélcsoportia T -nek de 3:, ag

pr,, X E - agorgathalmazon megeysyesik $ -val. Ma 7—; =F,
akkor A -et az A kvdeisutomata A-résgzkvdsisutonatdi-
jdnak nevessik.

refinidljuk az A=(A,F J) uvdrioutonats F bemens-
-félcsoportjdn a kévetkezs reldeidts
W f29(8) € FeTo-Kogy] (e

Myllivdnvsld, hogy f,q kongreencia-reldeid, Ayhill-féle



kongruencia/. Az F< F/f,Jr faktorfélcsoportot az A
karaskterisztikus félcasoportjdnak nevessik.
A kvdzisutomatdk elmdletében fontos szerepet jdtessaw

nak s kvdziautomatdk homomorf leképesései. Az A=(A T é\)
kvidgiautonetdrdl azt mondjuk, hogy homomorf médon bedgyase
haté = B=(B, E 5)) kvizisutomatdba /vagy réviden: A
realizdlhatd B -ben/, ha van as A dllapothalmasnak olyan

(f) leképezdse a S dllapothalmasba ds az -~ bemenf=féle
csoportnak olyan } homomorf leképezdse az F> bemenS-féle
csoportba, amelyekre minden a (€A) é8 (€ F) esetén
teljesil a |

(s ) = 8(4 ()

feltétel, Ha ¢ A -nsk B -re, '} pedig F -nek F -re
valé leképezdee, akkor B -t A homomorf képdnek hivjuk.
Ha a ¢ és a v leképemdeek még egy-egyfrtelmiek is, akkor
az el8z8 definicidkban a "homomorf® szd helyett mindeniitt
ag "izgomorf" szdt momdjuk, A dolgosatban \]v -t identikus-
nak tekintjik, aszas 4dltaldban kiztes benenfi-félcsoporttal
rendelkeszd kvidziautomatikat vizegdlunk, Yegjlegyensiik még,
hogy & ( q;y) leképezda~pirt /ha \} identikus, akkor ¢ =t/
A B -ve /re/ valé homomorf leképezdadnek vagy homo-

morfizeuadnak nevessilk. Az izomorf lekdépepds vagy igomor-
fizmus fogalmdt is & szokdscs drtelemben haszndl juk,

re A=(A FJ) kvdsinutomata A dllapothalmazén &r-
telmezett ¢ /binfr/ reldeidt J -reldeidnak nevesmeiik, ha

(2) agé (a6eh) =>¥§’F¥[§CG,‘F)§5(@ 7 .

iaa 2P 1) -reldeid ekvivalencia, akkor € -t Al kongru-
enciareldeid jdnak /rividen: kongruencidjdnak/ mondjak,
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Jaloliuk Y)pj -val as A dllapothalmas ¢ dltal indukdlt
osztilyosdsdt de ﬁf(a) ~val as Q(c¢A) #llapot dltal vepe
rezentdlt osstdlyt /aszaz C}@):(@GAI Bea > /. Am
Alg=< €e(2) [ceA ) nalmast a ¢ 41tal indukdlt fak-
torhalmagask nevessiik., Az G —> C,(a) (ced) A ¢
dltal indukdlt termésgetes leképesdse nz Ao fektorhal-
@magra. Tovdbbd sz A dllapothalmazon értelmes:tt reldcib-
xat d8 A ocsstélyoudesit ssokde az A kvizisutomata reldeid
inak és ocsztdlyosdsainak nevesni, Wyilvdnvsld, hogy A
minden © kongruencidjdra as A/g = (Ajg 1 F 5§>
kvdpiautonata jél-definidlt, nhol
S(€@ 4) =C (3G #) (ach;eF).
ss Al xvisisatomatit A ¢ d1tal indukdlt faktorkvizi-
asutonatdjdnak nevessiik, ¥YOnnyen ldthatd, hogy a ¢ dltal
induk4lt terméozetes lekdépezds A homomor! leképezése
Al¢ =ra, ameiyet A Al¢ =ra vals természetes homomor-
fismusdnak hivenk. A ktvetkesS tételben az algebrdbdl jé1
ismert dktaldnos homomorfiastételt fogaulmussek meg kvdsi-
asutdmatikra.
1.76%el. /A kviziautomatdk homomorfiatétele/ Ha a-
%=(§,F /8') kvésiautonats ap A=(A F §) kvézisutonats
homomorf képe a (70 homonorfismus mellett, akkor a ‘f
dital indukdlt g‘f reldeid as A kvdzisatomsia kongruen-
ciareldcidia fs A/g g
wegseayosstk, hogy a6 (« H"*) & g@)=q(6),
tovébbd /-\\/glf &S B ast jalmu. nogy /4\/@{ izonorf B -vel.
A stroktordlis vissgdletokban nagy eserepet idtsga-
nek bizonyoe aspecidlie homomorfizmusok, ai vgynevegett
endomorfismosok. As ’4\;(4(7:13) kvizsiautomata (f homomor-



fizmuedt A endomorfismusdnsk nevezsilk, ha U A tomagdba
vald lekdpesdse. Ma Y A tnmagira vald egy-egyértelsi
leképeasdse, akkor A sutomorfimmusdnak hivjuk. As A=(A4FJ)
kvdziautomata endomorfigmusei /automorfismussi/ & ssokd-
sos leképesdeg-agorzdara nézve félesoportot Jceoportot/

alkotnak, smelyet A endmgimua—fégooomrt]dgg_k_ /auto-
morfignusceoportjdnak/ nevesiink és £(4) =vel / G(A) -

-val/ jeléliink. A.C.FLECK [11] megmutatta, hogy ha as
A=(AFS) 6s a B=(BF§)kvésiautonatdk izomorfak,
akkor automorfizmuscsoportjaik is isomorfak, NHasonléan
bizonyithats be a

2.Tétel./BAncsinyY 1.[3]/ A= B => E(A)=E(B).

Pigonyitds. Legyen a B=B,F,3’) kvésinutonata az
A=(a,F, cY) kvégiautomata izomorf képe a (f izomoriiz-
mus mellett. Wyilvdnvald, hogy Y Lf_i (o(eE(A>>
B bnoagdva vald egydértelmil leképezése, Mivel

ey (8 (6 ) =4 (E((0) 1))
=4 (8 (xqte) Dy 8 '(gxy7'(8) 14)
($€B, LeF) , enért qa«‘q“‘eE(@ .1Bgyenek
X | & (€E(4)) olyanok, amelyexre (XU '= cfﬁcﬂ teljesiil,
asaz winden &(¢B)d1lapotra (XY (&) =¢py'(6) .
rivel ({J egy~egyértelnii leképeszde,endrt 0<Lf'—4(é>=@({4(@)
minden ("'(¢)(€A) 411apotra 1gasm, amibSl kévetwezik, hogy
X=0% o Tendt a "} X —> L{OQL(_i (x€ E(4)) hozefi-
rendelés egy-egyértelmi., Ha &’ ¢ E(R) » akkor ({—&)({)615(74)-
8 igy \H'Lf-&”qv =’ o ami szt jelenti, hogy v E(A)
E(B) -re vald lekdpesdse. Yoot meguutatjok, hopy \]l/

homomorfizmuss



PO =G ) by ) =Y OO
(%, BEE(R), yusel o tétel bisonyitését befejestik.

A tétel mefforditdan dlteldban nem igas /le. A.C.
rLECK Y] /. |

¥bben a dolgozatban & generdlhatd kvdzisutomatdkat
é9 endomorfismusaikat / homomorfismusaikat / vizegdljuk,
temdazetenen a teljesndég igénye ndlkiil, Specidlisan
megadjuk, hogy & reveraibilie dllapot-figgetlen kvdzi-
automatik éa endomorfismusaik hogyan 4llithatdk erfsen
Sossefligel® 4dllapot-flggetien 1lletve félperfekt kvdpie
sntonatik és automorfismusaik seglitedgdvel, Végil kvdsie
sutonatdk generdlhatd rdsshvizisutomatdiril de A-direkt
szorzatdirdl kBelink néhdny eredményt.

Az 1ttt nem definidlt fogalmak megtaldlhatdk
CSARANY Be [9] 4 REDEI L. [20] o EeSLJAPIN [A8] , AlH.
CLIFFORD, G.B.PRESTON [8] , A.0.KUROS [1F] , cfosEe P.,
PRAK Yo [15] 8 VeMoGIUSKOV [16] mankdkban,
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CENERALHATS, MINIRALISAN GPNERALHAT), REVERZIFILIS £S
INVERTALHAT RV/IiZIAUTORATIE

ag A=(A F 3) pviziautonata A dllapothaluasdnak
/nem res/ G részhalnmasdt A genmerdtorrendsserének new
vessiik, ha minden G (€A) dllapothoz 1étesik olyam G, (¢C)
é1lapot é8 £(¢F) , emelyekre G =3(c. ) teljesile. Az A
kvdsiautomata G generdtorrendeszere minimdlis, ha nincs

C -nek olysa valédi részhalmasga, smely A generdtor-

rendszere. Az A kvdsisutonatdt /végesen, mininmdlisen/
generdlhaténak mondjuk, ha van /véges, minimdlias/ generd-
torrendazere. Yegjegyessik, hogy sz A kvizisutomatdt
ciklikusnak hivjuk, ha van egyelemii generdtorrendssere,
8 erisen Ysassefiigefnek, ha minden dllaPota egyelemll gone-
ritorrendszer eleme. A generditorrendezer elemeit generd-
toreleneknek mondjuk.

l.lenma. Legyen sz A=(A F 3) kvdsiautosata

k te & £é bbe 4 é e
egy Jjobbegvedgeleme, Az A kvdsisutomata skkor és csak

aklk € h

F
=

(3) QZ'AGES(Q,C)-;CL]
t’l]‘.ﬂlo "
Pisonyltds. Megjegyessik, hogy { & §5 /l.(1) / 1=

tal indukdlt oestdlyosds {(c¢F) d1tal representdlt osztilya.
fla az A kvdsiasutonata generdlhaté, atkor bdwmely & (¢ A)
d1lapothoz van olyan & (€A) éda £(¢F) o hogy a=5(8—, £) e
Igy

o= 3(8, §)=3(8 1) =3(5(¢,4),0)= 8, ¢) -



rorditva, ha (3) teljesiil, arkor A generdlhetd, mivel az
A dllapothalmaz nyilvdn generdtorrendszere A «nak,
ae Ag=< 5@,-(—) | £€F >  halmagt es a(cA) dlla-

potbél elérhetd halmagnak nevessiik. Nyilvdnvals, hogy
q(e}qﬂa S A4 . A axkor és csek akkor generdlhatsé, ha
van A enak olyen G résshalnasa, amelyre agcAQ = f}
teljesul. Az A, (C€A) halmaet maximdlisnak mondjuk,
ha bdrmely €(€#4) dilapotra

Ay & Ay =—> Aq=Fg
Ag /4\Q=(AQ|F, §q> A A-réagkvdsiautomatdia, "a A gene-
rdlhaté és A, (ach)maximdlis, okkor A, A ciklikus A-

~régsghvdzisatonatdja.
2.leoma, Az A=(AF§) kvdszisutosata akkor éo

gsak skkor generdlheté misimdlisen, ha az A dllapothale
mag dlig h esitése.

Bizonyitde. Tegylik fel, hogy es A‘(‘},F,é) kvdgi~-
automata minimdliocan generdlhaté, s lcmvn G A esy
minimdlie generdtorrendssere., Wyilvinvald, hogy A;aLécA“ .
regmutatjuk, hogy Mg (ae4) haluaz maximdlis. Legyen
Aq S A (&€A) « Vannak olyan cle C)s (€ F)eremex,
vogy & - S(c,f) oasas Ag & A, ,8 1gy A, S A, , tendt
van olyan G€F , hogy Q = g(ﬁlfé). vivel G A minindlis
generdtorrenizere,ezdrt Q=C ., Fllenkezd esetben agyanis

Ls (G) is generdtorrendszere lenne A -nak, Yaptuk,
hogy H,= Ag , ami ast jelenti, hogy az A, halmaz maximd-
lis.

Porditva, legyen A maximdlis halmasok egyesitdse. ¥&nnyen
14thaté, hogy van olyan G (E 4} halnmesg, amely teljesiti
a ktvetkenl feltdteleket:
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A——-até'cpra de A =Ff, (c,6€G)=> a=4 |,

vegnutatjuk, hogy ¢ A minimélis generdtorrendesere.
Az 3dthats, hogy G A generdtorrendszere. Na G nem
minimdlis, akkor van C -nek olysn K valddi résshalmesza,
smely sszintén generdtorrendsgere A -nsk. Legyen ac G\ K,
Vannak olyan C (€ K)“ 4 (¢ F) elemek, hogy G= S(cif)s 1By
Ay S Ac o ¥jvel az A, halnes maximélie, ezért A=A ,
smdbfl C=C kbvetkemik. Fs szonben lehetetlen, igy G
valdban mintmdlis generdtorrendezere A -nak, -

A kivetkess lemmdt Yu.l.SOmETW [21] végeseautomae
tékra bizonyitotta be.

3slesma./Pancsinyt Y. [4] /ta C, 48 G, sg A=(AFJ
minjwmdlisan generdlhatd kvdsiautomsta minimdlds generditor-
rendszerei, akkor (G| =|C,| .

Bigonyitda. legyen ez A =(¢4,F, ) ) kvdgisutomata sinji-
wélisan gererdlnats ds (, , G, A uét minimdlis generd-
torrendssere, ¥inden O (é Cé) éllapothoz van olyan a; (€ 075)
é1lapot é8 f(cF), amelyokre d(a; ,%):Q)' (i,j”’:l) 13 a) .
Fénnyen beldthatd, hogy a

Cié ={a| ae(; 6;4?1:4[ s t)eGly (tj=12;i% i)
halmagok is generdtorrendsszerel A -nske wivel G, < (;
ée G, G, A mwinimdlie generdtorrendezerei, esért
(:‘1a =C; o Tegyuk fel, hogy S(a, {) + §(a, h) € Gy
(04 eC, ; -ﬁ,ﬂei:). akkor van olyem % (€ F) s Bmelyre

Sla )= 8(3e, P &) e G
vivel (, minimdlie, ezért | (e, ,13&>= , ¢ GBS
§(8(a g) kb)= (3(ay, §€), &)= 8 (e t)e Gy -
wivel (, is minimélis, nyerjik, hegy

(e &)= g(‘y(a'ln&) [ U‘> . S(Q”WE) :
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Tovabbd, na & (o f)=38(a)g) € G, (a}eC,, ge F)
akkor ¢, = o (Q, 14 £)=8(, 3&) , 88828 G,= Q) . ¥ivetke=
séoképpen az & () C,—> G, leképesées, amelyre

4lens% &> 3 #1 (e f)=a,

teljesul, C, G, =re valé uy-cgydrtolun leképezdse, Fz
viezont agt jelenti, hogy |G, |=|G.] . q.e.d.

tegyen a H=(B,F,J’) kvéstautonata as A=(AF o)
kvidziautomata homomorf képe a ¢ homomorfizeaus mellett,
Ha A generdlhats, axkor P is generdlhaté, Wa G A
egy generdtorrendszere, akkor Cp(C) ={Ylc>]|ee Ce>
halmaz B egy generditorrendszere. ia Lf izomorfizmus,
ugy (7(G) akkor és csak akkor minimdlie, ha ( is mini-
mdlis, ¥inngen beldthats, hogy ha a (f homomorfiznus idenw
tikus 4 valamelyik generdtorrendesmerén, akkor identikus
28 egfez dllapothalmagon. 'z azt jelenti, hogy ba (¢, ds

42 A két homomorfismuss e Yy F ¢, » akkor A egy C

generditorrendszerdnek minden C dllapotdra nem 4llhat
fenn a ¢, (c)= i, (C) egyenlSodg.

Az .fi:(A,F,S') kvdgiautoratdt az Af(r’-};\,?:, §>‘>

(X €/\) uvizisutonatsk direkt Bssgegdnek nevessik, ha
teljesilnek a kivetkess feltételexs 1. A=U A5

2. AV (xVel)y=ANAFP 3, S|p,= Sa (re )
A 3. feltétel ast jelenti, hogy o as A halun:on e g-
egyezik O- ~val. A /\ holmagt agokds indexhalmasnak
bival, oz A5 kvidziavtomatikat pedig A komponenseinek.

rz A=(AF,§) kviztautomatdt reversibdilisnek
mond juk, ha bdrmely . (cA),f(¢F) pdrhoz van olyan 3(6;").
hogy o(¢;49)=c teljesul.
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A kBvetkez® tétel bizonyitdedhdl ldthatd, hogy mine
den reverszibilis kvézisutomata winimdlisan generdlhatd. A
tételt sutomatdkra V.M,CLUSKOV [16] bizonyitotta be,

Zg" _;_ tinden reverzibilis kvdgsm ta erfsen

M. tegyen (¢ H) az A (Pr § ) reversibi-
1is kvdziautomata tetezfleges dllapota. Vegmutatjuk, hogy
a2 A,=(As, F, §a> kvdzisutomata erfsen UesszefiggS, ahol A,
ag Q =b6l elérhetl halmazt jeltli /1.9.o0ldal/. ¥Winden
4 (e F) =hes van olyan G(¢F), hogy 3(a $9)=a , asas
a € A,y ey A, eiklikus, ¥inden &(e 4¢;> ~hez van olyan
4 (e F> , smelyre 4 = S(QI-D « Wivel A reverszibilie,
esért van olyen c(j(e?f) o hogy 5(@»,3) =G o ami éppen
azt jelenti, hogy A . erfSsen Beszefuggs. Wyilvdnvals,
hogy erfesen Sesgefliggl kvisiautomatfknak nincs veldédi
A-riggkvizinutomatdjuk /1. AJOWFLECK [11] /. Fzek szerint,
ha A, S A, ce.ﬁ}> y akkor A, = A_. , azaz A, maxindlis
halmag. A 2.lemma szerint A minimdlisan generdlhaté.
Legyen G A egy minimdlis generdtorrendszere ds <,6¢ G,
Tegyuk fel, hogy A, N A, #+ ¢ . Xbnnyen beldthats,
hogy A= (AaNfe, F §)> A, b8 Ay A-résgkvdzisutomatdja,
wivel A, éa Ay erfSsen Usezefliggl kvdzisutomatdik, ez caesk
agy lehetsdéges, ha A= Ag « G minimdlie volta miatt

G=6 418 iges. Peek dppen ast jelentik, hogy A erfsen
Uoszefliggl kvdgisutomatdk direkt Hsssegire bonthatd. Q.e.d

Yegjegyeneik, hogy minden erfsen Uesssefipggl hvdzi-
autonata reverzibilis. feverzibilis kvdzisutomatas bdmely
minimdlis generdtorrendeserdnek szdmossdgs egyenls erfsen
teszefiiges A-rédaghvisinutonatdi halmezdnak ssdmosedgdval.
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Reverzibilis kvdzisutonata minindlis generdtorrendezereit
wgy kepjuk meg, ha vessgilk szokat a halmazokat, amelyek
minden erfsen Besszeflggl A-réaskvisisutonatdinak pontosan
egy dllapotdt tartdlmazadk.
l.761da. legyen az A‘C(A,F ,3) kvdgizutomata d11a-

pothalmaza A =<1/2,3 ,4,5> , a temenS-félcscport

F= F(X> » ahol F(X) az X'=<x,ta> halmaz 41tal gene-
rélt egysbgelem nélkilli essbad félcsoport. A S dimenet-
~figgvényt az Ax X szorzathalmazon a kivetkesf tdblé-

zat nutatja:

I e e N S .
X |2 4 & 5 4
Q9. ¥ TR S

/ A & dtmenet-flisgvény értelmezdésdnek kitericsztésdt as
Ax F(X) esorsathalmesra ismertnek tételenailk fel.
/l. G°GSFC P., PEIY 1, [1%] // X8nnyen beldthats, hogy A
0z A\,,: ('.44, , S,) fa Af[AMF, 511) r=réazkvdeicutomatdi nak
dirert Bassmege, nhel /44:<4,l,37 ‘e -4;,= LW Fy A,
és Ahnerﬁaon teaszefiggl vwviziautomatdk, ami azt jelenti,
hogy A reverzibilis. Wem nehéz sszigoldseal beldthats,
hogy A karskterisztikus félcsoportija nem csoport.
az A=(AF,5) rvisleutonatdt invertdlhatinok ne-
vewszilk, ha birmely { (¢ F) -hez van olyan %(6 F’) , hogy

galy s S

Hyilvdnvalé, hogy minden invertdlhaté kvdziautomata

reverzibilis,

4.76%el. Az A=(A,F,§> generdlhaté kviginutonsta

P

akkor ds cssk skkor invertdihaté, hs / karskterisztikus
félcaoportia csoport.
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Bigonyités. legyen az A=(AF.§) wvistautomata
invertdlhats, skkor bdrmely {(¢T) <hez van olyan ﬁ(eF>.

RAYSCIDRLE

teljeslil, legyen € = % ‘c.¥ § « Knnyen+ beldthatd, hogy

hogy

e F egységeleme 68 G i inverze.
Forditva, ha A generdlhaté, I csoport és € F egység-
eleme, akkor a 3J.lemma smerint
QYAQ[5(0'€>:G] ’
seibsl mdr adddik, bogy A iavertdlhats. Q.e.d.
2.P61ds. Ydltostassuk meg az 1.Példddban szerepls A
uvdziautonata O dtrenet-fliggvénydt a kivetkez! midon:
S|4 2 3 4 5
x|z 41 3 & 4k
wl2 3 4 h &
nyilvdnvald, hogy A tovdbbra e sz A, de A, A-réss-
kvdeiautonatdinak direkt Usesege.
L R =KR, G, R, R R
x? F(X) egyabgelene, sz X , Xy 68 4X elemek sajdt maguk

inverzei, { inverze pedig ?{L y 88ag I (X) korakteriesti-
kus félesoport csoport. A 4.,76tel szerint az A kvidsi-
automata invertdlihats,
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A EVAZIAUTOMATAK HOMONORPIZMUSAIROL

Tbben & részben megmutatjuk, hogy bdrmely A =(4F,J)
kvisiautomatdhos megadhatd olyan egysdgelemes bémeni-fél-
csoporta generdlhaté kvdsisutomata, amelynek hosomorfismu-
sal Jendomorfizeusei/ pontosan megegyeznek A homomorfis-
musaival /endomorfiszmusaival/,

tegyen A;=<3(qf)| aeA JeF ) | vinnyen berdt-
hats, hogy az A=(A F, &) kvdziautonata az A<(A FJ)
r-réomkvisinotonatdja. Az A, kvdzieutomatdt A /Jelss/
magjdnak nevezsilk. legyen [ (§T) tetssfleges jel. Jelbljuk

FI ovei F b8l a ssokdsos médon ssérmaztatott monoidot.
legyen tovdbbd ( A tnmagdba valé Jegyértelmi/ lekdépe~
zéae 48 Sq ag AxFl sgorsathslmasnak A -ba veld kivet-
kezS leképesdoes

() o}@ﬁ):{ 0T - 4 EF (aeh) .
¢ () na =1 |
dotonma. sz Ay=(A F &) kvisiaatonats skkor de
gsak akkor jél-definiélt, ba ¢ sz A=(4F,§) kvisieuto-
mata olysn idempotens endomorfismusa, amely identikus A

A, magjén, Tbben ag esetben A A‘f résekvigiautonatdija,
Pizonyitds. Tegylk fel, hogy as Ahf kvdzinutonata

j6l-definidlt, ® legyen G (€A) tetsszfleges dllapot, akkor
g Syl )= GE)
= S(f(é:f (a,I)I I): Sq, (Lr(q), I) - (fz(cQ :
agas ’Lf7“= Y o Tovébdd, ha -fé F , akkor
Sy(e,14) = gtf (6, 41) = S¢laf) = &(a14)
Sy(S4(a ) D)= 54 (5@h,T) =4 (3G
% (%@ D)= % (401 4) = S(4& ) -
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Mivel asz 4\? kvdzinutomata j6l-definidlt, ezdrt
3(eit) = 40 = 4@ 4)

¥z vieszont azt jelenti, hogy Lf A olyan idempotens en-
domorfiszmusa, amely identikus AL -one Az @llitds megfor-
ditdea hasonldan igazolhatd, A /\\'f részkvdziautomatdja,
mivel - F L részfélesoportja ée é\(f az AXF gsorzate
halmazon megegyesik O =vale Qe@ede

5.Tétel, Az A\?=( A, 7 A}) kvézinutomata minden homo-
morfismusa sz A=A F, §) kvésioutomatdnak is homomorfis-
musa, Forditva, ha ' a8 A=(A4F,d) kvézisutomata homo-
morf leképeszése a B=(B F J’) kvésisutonatdra, vgy W

Aif -t akkor &g ceak akkor képesi le homomorf médon
By ~res ba Vy=¢’y teljesul. |

Dizonyitds. Wyilvdnvald, hogy A\q, minden homomore
figmusa A -nak is homomorfizmusa, mivel a két kvdziauto-
mata dllapothalmaga megegyesik és A A\‘f részkvdeiautona-
téja.
Forditva, legyen Y aa: A=(AF,3) xvézinutonata homomorf
leképesdse a B=(B;F J) kvéeiautonntéra, g éeo t’f’ (#)=ben
mogktivetelt leképeazdsek. Winnyen beldthatsd, hogy v akkor
éa ceak akkor képezi le homomorf médon A\‘f -t R ,=-re, ha

o L=, D)= S (4@, D =@ |
azas Y =@ . q.e.ds

He (¢ A ideatikus leképesése, 'Y A homomorf le-
képezése B -re b8 (f) B identikus lekdépesdse, akkor az
S5.Tétel szerint 4? -t homomorf médon lekdpesi 7&{) -Te,
Ebben az esetben Ay teljesiti a (3) feltételt, tendt az

l.lemma szerint generdlhaté kvdziautomate. 1gy, ha ¢

identikus A -n, akkor A 6s a generdlhats, egységelemes
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bemn&-ulcsoperpu /4\? kvidziautonata homomorfisnusaei mege
egyesnek,

L.Kvetkesning. A, sinden endomorfismusa A -psk
is endomorfismusa. Forditva, sz A kvdsiaatomats X gndo-

morfignuss akkor és cesk skkor enfomorfismusa A\, -pak,
ha (Xi.f = L{’o( teljeniil,

Ha ¢ identikus A -n, akkor A\(f egyedégelemeas beme-
nf-félcsoportu, generdlhaté kvdzisutomata és A endomore
figmussi megegyesnek 4? endomorfigmusaival,

3,761da. Legyen ag A=(A4F, J) xvisiautonata 41lapot-
holmaga A=<1,2 |3 ¢+ & bemenS-félosoport F=H,<ﬁ .
apelyben a miiveletet az :,fl?': 31‘;1@%: ﬁf = § egyenle-
tekkel definidljuk, A O dtmenet-figgvényt a kivetkess
tdbldeattal adjok meg:

S|4 2 3
713 3 3
9 &5 3 4

Jelsljik abc -vel agt ez X @ A— A lekdpezdat,
amelyre X(1)=a, %X(2)=6 g9 X()=C s ,86,c=1,2,3 ,
tol‘jnul. Sadmoldesal ellenfirisghets, hogy A endomorfis-
mugel & kbvetkesl leképezdoek:
b=123 | X, =M3 | x,=433, K=213 a=223,
X=233 X =343 ) o<j,r=323, o =333
A% A kvézisutomata magjdnek dllapothalmaza A, =<3) , A
minden endomorfismusa identikue A -m, 0G 4 X5, 0, 4 ) 4 X
#8 <; endomorfiznusok idempotensek, de csak o( dg X, coe=
rélhets fel A‘ minden endomorfismuedval, Az aldbbi t4blé-
satok az Ay , A, 68 Ay kvdsiautonatik d2depet-figgvé-
nyeit mutatjdks
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&% |41 2 3 - § |41 2 3 & |4 2 3
1|4 2 3 T4 4 8 "I|3 3 3
413 3 3 413 33 +$|3 353
418 3 3 913 33 41333

Az llNdvetkeszmény szerint A& LL3 A"Cx endomorfizmusal
megegyeznek A endomorfigmusaival. Az Ao(4 kvigianutomata
endomorfigmusai ¢ , 0 d8 %X; , azas E("}«DC E(A) .

6.Tétel./BARCSANYT 1.[4]/ Ha ag A=(AFS) a-véges
kvigliautomata revemultc. akkor

() C(E(A)Z T &(E(A;)) '
anor G =<¢,,Q,, ..., rAesy minindlis geperdtorrend-
SEere.

Pisonyitds. A 3.7étel sserint A as Ay, (6,€C)
erfeen Ueoszefiigel kvidzinutomatdik direkt Usepegfre bont-
haté. Jeldlje X =a£Le/ C‘xai A bnmagiva valé kbve tkess
leképendadts

(6) ¢ (a) = K, (a) &y ae€ Aql'
ahol X, € E(Aq,) . myilvdnvals, hogy X € E(A), Tovébbed,
he x=UXa; (%o, €E(Aq))) 60 B=Y Pa; (R, € E(As))
olymk. hogy X =[5 , akkor ninacn a; (€ C) generitor-
elemre ‘XO::()’ai teljestil, amibS]l mdér kivetkezmik a tétel
fillitdsa.

rzt, hogy (5)-ben nz egyenlledg el is drhets, a 14,
cldalon lév8 2.78lda is mutatja.

Megjegyessiik, hogy egy kvidsiautomatdt akkor mondunk
A-végesnek, ha dllapothalnesa véges. Véges kvdzisutomatd-
rél skkor bessélink, he mig a kvidziautomatodbemenl-félceo-
portia is viges.
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A CERPRALFAT! EVAZIAUTONATAE KONSRUENCIARFLICIAIRIL

A kvidziautomatdk homomorfiatitele /l.Tdétel/ sserint
bdrmely A=(A,TF, 5) kvdsiautomata homouorf képei izomorfi-
4151 eltekintve egyértelumiien megathaték a kongruenciare-
148cidl segitedgivel, "bben a fejezetben a generdlhatsd
wvdsiautonatdk kongruencidi de bemeni-félcaoportjuk jobbe
kongruencidi kdziitt keresiink kapesolatot, majd bevezetink
a kvédgisntonatdk 4dllapothalmaszdn néhdny fontosabd relde
eidt.

tegyen T as A=(A,F 3) generdlhaté kvdzinutomata
reldcidja 68 X as 7 bemenS-félcascporton értelmezett re-
1deid. vefinidljux A Ty relde16idt a kbvetkezS mddons

a Ty € (q,@e A) akkor ds cesk akkor, bha vannak olyan
UGy Qu(eh) A12apotok 88 1) Gs) £2,G, ) fu,Gu (EF)
elemek, amelyekre
(7) a T j@f,f«) ) "f47(54‘) 5(04, 94)7 5@2,'}%) ) '{Lx‘j‘z)“‘
0 8(8, 9o )T 8(a fu) F X Gey S@ G T #
teljesniil,

Nem nehéz sezdmoldsanl megeyfefdbetiink arrél, hogy
ha T 48 X reflexiv reldcisk, skkor L < Ty ; tovdbbd ha
T és X ssimmetrikussk, skkor Ty 1is ag. "a T ekvivae
lencia Jrongruencia/ én X ehvivalencia /jobbkongreencia/,
akkor Ty is ekvivaleneia /kongruencis/. ¥eglegyeszszik,
hogy az 4d111itds bigonyitdsdndl nem haszndljuk ki X trane
zitiv tulajdonedgdt.

Jelsljuk A kongrvencifinsk halmazdt K -val,
jobbkongruencidinak halmasdt pedig F -vel. legyen \'3—} a
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F bhalvaz elemei 41tal generdlt félcsoport, amelyben a
miivelet a reldecidk szorsdsa.

T.aétel. Ha az A=(4 F, S) kvdziautomata generdlha-
16, sxkor as JK (K, {3}, A) kvigiautonata 18 renerdlhats,

el AT, X)=Ty (TEX,XeEiFS) -
Bizonyitds. Flfesdr megmutatjuk, hogy ddrmely T (¢X)
o)X » " ({Prerdessxre Ty =(Tx)n  teljesul.
& Ty & (e e A) ast jelenti, hogy vennak olyan G;(€A)
dllapotok de f., G, (¢F) (7=42.. »), amelyek teljesitik a
(7) feltételt, -1?,' rme; L=, 2, %) definieid szerint
a2t jelenti, hogy vannak olyan 4, (cF) elemek, amelyekre
41X b; 8s 4;" G, fenndllnak, esirt
@ T 3 t) , fxle, S(a k)T 6) ) bt G,
5\@4 ,%4)? S(al "‘Fz,>) {zx &2) S(GZ i &’—> P{S(CZ: a‘>! b % i3 )

Y Gt )T 80 4 X e (. @)’Zg(%,am}, 4™ Ga )
S(O,,‘, (j"‘) T &
fehdt

@ Ty 8(ay &), 447 G, S(a,,@OTx 8§, 6.)) €™ G2y +

) 80 9 T 8(0, 6 ) ba 1 Gy (6 19) Ty 6

agsaz G ("T'x)ol G- , ami azt jelenti, hogy 77“( < 0:7‘)’1'
A (Tx)al & TX’% egyenlStionadg a (7) definicid folhasznd-
ldsdval azonnal adddik a kSvethezs k4t 4111tdabsl:

Ha §, 6 5, F reflexiv reldetss, akkor 5,,%, S 5.5,
tovdbdd, ha § < 5, avkor A bddmmely T reldeiéjdra

Ts, € Ty, teljesul.

Anhoz, hogy ax K=(X, {3} 4) xvdniectonata j6l-definid1t

legyen, igasnak kell lennie annak, hogy ddrmely T(G TK)
és X (¢ {}g)uldciékn T7 €K o



vegyen Y=, A, Ay (X)X X T vivel T A
kongruencidja 6 X4 F jobbkongruencidja, esért T)Q €K o
ve Ty, ¢t K és X, 6} miatt T7(4 = (Tl:)?é €K o vat roly-
tatva, kapjuk, hogy Iy = Ty, Ager s By = ( %, Xy 7‘4.1>X
végil megrutatjuk, hogy JK generdlhats. Vezessik be as
F tvemenf-félecsoporton & kbvetkesS reldeidt:
®) {s (fi5€F) @>a§7£’}a [S(q,.;) "cé“(a,?)] )
ahol T & K . /megjegyenzik, hogy (8) tulmjdonképpen A
T 41tal indukd4lt faktorkvisziautomatdjdnak wyhill-féle
rxongruencidja./ Az nyllvdnvald, hogy T < T, » legyen
most & TT & (Q @6A> y Gzaz vannak eolyan 4,G,, .-G, CéA)
d1lapotok 8o f; , G, (¢F) (i=47.%)s amelyekre U} unnul.
wivel 4; T, G, o 1@y
-s(c,,.,zt) T8 (s, 5.) (i=1,2,.-.,%)
amib8l 0déaik, hogy @ T6& , asas T="T7, , ami éppen
agt jelenti, hogy /K genemilhaté. Q.e.d.
1a (‘7)-ben megktve teljik, hogy az G, q,,- G (e4)
d1lapotok generdtorelemek legyenek, akkor olyan ‘Z X reld-
eidt kapunk, mlyn?él’x < Ty teljestil, ha X Ykongruen-
eia, akkor T) =Ty « He A winimdlisan generdlhats e
@6, . G A G ninimdlis generdtorrendsszerének ele-
med, akkor (7) olyan Tgy reldeidt definidl, amelyre
Ty € T)x » ha X kongruencia, skkor gy = T .d
usikebgink lesz ag 4=(4 F J) kvéziaotomats 7 beme-
nf-félesoportjdn értelmezett kivetkess §,  (acA) jobbe
kongruencidkras
@) 156(%.) &> SEp=36q) (hiseF).
Legyen moat az A=(4,F §) kvdziaatorata ciklikus &8 4
A egy generdtoreleme, tovdbbd X  egy /bindr/ reldei-
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63a. Definidljuk sz /- dllapothalmaszon a kivetkess $(X)
reldeidt:
(10) Sa ) 800 §(ae, ) & fXg (fi5¢ F).
S.iesma. Ha ¢(X) as A=(AF &) ciklikus xvdsisutomata
tranzitiv_reldeidia és X ;Z,fA‘GO. skkor §(X) megegyeszik asz

“ayx yeldeidval.
Bizonyitda. Legyen az A=(A F,d) wvdsisutorata cik-

1ikus, ¢. A egy generitoreleme, $(X) A transitiv reld-
eiéja éa X (ng‘aa> F reldeid)a.
Ha Q&’(X)G (G,@-é%‘), akkor vennak olyan £ , g (€ F)clomk.
hogy
a=8( ) , $Xq, 8@ g) =6,
szag G =gy & .
Forditva, ha G Z{Qvu(’y (G,QGA). akkor vannak olyan
4, 5”{2({;:),..)-}0«’% (¢ F) » amelyekre
a =S(a,,n€4> P Gy e 94):5(00,-)01) i Py £ TOgeN
+ ) 8y Gur)= 8o ) ) fuXGa ) (1) = &
teljeatil, mivel —?;Xﬁ{ s e28rt (10) szerint
1%&"1'{5)‘3@9 3(¢e1G:) (=42 %) -
govdbbd (0, (a;>='<§(ao ,“FW)matt G; X fjt1 » ezért (10) alepidn
3(% 95 ) 3(%) 8@ fir) (§712)%1)
ﬁ(?() transitiv reldeid, 1gy az elfsfekvSl kapjuk, hogy
Q gDC) € o Qeedd.
A ktivetkezS tétel magdba foglelja R.H.OFisEE [19]

8. “t.l“'

8.86tel. ¢(X) akkor és cesk akkor kongruencidje sg

A=(AF &) eiklikus kvéziautomatinak, ha X T olyan
Jobbkongruencidja, swelyre X = §,. teljesiil., Fovdbbd, A
minden T kongruencidjdhoz van  -nek olysn)jobbkongru-
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encidja, amelyre "I =%(X) teljesul.

Bizonyitds. iegyen )\ | olyan jobbkonmgrueencidjs,
smelyre fenndll a §3¢ £ X  egyenmlStlenség. birmely
C(€A) d11apothos van olyan -F(EF) s hogy q_:g(&;n@) » @hol
@G A  egy generdtoreleme. O(Cc{)=5(4) (4¢F)akkor ds
csak akkor, ha =G (Sac) « A faa. € X feltétel miate

4= @(7() , 87a% 5(0b,¥)§(7(>3(ab,3}. ani azt jelenti, hogy f(?()
reflexiv, wivel X szimmetrikus, ezért $(X) is az. iegyen
moat th(X) ¢ &8s 65(0C (¢,8,C€R), ka a=3(a. {) #8
¢ = g(oo! ({) (@,EGF) s akkor van olyan ‘5(61:) » hogy -?E‘,j(?()

= &(7() s 3=5(?«o,%> « X transitiv reldeid, u‘éﬁffﬁ(x)
s 1gy A$(X)c , tendt ¢(X) transitiv. AbMAL, hogy X
jobbkengruencis kinnyen adddik, hogy g(x) kongruencia.
Hasonldan ldthatd be, hogy he g(X) A  kongruencidia, ak-
kor | + jobbkongreuencidia. Ha £=‘5(gga (me‘?) akkor

5(6 ,.@) S{qol q) « Mivel 3’(7() reflexiv, ezért f = ‘()(7@
agas Sy, < X .
fekintelk most A tetszfleges T kongruencidjdt, s defi-
nidljuk a ktvetkens Ty ., reldeidt:

@) 47T.9 [{fged) & (e TP .

Aw el8z8ekxb8l nyilvdnvald, hogy Ta. T olyan jobbkong-
ruencidje, smelyre T, =S, ¢ T =$(T,.) tel Jesiilnek,
Deetle

Az elfbbi tétel smerint az A eiklikus kvdsisutomati-
nak pontosman annyl /egymdseal nem imomorf/ homomort képe
van, mint amennyl §, o, -ndl nem kisebb jobbkongruencidje

7 -nek. Wtnden a(cA) dllapotra T, £T,, /1. (8) és
(11). /.he ¢. A egy generitoreleme, ugy L4—’FA‘Q° akkor és

ceak akkor, ha [, . ) xongreenciareldciéie.
Fulajdon-
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képpen (1) reldeis (8) tipusu, (9) pedig (31)tipuem,
amelyekben 7 az egyenlfedg reldcidia.

2.Kbvetkesmény, fn X az A=(AF,J)giklikes kvigi-
automats /- bemen’-félosoportidnek kongruencifia ds
Saa, S X » gkkor X a3 A kvdsisutorats A\/g(x) faktorevde

siautomatdidnak wyhilleféle kongruencidia.
fia T 68 7, n tetezfleges A kvdmiautomata kongru-

enciareldelds 6s T, £7, , axxor U4 ST ,. gy, ba T
A rongruencidia, akror §, < T, . Felmeril as a kér-
dfa, hozy ha X. F olyan xcngrmm“n, amelyre §, < X
teljeslil, akkor van-e A -nak olyan T kongruencidia,
hogy X =T, ? ha §, 82 A ciklikes rvdzicutomata
kongruencidia, akkor a 2.ilivetkepndny szerint o vidlasz
poeitiv, mivel ebben az csetven §,, =5, .
woat nédhdny fTontoaabh reldeidt definidiunk az
A=(AF3) xvdsinutomata dilapothalnazdn:
(.3.2) a~bk & jﬂ\zF‘ﬁ ):_ g@r‘F): v(@'¥>] )
@s)  age &~ S(=4)=3A(4p
@) a~t = 311 Saf)=3(& )1 (o en) .
as A=(AF 8) uxvdstantomsta gentruminak neveseiik
azt a Z(A) halmast, amely asokddl és csak agokbil as
4 (e F) elemekbfl 411, smelyek minden .a(eA) ba ﬁ(éF)
epetén telicaitik o :
(a1 t9) = 3(a )
feltdtelt. Ha 7 (A) nem iirea, skkor T~ réasrélcsoportia.
A =t xommutativnak niviek, he Z(A>= F &
Ktnayen veldtnatd, hogy (12) és (13), ha A kommuta-

tiv, akkor (u) i® ekvivalencidk. A (17) reldeid A wong-
ruencidjn. s f € Z(A), akkor (13) , ba A kommutariv,
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arkor .{'u) szintén A rongrevercidi., lLegyenak
T=<&|b~a, beay, A=Ca|aehy, a=<b[b5a, éen>,
N /N .
Ar=<ay | ceh), T=C{[bra, 6€R>, A=Cad|aeh>.
A kvdsinutonatdr homomerfistétele szerint az A=(§,Fl f) ’
: o e
'A£=CQ~FIF)S,¢> (er(A))Q, A:(A,F,:Y\> /ha A\ rommatativ/
kvéziantomatdle A homomort gdpei, ahol 5(5){,): S(G ,«h) °
~ P T
(9 ,6)=3(q, ), €8 (T &)= (aeh teF) o
Az 1w ldthatd, hogy Egaﬂegé\ (€A, asu}ﬁl?.l##]élﬁl .

6,lemna. ha ag 4::(4,1—',6‘) generdlhats kvizinuto-

—

mata F karakterisstikus télesoportis Jobbegvségelemes,
skkor A=A .
bizgonyitde, Legyen € F egy jovbegységeleme éa
a~é& (qe€eh), 1gy (12) swerint $(a,e) =8(8,¢) 18
fenndll, #a G 4 egy geneprditorrendegere, arxor vannak
olyan ¢, , & CéC) d8 b 4 & (€ F) elemek, hogy G- (e &)
¢ &=35(& L) . 18y
a=38(a, k)= 3G bke) = S(S(OQ,Q,e): d(c,e)=
= 8(4,€) = 5(8(8.,6),0)= 5(6. | ke)=d(6,0)= & .
AamibSl mdr ldthatd, hogy as G —2 G (Q6A> leképende
izomorfismus. Q.@ede
wegiegyesulk, hogy ha ez A=(4;F,5) penerdihaté
kvézinutomata [ karakteriestikus félecaoportia jobbepy-
aségelemes, akkor egysépelemes is. Edben ng esetben a
ée 8 £, / & F egységeleme/ reldcidk megegyesznek, hie-
s2en mindketts identikus,

9.98tel, ha 8z A=(A F §) nvdzisutomate penerdi-

naté, skkor E(A) igomert E(A) egy réssfélesoportidvel.
bigonyitde, vefinidljuk a %( :ﬁ—~> ;‘T leképendat
a kivetkes® miaon:

(45) (@) =T (eEM) -
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Yy 82 A helmaz Snmagiba vald egyérteleml lexépezdee.
sinthogy

Yo (5(T ) = Y (8 Y =X CC) =

SC‘*(“):'@) = '5(0?@‘5 )'{L>= S(CFK(EDI ‘F>
(Teh L€ F) , ensre Yg€ E(A) . wegnatatjuk,
hogy a3 ") | X ——>{fy (xe E(A)) megfeleltetdés egy-egysdr-
telmii. Valdban, tetssfleges « (> € E(#’-} eaetén

Y =Ye &> 8,0 [XE@) =pl)] &>

aep

&> VY (o) [«(EC)=pEEH]

QGA'AFGF
Legyen G A egy generdtorrendssere, s O fusson végig

G ~f, axkoy as o1fz28ekbdfl ssonnal adddik, hogy X = s o
vigil a N
e () = X 3(a) = Yo (P(2)) = (o Y& D
szdmoldenal ayerjilk, hogy 7 mivelettartd., CQ.e.d,
reglegyezsiik, hogy ha K ¢ C(Pr) s BkkoOr (f« c C(ﬂ> ’
igy a8 tétel dilitdesa sutonorfismuscecportokra is drvényes.
s X € E(A) , arror o(3)=<x(6)]8€THEX@ (aeh),
na pedig « € G(A) , axkor 0<(a>‘=0<(‘0«). govdbod, ha G
A minimélis generdtorrendssere és C + d (¢ C) s Bkkor
5 & o A 4.Lenmdban szerepls L{ i} -2 idempotens
leképenéa, amely identikus A magidn, skkor és csak akkor
enfomorfignusa A ~nak, ha

ety & Ly &5
Legyen most az A‘;(ﬂﬂf,é\) kvdzinutomata olyan, emelynek

T~ bemend-félesoportjs balegyedgelemes 68 C I egy balesy-
adgeleme, sntnnyen beldthatd, hogy

@ = 8(ae) =35(T,e) (aeh)

YT 7\\ generdibatd do A karakteriastikue félcsoportis

monoid, ARkor ie igeus as eredmény, ha dltaldnosabban ast



tesesik csak fel, hogy A karakterisstikus filcescpeoftia
valegyasegelenea,

10.96tel. yinden erSsen Ussmefigpd A=(AFS) kvsi-
automstdra O(E(4)) < |A| sedjesii.

Dizonyitds, iLegyen C'«((:‘A) tetasflegen dllapot d4s
o, 3 € E(A) + Ha van olyan { (eF) ,» hogy

x (S@WE)) = g("‘@) HE> = 3(-6(@1%) = ﬁ“‘(é\(énf» )

agkor X =3 , mivel 5@,«?) i3 generdtoreleme A -nak,
gendt minden X(c) =t (X € E(#))Axillbnubes eleme tartal-
magsea, Nyllvdnvald, hogy az ——>o<(a) (oc'éE(A))lcxopoua
egy~eryorteleil, Ne@ ¢,

sz A=(AF S) wvdsieutomata £(A) endomorfismuse
félceoportijdnak résurdélceoportjai segitségével tovdnbi
reldoidk vesethetSk be az A 4ilapothalmazon, Legyen L
f(#)utuﬁugu réomtélesoportjn. Az L diltsl inaukdit
o€ relfcidt a kivetreslxdppen drvelmessiks

6 a & v e e TJ x [ X[a)=¢
(16) © (q6e4) & >(X;3L [x(a)=6] .
Byilvdnvalé, nogy 06 tranzitiv O -reideib. ha L monoid,

akEoYr 96 reflexiv, ha pedig L csoport, skkor 06 azine-

metriraa,

J.Lenma, 4% A=/ F, 8) ciklikus kvdz;autom&taoﬁ
reldcidja akror és ossk akkor kongruencis, ha . a ((A)

automorfismuscso résgesoportia.

Bizonyitds. ssikeégeswés. Legyen <L asw A=(AF 3)
ciklikus kvdsiautomats kongruenciareldcidia és ¢ A
egy generdvoreleme. q, £ a, o B2a® van olyan X € L *
hogy %(G)=q,, smibS) kbnnyen beldthaté, nogy X =17
/ 1T A identikus ieképesdse/, tendt 1 </ . BArmely

x (f [) -ra G, Z 0<(G,> reljesiil, wivel & szimmetrikus
0‘(0«:)0{ Q, , asas van olysn B €L , hogy /50((@) =y o



tendt PX =1 , amibfl mdr ktvetkeszik, hogy L cacport,
Az 1o 1éthaté, hogy L GM) régzcaoportin.
A lemma elegendBSedgdinek bizonyitdaa nyilvdnvald,
A xtivetkess tédtelt A.C. FLECK [1%3]erSsen B-szefiiges
kvidsinutonatdkra éondta ki, de visonyltisn érvényes cike

iirus kvigisutonstdxre o,

M.o6ter. pz A=(AF,8) elklikus kvésiautomata G(4)
sutomorti gmugesoportjdnek oirmely /N normdlosztdjdra
a GA/N  taktorcseport izmomort C(4u) egy részcsoport-

l‘V&lo
Bizonyitds. Wegjegyessik, hogy Y/ (16) tipusu reld-

e16 s Al =(Aly)F &) A U dltal 1nsurdie raxtorkvisi-
nutonatdjae.
Legyen Gy a2 U" f1tsl indukdlt osetdlyosde Q(éﬂ) dltal
ﬁpreuntélt osstdilya da "\ (‘XEC[/}D (15) tipusu lekée
pezéa, azas "\ (au/‘>: X(@) y~ o FlB8asbr beldtiuk, hogy
Ve (0(' € CG(A)) s61-tefinidlr, Ha Q=6 . (c r%f) azxor
van olyan /> (6—/\/) » hogy (@) =6 1gy, ha 7f=l><(’>°<"l s BRkor
T(x(e)) =x(§) , asas X(&)y =% + most negnu-
tatjuk, hogy Y egy-agyértelmtl leképesda, Tegyik fel,
rogy Yo (Guo)Yu( @,@ (c,6€ A), axkor létesik olyan R €N,
nogy [3(X(a))=%(6) o amib8l 'Ax(q) = & wvetresik. wivel
norudlossztd, ez ast jJelenti, hogy G, = Oy . Yoo AN
tnmagdra vald lendpepdae, wmert bimmely @;/p (C—/W)-Ma van
olyan G (€ 4/\/) s hogy Ve {Guf>= €y tudniillik &‘Wz"(‘( §)ye
e (30 (8 119 = Y (30, D) = % P =
= g(“@) e = é\}(«[a)\w yf> = %‘f(%((a\wl £)
(cwe A/W‘ ”KEF_)  tebdt " (oc‘eC(ﬁ)B A/le antomorignusa .
A Lf(/\/o(> =Vx (o( E—C(‘f’r» leképezde C(’“f)//\/ -nek C[A/W’)-be
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valé lexépeséoe. Pegylik fel, hogy A« =/Np (N,/&éd(ﬂ)) 5
akkor A=0'X , anodl <’ /N , igy vdmely G (€A)-ra
o (&)= 3() o nzae x(0),=[(E), » ami agt jelenti,
nogy “Yx = Yp . E2sel megmutsluk, hogy v egydrteimi,
Legyen moat Y, =V, €8 G A egy generdtoreleme, ukkor
g (Q°N>=Y6(Q°M> . Ubbdl kévetkesik, hogy von olyan
Te N , smeiyre a’(p((oo)>:[5(ao> teljesti), igy B/tX:/’a "
ami azt jelenti, hogy V=A% . sendt ¢ CA) G(ﬁ/w)-u
vald egy-epyérteimi leképesziac,
Yup (av‘f>: Xﬁ@)\)\r = O(<6CQ>>\/W =

=V (B@u) =t () =t Yo (A7)
(X, BECA) ) Gy € Alur) » azas Yup=YuYp o tende
Y C(A)/A/ CCA/WD -be vald izomorf lekdpezdse. Q.e¢.d4.

ciklikus 11letve erfsen Usssefige® kvisisutomatike
kal kapcsolatos tovdbni eredmények taldlhatdk péladul
ReH ONNUKE [19] o AeCoFLECK [11) , [13] , GePewrre (23] ,
[24] , [25] » G.FPEICHTINGER [10] €e BaBcsinyr T. (1]

munkdktan,



ALLAPOT-FUGOGETIEN, REVERZIBILIS [LLAPOT-FICORTLEN (8
CIRLINUS ALLAPOT-FIGOETLEN RVAZIAUTOMATIX

tegyen A=(AF, 3 ) tetesSleges kvisisutomate. Ha
bérmely 0, 6 (€ A)dllapot=pirra €, =S, teljesil /1.
8 (9) reldeiét/, akkor as A kvdsiautonatdt dllapot-
~figgetlennek nevesglik., Vyilvdnvald, hogy ebben az esel-
ben minden @ (€ ‘A> -ra Sac =8p « A2 A =t geoport-tipu-
sunsk mondjuk, ha dllapot-fliggetlen de karakterisstikue
félesoportja cacport. Ha A erfsen Bessefigg’ és csoport-
~tipusu, akkor félperfektnek neveszik. Végil sz erSsen
tsegefigg’ kommutativ kvdgisutomatdit perfelitnek hivjuk.
C AJUGFIECK [12] egyik tdtelébS) kivethesik, hogy minden
perfekt kvisisutonata olyan félperfekt kvdzisutonmata, a-
melynek karakterieztikus félcemoportja ‘bel-csoport.
Kinnyil beldtni mdsfelfl, hogy ha asg A félperfekt kvigi-
sutonats karakterisstikus félceoportis ‘bele-csopodt, ake
kor A perfekt.

4 kbvetkesl lemma egy nlagondd‘ feltételt ad arrs,

hogy egy kvisiautomate mikor dilapot-fiiggetlien.
8.Lemma. /CH.AJTRAUTH T27) / Ha s A=(AF J)

A dllspot-fuggetien.
tisonyitds. iz A kvdsiautomata E(A) endomorfiz-
mus-félceoportidt tranzitivoek nevessik, ha birmely q 6 (6R)
éllapot-pdrhos van olyan X (€ E(R))hogy X(a)= 6.
Legyen o (a ) = ala, &) (aeh, #,céeF) o Ag el8zfek
sgerint birmely §(€A) d1lapothoz van olyan (€ E(4)) ,
hogy xX(0)=6& . Tgy
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S(&¢) = S(tx‘(ja) )= (3@ )=
=o(3(ag))= 3 (x@ 9= (&9
ami st jelenti, hogy A dllapot-figgelen, G.e.d.
9.lesma. Legyen sz A =(A T 0) kvigiautonate dlla-
t-fiiggetlen, ila v olysn a(€A)gs €(¢F), hogy
S(ae)=a o skkor © A karskterisstikus félcsoportjd-
nak balegyebgeleme, d9 A karakterisstikus 4 rt
monoid.
Hisonyitde. legyenmek () d8 e(cT) olyanok, sme=-
lyekre 0(02)=C teljesiil, FbbEL kivetkesik, hogy

Ve[ 8@, ¢f)=3(a ] |

fEr |
vivel A dllapot-fiiggetlen, esdrt

AAGHIR ef)= 5(8,MH7

bch fer
agas é‘_ﬁ = I s 8 igy ¢ F tbalegységeleme. Tovdbbd

2 [E=8(ee) -F(% )

%“bbdl visziont kéinnyen beldthatd, hogy ZRP karateriesti-
kus félosoportia egyefgelenes, (.08,

veglegyeasiik, hogy ha as ddlapot-fuggetien A=(AF3S)
kvdginutonata karakterisstikas {élcesoportia balegyedpele~
mes, akkor A karakterisztikus félcsoportia egysdgelemes.
—/\\T karekterisstikas fédlesoportjdnak egyedgelenme A karak-
terisstikas félosoportjn balegyedgeleneinek egyesitise.

A G.lemme alapidn nyilvdnvaldan iges a

3. Kbvetkesnény, fa ag A=(AF §) #llapot-fiuggetien
kviziautonats minimdlisan generdlhatd, skkor A karaktes

risstikue félesoportja bulegyedgelemes és A karskterisa-

tikus félcsoportis monoid,
¥énnyen beldthatéd a
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teriostikus filecsoportje megs i zik bdruely A-riaskvie
slautomstd jdnak karskteriagstikus félcsoportidval.

12,74%el, Dirmely reversibilis dllspot-fiiggetien
kvdziantonnta izomorf! erfgen Uesmefligsl dils |
len kvdsioutonatdk direkt Besregére bomlik.

rigonyitda. legyen C az A =(0 F,§) reverzibilie
dllapot-figgetlen kvdsiautonata egy minindlis generdtore
rendezere, A 3.7T6tel szerint A az A (¢ € C) erfison Hege=

spefigg® kvisieutoratdik direkt taszegére bomlik., Mivel
édllapot-fiiggetlen kvdsisutomats minden réssivdsiautonatd-
jn ie dllapot-figgetlen, eaért as Ao, (0,¢ () kvédsioutoma~
tdk dllapot-figgetienek. Definidljuk a (o ¢ 4o —> B¢
(0.6, € C) leképezdat a kbvetkes’ addons
A7) Yo (3 ) =88 £) (HeF).
A dllapot-fuggetlenségébll az ie kivetkesik, hogy @, 4
A, A, -re valé egy-egyértelmi leképesése. Tegyen € A
és §(€F) , akkor van olyan {(¢ F) o hogy G=8(6p), tgy
"fa,,s.( 5(019» = (o, (5(8(%73)'%» - qu'ep(c?(a,, 1%9»:
= 8(6 19) = 8((e ), 9)= $(Pae. (5 #2197 (H.@19) »

azas Yo ¢, Livomorfiznus, Leeld.

vzek eserint, ha as A=(A,F o ) reversibilis 41la-
pot=fiiggetlen hvisiautonsta A-véges,akkor /ﬁ|'= I G ) ¥ AoJ 5
(6,£6) «

1l.Leuma./CH.A.TRAUTH [22] / ErfSsen Besseftiggs
fillapot-figegetlen kvdzisutonata akkor és cesk akkor fél-
perfext, ha karakterisstikus félcsoportia egyadégelemes.

rigonyitds. legyen € as A=(4 T ) erfoen ssze~

—

fuges Allapot-fiiggetion kvigisutomata F karekterissti-
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kus fdlceoportjdnuk egysdgeleme, akkor ag l.lerma 220
rint

| ae G L3(a,e) =a]
winden %(6 F) =hes van olyan 6()(6 F),. houy

§(atg) = 8(aie)  (aer),

vivel A dllapot-fuggetlen, esért 13 = € . rinnyen be-
ldthats az 18, hogy '(57{= Z , asas £ cooport, tendt A
félperfext,
Forditva, ha A gé1pertekt, skkor ?:_ nytlvédnvaldan egyodg-

clemes, higgen definicid azerint ceoport. C.e.de

Svetkéwadny. leversibilis §1llepot-figgetlen

12, Lenn a./mw"s‘nﬂ 1.[3] / tasg A= (A ¥, 5)
kvdziautonate dllapot-fuggetien, akkor sz A=(A, F T)

kvdzinsutomata is dllepot-flicgetien.
rigonyitds. legyenek O (6ﬁ>63 19 (e F) 01 yanok,

hogy

) =5(@ )= F@i1g)=3CH »
Akkor &XF & [ S(a‘ﬁ(i)tg(a,%&)]
vivel A dllapot-figgetien, eadrt tetesSleges C(EA)
dllapotra

7 G L8648 =5(6,90)]
tel jenil, azas .

S(% §)=561g)=3(69)=5(%9) .

¥y dppen azt jelenti, hogy A i dllepot-fliggetlen,

Ssibvetkesniny. Ha A reverzibdilis d1lapot-figget-
len kvigisutomata, akkor A nmﬂlhatd gaoport-tipusa ,
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L% Se.tlvetkommény bimonyitdea o 12.lemme, a 3, de
4 Jtvetkeznény, @ 10. 468 1ll.lenma, velamint a 12.7Tétel
alapjdn nyilvdnvalé, A bigonyitdeban felhasandljuk még,
hogy erfsen Besgefiigg® kvdzisutomata homomorf képe i
erfgen tsszefliggl.

13.Lemma, la es A=(AF &) dllapot-fuggetden kvdui-

sutomats veversibilie S8 & F balegyeégelemeinek hal-
Baga, akkor

V. [@=(8(a,e)]|TeB>]
és bdrmely a, ¢ (€A)fllapot-pdrra |q| =/¢| teliesud.
pizonyitds. Na € ¢ B , akkor nyilvénvald, hogy
d(a,¢) € @ . Legyen most T=6 (a,6€AD, azas
YA L3GH)=56DT
Vdlasszuk ki F egy 4 elendt, akkor g =re is fenndll,
hogy S(c,c(')) = 8(@, 5) . vivel A reversibilis, eadért van

olyan &CeF) s hogy -SCO,&@Q: S(@) 6&) = &,
Tehdt : )
fve,{:ﬁ [ 5(“1‘?): S<a) %Q'F>j )

BEAZ % ?—5 balegyedgelene, . ‘

5 =% (%, neb) &> 3 aLi0@ )it e,
mivel A dllapot-fiiggetien, ¥z azt jelemti, hogy bdrmely
C,8 (eh) phr evetén |G| =|&| o Qeedd,

§.58vetkegndny. e az A=(MF §) reversibilis dila-
pot-figgetien kvdgisutonata A-véges do ven olyen a(c @),

smelyre [A;| primesdm, skkor A karakterisstikus félcsc-

portis ca port vagy minden eleme balegyadgelem.
Meonyitds., 4 1%.7emma bizonyitdadbdl 1ldthatd, hogy

" minden Q(€A)-ra |G| osstéja |A,| ensk. 7a |Al| prie=
sain, akkor |G| =1{ vagy [G|=]A,| « "a)C|= 1, akkor ssin-




tén s 13.lemma eserint minden & (€A) -re €] = 1 , vobsi
wmir adddik, hogy 75 egyvadgelenes, A 4.b6vetkesndény szee
rint A generdlhatd cecport-tipusu kvisiasutomata, sai ast
jelenti, hogy F caoport. Ha |&| = l’“fa\ s Bkkor birvmely
k(€ Aq) #11apotra _
et L 808 Bp=al b |
teljesiil. vivel minden 4 (¢ F)-—n S(a,b)€ Aq » ezbrt
_r‘eVF-f L 5(6'9 = 8(a bf)T,
“waz |

e #ZF%[ f"'zfj)
tehit & F  balegysdgeleme. 0.0.d.

A 12.7Té%) szerint minden reversidbilie dllapot-flig-
getlen kvdziamutomata isocorf, erfsen Usazefiiggl 4llapot-
-fliggetlen kvigiasutomatdk direkt Baszegére bomlik. Yegmu~-
tatjuk, hogy a direkt Ssemeg tagjainak automorfizsueal és
egyadare vald izomorf lekfpesdsei segitadgivel megadhatdk
a direkt dsezeg endomorfisnusai. Fadirt elfsastir az erSsen
tismagefiigs® 41lapot-figgetlen kvdzisutomatdk endomorflismu-
sait kell megadni. ¥oat dltaldnosabban a ciklikas dllae~
pot-1iggetien kvdgiautonatdk endomorfiswussit konstrudle
Juk meg. "bbS] epecidlis esetkdnt adddnak az erfsen Bsege-
figed 4llapot-filggetien kviziautomatdik endomorfizmussi,

13.78tel./Pancainyy 1.[3] / sz A=(4 F5) giBlikus
fllapot-fiizgetlion kvdpisutonste minden endomorfismuss
egy-egyértelni, tovdvbd E(A)SE(AF) 88 &(E(R))=|A] »

Fgonyitis. Legyen q, A egy generitorcleme ¢s ﬁCGF).
Pefinidijuk as X, 4 A— A lekfpezfst a kbvetkesh

nddon:

1e) Yoo (8 (o)) =S &) (F€F) .

Mivel /4\ eiklikus dllapot-fliggetlen wvdzisutonata, ezdrt



‘Xa‘,, ¢ ( (e F)/} Cocagdibe vald egy-egydrtelmi leképe-
edse. Voat negnutatjuk, hogy O(ao,el A  endomorfizmasas
ot (8(€1G0) =%, & (8(5(00) 1§ )=, ¢ (& (00, £qN)= 6 (e hlg)=

= $(8(0,k8),9)= 8 (e (5 £D,5)= §(o, 4 (©),9)
(c= S(QOIQ>€A Q&GF) . Logyen X € E(ﬂ) s @kkor van
olysn 4 (e F) hogy °<(G S(c;,, &>r~n3'

cf.,\& (S(G"(‘F)) - S@*’) &.F) g(g(cﬂ &>lﬁe> =
= 8(xe) §) = x(8lpyy  (feF)

azag X=04 ¢ o Tehdt A minden endomorfizmusa (18) ti-
puse. Yivel ciklikes kvidzisutomata homomorf képe is cike-
likee, eadért a 12.,lemndt i felbaszndlva kapjuk, hogy A
is oiklikus €llapot-fiiggetien rvdzisutomata. Tovdbbd Q.
;“- egy generdtoreleme. ¥zek utdn nyilvdunvald, hogy as

%, ¢ (8(= ) = 5(%%) (f€F)
minden &(é F)-—ra 4\ endomorfismasa, 4s A\ minden ¢ndo=-
morfisnues 1ilyen alaku., Psenkiviil
%ot = ok =2, VAL b)=5C )] =
=y S(ao,&) S(a.,,&> => Lo 0 =Way (& LEF).
Porditva, ha O(a 6= %o, ¢ (& EEF) , aknor
{e,: tLs(a s 3 (%, &p)]
£ BJNMivethesndny szerint A\ karakterisstikus félcsoport-
ja eg;;;aégelemoa. igy van olyan € CG F) hogy
a€4 [ 5\(0 €> ﬁaj
Az ellzfek ezerint akkor
g(Q":&) :8(5 ZG°I &)’Q: é‘\(‘?(aa)&) i(’>: E-a"" )
igy 46\7:: 4 [ ° (S(Go ;Q,’@)z 5(3(%,0 f‘?)] )
anibsl ndr 1dthats, hogy b(@{,,i:%"g;. Tehdt n
T X = Ea.,,&
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leképesds F( A) wnak E(A) =rs vealé egy-egyértelmi leké-
penéoe. Legyenek @ =3(c, f)EA b8 Xq 4 0 ¢ € E()s uikkor
o, g Xa,,g (d> = %, %o,¢ (3(, 1) = %a 6 (8("'») &f))=
= §(a., 4&f) = %o e (3. )= %a, 02 () -
Tey Xa oXo,¢=%a 66 o & &€F o nasonléen 14thaté be,
hogy YQ,'QE%Q:Z%’&. Tehdt

Y (Xaq Xae) =Y (%, e0) o

=g g %o, = V()Y (Kat)
ssas E(4)=E(R) . as 1e 14thats, hogy &(E(F)=/7 |,
ugyanis a W) — ;Za,,,a megfeleltetds egy-egyér-
telmil, Le@.d,

Jokbvetkesnény. Ha 8z A=(AF ) fllspot-fiiggetlien
kvigisutonats olklikus, skkor F(4) isomorf A kerakte-

l“!.t&k” f‘lﬁ!gm!g"go
Pisonyitds. Jelsljik A kerakterisstikes félesoport-

—

Jét T -sul 68 F 19('6 F) dltal npnuntﬁiﬁ oln&tf-ual.

Legyen f—-? ({,5€F), akkor ?(5;)-F)=S(ci’5'>' azas
£‘gF{[ 8(00,46): (e, g€y 1 5

tehdt oG, o =X, o o Hasonldan ldthaté be, bogy ha O(Go.,,f,:“a;’?

({,f)é F) , akkor ? = %; e 'z set jelenti, hogy a

"]’-‘ %,r@*>.¥ E(A)-:u& F -ra velé egy-egyértelmti lekdpe-

gése. Vivel O<,,._na [ > P s 0zdrt ¥ izomorfismus.

-)f): wf‘a

Jetel,

Megiegyessiik, hogzy a Z —p ?(EEE)IQM::.:G- homo-
morfissus, mvel & = { , esért cikiikus 41lapotefig-
getlen kvigisutovata endomorfismus~iélesoportja a kvidsi-
asutorata karskterisstikas félesoportidnek homomorf! képe.

Sefbvetkeandny. /PAR0S(NYI T.[3]/ pbemely A=(AF 5
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giklikus kvéeisutouate esetén sz beszes (18) tipusu le-
képesés akkor és cswk akkor endomorfimmuss A\ -nak, he

8 €3 4, reldeid /1. encis.

pigonyitde. legyen G, as A=(A T 9 ) ciklikae kvd-
sinutonata generdtoreleme, tovibbd az Boases (m)upum
leképesés A endomorfismuss. Tgy tetssSleges 4 (¢ F)
elemre (X, ¢ € E(r‘}). la 3? =g (SA,QJ ({,367:). azng

S ) =35.9 9) » akkor

§(a bf)=oto, g (3(au £3)=%, 6 (8@ 9%) = 3(a, bg)
ami ast jelenti, hogy qu ~eﬁ (fqiao>. tehdt § o kongro-
#ncime
Forditva, ha §, , kongruencia, akkor kinnyen beldthats,
bogy ménden 4 (€F)~ra a (18) leképesds egyfrtelmii, A
15.94%e]l bizonyitdea sorim ldttuk, hogy aek a leképesdie
sek miivelettarték., Qee.de

Ap nylilvdnvald, hogy ciklikus kvdziasutomata minden
endomorfigmusa (18) tipusu.

R OPINEE [19] bebizonyitotts, hogy minden cikli-
kus kvisiautomatdra C(E(M)E |A| | 4 xbvetress tétel
enndl jobb becaldest ad,

14.74tel. /BARCSANYT T.[3]/ Einden A\r(ﬂﬂ:;éf\)
eiklikus kvdsisutosatdra O(E(R)< 14|  terjesil.

Mzonyitde. legyen Q. A egy generdtorelere. Yem
nehés sedmoldesal beldthats, hogy as X —> X(%) (o€ E(A))
hozezdrendelfs egy-egyértelmi, Wa \X‘/%Cé E("?))olymk.
amelyekre o<Ca> /5(0) teljesil, akkor

Z ALK ) = 8@y 1 D)= 8By £)= PEEN T
ans X=[ , vehdt, ha X F/>, akkor °<(‘<‘)7E /5(Ga) "
ami dppen azt jelenti, hogy 6’(E(A)> & I A'.
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Jelvljuk as A =(A F,3) ciklikae kvizisutomate
gemrﬂtcmlntlmk halmazdt g -vel. Bebisonyithatd, hogy
(J‘ A -beli osstilyok _a_ayontéu. Legyer ezeknek asz
osgtilyoknsk a halnasa 50)

ggﬁ % /BABCSANYT 1.[’5]/ Ha @s A=(AF &) gikli-

aM € C[A) é——> S(a,,@ € g

1gy 6C)=/G|

Pigonyitds. Ha Xg ¢ (6 €F) antomortismus, skkor
birmely €(€A) dllapothos ven olyan €7 , hogy

o ¢(Sarp)) = & o asan £= 3G 8f) <5660 )

P2 asonban éppen nst jelenti, hogy 3(05,-@ € g .
Tegyik fel most, hogy J(G., Q)-é g o akkor o ¢ A tnmagdra
valé leképeséee. 1gy a 13.T6tel sserint o 4 € ((A)s szin-
tén a 1%.7éte]l alapidn kapjak, hogy &(G(ﬂ))ﬂg] o LeGelly

fa ag A=(41Fl 5) kvdziautonata erfeen Bossefigg?,
skkor minden endororfigmusa ez A dllapothalvest Ynnagde
ra képesi le, "z asért van, mert erfgen teasefliggl kvidsi-
sutomatinak nince valddi s-réoskvdsisutonatdja. / 1. ACe
ripox[11] / ta még A A-véges is, akkor minden endomorfiz-
musa sutomorfismus. A 15.76telbfl aszonnal kovetherik a

ggxgvetkomén! /Banesinyr Y. [SJ/ Irlsen bsagefiggs

avtororfienus.
A G.lemmdt felhassndlva adddik a
;a.ruvememéng o/DADCSINYY X, [3]/ e _se A=(AF3)

kue félcsoportia moneid, akkoxr C(G(W)=[G[ .
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16,76tel./PamooinyT T.[3]/ a2 A=(AFJ) eikli-
kus dllapot-fuggetien kvisisutosata £(A) endomorfissus-

=félesoportjs igomorf es F karakterisstikus félcsoport
egy r‘ouﬂlggmﬂj dvg o

Bigonyitds. Legyen f—:) ag olyan f (€ E) osztdlyok
halmaga, amelyekre é\(ﬂol\Q:x(bo) ({16 :E) tel jesil
valamilyen & (GE(Q)>-ra. ahol Go A egy rogeitett gene-
rdtoreleme, Peldthats, hogy E) F répafdélcaoportja,.
NDefinidljuk a “-[/ J E)——? E("D lekdépegdat a kiivete
keszd mdédons

YIE) =X o ba &G ¢ =)
Kbnnyen beldthats, hogy E> E(4) =ra valé izomort
lekdpendoe,

17.7étel./PAB0SANYI 1.[3]/ Ha as 4=(A,F,é‘) cik-
likus kvdszisutonata dllapot-figgetlen, = :

E(A) (E®), F, §’) kvisisatomats Jd;—dogﬂdltl abol
jgkg%)e )'4{> = O<Q”&f (¥€iFi)
s E(H=A

Iizonyitds. Mivel ‘
o, g = Xo, 6 &> N L 3(0 6D =80, 4)]

ezdrt ~
Ko, g = o, =7 Y FL[%a,0= %aep ]

5 Q, a, - 8 °<Q ) 8(8(063, )‘?) )
MZ‘?% c g« l:,ﬁ@) A\‘x ot gogaﬁ&io?olmc/. :uaa ﬂ?(#})

idl-definidlt,
A Y Ofa,,g”'gg@..,ﬂ) lekdpesde E(74> ~nak A -ra valé
egy-egydrtelni lekdpesdse, Vgl megnutatiuk, hosy\f/

homomorfisaue:

V(8 (Kaye ) =Y (e tg) = Xomy &) =
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= S0 ) = 3 (36 1) =9 (¥ (o), 1)

(fe F) e Qeoeds

rgy S félesoport A transgformfeidjdt S baltranss-
1doidjdnak nevemstik, ha A(At) =A(8) t (ate & 3
teljeaniil, A félesoportok elméletébsl ismeretesn, hogy
bdmely monoid iszomorf bsltranssldeidinak félcsoportid-
vale

18, 7éted . /Bancsinyr 1.13)/ s ss A=(4, 7,3)giklikus

T - Uggetlen, akkop F(E(A)) az E(A)

és E( E(A)) = E(A)

Pizonyitds. Megjegyessik, hogy F(E(A)) as E(4)
kvdzisutonats endonorfismus-félosoportjdt jelsli.
Legyensk X o , %o ¢ (€ E(MD) tetestlegesek ds A cE(E(#)).

Akkor : g
A (X g, % g) =M (g, 00) = AL (4 (°<a.,,4 ) &)= 3 (u(xp), k)

= 5)(dq,% )&> = %a,,q¢ = K“w"a Xa, =A(°<b,,a> %, e )
ahol Z,eiﬁér-' da /’-t(%,,,@:“a,,s » BZas M EC#) bal transgs-
ldoidja.
lLegyen moat E(A) bal transsldeidjan. Akkor
/("(8 (“a & ﬂe>> /‘(“a &;) /*(“Q,,e( rF) A, &> X ™

0.% ,%{L— ) (Xac‘) 7-?) 5(/“( a,&> 1),
ahol ¥f6F L] /“( ) .,,(a s BBaE A Em)nndomornmau.
wivel E(4) monoid, ewért imomorf beltranssldoidinsk
féleasoportjdvale. Qeveds

19.%6tel./pr505 071 L. T3]/ o e B=(B,F,3’) dlle-
pot-figgetlen kvdsiautonats as A=(A,F 5) ciklikus
kvésisutonata homomorf képe, skker Z(4) homomorf médon
bedgyashats T (B) -be.
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Bigonyitde. Tegyen a '/B:‘(‘B, F,87) d11apot-figgete
len kvéziautomata ag A=(4F 0 ) eixlikus kvdziasutonata
homomorf képe @ qf homomorfissus mellett. Yinden

= (5 E(’"‘)) ora definidljok a kéivetkessS leképesdats
Yo 9@ — g(x(ey) (e €A) .
legyen most \((G)ch(@> (G, 6ehd), Vaunak olyan A
%CGF) elemek, hogy Q=<§(0c,{»> Ga @:5(%'?7) y 8hol G,
A egy generdtoreleme, Igy
S(gerd) = 4@ = 4(&) = &(gla 19> .
wivel 75 dllapot-filggetlen, ezdrt
()= (x(8 [a"na)» = (f)( §(x( $))= 8)( Y@ ) =
= 8(g(@y) 1 §) =4 §N=¢X(Eg)=(<(®),
uzag '\{/04 B tnmagdiba vald egyértelsii lekdpazdse,
v“inthogy
Yo (3°(4ey) 1)) =t (¢ (5o p3))= Y lepN)=
= ¢(3(x(@) ) = S (G, £) = S i), )
(ceh JeF) o esbrt "y, € E(B) o Tay a8 X 7Y
leképesés E()‘}) —nak E(E) -be vald egyfrtelmii leké-
pesése, Végul

Yace (@) = ¢ (5 () = G(x () =

=Y (G(A@) =Yg (§(=)  (ceh),
ey Yup=Wx A (“;ﬁe E(4)) , azaz az ¥ —2 Y
(o( ¢ E(A)) leképezda homomorfismus. (eed.

Legyen as A=(AF o ) kvésisutomats ciklikus 6o G

A egy generdtoreleme. Nefinidljuk F Ti‘,q, réaghulnge-
8t a kiivetkezd nddon:

PeF, & S p)=a (eeh) .
fiyilvénvald, hogy F@q "F¢ (C* 6*4> . legyen

to, =K Ropq | GEAD
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Ldthaté, hogy |7, | = [A| « Tekinteik az T, haluas
Ro,= < Py | %€ E(A) > ¢e
To, =< Foux(ay | ¥ €G> (T, & Ra,)

résghelmagait, ds definmidljuk K, «ban & %, miveletet
ae
E’nx'(ao) *o. Fopey = q:a,,o({?;(qe> (°<|/3> cE(A))
basnefliggdosel. s lehetadges, hismen nyilvdnvald, hogy
ug
TI:C_?c,t><(af,) FCL/%(G,) = xf(G,)
tartalmssds femndll, Az K, balssst s ¥, miivelettel

£ 3
egyitt jelBlje 2c:

©

L4.lesma, o A=(?F ) ikiikue kvisioutorats o
@. A egy generdtoreleme, skkor R, 2 %, miveletre
afzve félcsoportot alkot, amelyuek T;f része rtin,
tovibbd 'R;f =E(R) ss Tq’f =GR .

A lemma bigonyitdes nagyon egveseri, aszt kell mege-
mutatnl, hogy s2 X —> T @y (X€ E(A)) 1exépento
isomorfizmus, A lemmdt C.P.wPP0 [24] A-véges erfsen tsg-
szefiggl hvdzisutomatdk antomorfismuscasoportjsira bigoe
nyitotta be eldggé hosssedalsas uton. A lenma eredményed
xiterjessthetsk E£(A) tetszfleges rénsfélosoportjira is.

Yegjegyessiik, hogy a ¥, mivelet parcidlis mivee

letként as
Foa ¥q Foe=Fac &> e[ RoTae S Fac ]

ceq
definiciével kiterjessthets az egéez I halmasra is.

Fkkor kbnayen adddik, hogy a §, ., reldeis /1.(9) / akkor

Ld

é8 cesk akkor kongruencim, ha f; 8 %, wiveletre néave
félesoportot alkot. Valdban, ha §, . kongruercis, askkor

%
Sac, =S4 71+(1)/ 6o tgy F, = F . wegforditve, legyen
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F; félcsoport ds { E% (ggla,) (1“;6;76— F) « sxxor
valasilyen Q(€A)-ra f g€ Foq o« Legyen C(eT) tetass-
legen de 4 C‘E,@ « Akkor.létezik olyan C (€¢A), hogy

Foefoa ST o+ ases

S(a &f) =c=38(.,49) => 4f=45(¢0),
tehdt §) . kongraencis. Fegel azt is kaptuk, hogy as
A=(4,F8) erfisen tsazefigyl kviziautomsta akkor és ceak
akkor dllspot-fliggetlen, ha . Fq* wminden a(e#))-n f6le

| caocport.
20, 78%ed. /PABOSINYT 1.[3]/ Uinden A-véges ciklikus

apot-Tiggetien kvisisulonmata erfsen Uoszefizgh.
PMizonyitds.Tegyen az 4=(A,F ( ) ) Awvégen cliklikoe
kvézinutomata dllapot-figgetlen de . A egy generdtore
eleme. ikkor birmely A (¢#)dllapotra F,=F; 4de (lFaJ:)
| Fal =|A l s "z ast jelenti, hogy bdmmely GCéA)dllapot-
hoz van olyen 73(36—7:) whogy &=38(c ), szaz A erfSsen
boazefliggle Ueted,

A 13.76tel sserint a (18) tipusw leképezések a cik-

likus dllapot-fliggetien, & ezsel eyyitt sz erfgen Hosse-
figgd dllapot-fliggetlen kvidpisutonatdk endomorfismunssit
sgolgdltatjdk. A klvetkesd lenadben megmutatjuk, hogy a
raversibilis dllapot-fliggetien kvdzinutomanidk enfomorfige
musal hogyen 2éhatdk meg erfsen Hsszefligyl dllaprot-fligget-
len A-résskvisiautomatdik (17) ds (18) tipusu leképesédsei
aegitadgével.

15.1emma. la G sz A=(#F5) reversibilie é11spot-
=fligretlen kvdziasutomata minindlis generdtorrendisszere,

T:GC—>G ga w:GC—>F , akkor s
U9 Prw (30 )= (T)) &ayd) (@& G feF)
leképezde A endomorfissusa, ds
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(20) Yareo ":G}ejc Pooymy Xa,, @)
8oL Yo7y (A7) 88 Xg @y (38) tipusu leképezbuek.
Zovibbi A minden endomorfizmusa (19) tipusu.
Disonyitde. Mivel A reversibilie, esért ha
S $)=3®.,9) ($15¢F; a,8.€0))
skkor van olysn « € T , hogy
4, = 8(3(6,, 9), &) = 8 (8 ), 6) = 8. $6
¥bbS1 asonnal kbvetkemik, hogy C,= 6, , mivel G A
minimdlies generdtorendssere /1.2.lemma bigonyitdsdiben/,
A &llapot-figgetien, igy ? =§ » tehdt
T(T(a)  wo(anp) = 3(5(Mlea, wpem) §)=3(6(7(ey,48) g )- S((&) <(8)),
ami azt jelenti, hogy & (;,, A Unmagdba vald egyértel-
mii lekdpezdse.
legyenek moat a(e A) és 73 (€ F) teteallegesek, akkor van
olyen k (€F)ss (€ C), nogy <=5, &) v 18y
P (3(e, £)) = (3., 6f) = é\(ﬁr(a")) co@o)&{i) -
= 3(S (M), @) 1= (o (36 ), ) =8 (5@ 1 F)
azes Y7, A endomorfiszmuss.
Porditva, ha X € E(A) , G.€( 6s x(@)€e Ay (6.€C),
akkor legven 'IT(GO)=@° s w(a) = ¢ ganal £ Tiog((ae) egy
rogeitett eleme. A sz A (C€()kvistautontdk airext
Seesege, e2irt minden X (G E(A})-ho- pontosan egy olyan rQ@o
(@.€C>vm. nogy X(0)€ Ag o Pz ast jelenti, hogy & T
68 w leképesdmek egyértelnliek. Tovibbd, ha S(Gb,#) A
tetssSleges dllapota, akkor
&(5( 1)) = 8 (x@) )= §(8(n(@), w6y §)=
= I(T@), w(@)P)=frw (3(e. ¥) (ael;feF),
agas X = (p,5 . Kaptuk, bogy A minden endomorfiszausa
(19) tipusu.
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tegyen (., €E( h) éa $ (%,@) ((eF} A, tetazSleges dl-
lapota, akkor
Pro (3@ ) = S(@), “erf) =
=Y. (500, (@) = fa ey X a6y (3@ 1)) 5
asass Y, | Aaaz%o,ﬂ(ao)moo,w(a) (Q,éC} ani ast jelenti, hogy
Yt s =Gote}c%°'7(a°) Xg,,w(a) + / Pmiékeatetink arre, hogy
Yriolp,, rw Ao -ve veld restrike1djst jeleati./ d.e.d.
21,76%el. fm sz A= (AF.8) reversibilie kvdsisuto-

mats &1lapot-fugcetien, skkor E(A) = E(A A) .
figonyitds. v1Sesbr megrutativk, bogy ha G A
minimdlis generdtorrendezere, akkor G <G ' G €G >
A minindlis generdtorrendssere. Az nyilvdavald, Bogy G
A generditorrendasere /l. 1l.0ldalt/, legyenek Gn, (c.—C) |
és ¢ CGF) olyanok, hogy &, ..S‘(E ) s B28%
WL &L (e fL) = 86, 6]
G A sinimdlie generdtorrendszere, igy ebb8l G = &,
kvetkezik,. ¥z ast jelenti, hogy E K minimilis gene-
ritorrendszrere. Pzek szerint a (19) tipueu
s (8(@ D))=8(T@)  wayn) (a.eC, feF)
lekdpezdask, ashol T G—=>GC ds W ! i ~% - " E endomore
figmasal, @ 74\— sinden endomorfizmuss ilyen alaku, Vsek es
eredndnyek as S.Xbvetkesmmény felhasgndldedval asonnal addd-
nek 15 lenndbsl.
pefintdljuk a ! E(4) —2E(A ) 1exépessst a kbvet-
kesd nddon:

i) =Yrs € ¥ & LTE) = T Glay= @]
¥ivel az a°~—>a° (OGC)wuﬁundcléa egy=-egydirtelwi,
ew‘rt a T ¢o 82 & leképesdsek jél-definddltak,

Prio= Py (EEH) ;ZOZ.‘Q [Z ';Z [ 3(e | w)f)= ) (”u' @), oo’(a.;),{)]] =
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—> Y o [ 7 a6) =S, w&)] =

= ‘a [ §(T (&), 5e@y)= S(T’(a; W(a)) ] = st -
Porditvm

45 = Yo = VEL LI (TE), B@Y)-3(P@), ZEp]] =
= Q__ge&ao[ y {a[ & (Tl w(‘)ﬁ) NGARZONE

vivel T(G> | ’T(G) €C 4G A ainindlis generitor-

rendazere, e¢sfrt

G.Z:a" [PTTE:) - Tey]

azag
ALY e L3(M@, )= (0 T
de vr(o,) T@) € G 60 ( A minindlis geserdtor-
rendazere, igy _
v a [ Ty =2@&)y] |
asas T= T w[ca) W) 8 D@E)=wW(w) (GE€GC)
felhaszndldsdval kspjuk, bogy (r,, = $op oo Tehdt Y egy-
ngértolaﬁ leképesds. Na T végigfut ( transsformdcidin,
akkor T is végigfut C transsformdciéin. Fz ast jelentd,
hogy Y E(#) -t E(A)-rs xépesi 1le.
Végil megrutatjuk, hogy % 4 izomorfizmus. Legyenek fr..
YT, € E(A)y 8(2 1) (%€C, {67 ) A tetazsleges dllapota,
T =TT, 68 w(G)=uw,(T, (@)W, (%), akkor
Prwo, 0, (e (a-;{‘D =Y, w.,(é\(wt (G?)) W, (c) 7‘1) it
=0 (Tﬂ'&(%) ) & (TL(G,D wa(QQF): Yoo (& ( H(’>> )

azeg U, Lf’“[t«, =Y%u0 o

e 'T”(r = a( (a)) ‘T(a> '7(00 - ’“u‘(aa) ss
,(’Ir (ao)> W (a) w, 'tTL(a,,))w (a) =y, (112(c°>) w, (3 ;
esdrt

(5("‘*'11&)) ) (§(% (&) ) @, (G ) =
('rfrcm C(T @) (@)= Y55 (5(% 1)
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azag lﬁ:‘@ Lf),ﬁ@=‘-f475 « Tehdt v valéban izomorfis-
fR2. Jeletls

A tétel bisonyitdsdbsl 1dthats, hogy ha W+ T’,
akkor (fq.% 3& (f’n"w" « Tovdbhd, kinnyen beldthatd, hogy
(24) P70, = Yo é:_;> a:zaq“[ a’?‘—)j “E_T‘T) ]
/Megiegyessiik, hogy ¥ -ssl jelsltik A F karakterisse
tikus félcsopostidngk £ (€7 ) dltal representdlt elesst./

11 Xbvetkesnény. s sz A =(A F ) reversibilis
kvéziasutonata dllapot-fliggcetlen, akkor A karakteriszti-

kus csoportis izomorf médon bed A sutosorfig-
auscacportidba.

V—

Pizonyitds. Az S.XSvetkezsény ezerint A generdl-
haté csoport-tipusu kvdszisatomata, ezért © karakterisz-
tikus félemsoportjs ceoport. Legyen ¥ A C minisdlis
generitorrendszerdnek identikus leképesése, da ¢ (
minden elemét + ugyanazon elemére képezze le. Jel®ljik
ebben az esetbem (., =t () =val, ha %Z'CG‘;_?‘O(Q«)JJ .
Az elfz8 megjegysésbdSl kivetheszik, hogy 8 4 —> Ye
(k€ F) 1exépesss egy-egysrtelni. Legyenek 4 & { €F &8s
g € G , akkor

o e (5 D)= Yo (8, )= (0 L6f) = g, (SC- 1),
azas Y Y. = Poe . amidsl mér 1&thats, hogy s & —> T,
(¢ € F) 1exépesss 1zomortismus. ¢ € G(A) (L€F), miver
' =0°L€JG‘PQ”Q é8 Yo, q (G.GC) & 9.xvetkazmény szerint Ag

autonorfizgnuss. Qe0.d.

_ — S—

vegijegyesailk, hogy F F// és F ¥ / howomort
kxépe, sz A reverzibvilis 4d1llapot-fiiggetlen kvdzisutomata

F karskterisstikus félecsoportjs / és = bemenS-félcso-
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portju/bonoaorf/.ﬂdoa bedgyashats 4 C(4) automorfiz-
muscsoportjdbs. Ha A generdlhats csoport-tipusu kvéai-
satomata, skkor a G.lemma sserint A= A , 1gyF 1s0-
morf médon bedgyazhaté C(A) -ba. Ha A reverzibilie 4lla-
pot-figgetlen kvizisutonata, skkor A gemerdlhaté ¢so-
port-tipusn kvidziautomata /1.%.FGvetkesadnyt/, esért a 21,
rétel sszerint, ha iszerjik a generdilhatd csoport-tijpuse
kvdzisutonatik enfomorfizmuseit, skkor s reversibilis 4l-
lapot=Tiigretien kviziasutonatdk endomorfismusait is {smer-
jik. Megjegyezalik, hogy ba ¥ az A=(4 F, 8) reverzibilis
411apot-fiiggetien kvdziautomata A €llspothulmazdnak iden-
tikus leképezdse, akkor a 4.lemma és az 1.X8vetkesnény
sserint A =t xiegfazithetiiik olyan egysfgeleres bemenS-
~félesoportu generdlhatd kvigiaatomativd, smelynek endo-
morfiznusal segegyesnek A endomorfismusaival. Sainos A?
nem bistos, hogy csoport-tipusu kvdzisutonata, Frre vo-
natkosdan tekintsik & kivetkes® pilddt:

4.rélda. legyen as A=ATF S ) kvdnmm-ﬁ $1lapot-
helmaza A=<1,2> , s bemenS-félcsoport F ={4, fo] » wmely-
ben a miveletet az 4/f;=f (1j=12) egyenletekkel definidl-
juk. A & 4tmenet-figgvényt o kivetkesS tdbldzattal adjuk

& A 2
Y D
.‘Fl 2 2,

Az A kvézisutomata reverzibilis 41lspot-fiiggetlen, de nem
csoport-tipuse. /l.BaPesinyy 1. [3] / Wegadjuk as A‘f kvi-
sisatonata dtmenet-figgvénydt 121 anibSl 14thats, hogy A\Lf
nem dllapot-figgetlen: 7 vt

SL(CrD



| 1 2
T 1 2
L1 4 A4
L 1.4 4

Pezel a példdval ssemldltethetjik a 21.Tétel dilitdedt lo.

re A ’—‘( A i F, 5 ) generdlhaté csoport-tipusu kvdsiautomata A

—
e

d1lapothalmazs 68 © karakteriestikus csoportja egyelemi

halmagok, 1gy A identikus leképezése A egyetlen endosore

figmusa. F8nnyen 14thats, hogy A egyetlen endomorfimmusa
A identikus leképesdse.

A (20) leképesde

(22) Yy = (Y o0 ) (& %, war)

alakban ia irhatdé., Vemessilk be a kivetkenld jeltldeckets

fr =O.Léc(f°'¢7(“'°>  Xu =a,gc %a., wiay
/egiegyensiik, hogy ify=fy, » 8hol W, G enek as F
karakteriostikus félcsoport belegysdgelemei egyesitésdbe
valé lekdpesdae; ,=|f; ,, o ahol ¢ C identikes leképesd-
se./ Jelsljik @ ¢, (T:(—>C) leképeséoeck halmasdt T -vel
s az OC(‘,'(w:CﬂF) leképesdaek halmazdt H -vel,

22.T4tel. la az A=(A F3) reverzibilis kvdziasu
mata dllapot-fiigcetien, skkor T as E(4) endomorfiasus-

~félosoport olyan résafélesoportia, H pedig e ((4) auto-
porfisnuscesoport olyan réssceoportja, amelyekre

E(H=TH , TNH={]

teljestil, ahol 7 E(A) egységeleme.

Tovdbbd, T -nek van olyan P pésscecportis, amelyre
GA)=PH=HP |, PNH={1]

Heonyités. A bisonyitde sordn a tétel elltt ée a
15.l¢eomdban beveszetett jeltldaseket hasandljuk,
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A 12.,7étel ds a 9.Xbvetkezndény sserint minden Q,,(GC ]
Xa,, wiay A‘raoautcnorﬁmu. ¥bbAl mir kinnyen beldthats,
nogy H a G(#) satemorfismusesoport részcsorortia.
legyenek (fflq 3 (70,”; €T éa G= S(é,,nl) (Go e ,#67:) A
tetezfSleges dllapota, skkor
U, ()= Yo (5@, 1) =Y ($(BGa) )=
. 5(’2(‘,‘7/'2(0.,), ‘?7 b %;71; (S(Q”;ﬁ) . %67’; (G) )
agaz %,—4 (.qut %;7?; e T , tehst [ E[/D réazfélesoportia.
#ivel E(#) bdrmely eleme e154111thats (22) slakban,
casrt E@=TH { TnHu={4) .
tegyen T ( pemuaticidja. A az Ag (Oof C) kvéziastonad
ik direkt Bsazege dn%)w@)é@ tipusu lekdpeazds, azaz /?fa,
A’T@,‘)’” valéd isomorf leképezfee, ez'rt %T € & 1)
Jelsljik as ilyen C(,,,- lekdpezdoaek halmasdt P -vel.Pg 0w
ryilvénvels, hogy G[v‘}) résscsoportja /1={1. dée
Cf,;.:i=<{7-4 /s tovébba PN H={17 s8¢ PH, HP < 6[74) .
Tegyik fel, hogy /5=%TOQU & C[?‘D o Pivel X GG[)‘?). ezért
"F’R’= fSo(;"L GG["D « anibfl mdr adddik, hogy T ¢ pere
matdicidin. Eaptuk, hogy C(4>=PH o Végil megrutatjuk, hogy
PH = HP . 1egyenek P (GP) g8 o, (eﬁ)tetszéleges
antonorfissusok, skker as
@3) o4, =0.L6)'C0(a°" wie) q,’(a‘;)-— Lo(qr~4(a,)>
leképesss is eleme H —nok. ma 8(a. §) (c.€G feT) A
teteazfleges dllapota, akkor
Ry Y (51 (e, {,)) =%, (& (’72’[0,7,{’:)\)7- ) (T(Q) , w(T'(a)) 1{):
= Qg (8(%) “@H)=4; X (e ¢ (Gv )= Xy (8 f),
agaz
(24) %o Pq =Yg Xw
ami azt jelenti, hogy PH = HFP .« Qeeede
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i 1l.Fbvetkezndény bizonyitdsdbsl 1dtezik, hogy ha
A reversibilis dllapot-figgedlen kvézisutomata, skkor
Z\X- karakterisstikus 7Télcsopertje isomor! médon bedgyas—
hatd [ -be. & ?1.Tétel bisonyitfeddsl kivetkesik, hogy
ba  Up X, =VWLO<WL (c,,,,:, G €T %y %o €l)y mkkor T_,= ?_i_’
azas ({’”Adt‘)4=(7’7q' X1y, » (22) ezerint, akkor Q.,‘?S,CG Z%=%] ;
ami éppeam mzt jelenti, hogy %, =i
12.Z0vetkesndny. legyen sz A=(AF ) reverzivilis
kvdzinutonats dllepot-figgetlen, fia O( E) > 1, skkor
P szomorf H satomorfizmuscsoportjénsk egy réss-
csoportidvsl. Ha O'(i?):i, akkor 1= y ’b}
Fizonyltds. legyen ‘]07(- € P 4a @(‘X’w)zdwv akkor
68 esak akkor, ha X, X, (E#) kielégitik s (24) felté-
telt. "yilvdnvald, bogy €. /7 persaticidja. Na &, )X,
H tetszfleges elemel, akkor

Pr Ko Kig = Xy Yo Xig = Kop K2 P
amibfl 14thatd, hogy (97( H asutonorfiasusa,.
Tegyik fel, hogy @qqz er; (%;#%26?)! asss
By = Yo Yy, & Y1, i = S0 G, (X W0 €.
Ha 0(4‘,, D(wq (6179 elemekre (fTQ/ = o(;\,? (f‘q‘ ée q)’?TO( :o(.hp (f'Tz ®
akkor D%’ %r w‘f’w » lgy ‘f'lq W™, lv‘f'r ({T' -

iy Y Y, = G, Xy (%, €1)-
Legyen most & ( F) >4 , tovdvdd Xy=, U D(a )w(a) (é@olym.

hogy legalddd egy Co (66 ) elemre

4‘740_3 + (T T(ao»
teljesiljon. wivel T,+ T, , esért A, + ﬂ ACS e
azag . (G —? | vhlassthaté as elfbbi feltétel szerint.
Fzek szeriat minden { (€F)-re

8 (@), wi@d) =Yg b (3, W) D)= Y, X iy 5 )
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= 4Oy ) =4, Gl )= 4800, )=
=Sty w(r ) (T TNE) = ST, )

smibll (0(a,) =m kivetkesik. Fllentmondds.

?s ast jelenti, hogy ha (fq-q #%Tz Cé?)akkor (9774 =+ (977_ .

azss a %T-—7 T leképesds egy-egyértelmi,

voet megnutatjak, hogy e3 & leképesés isomorfizmus. le-

gyenek (7 (fr €P)és X, (1 ) tetassregesek, ha
P, %o =%o, Yy, 88 %o = % Y, (Ko, X € 1D

skkor Y7 Xiy= Gy, P, Xy = Gor, Kooy i, = e, o, g, =50 Y7 )

tenst O Of (%)=, (Xuw)=Xw, = Og, (%)

igy eqn @qu = @qm,—L s omi &ppen ast jelenti, hogy &
Yo —> O leképesss izomorfizmus.

ViV a[a=s(E8)=SC1)]

peF Teh
4 1%5.lemma sgerint ~ minden eleme balegységelem,ezérs
bdrhogyan is vdlasztjek sz W' G2 leképeszést,

\Eké/;@ a:Zga“ [ %o ey (B PI= (6. we)P) @],

T 0<’w=ajéc°<aol (o) =1V o+ fregiegveszik, hogy ebben ag

esetben C(A) =T 4s C(/D:P o/ QeGole

regyven C as /Q:(G,'F,3> reverzibilis 41lapot-fiig-
gotlen kvdsisutonats minfindlis gimrétomm!sserc, akkor
D((G>=<O((Q.> la.€C> (Ké'ﬁ> ie minindlis generdtor-
rendegerd A -nsk. Ha X F/ (e#), skkor 0<(G> #{S[C) -
#ivel birmely generdlhatd csoprt-tipasu kvdzizutomata
félperfekt kvdziautomatdk direkt Hsszegire bomlik, ezért
a 23.7ételbS) adsdni fog, hogy ha G, és (, az A generdl-
hatd csoport-tipuse kvigisutonata két minimdlie generdtor-
rendszere, akkor van clysa X (évH'), hogy O([Q): Cz_ .
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FELYEUFEKT EVAZIAUTONATIER'L

Az el828 fejezetben ldttuk, hogy s generdilhatd
csoport-tipusu kvisisctonatdk igomorf félperfekt kvisi-
sutonatdk direkt Ssszegeudnt dlinak elf. CH.A, TRAUTH
[22] megmutatta, hogy egy erfsen tsszefliggl kviézisuto-
nata akkor de ceak akkor félperfekt, ha sutomorfizous-
esoportjs tranzitiv. A kivetkes? tétel ezt zz eredményt

- fdltaldnositjs ciklikas kvdzisatomatikra.

23,76 tel. /BaBcsinyT 1.[2] / a2 A=(AF3) ctrdskas
%‘. és_csak akior félperfekt, he C(A) trasszitiv.
Bizoayitds. Szikségessdg. Tegyen az A=(A,F & D
kvdzisutometa félperfekt, tovibbs G & (CA)tetszSleges,
de régzitett 41lapotok. wivel A erfsen Bssszefigzs , igy
van olyan 4 CGF> , hogy & =S(a,&> e A 13,74tel 43 a 9.
TBvetkezndény agerint ez
X (3(a ) =8(6 §)=3(c, tfD (#eF)
leképezés A asutomorfismusa. e & egységelene, skkor
ag l.lenmét is felhaesndlva, kepjuk, hogy
x (a) =x(5(a,e)) = 5(6,€) = &
sni szt jelenti, hogy C(A) tranzitiv.
Plegendfady, legyen az A ciklikus kvdziautometa C{A)

satomorfiznuscsoportja tranzitiv, A B.lerms szerint A

d11lapot-fiiggetien. Tegyen Q, A egy generitorelece,

van olyan © (€ ?:) s hogy é\(bO)e>:Go . Tekintstix A egy

tovibbi Q dllapotdt. G (A) trensitivitése mistt van
olyan X (GC(QD o omelyre G=D<(Q¢) teljesiil, Axkor

Slae) = S(«x’(@),g) = x (§(a., e)=x(G) = a,
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¥6nuyen beldthats, hogy ¢ ~ karskterisstikus félcso-
port egységeleme. Tekintsik most © tetszfleges { ele-
nét, &8 sst az X(€((A)) sutomorfizaust, amelyre
o (Go n@) =f><('0»> teljesil. A ciklikas volta miatt
16tenik olgan G (¢F), bogy S(2 §)=x"'(a) . 1gy
3(a ﬂl‘(ﬁ: S(J(a"l"%)%): g(‘x@'),‘])>= x (& ‘*o:co)>=o<o<'4(ao> =G
asaz { b‘ﬁz% = ¢ ., Hassonldan mutathatd meg, hogy §¥= [
¥z szt jelenti, hogy _q :ﬁ— inversze, tehdt T csoport.
Ciklikas csoport-tipusu kvdzisutomata félperfekt. (.e.d.
16 Lemua. /PARCSINYI 1. [2] / Birmely A=(R,F|J)
ciklikus kvdzisutomatirs ©( ]——:) Z (4] feljesil.
mizonyitds. ¥a Q. A egy generdtoreleme, akkor
birmely G (¢A4) 41lapothos ven olyan { (¢ F) , hogy
a = X@o;-ﬁ) . AB m:ﬁ‘ _*75\(% ,~F> hozsdrendelds egyir-
telmi, esért O(F)Z [A] . q.e.d.
17.Lesna./G.Po G [25] / Bérmely A =(A,F,5)
erfses Ssszefigel kvisisutomsta ((4) sutosorfizsuscso-
pertis A reguldris pewmutdeidcsoportis.
Pizonyitde. legyen X € CG(A) , rlegends megmatstni,
nogy he valsmely G (€4) 4llapotra X(¢) =G , askker X
A jdentikus leképezdse, legyen e cédlbdl @Ceﬁ) tetanl-
leges dllspot és {1 €T , smelyre @=5@,1‘13 » skkor
(&) =S ) =S (e)  §)=56 )= 8,
amivel & lenndt babisonyitottuk.
A félecsoportok eluéletébSl iemeretes a

18.lenma. %s s A haluss egy C regeldris permatd-
ciSesoportjs tremgitiv, skkor [41=0(C) . Forditve, ha a
véges 4 halmes egy ( reguldris persmutfcidcsoportjdra
(4] =6(C) 2edjesii, axkor (i tranzitiv.
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A kBvetkesS tétel kapcsolatot teremt a félperfekt
kvdziautomatdk sutomorfizmus- és karakterisstikus cso-
portje kosttt. 2 tétel elsS dllitdedt CHA.TRAUTH [22]
biszonyitotta be,

24,76%e1./PABCSINYT T.[2] / Ba ag A=(H F )
kvésisutozata félperfekt, skkor ((4)= F . pegforditva,
ha egy erfsen Bsszefiggl A-véges A=(4,F,§) kvézisutona-

téra G(A)S F teljesil, skkor A félperfext.
Pigonyitds. Tekintsik ((4) tetszSleges X elemét,

legyen O (€A) egy rigeitett dllapot, valsmint :Tf—«x (e E)
olyan, bogy ha {« éjfl-a&. akkor g(°,‘ﬁx>=°<(c). Fonnyen be-
14thats, hogy & Y(X) ""?F_o‘\ leképezss C(A) F -ra valé
egy-egyértelnt leképeszdse. Moot megmutatjuk, hogy k4
homomorfizsus. ¥ivel ~ csoport, esért vam olyan C’a eF,
bériely X (> CéC(ﬂ))antmornmmms. hogy ~£°q5 -:F,¢ ‘b o
Akkor
X [o(2) =500, fus) = 8(a 1 f§)=8((a k) g)= 8(*@ 19)= < (56s)),
szaz 5@ %7 (SCG) o TbbA1l kivetkesik, hogy 9°€ -}ers »
tendt =3, , ® igy 4«&‘%&‘?& » tehdt 7} igzomorfismus.
A tétel mdsodik felénmek bizonyitdedhoz legyen A=(ATF J)
olysn erfsen Osssefligg? A-véges kviziautomsta, amelyre
G(A)= F  teljestil. A 16.leson 83 @ 14.76tel folhass~
ndldsdval nyerjik, hogy

(4] £ 6(F)=0(C() = o(E(AY) £ 4] ,
tendt 6(C(#) = (4] o v6vetresésképpen a 17. s 18.Lemmdk
sgerint ((4) transitiv, shonnen s 23.Tétel ...;,«.el.«,m;
adddik, hogy as A kvdsisutomata félperfekt. Q.e.d.

A 24.76%lt é3 a 10.lenmndt felhasmndlve nyilvdnvalsd-

an igas a
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13.KSvetkesnény. Nia az A =(AF,§) gsoport-tipusu
kvésisutonats gemerdlnats, skkor F = ((Aa) (ce A) .

fia a8 A = ('q’l Fid ) csoport-tipusu kvidzisutonata ge-
nerdlhaté, skkor A az A (4.€C) egyndssal 1zomore £61-
perfekt kvdzisutomatdk direkt Gasszege, ashol C A egy mi-
nindiis gemerdtorrendssere. *bbfl a 13.78vetkesményt fel-
hassndlva kapjak a

14.%5vetkeanénys. /BARCSINYT T.[4] / Ha_az A=(AF5)

A=véges cacport-tipusu kvdzisutomats generdlhatd, akkor
|A| ossthats O(F)=-sal.

15.K¢vetkegnény. /BancsinyT 1.[4] / Bs sz A=(AFS)

A-vézes csoport-ti kvdziasutonats generdlbats ds [A)
primssim, akkor A félperfekt vagy F egyelesi.
Pigonyitds. A 14.F6vetkesnény szerint, ha |A| pris-

szém, akkor O(F)=1 vagy |8,/|= 6(0(4(4)):0(?):(4) (ce 7‘)>,
Ha lﬁ): fpra) (G-6A> , akkor az A kvésisutomata
ciklikue. Ciklikus csoport-tipusu kvisisutomata pedig
félperfckt; Jettels

25.76%el./RANCSINYT 1. (4] / He as A=(A T, §)

A-véges csoport-tipusu kvdsisautomats gemerdlhats, Iﬁf =M
!.! /GI: Q ¢ akkor

&(a(;;»:(%)k-&z ) &[Em))-—_ﬁ)

ahol G A egy miniwdlis generdtorrendssere.
Pizonyitde, sz A kvdsmiautomata az A, (0 €C)

izonmorf félperfekt kvdziasutomatik direkt Bsszege, ezfrt
[Cl [4g|= Al (e€C) , 1gy /Aaal:% . mivel A, (a€()
fé1pesset, ezért O(G(A)= (Ao |= % + A 22.76te1 Bizo-
nyltdsdban H -t ugy definidituk, mint A olyen 73U Ko o)
automorfigmussinak halmazdt, ahol Xg iy A, tetesSleges
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automorfizsusa, Az /ArQ. (¢.€C) nalmazok ssdma & » ezért
@(H) ‘(%) o Jgintén u 22,76tel sserint G‘(T) egyenls
C transsformfciéinsk ssdmival, C(P) peasg C permatécisi-
nsk szduival, asaz &(T)= &é éa ’S(P)= el . a 22.76-
tel és az uténz kbvetkess megjegyzées ssmerint E(A)=TH
GlA) = PH o b G =y, ¥, (€E(), axxor fr =7,
és %, = “wL e Yindezek :elhuu&uuhal kap;mt.E rsogg
Bla)-tpam= 2! (%) ss 6E@)=6)o(H)=e ()=,
e@efie
Hegjegyessik, hogy gemerilhaté csoport-tipusu kvisie
automatdikra a 22.,76telt £s a 12.Fivetheznényt i bebizonyi-
tottak [ 4] dolgosatunkban.
5.Példa, Definidljuk as A=(A,F 3) generdlnats
csoport-tipusu kvésisutomatit a kbvetkeszSképpens A=<12 3,1,

Ft{ enci edsodrendll ‘bel-csoport, shol € az egységelem,
1 2 3 k

et B -3 4
flz 4 &5 3
Jelsljux abcc —vel (G, ¢ Cd=1,2,3, 4) ast a ¢’ A—>A
leképenéat, amelyre ‘f’(l)=Q . Lf’(z)=@ » ‘70(3)=C 2x ‘f(ll)=d
teljesiil, Ssduocldssal meggyieldhetink arrsl, hogy
H= [1=423h,o(,=4&113, =234 | o =2443 :
T={1=4234, =302, (=242 , G =3434]
P= f1=123b, gp =32 § .
*bben a példdban =4 ds £=2 , asas &(C(A)):ZQ'Z?’= g
&8 &(E(A))=‘12=4é « EM=TH #+ HT | niver JHT|=12,
“egnutathats, hogy H sutonorfizsuscsoportia hatodreandi,
68 P izomorf H sutomorfizsusesoportjdnak {6,, 6.  réss-

A % oG
esoportjdval, shol O, H 1dentikus lekdpeszdase &2 Q{(Zfé«,«,, "
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vost a 43, oldalon bevezetett X, miivelet segitad-
gével ionét egy sziikadges deo aldgefges felfételt adunk
arra, hogy egy ciklikas kﬁnnnﬁnau mikor félperfekt.
26,7étel, . /PARCSINTT 1. 27 / s A=(AF3) ciklikus
kvizisatosata skkor s cssk akkor félperfekt, ha van
elyan G, gemerdtorelesme, hogy T, gso
Pigonyitds. Ozikségesség. Ma as A=(%, T 8) xvdsi-
sutomste félperfekt, skkor miadem Q (€#) 4llapotra
$8e= €4 o+ ® 1gy a 43. oldalon tett megjegyzée szerint
Ff-_—- F , azes Fq* [af4> is csoport.
Flegendfadg. Tegyik fel, hogy as A‘(‘HF; 5) kvdzisuto-
mate ciklikus, és valamelyik G, @A)gcmrétonlurc ‘Fo*
csoport. Legyen C (€ /) tetszSleges dllapot, valamint
+eH, (6€#) 4o -
Foc¥a Foe = Tad (deA) .
axkor 1€ Tcd , azaz To.p S Ty « Legyen most €7y .
¥yilvdnvaléd, hogy van olyan @)Cé A) o hogy -ﬁé 7’2,@; o 1gy
e *oFop =Fop  (de) .
e g€t . , akkor
02 sargp) = S6angy 1) = )=
¥bb8]l kbvetlhézik, hogy
e %, Toe = Tad
vivel F{j csoport, ezért 1o, = Tog » Bzex szerint
ch = E?o@ . Kaptuk, hogy Tcd = Ez‘,g, o Bérmely d (6#)
411apothos van olyan &(€4) dllapot, hogy
qzc‘z,c e, :F;«'u@ = 7—;05{. ]
azaz Eo@: Ty » mivel Ff csoport. Us azt jelenti, hogy
.= Fs o Tendt A fllapot-fuggetlen. Nyilvénvals sost
mdr, hogy F = :FQ:K s lay F 1s esoport, Ciklikas csopert-
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-tipusu kvdgisatomats pedig félperfekt. Qe.e.d.
19.lemma./Cl.A.TRAUTE [22] / Legyen as A=(#F $)
kvdszioutonats félperfet és {€F . 22 ;! ¢ —> 3e)
(Q € A> leképesés akkor és csak skkor sutomorfismusa
A -nak, ba :ﬁﬁ%(rq) .
Bisonyitds. wegjegyeszsik, hogy %(Q} jeisii az A
kvdsiautopets centrasdt. /1. 24.0ldalt/
tegyen 1 ¢ Z(A) . zénnyen Mlﬁthétd, hogy o A Bonge
géra valé egy-egyérfelnii leképesése. legyene: G (¢A) és
& (€ ) tetssSlegesek. van olynn & (€F) o bogy eo';ZZ .
1gy
% (36 197) =% (3(0, &8))= S (3(a L) )= S(3(= ) 40, )=
= 83 (@), b= (@, t) = 3%,
azaz Xy astemorfismus.
Forditva, tegyiik fel, hogy X, € G (A (ﬁéF) . Tetagfleges
%Cé:i:) -re 8 Q(€A) =ra ‘
3(a,45) =% (3@ 90 = § (3 (o (@) #9) 1 #> =
= 8(3(¢',1199)= S044"@ 1 95= $Cst))
agaz {1 € Z(A) . Geedde
A 24. oléalon mér megjegyeztik, hogy ha Z(A)F ¢,
skkor részfélcsoportim - -nek. "nnél ssonban t6LD is
igas:
20.Lemma, /PARCSANYY 1.[2] / Ha sz A‘:(AIF, 3)
kvdzisutomats Z(A) centrusa nem Gires, skkor F ~-beli
cestilyok egvesitése.
Pizonyitds. Legyen Z(AF ¢ , f'€2(4> ta 5‘5«? .
Atkor tetszfleges QCGA) EL ] &C9F> enatéin
(e 54) =8(5(a), b)= 8(5(41@,&):5(0”2&);
= 8(a, &h)= S (8(a &) ) = S (S, 6) 19)= S(Q,ﬁﬁ) :
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azes G ¢ Z(R) o Geeedes
Jelsljuk ‘?(‘F‘Q -gal agon I(e E) osztdlyok halma-
z4t, amelyekre ;ﬁ.% 2(A) te1jestl, Pa %[ﬁ)*iﬁ s akkor
i—@_) ag F korskterisztitus félcsoport centrums,
Csoportelmdletbs]l ismeretes, hogy ha F csoport, akkor
% részcsoportis,.
Jelsljik @ 19.lemmdbon definiflt «, ({¢Z(%)1eké-

pezések balmazdt C -vel.

27.74%el. Yo _az A=(4F J) xvbzisetomsta félper-

fext, axkor Gz a G(#) uatomerﬂm-c!gmrt centruma
és C.z = Z'CQ) o

Iizomyitds. Legyen o, € Gz (F€2(M) s X cC(A),
tovdbbd C(€A) tetssSleges dllapote Akkor

xp (@)= 8(x@) ) = < (8(a ) =<y ()
azaz %(_FM“D(B(L « P2 ast jeleati, hogy (> C(ﬂ) cent-
runa.(¥Sanyen beldthats, hogy ez ﬁ“% *y -FGQMD 2(v"r>

CZ- -reé valé izomoxf lnképa“uQ Q.o.d.

i-yéges félperfekt kvdsziasutomatdkra teljesil a 11.
Tétel egy erfsebd alakjas

26.76%e)./h.CaPrECK [13] / Legyen A=(4 T ,3)

A=véges TSlperfext kvdsisatomats. Ha /V G [74} norsdle
esztéis, skker C(4)/y S C(4uw) .
Figonyitds. Yegiegyemsik, hogy ((#) tetszfleges
L réssesoportidrs as A rvisisatosata /1. (16) / erBsen
seszefiggs, esért O’(G(A/uC))é [Ase ]
ne ag A=( AT, > félperfekt kvdzizutomata A-végen ds
A=<1,2 Yoo )% D, akkor &(CM» =N o Legyen N
C(*‘D norsdlosztéja bu &(N)t E . i véges csoportok
Legrange-féle tételdbsl kibvetkeszik, bogy L |~ , azas
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valanilyen 1 temrmészetes ssdara 4 =& . v , valamint agz,
hegy 6(5[4)//\/)': e AZ amonban nyilvéavsls, hogy bdrmely
W € Al (1€ Yaarab A ~vels €11apothél 411. Miszen
fw=<°<(‘;)I0<€A/> da 0’(7V>=é » 1gy 14/ )]£ € . ve as
0([2'):{3(7') [o(,/Sf/V) egyenlfadghblil kivetheszik, hogyo=/>,
Tehdt valdban [y |~ & o PbLSL viezont s kbvetkezik, hogy
[Aur] =r(= O{C(@/N)). A bizomyitde elején tett megjegy-
2ésb8l ds @ 11.76telbS]l ndddik a tdtel 411litdaa.

Yegjegyezsiik, hogy a ?8.Tétel konkrétan Cg_ -re is
érvényes, mivel ( 2 is normdlossztdja C()‘D ~nake

rivel &(C(/}/w‘))#ﬁ/vf}. ezért a 18.lemma do a 24.76-
tel alapidn nyilvéavpld, bocyA/uV‘ félperfekt.
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EVAZIAUTOVATIR CENERALHAT! A-RESZKVAZIaUTOMATIIRSL

Legyen a2 /%SCA,F'S> tetazSleges kvidziautomata.
vefinidljuk ez A; (V=01,2,...) halmasokat a kivetkess
nédon:

A=A s8 A= 8(a )| aeRiy 4eF> (1=12)).
nyilvdavals, hogy 4; =R, (TEOI 12, ), tovébdd az
An=(r, F, 5m>an Ay=(4 F §;>kvésina‘toaata magia /1. 15.
0ldalt/, abol & =3 . as A;=(4;,F,3) xvésisatomatit

A 1-edik magidnak nevessik. NHa F jobbegységelemes
fé1esoport, akkor A=A, (i=12,..), tehdt A -nak csak
elaf sagje van. Cenerdlhatd hvdszsisutomata esetin
A=Ay (<042

Yegjegyessiik, hogy hn-'f/4=if?:4;#¢ s akkor asz

M,=(M, F, A}) A =nak gerdszivizisuntomstiis. Ya van
olyan Az'c(a,' T cT,‘) » hogy ,417*:-/\1/1 » akbor as A =M,
kvdgisutonata gemerilhats. Ybben az esetben A,/ -t A
/elsSrendll/ alsé magjdnak neveszsik.

21.Lezma. Ze g B=(BF 5) kvésiautonats es
A=(a,F8) kvisiautonats gener{lhats A-réezkvislauto-
matija, skkor B< (1A, .

Pigonyitds. legyen C /B generdtorrendszere, A,
(3= 42)-) j-edik megia €s O, € ( , wivel R generdlhats,
ezért van olyan q, ¢ (. de J €F 4 bogy %= 8@4,«F4> B
Cy (eC) -hez is van olyan O, 6 (  ée f.€F , hogy 6=, f.)
Est folytatva, kapjuk, hogy vannak olyam Q; €( és
o, 42, 1fi € F 4 bogy a,=8(a;, §i fo4) o w8
viszont azt jelenti, hogy G, € '4{ e« ¥ivel Go(é C) tetazfle~
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gem, igy ( S A; o amid8l wér kivetkesik, bogy B e

VA
tA2,-.. D , asas B & Q°'4 e Qeal.
16.Kivetiesmény. Ha QOA; = ¢ , akkor sz A=(AF,&)

kvdsiasutomatdnak ninca generdlhats i-résskvisziavtornatija.

¥ost néhdny pildfval megmutatjuk, hogy [1 A, lehet
ires, véges vagy végtelen halmez. Tovibbd M, akkor is
lehet gesnerdlhatd kvdzisutomata, ha egyetlen 4, -re sem
teljeatil az A, =M, egyenlSség. rinden példdban nz 41la-
pothalnaz o terméagetde smimok haml:m :d:‘o[’ncnﬁ-félc“-

port pedig sz X elem d1tal generdlt sszabed félcsoport.

60 P‘l‘g.
§| 4

2
X112 3
A=23, > ¢ A=C >, -
o
agas /) A, = @ .

70?61630
SI/I T O i o P ;
_><|/f 3 4 md
Ktnnyen beldthats, hogy i§ Qz =<4y,
80?‘16‘.
3[4123 usc.
x4 34 54 %
A4==<:4,315;’1)rr- . 42:=<:4> 3 AE_ /% alsd magia.

20?6168.

4 436528 ...,

Q,A *<’1 5, 5 rE > ’ mvégtolen sok elembil

411. ¥incs olyan ,q* » hogy /7 ’4[ 40 s ennek ellendre /Vﬂ(
generdlhatd.
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10.Pé1da.
1 ha 71=4,2,
S(ilx)’—: 2 ha Zrz%}zﬁi_i-l'a (&4=3)‘2=213).,,>}
1+ 1 @ tsbbi esetben |, '
— N1 4234 5CF 8 G 4041 42 43 44..,
x| 4 4252F8 2404 42 2 Ay AC. ..

8
gg'qlr =<1,2> , de M, nem generdlhats.
29,7Tétel. Az A =(AF, 3) A=véges kvizisutonuts

olyen A-résskvdsiautomutiinak szdma, amelyeknek A ( rz4)
i-piszivisiasutonatdiia bk vagy egyenls, mint

> 2y

Pisonyitdés. Wyilvdnvald, hogy ha '\/g‘ﬂg_i\ 4€(4=4,2,.,,)
akkor Ay =<'QQ.UV) =y g\/) A olysn A-részkvidzisato-
matdija, amelynek 4@ t-rdsgkvidziantonatija. ¥z szt jelen-
ti, hogy A -nek legaldbb Zmi"w‘inym r=-réazkviziautona~
tdja van, amelynek Ay A-résshvdsiautonatéja. Wivel
A=A 24 2A,2-.. 2 A, esbrt 4 olysn A-résskviziautome-
téim‘&:ﬁnﬁ. amelyekhek A, A-résskviziautomatije, valdban
éZ:dZ —(z’—i). / (1‘1)-0t ugért kell levomni, mert Ag
(&=4,2,- 1) Ay_nek is, és tnmdginsk is A-részkvisisuto-
matdja./ Ce€ode

JPélda. 2z A=(4 iF.8 } kvdziantornata 41lapothalma~ -
za A=§4/2/ 34,563 , a bemenS-félesoportis az X 41

tal gemerdlt ssabad férc‘sbportj/e£y!ég€lem nélkiili/.
Sl4 2 3 bk 5 ¢ % |

|4 5§ ¢ ¢+ 6 *

A=<l 5,6,3) , 8,50 37, asas A\A4=K12,3) 8 ANAHER
Z A A,
Z,MH\ o 9 14 = 21 A |

3 2
A =2 +2-1= 44,
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Tehdt 4 -nsk legaldbb 11 olyan A-résskvisisutomatije vanm,
amelynek A, A-résskvigiautomatija. A 29.Tétel bizonyitdsas
slapjén ilyes kvésisatomatdik dllapothalmasei az 4, A, U<
A ULEY | Ay Buay A UC2> A U3, A U2y A UM 3D,
A,ULZ2)3>, A halmazok. YEnnyen beldthats, hogy A -nak
vannsk még olyan A-részkvdzisutomatdii, amelyekmek A, A-
-réazkvdzisatonatdija.

12.7461ds. tz A=(4F,3) kvésiactomata £1lapothalma-
za A=<1,2,3>, a vemenS-félcsoportja sz X elem £1tal ge-

nerilt sszabad félcsoport. /ecységelem nélkiili/.
8423

X\L 2 3
AR, =<215> op[),=<3>' asas A\A=<1D> &g ANA, =25 ’

2‘m\ 441+ l}g\ 4| _

2+1=3 , rbben az esetbemn A -nak pontosas
3 olysn a-résskvisiavtonatijs van, smelynek A, i-réssgkvi-
sisutosatdjs /A , A, A, /.

sz A=<(#,F 3) rvdzisotonatdt ailpotensnek nevezzik,
ha vaa olysem " természetes szdim, hogy lf-?m] =41, 08 M
& leghisebb ilyen tulasjdonsdgu terméssetes szfm, skkor
azt momdjuk, bogy A milpotencis-foka /C.

A kivetkea® tdtelt L.,Y.5FVRIY automatdkra bisonyl-
totts be, de a tétel 48 bizonyitdsa kimnyen 4tfogzslmagha-
t6 kvizisutomatdkra. / 1.W.00VETN tételének bigonyitdadt
1. példdul CFOSFC F.-PRIX T. [15] 230-231 0./

30.78ted. Az A=(4F ) kviziautomata karakterisz-
tikus félcsoportjas akkor és csak skkor ailpotens, ha A
silpotens kvdsiaoutomatdk direkt Basszegére bomlik és vanm

olyan N ternfsgetes asdn, aselynél minden komponens mile
potencia-foka kiszebb.
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)
A 63, oldalon mér megjegyestik, hogy ha M= Qoﬁ,' + ¢ "
akkor M, as A\=(Pr‘7:l S) rvizisutomata A-résszkviziactons-
téje. ¥épeshetiik az /V, kvdsiautomata magjait is. Jeldl-

Jik eseket 44.7. -yel /1=0,1, Ly wu '4\,40 My /, tovdbbd
legyes M,=[14, . rat folyt.thstjnt tovébb, azas, ha

Me_y #’¢ /rzd, My=A, ey =# /, akkor legyen
M= zﬂo# VA BN A,»,A,o = Mr—d_ yA Alrﬂmlckvdnsnto-
zatit A peedrendl alsé magjdnak neveszsik, ha AH,e: M.,
Tbben sz esetben A, = M, generslhats.
13.761ds. Az A kvdsisutomsta dllapothslmssa a ter-
.nhuun szdmok halmezs, s DemendS-félecsoportis ag X elem
41tal generd£lt ssabad félesoport{ esysdgelem ndlkiili/.
2 ;"537: pératlan |
/1 ih‘ "lr= z
] 2 | oo (025 (i)
-~ 1+Z s tobbi on‘thoa B
M4=Qogtr=<4' )3 :;L - D ée Mz‘A4,4=<413“§—|jr)” '>°
A a8 A kv‘naatonats mdsodrendi alsé magja.
14.761da. 42 A kvdzisutomata dllapothalnaza as
egfies ssdmok halmssga, a bemenS-félcsoportis sz X elem dl-
tal gemerdlt szabad félesoport! ecysdégelem ndlkiili /.,
1 ha 7(>0) pératian
’ 2 na 7(20) péros
(=4 0 Palyml =g (Bt 32250,
+t1 g tﬂbbi esetben .

Kumcn beldthaté, he u’“ mﬂ,.- <’{23 > B
Z-n4,_<43 Ty ) 68 My A generflhats s-réss-
kvdziantonatdja.

Nyilvdavalfan igeasak a 2l.lemnma €8 a 16.78vetkes~



nény 4ltalinositdsai:

17.K6vetkesnény, s 8 B=(B,F, 5 xvésisutonsta sz
A=(AF 3) kvésiautonats gemerdlhaté i-résskvisisuto-
matsja, akkor B c ﬂ | A (r-o0,1 12 Yo

18.K6uttonla Ha var olyan I (Zo>o‘gu szim

aselyre n,q =@ , skkor ag A=(#F ) kvdgan
k3 ne nerdlhaté A-résskvdzisu a.

tegyen a B=(B,F 35) uvézisatonata as A=(A F )
i-résskviziautonatdjs, F® B xerskterisstikes f6lcso-
portja és IB f'_—:B«ﬁ(f-—F)ﬁtal reprezentdilt eleme. Myilvin-
veld, hogy F° A F karakterisstikes félcsoportjdmsk
hosomort képe. / 4z ¥ — 7= (FEF) lexépesés F -nak
EB-u vald hosomorf leképesése./
Legyea < Af ( AT ,SA) ,AéA)ﬁ-r‘-avéuanmutm egy
halsasa. Az E/f(}fﬁa F i34 ) o ésha (JA# ¢ , axkor
a Ky=(0,A5,F, 3, ) kvésiautonatsk A i-résskvisiauto-
natdi. Tovdbbd

2y

= —A
#eﬂe[aezx A}E g iaé A% ’{ >J
Va A—ALGJAA * aﬂ:or L
AL F= 07
Végil egy seikadges és eligadges feltéte]l adunk ar-
ra, hogy egy kvisisutoratinmaek mikor vam ciklikus A-résg-

kvédziaatonatdja.

22.lesma. Az A=(A,F,S) kvisisutomstinak akkor és

cgak akkor vem ciklikus A-réagkvdsiasctomatija, ha van

elyan ¢ (e A) dllapota 88 ¢(cF), hogy @ = A\(ép,€>
2 zonyitds. Ssikségesség. lLegyem az A,=(A, F, 3,)

kvigisutomata az A=(A F §) kvézisutomata ciklikus A=
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-yrészkvigiautonatija, d4s %(6.41) A, generitoreleme.
Nyilvéavals, hogy vaes olysa ¢ (¢F), hogy Q. = S(éo‘ e) o
rlegendfedg. Tegyik fel, hogy valamilyem Q. (€7) -ra de
ele F) -re %= 3 (e/€) terjesile sz Ag=(4o, F, 9a, )
xvdzisutomata 4 cikiikes i-résziviziautomsatdja, shol
Ao, 82 0 d1llapotbél elérhetS halmast jelenti. J.e.d.

Faek szeriamt minimdlises generdlhaté kvéziautoma-
tdnak legaldbdb asnyi ciklikus A-pészividzisatosatija van,
mint egy minimdlis genrdtorrendszerinek szdmosediga./l. G.
oldslt/

19.t6vetesming. (s az A=(4 F 5 ) kvizisutonats
karakterisztikas félcsoportjs Jobbegységelemes, akkor

A -pak van clklikus -védsgkvdzisutoustdjs.
tizonyitds. legyenek a(e4> fig ~fi(€ = ) tetssllegecek,

tovibbé € F  jobbegyefgelese, skior
S(GI‘F’) - g(a, ~Fe> = §(§(ql ]ﬁ> i €> )

azaz 9(% £) és € teljesitik a 22.Lemma feltételSt.0.e.d.
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A 43, oldaloa a ¥, wmiiveletet parcidlis niivelet-
kéat kiterjesstettik az T, halmaszra.

31,Tétel./BABCSINYI 1.[2]/ Ha sz A=<(4F, 3 )ik~
1ikus kvdgiatomats valusilvem O, gemerdtorslemére & (S &)
a %, miveletre nézve csoportot alkot, skkor vasm A -nsk
olyem A=(A)F &) gé1perrekt résskvisisutonatija, snely-
re FJX2G(A) teljesnl.
e Pizonyitds. legyen valamilyen 4. (¢ A)gemeritorelen~
re Fe,)*(‘é FGJ a %, mliveletre ndgve csoport. s A kvdei-
sutomata A'=(AF, 3) résskvisisutonatdjds definidljuk a
kvetkesS médon:

bERES Rl F’:@gﬁﬁ,@ ,

Ryilvdavals, hogy F’ F pésstélosoportia. Tegyenek 6(¢R)
és $(€F’) tetonSlegesek. Yan olysm Toc (€7 ), bogy f<fe .,
azag 5)(@,*? )=C « Pirmely > (65,@) - 5)(% 1)=6 o Ua

Fo.e *q, =T d » akkor

s)

%, H V(5 eg) 1 4)= F (19t) = & < a
azas A’ jél-Gefimidlt. Tekintsuk A’ tetszlleges & 68 C
elesdt, akkor &= 5’(6*’;12)#6};0‘8 c:é’(o,,c” (ﬁe toc )
Hivel FZ* csoport, ezért van olysa ﬁ.x (6 Ej), hogy

:E%G *G. Fo‘x N :FQ,C

£z ast jelemti, ha 4 & T, Tax o+ skkor

8(46)=3(87 p), ) = §(a, $8)= S(a gy~ .
vehdt A erfsen luaumteﬁ. regyendk most §(cA) éa {,3(“:))
olyanok, hogy 8 (@,-D 3 (é ) = d . vem olysm 4T,
auelyre %-5(Q,,&>. azaz O (G°|&1L>‘8(G°/£ﬁ>*d“ .
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gy 44, &36— 4 (eT >> . Legyen sost f€To,c 68 Ge T
(Fouc) Foo € E ) wivel 7." csoport, ezért
TF%& Ko, Fac = od ) 7:° ¥e, Fo,0 = Fo el )

asas ?‘—cﬁ,c = T’S,O e Tekintsilk most nir Al\ egy tovdbbi £’
£1lapotit s T olyam 4’ elemét, smelyekre &= 3)(‘% €)
tel jesiil. Akkor
$Y¢ )= 87(8(a,6),4)- 3(a., &)= 8(a, €g> = G
mivel vas olysn d’ (e ) » bogy
o *a.Foc = Taq  [d'= s‘(a,,age)zs’(a.,a’c\))) .

rehét A fllupot-figgetien, Ydorfsst, ba - Fa. c
/ C(GA) tetszﬁlcgel &11apot/ da §(c 7“f) olymk, hogy
S6t) = 8(819) , axxor 8(a b4)= (e, €5)

/&= 3(6 ¢) /. Phrmely &= )(00,53) (¢ 74) é1lapotra

(0, 4)=8(a., @)= 8'( blo) =3(€,5)
tehdt T elemei megegyesnek T:q elemeivel, igy FW
szaz F’ is csoport, smi ast jeleati, hogy A félper-
fekt. 4 24.T6telbSl kbvetkemik, hogy T = ((A). Geeld.

2z A =(4F §) kvdsisutosata egy AX‘(#’,F)I 5’)
részkvizisutonatijét A teljes résskvdsisutometfjdnsk
sevessik, ha minden 4 (€7) -ra 68 $(€F)-re 1gaz @

Sla, e n => feF

implikdcid,

32,76tel. /PATCSINYT 1o 2 / a8 A=(AF ) ciklikes
kvésiautonata ((4) sutosorfismuscsoportjdénak birmely [
résscsoportjdhos vas A -ask olyas %ﬂ)=(ﬂ‘, F 5\) teljes
félperfekt résskvésisutomatdjs, bogy G(#)= L .

Pigonyitds. Legyen . tetszfleges részesoportja

Gl A) -sak. Tekintsik valsailyem C, gemeritorslesmre a
Tl L Faiay | 6L > (S 8)
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baluazt. Nyilvdavald, hogy "qu,-bon is bevezethets a X,
miivelet, & erre a miiveletre andzve '7},: csoportot alkot.
Jel81jik ezt a csoportot 1o ' —gal. A l4.lemma kiterjess-
tése sserint o, = [ . A 31.76tel szerint A kovetkezs
AQ:M), F3)) résgivdsisutonatdja £61perfekt:

A=)y |xel> | F'=UFwaw
‘e Tc)* ,-_:C[/‘P). azag C‘(,o}); L o vegmotatjuk, hogy =2 A
félperifckt ¥viziautonate telies. Legyen $en’ sg
5(@, 1(),54: (‘FéF) « Tz azt jelenti, hogy Faog(@ng & 7;-3 An
To e € To, teliegilmer, Tekintsik . azom X elemét, a=
nelyrve 0<(°o>=@. van olvan c(€ Ax) s hogy

Fog *o.Tac = T 58,48 3

mivel 'Ta:* csoport. Tehdt To. . S ﬁg(@na) s aTAZ ha

'& = E,C 5 akkoy _

(6 )= 3(8§) = 3o, 0)=Tlte 1)=>w(3(e., 0 =

— o (5(0 1) => 5(0. &) 50 ) —> peFo = §F
“szel s biszmoayitdemt befejestiik,

Yegjegyeswilk, hogy 8 26., 3l. 3 2. Tételsek B,
PARYTS [§] erfsen Ssszefiz;’ l-véges kvizisutozatdkrs
vosathozd eredudnyeinek 4ditaldnesitiesi ciklikes kvdsi-
autonatizrs.

23.1esmu. Ha A=(A F 3) 28 A=(A F,3S) kvdzi-
autozata teljes réssivisizatomatija, akkor A F karak-
terisztikus félcsoportjdnak van olyen részfélcscportia,
smely homomerf mbdon leképeshets A’ % kerakteriszti-

kus félcsoportjdra.
Pigonyitds. "1fexir megmutatjuk, hogy F’ E -beli

ocastdlyck egyesitiése. lia F): - , akkor :émmen vagyunmk.
Tegyik fel, hogy F & F . legyen e F és g € FNF’

kg ! '/'{



olyan, hogy :—f= Y s GZGE .
VAQ[§%5F>:§@ﬁD] ,
Tgy, ba G €A , akkor ia é(a({i> =S(Q,5>. vivel € F)
ezért S(a, )eA) » de akkor S(G‘f))eA\ . 2z A teljes
volta miatt O C F’ . Ellentmondds. Asaz ' valébam | -
~bell ossztdlyok ogyoait‘co. Jelsljuk eszeknek az ocszid-
lyokssk @ halsasdt I F7 el "yilvdavels, hogy 1 S 1
(.f GF’,.FGFW. P F részfélesoportia, mivel F 18
régzfélcsoportja ™ -nek. "gyszeriien megmutathatsd, hogy
az I——” f @ef—:’)uupou. E = «ra valé homomorf
leképezdse. (.€.d.
20.K5vetkeznény. Us A sz A Sllspot-figgetien
kvdzsiasutonata teljes résszkvisisutonatija, skkor A
karakterisztikes félesoportja izomorf A kerskterissti-
kus félcsoportjdnak egzy részfélicsoportidval.
A bizonyitdshos csupdin ast kell megjegyesni, hogy
T-TGP)

vegjegyeszik, hogy ha egy ciklikus kvdziautomata

generdtorelene eleme a ciklikus kvdzisutomata egy réfsg-
kvdzisvtonatdjdanak, akkor a résskvizisutomats ninden go-
nerdtoreleme as eredeti kviszsiautomstdmak is genmerdtorele-
ne. _

¥ivel & 32.,7ételben .nlt-pls ainden teljes félper-
fekt réezkvdzisutonate tartalmaszza agz eredeti kvdszisuto-
matdnak ugyasnazst a generdtorelemét, ezdrt s kivetkessS té-
tel ciklikaus dllapot-fliggetien kvigisutonatdkra a 32.7étel
megforditdsdnak tekinthets, "gyellre nincs eldtatve az a
képrddas, hogy a 32.74tel segforditdss teteszfleges ciklikus
kvésiautomatira drvényes—e?
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33.76%el. Legyen sz A=(AF 5) ciklikus kvdsi-
sutonats d1lapot-figgetlen, fa o, A egy gemerdtoreleme.
ma A =(A ) ')Aglyen teljes erSeen Gssszefiiggl riss-
kvdziasutometija, sselyre G, € A » akkor van G ( A) =nalk

olysnlréssesoportis, hogy G(A)= L .
figonyitdés. "ivel dllapot-figgetlen kvdsiautonata
rl-skvduaatozzmﬁ 3{:‘1 dllapot-fiiggetien, esért A\\ erf-
gsen GsssefligglYkvdsisutonata. 2 9.7livetkesnény sgerint
A winden endomorfizmusa autonorfizmus. Tefinidljuk
0<a,,& -t (&e 7:)) ugy, mint a 13.76tel bisonyitdsdiban a
(18) lexépesdet. 1 13.Tétel sszeriat igy A’ minden auto-
morfissusdt megkapjuk. Terjesssik ki as &g ¢ (L€ F))
értelnesdését az A kvizieutomatira a kbvetkeszS médons
oo (500 ) =3 (o ) ($€F) .
& 13.76tel sserint X; , /) egy-egyértelsti endomorfizmusa.
Konayea beldthatd, hogy H) minden eleme /) ~fak generi-
toreleme. Igy a 15.76tel szerint oy ¢ €GC(A). ma b tef’,
akkor a 37. cldalom 13.7étel bizoayitdsdbanm 1dttek, hogy
<><Z>,,I& %o g = 042(,,9& , azgs [= {M)a.,c, /aé’t)} C(4) rsas-
félcsoportjs. Yyilvdnvald, hogy Na,lg“‘>°<;°,a (ZGF)) c( A)>
L -re vals izomorf leképenfse. Q.@ods
vegjecyessik, hogy ha a 33.Tételben A’ félperfekt,
akkor A karekteriestikus cooportie izomors G ( ﬁ>) -vel.
/le24.76telt/ & 20.,Xbvetkesnény szerint ( A\) izomorf F
egy résscsoportjéval, szas C(A) -ask vam olyam résscso-
portja, amely isomorf E egy résazcsoportjdval,
tegyen az A =(A T ) ciklikus kvisiautomsta két
geserdtoreleme C, és G, , tovdbdd L G(#) tetezBleges

részcaoportia. fa L ¢ Gy 41letve O, segiteégével meg-
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konstrudljuk & 32.7étel bizonyitdasdben l4tott midon asz
44=('44, f;,9;) i11letve Az=(’4£(£,é:> teljes rélperfekt réss-
kvégisutonatdkat, skkor s két réaskvdziautosata dllapot-
halwese diszjuskt vagy egyemlS. s8t, ha £, =4, , ekkor
F. =T, is feandll, vagyis a két kvisisutomats vegegye-
#ik. Legyen ugysmis C€ % N4, o mxkor C=x(@)=0c’(%)
(o0, € /-> . Tsek sgerist G, €7, s G €7y o Legyen §(€A)
tetssSleges tovdbdi dllapot, akkor §=33) (pel), ae
a, sl e (6,) s asazs &= {Soc‘&’(%)é A, « T2 aszt jeleati,
hogy A, =HA, o rindea ‘E{o(cal)'antdlyhoa taldlhaté olyen
a’a((a ) cesztdly, hogy kizSs réesiik nem lires. legyem ugysn-
18 {cFox@) 68 ((G)=Q, « Ugy
S(a,_' = &(S(G,,{L)) F>0<(G4) P b (Gz> )
azaz ’X ﬁ°<(.)> e EbbE1 kivetkeszik, hogy :Fa x(a,) ~—:F37(G2).
A mieik irinyk tartalmasds ie kinnyenm beldthatdé. A biso-
ayitdsban G 68 C, sserepét felceserélve, kapjuk, hogy
¥; =¥2,. Pzek sgerint izaz a
21.KSvetkezmény./PABC [NYT 1.[2]/ Ha sz A=(A F,3)
kvdzisutomata erfisen Basgefigss, skkor G( ﬂ) sinden L

karakterisztikus cscportijdval.
A kBvetkesaény bdizonyitdea a 24, és g 32.74tel, va-

lanint sz elf28 megiegysfa slapidéa ayilvdanvald.
Terméaszetesen & 2]l.fEvetkezndny feltételei amellett,

he K sz L valédi réesscsoportja, akkor A K -sszerinti

osstilyosdesa finomabb, nint | -sserinti osstélyozdisa.
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na 1 C(A) egységeleme, skkor i'L‘ﬁ is résscsoportja G(#) -
-nak. Az 51} -sgerinti osstdlyozds a legfinomabb, minden
résskvdsisutonatdnak egy dllapota van. A 2]l .Edvetkes-
nényben leirt osstdl yozdsok kBszil a legdurvdbd a # (4) -
-ggeriati osstdlyosds.

tegyen Ay = {8(a})| L€ 2(A), shol Z(#) as
A=(A F3) xvésieatomata ceatrume /1.24.01dalt/ és a A
tetasslSlegen, de rigzitett dlilspota.

34,76te1./oancsinTT 1.72)/ a8 Ay =(Aa  2(4),8))
kvdsisutomata az A=(#F 3 ) félperfekt kvizisutomata

perfekt részkvisiautonatdijia.
P sonyitds. Nyilvdavals, hogy A, jS1-definidlt.

/4\)(; konstrukcid jdbs1l kBvetkesik, hogy /@Q ciklikas, ¥ivel
A 41lspot-fuggetien, ezért A, is as. A 20.lemma szerint
Z(A) F -beli osstdlyok egyesitése. JelS1jik eseknek
ag csztdlyoknak a halmazdt s(f_’_(—_"}—) -3al. ?—(74—) F ceatrama
/l. 6l.01dalt/. Az dllapot-figgetlenadgds8l az nnal kivet-
kesik, hogy 2(A) A, karakterisstikus csoportjs. Cikli-
kus csoport-tipusu kvdgisutomata félperfekt. ¥Wivel ET(ZS
Abel-csoport, igy 4. velSbas perfekt. Q.e.d.

A 34.Tételben szerepls koamstrukcist sindem 2(€A)-ra
elvégesve, a kapott perfekt részkvdszisutomatik egybdeesnek,
vagy pdromként idegenmek, de bemenS-félcsoportjuk kBazte
/ 2(A) /o 4d1lapothalmazeik egyesitése kiadja A -f.

¥ivel minindlisan generdlhatd kvdsisutomatdinak van
ciklikus A-résgkvigiauntomatdija /1.69.01da1t/, 68 a 32.76-
tel sszerint ciklikus kvdziasutomatdinak vem félperfekt réss-
kvdziautomatijs, esdrt a 34,7ételt felhasszandlva kapjuk,
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hogy minimdlisan generdlhatd kvdziautomatdinsk van per-
fekt résskvdzisutomatdja.

Yegjegyezsiik, hogy ha as /\}:('4,‘7:,3) kvdziauto=-
npata 2—(4) centruza nem (ires, skkor as Al>=(4, 2(%) 3
kvdziautomata A kommutativ résskvdzisutomatdja. Tovébbd
@ 34.7ételben definidlt '4\3 (c € A) xvésisutonata asz
/4\Q= (40 | , Sa) kviégiantonata kommutativ résskvidzisutoma~
tdja, shol A, as ¢(¢A) d1lapothsl elérhets halmast
jelsli /1. 9. oldslt/,



EVEIZIAUTOVATIK A-DIREKT SZORZATAR'L

se A;j=(A) F &) (1=42) %) kvésiaatonatak
A-girekt sgorzatdnsk nevesesik ast ez A =(A F, 5)
kvésicutonatdit, amelyre A=A XA, X. .. X A, 4g

$((aq, 8y 80) | 4) = (Pulon ), )y ) 5o )
(o;€ A; | -¥GF> teljesiilnek. A8 A, kvisisutomatdkat szo-
kdes A xomponmenseinek hivni.

ig fedirekt ssorzat fontos szerepet jdtssik kvisi-
autonatdk olyam egysszeribtd, k8gds bemenf-félcsoporta kvi-
zisutomatdkbsl valé felépitdadben, amelynek sords a beme-
af-félcsoport nes vdltozik. Ilyen tulajdomsdigu a kvizi-
antonatdik direkt desszege is /1. 11. oldslt/. A két kompo=-
zicid mikbddse kiilonbbsS. ¥ig birmely bemenS jel' hatdsire
ag A-direkt ssorsat sinden komponense, addig a direkt
Gsszegnek ceak egy ko-pomau”uﬂkadik’i

Tbthen a fejesetben annak a kérddsnek =z vizegdlatd-
val foglalkozunk, hofgy a kvdszisutonatdék A-direkt azorszate
miker Srsi meg = kompomensek bisonyos kSszBs talajdonsdga-~
it, illetve egy kvidgiasutomata mikor bonthatd fel uzyan-~
olyan tipusu kvdzisutomatdk A-direkt ssorzatira. Tovdbbd
vizegdiljuk a kvdsisutomatdk A-direkt szorzatdsak endomor-
fizmasait,

sz Ay=(A F 8 (=42, ») xvésiautonatdkat
/ maximdlisan, végesen, ciklikusen / kapcsoltaknak neveg-
siik, he vannsk az A; kvézisutomatdknsk olyen C, / mini-
mélis, véges, egyelemli / generdtorrendsserei, amelyek
teljesitik a kbvethezsf feltitelt:
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¥inden @; (€ A))~hes van olyem o, €C; 68 {€ F , hogy
Sr'@‘z‘p;#) e (1':4/ 2y, M)

A definicidbs) 1dthatd, hogy a / maximdlisen, vige-
ser / kepesclt kvdzisutonstdk / miniwdlisan, végesen /
generdlhatdik, ciklikusan kapcsolt kvizisvtomatdik pedig
ciklikusak, A 1l. oldalon tett megjegyzdés eserint ayile
vdnvald, hogy / végesen, ciklikusan / kepcsclt kvészisuto-
matdk homomorf képe is / végesen, ciklikusan / kapcsolt.
¥aximdlisan kapcsolt kvdzisutomatdk isomorf képe is maxi-
mdlisa kapcaolt.

35.78te1. a2 A;=(A, T, d;) (=42, %) kvdss-
aatosatik A=(A F S) aA-girvekt szorssts skkor és cssk
akkor gencrdlbatd / generdlhatd végesen, ciklikus /, ha
az A, kvdsisutomatdk kapcsoltak / végesen kapcsol tak,

ciklikusan kapcsoltak /.
rigonyitds. legyenek as Ar=(4 F;Ct) (1;4/2)”’/"‘)
kvdzisutosatik kapescltek és a () generdtorrendsszerek a
definicidéban megktvetelt tulajdonsdguak..*egrutatjok, hogy
CxCx--x G, ag A, nvésisatonatik A=(A F §) i-airext
szorzsetinaek egy generdtorrendssere. legyen ugvanis
(@19, %) A tetesSleges dllapots. ¥ivel az A, kvdsi-
autonstdk Rapcsoltak, igy van olyam :Ke F)d- minden i-rc
(—z‘ =4,2)-, 4«) van olyan G), (é CZ) éllapot, hogy O = Sl (G,;, ,-ﬁ)
teljesiil, azas .
(G G e ’aﬁ> = é\((b(o)ag‘o)...,o,(’o) F )

"yllvdavald, hogy (G, G, ; Gu,) € GxCoxo  x G,

fla a Cz' generdtorrendaserek végesek / egyelemiiek /, akkor
a Gx(x.. . x K generdtorrendaser is véges / egyelemii /.
Forditva, tezylik fel, hogy as 4; (7= 1, 2, 0 ”‘)
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kvdsiautonatde A=(4 T, 3) i-dirvekt ssorzata generdlhats,
éa legyen a A egy generdtorrendsuere. Pefinidljuk a
G; (=42 ) halnagokat & kivetkess médon:

. Bl & (b 8,8 60, ) &G ,
abeld (641 6.\ S 4,‘) €A « & G, balmazok as A, kvisiauto-
matdk olyan generdtorrendeserel, amelyek teljesitik a
definieid feltételeit, esfrt as. A; kvézisutonatdk kep-
csoltak, I'a G viges Jegyelesit /, skkor C; (V=41,2,-~ ;™)
is véges / egyelent Jeo Geaed,

A 35.7T6tel sserint generdlhatd / viégesen generdlha-
t6, eiklikas / kvdsicutonata csak hkapeeolt / végesen kap-
csolt, ciklikusan kapeosolt / kvdziasutonatdk t-direkt ssor-
zatdira bonthaté fel,

22.¥bvetkesnény. la 82 As=(A F 8 (=1, 20y )
hvigiautomatdik maximdlisan kapesoltakyakkor A=( AF o )

A=dirvekt ssorzatuk miniméiisen generdiliatd.

rizonyités. a & G; (7=14,2,.- %) sinindlis gene=
ritorrendassersk a dif:lnloiébm megktvetelt tulajdonedguak,
akkor a 35.76tel bizonyitdsa aszeriat G}XCAX'“ x G, A

egy generdtorrendessere, Teégyik Tel, hogy C,.’(C,_x"' x G,
nem minindlie gemerdtorrendaszere A =nsk, stkor vas a

G, XCLX' e X Cm generdtorrvendezernek olysn valddi G
résshaluasa, avely szintén generdtorrendazere A -nak,
Legyen (G,,OL,.-' i C‘L«) & (CGC,_X»--XC,J\G. mivel G A
generdtorrendazere, igy van olyan (Q, 1Gz0) 77 ) Gap) et

és £ €F , hogy

(aﬂGz)"'la‘«): S((Qf,o,q,o)”') Qup) l*ﬁ) b

wivel (G0, G) € (CxGX-- xCING 8 (g, %o, G) €C
1gy vanmak olyem G; ée G, (1£7%4) g11apotok, smelyek



nem egyenlfk. 12 A-direkt ssorsat definicidja mimtt
a; = 5; (“n,'o , {—) e Y8 asonban GL' miniedlie volta miatt
cesk ugy dllhat femn, ha G =G, . Fllentmondde. imi ast
jelenti, hogy G, G X... X C. estikebgképpen A ninindna
gencrdtorrendssere. lede d.

A kiivetkess példa mutatia, hogy a 22."Bvetkesmény
mogforditden nem igaz. ,

15.Pdlda. z..cgymb F"{e,H misodrendl  beleféle
ceoport /£ =§ , € =¢c 4o ef=fe =4 /, tovavbd
A=< A2, vefintdijur as A, =(4F, 3,) dtaenet-fige-
vényit gktivetkess tdbldeattal:

al 42
e A 2
Ei 2 -4

rz A, uvdeiautomats ciklikus, (1) as egyetlen minind-
1is generdtorrendszere. lLegyen as '4}"('4,733 ) xvésiauto-
mata A, tamagéval alkotott A-direkt ssorzata, azas
A=A, xA, és

| () (2,1) (2,2

e | (44) (42) (21) (22)

£ 1(22) (22) (2,2) (22)
s A kvdzisutomata is minimdlisen generdlhats, egy minie
mélie generdtorrendesere vany <(11), (1,2) (2/1) ) .
az Ay xvisiautomata agonban nem maximdlisan kapesolt
tnmagival. / Wince olyan g € F , hogy 2= Sy (4: f‘)) L)

1=8,(119)  terjesulne./
A /i\;=(i4g,i':,é\;> (7=4,2,--- | m) kvdziauto~

matdkat erSsen kapesoltaknak nevessilk, ha bdrmely 4 6; (eﬂ;)
(7=1,2)-,™) n sadmu dllapot-pdrhos van olyan {€F ,




hogy Sz-(a;'.p): 6/ o

fa a kvdzsisutomatik erSgen kapcscliak, akkor eri-
sen Sesseflgebk 18 /A.C.FLrcK [11] /.

Az erfasen kapcsolt kvdsiautomatdk fogalmdt A.C.
PLrck [11] vezette be, ebbfl kaptuk terméssetes dltald-
noeitdesal & / nexindlisan, végesen, ciklikusan / kap-
ceolt kvdzisutomatdk fogalmdt,

36.16%61./0e0oPrEON [10] / pm Ay (1=4,2,- ¢ &)

A tétel bisonyltdese egyeseri.

37sT8tel./PARCSiNYT To[1]/ [llapot-Tlggetien kvdsi-
sotosatdk A-direkt ssorsate is dllspot-figgetien.
Bigonyitds. As AF(‘*{,F,S[) (=4,2y- ) =)
dllapot-fliggetien kvdgiautonatdk A-Girekt ssorsats legyen
. A=(AF,3) kvasiuutonats. lia a8 (G, Q)" a.) (€ A)
dllapotra 6o as {310& (e F) elemekre
g((a(’al),..)c“ﬁ) l‘F) = S((.anqa)”')a*)l ‘5)
teljesiil, akkor az A-direkt asorset definicidja miatt
S(a4)=9,(0,9> (=44™)
1egyen moat (& €y ) ) A egy tovébbi dllapota.
vivel az A, kvdstautomatdk dllapot-figgetlenek, easdrt
W6 ) =8 (89> (TN e,
amibl]l wdddik, hogy '
S((@u@z;“' 16 ) = (8, by ba) 1G)

azaz A valében #llapot-figgetlen. Ce6ed.

Pbb8l kivethesik, hogy dllapot-fliggetien kvidzisuto=-
matdk A-direkt ssorzatire ceak dilapot-fliggetien hvdgie



8%

automata bonthatsd fel. [llapot-fiiggetlen kvdeiasutomatdk
asonban nem ceak dllapot-figgetlen kvdgiautomatdk A-direkt
ssorzatira bonthaték fel., Prre vonatkosdan tekintelik a
16,6184, /AeCoPLECK [11] , CHeA.TRAUTH [22] /

legyen ag F(X) bemenS=-rélesoport as X= <X|‘3>- halwnas dle-
tal gefidpdilt egysdgelem nélkili ssabad félesoport,
A4=<417~|5> éa AL=<L‘15> o« AB '4\4:(‘44 I FOQ( é\4> és az
A\f(%,f:_()()e 3;,) kvdsiautonatdk dtmenet-fliggvényét asz

A X X illetve az A.X X asorzathalunszon & kévetkess
tédbldeatok adjdks |

Sl a2 03 N A
x| 2 4 3 x| &5 Lk
wl2 3 A 6l b &

regyen sz A=(4,F(X) ‘5) kvisiautomata A, ds A A=

~direkt smorgata, skkor

3 (k) (4,6) (k) (2/5) (3:h) (3,5)
X (115) (2110 (Alg) ("ll') (?’15> (31’1)
Yltzk)y (@5) Gy (35) (Kkh) (15)

¥Bnnyen beldthats, hogy A félperfekt / igy dllapot=fige

getlen 18 /, de A, nes dllapot-figgetlen. / Megjegyessik,
hogy a 2.rélddban sserepls kvdsianutonata "91 de A)z direkt
bassege./
Tgus vissont &
38.76%ed./BARCS WYY 14[1]/ Legyen as A=(A F S)
d1lapot-figzetien kvdsisutonats as A.=(4, F 5,) és as
Af(AZ,F,Xz) kvdsiavtomatdk s-divekt ssorzata, fa A,
teljesiti a ‘
&(a” {)=3, (o”%) (G ey {‘%GF) =>
=, 3,006, =%l 9)]
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feltételt, skkor A, dllapot-figgetien.
risonyitds. legyenek o (€ M), 1 C)(GF)olyamk » G-
1yexre 81(ci, §)=(%,4) terjesur. i feltétel szerint
van olyaa Q, (GAZ_)aillapct. hogy Sz(az,.{i) =9, (CiZ ﬁ). P8
viszont ast jelenti, hogy
S((as), ) = 5((anay, 9)
regyen mnost ¢ A, egy tovdbbi dllapota. Yivel A dlla-
pot-filggetlen, esdrt ‘
Sty 4) = 5 (b))
emibsl kivetkesik, hogy (% {)=5, (6, l‘b) s nzazs A, is
dllapot-fiiggetlen, z.o.d.
23.Kbvetkezméay, /PABCCINTT T.[1]/ Legyen as A—(HFS)
dllapot-figgetlen kvisisutomata az A,=(% F, 8) &
A,=(A T 8,) kvdsinatometék A-divekt ssorsate. fla bir-
mely 4G (¢F) phrre
3 ‘34[54@4 ) =% (e |3)] = 30 L5 4) =% (@]
oz:,uux, arkor A, sa A, ﬁlla t-ficgetlen.
A kbvetkesS lemmdt A.0.PLECK [11] automorfismus-
csoportokra bisonyitotta be, de a bigonyitds endomorfis-
mus-éloscportok esetén 1e ugysougy végeszhetld el.

24.Leusa. Ha az A=(A F ) kvdsisutomats as
A= (.q” F 54) fa ag A, (&,ﬂé})gzdsian&gaték A=24rekt
sgorzata, akhor
E(A) @ E(R) < E(A) ,
risonyitis. Tegyen (¢,P)EE(A)BE(A) 48 (4,0) €A
Akkor ( ‘(57 (Q4 |Qa> :(‘X(Ql> I ESY » fo |
(=¢,®) (¢ (e ) = = (x B (& (@ ) §L(G2;'D> =
-—(°< (3:lac ), B(S.a )7) =(34(a) ), 5.(86) D)=
= §((=@, by £) = (& %) ) (P€F)
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asaz (x B) € E(#A) « Qeeslle
. Ast, hogy dltaldban am E(»‘h) Q E(A,,>=E(,4> egyenll-
ség nem 611 fenn s 16.Pé1lda 18 mutatia /l.A.C.PLEck 11] /.
39.96tel./mancainyT 1.73]/ e sz A=(AF,T) gik-
likus kvdsiautomata sz A; =(A] F, S{) (i=1, Zyrivy ")
4l t- tlen kv u tdk A-direkt smorsata, skk
E(A) = E(A)QE(A)& .. @ E(As) -
Misonyités. As egysseriindg kedvéért a tételt n=2
esetre bigonyitiuk be, 1 >Z epetben a bizonyitds ugyane
ugy végezhetf el.
A 24.lenme sgerint E(4) @ E(A;>§—E(/D. Legyen most
X € E(ﬁ) , 68 definidljuk as X, (7=1, 2) leképenéoeket
a kdvetkezf mddons
x;(a)=6& (a6 € A;>%> oc(a,,al)=(64, 6) .
Yegmutatjak, hogy X Az' Snmagidba vald egyértelmil leké-
pesfse, Ngsitsik az ¢, dllapotot, & legyen
«(a,@) =(&,8) (aeh, , bea)
Tekintelik A egy (Go, 93) generdtorelemdt, Vannsk olyan {,
G(€F), nogy F((@/8) ) = (¢,2.) 4o
St | =) . raya=8(a )= ,5) .
/4\4 dllapot=fiiggetlenadge miatt
q.‘g,‘q;f’ [ (¢ | -F) =9, (¢ ( ﬁ)]
teljesil, Legyen °<(a.,,€¢>=(d4 ydy) (di€h;) , axkor
(6, 8) = x(aa) = L(8((a b ,£))=
= X(‘;‘(a°v@°7;\£> = g<(d"dl> f) =(8(df), 5 (dx ) )
(8,6)=x(0,&) = x(3((,8) 3)) =
= &((ddy, ) =<g1(d"f)7 EACY N) -
A elfizfek smerint
4= 5(d D)= 5(dg)= ¢
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agzaz X, egyértelsii. Vasonldan ldthats be, hogy X, Ay
tnmegiba valé egyértelmti leképegdese., Poek utdn nmegmutat-
juk, hogy ¥, endomorfizmus: ‘
“‘(846041{0 ) Sz(az ,Jf)):o((g((ﬁ”a‘) |“F>>= S(X(GHQ&) n“D =
= 86, 6) 1) =(S () & (6:0)) (o0 8 ehs  feF),
A28Y

(8 (o ) = 8 (8, 4) = 206 )2 -
re ast jelenti, hogy X, € E(A). Definicié szerint mine
den (0‘,%) (e #) d11apot-phrra

o((q“ Qz> =% ( é, [ ‘L) = (“4 ) “L)(C“ |C‘c> )
tehdt X = (¥, %) € E[’QD & E(4, s Qe®od,
t-!ogjoajvcawk. hogy & ti%el feltételei mellett as
A és azs A; (117 &) kvdzieutonatdk mindegyike cikli-
kus dllapot-figgetlen, 88t a 35.,7¢tel szerint az A kvd-
giavtonatdk ciklikusan kapcsoltaXx,

4 B9.78tel dllitdsa automorfismuscsoportokra is
igazg. Ha ugysnis & € G[A) , aktkor ktnayen 14thats, hogy
X (2»2412,) A, bamagira vsld lekdépesdse, ahol (ol,,,o(z) =X o
Tovibbd, ha péladul o (4) =04 (Q)) (4,07€ A1) o akkor
tetazfleges G, (6 A,}illapotm X (&‘, ,QL> = (a, | G,
teljesiil, ¥ivel o mutomorfimmus, emért (& . G,)=(4/,G,)
RERD 0,,=C12 s tohdt X, egy-egydértelall leképezda. Ugyane
igy l4thaté be, hogy X, is egy-egydrtelmi,

tegyen A =(AF &) tetesSleges kvizisutomata, $s

Ag ae a(€A) dllapotbdl elérhets halmaz /1.9.0ldalt/.
Pefinidljuk A, -n a kbvetkesS miveletet:
S(af) *#*3(a;g) = 3(a9) (f19¢F) -
Ha A #llapot-fiiggetien, akkor /ia @ *a wliveletre ndeve
félesoportot alkot, "bben az esetben (Aa,¥a)g = s abol
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as izomorfizmust a (O l@—>_7f: ({GF) leképesds szole-
gidltatja. fa as A kvésisutozata casoport-tipusu, akkor
bdrmely Q(G 4) -ra A 4q= (Aa, T, Sa> kvdziautonata félper-
fekt. Az ugyanis ayilvdnvals, hogy Ag erfSeen baszefiggs
és dllapot-fiuggetien. A 10.lemma szerint A, karakteriss-
tikus félcsoportja ceoport. iia A eikiikue caoport=tipu-
su / asas félperfekt / kvdzisutomata, akkor bimmely C(¢4) =
-ra A=A , 8 igy (9,150)3? o A 24.,76tel alapidn kapjuk,
hogy G[A)?:'(A,*Q> ((M—A) o / %tnnyen beldthatd, hogy
egy megfelell isomorfimmus ag X —> X(Q) (xe (4)) lokde
peséa.//1.CH.A.TRAUTH [22] /

40, 76%ed./HensTrAUTH [22]/ AB A=(A,F,8> félper-
fekt kvdsisutomata skkor és ceak akkor d1] elf az
fA;=(4 F 3 (i=4,2)-~) Léiperfekt kvisisutonatdk
h-Oivekt ssorsataként, ha

" G(4) ”:"C(#L)@G(A,)@--v & C(4)
teljesil,

fimonyitds, A tételt “=2 esetre bimonyitjuk, M >2
esetben a bisonyitde hpeonldan tUrtdnik.

Flegendfadge. Tegyilk fel, hogy G (4>=G4 @ G 2 [/ as
izomorfia helyett az egyoseriiedg kedvédrt egyenlfedget
veesiink.,/ & tétel el8iti megiegyséoek sserint régaitett
@ (€h) wra () =x(@) (xeG(A) G(A) sk (A% )
ra vald izomorfismusa., Pefinidljuk a kivetkezs
8y ' GiXF — Gy (7=1,2) 1eképesésexet, amelyekre

(8 (ot ) & (e D) =¥ (S (W, ) 1)) (0 Gy peF)
teljesil. Vegmutatjuk, hogy a Si leképesdsek jOlefefinie
dltaks A 23.76te) ssorint bémely £(¢¥)are S0 )= (@)
teljesil, ahol [5£=((5f)ﬁf> & C(4> o Tegyon (%) (€ G(A)
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tetasllegos, akkor
(8604 )15, 06 ) =Y (¥ () 1=
=y (8(, ><a> £ *r“(m.oe)(s(a ,+>>>—
=y ‘(Coq,vg)( ;»’f)(@) Y (C“H"a,"‘ h)(a))
’\f' ("i’(“vf% )“' (5L>> ("(1(54 °((5?«> )
tendt 3 (%; ,{)“Nﬁ (7=1,2) .Icyg,(z (2) §61=
~definidlt, mivel (5 ceak _fi ~t81 fiigge Wivel (3. =[5
("?IOD €F) , esért as A;=(C,’ )FI&) kvdziantonatik jél-
~definidltak, JelBljuk as A, 68 az 1, kvisiaatomatdk
A-direkt szorzatit A, ® A —vel. A 3, (7=17) fuggvények
definicldjdbSl mz is ldthaté, hogy "} A, R A, =-nek
A -ra valé igomorf leképesdse. A 36,76telbSl kivetke-
zik, hogy as A\' (i=ﬁz) kvdziaatonatdik erfeen Uesseflig-
glek, 2z elfefek sgerint
5 (x; D=8 (% 5) & b =7 (Li5eb).
A mdsodik feltétel ssonban flggetlen X, «t8l, aszas
A\;‘ ('H,Z) dilapot-fliggetien, Vildgos, hogy van clyan
eeF , nogy O;(¢ &) =% (7=42) teljesiul nin-
den X, (e C,’) -re, azas A , karakterisstikus félceoport-
ja egysdgelemes, 1gy o 1l.lemma szerint A, félperfekt.
vivel minden félperfekt kvdziautomuta ciklikee 4l-
lapot-fliggetien, eadrt a téitel asikedgesadge a 39.74tel
é8 az utdna 16v8 megjegynds sgerint nyilvdnveld. Cevede
vegjegyensik, hogy félperfekt kvdzisatomatik nem
caak félperfekt kvdrzisutonmatdk A-direkt ssorzuatira bont-
haték fel, esért is ssiikadges o tételben a komponensekre

kikétni, hogy legyenek maguk is félper€éktek /l. s 16.
4144t /.
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A 36.,76te)l alapidn nyiivdnvald, hogy perfekt kvde
siautonate ceak perfekt kvdzisutomatdk i-direkt ssorzata-
kdnt 41lithatd eldf vefrt a 40.,74telt perfekt kvdsianto-
matdkrs elegendd a kivetheosSképpen kimondenie

24yt kvetkegndny . /AeCoFLECK [12] / 48 A=(AF J)
periekt kvdzisntomata akkor éa cansk akkor €11 elf kvdazie

sutopatik i-direkt szorsstakdnt, ha C(A4) csoportok
direkt rgatira bo °

A véges Abel-csoportok alaptdétoldt felhasandlva
kinnyen beldthatsd a
28.Kbvetkesmény. /A«CeFLECK [11] / Pdrmely i-véges

erfekt kvdziantonsa felbonthatd clyan kvdzisvtoma

A=diyekt % satomorfizmuscscoportia
/ prishatvényrendii / ciklikus ceoportok.

ia A félperfekt, akkor a 24.76tel sserint G(#)SF,
igy a 40.,7ételben, a 24, 8 o 25.Fivetkerndnyekben as
automorfisnuacsoport helyett Rarakterisztikus csoportot
ie wmondhatunk,

tvdziautonatdik A-direkt ssorsatinak karakterissti-
kus f{flecsoportia 48 a komponensek karaktorisstikus fél-
csoportjal kisitti kapcsolatot dltaldnos esetben & kile
vetkes’ tétel mondis %i:

41.76te2. Na sz A=(4F 5) kvdzisutonata as
A;=(4; F &) (=42 %) kvdstsutonatik i-dirvekt
szorsata, skker ss A; kvdsisutomatdk F ' karakterisstikes
félcsoportind as A kvdsigutomsta T karakterissztikas
félesoportidnek homomorf képei, tovdbbd © homomorf médon

bedgyashatd as F 7 £4)esoportok divekt ssorzstdda.
Bizonyitds. legyen az A=(4F 13) kvdziautonats as
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=(A | F §) (=420 ) kvénnuwm im8irelt
ssorsata. Jelblje, mint a tételben s, F A warske
terisstikas félosoportjdt és F szokds szerint A ke
raktorisstikus félesoportjdt. rLegyea & GZ (e F). aEas
V (e @ [3(E 0, £)= 860ty 5,8)] -

(G“ Gy)y- ;Ga)eﬁ'
Ebbil kbvotkonk. hogy =inden . =pe ("L 7 L”‘)

aeA [S(a,nz) 3(a )]
teljestl, tehdt 4 €£ » ami ent Jeunu, begy i’ &
(G=42)c)~) o asas § %H:P . legyen most
be zé: Z’q" s akkor as :16&:1' buo:yuu menetét meg-
foraitva, kapjuk, ho Nf"<s 1 1@

(25) ,J =2
pefinidljuk a ¢; (1=12,-. %) lekdpesfseket a kivetkess
mddons .
7 L] —_ = Ay =
(26 9§ 4 ($2F,47eF™).
nyilvdavalé, hogy (;, F [ =re valé egyértelsi lekié-
pesbae, Tovibbd A
Al AL=AT 0 (%N o (=
GEHEH=F9" - SR ACEACY,
(13 Q) € F) y ABAR (f, hoaomort lcklpouu.
Legyen ( uF-mF ‘@F g - @ F™ cve valé kb=
vetkess leképendse: :
o T\ _ [ 54 Az . VY —
q(f)_'(i )jF yreo > ({eF).
Ldthats, hogy () egyértelmi leképesée. Na .f |12€F atkor

‘f(ff)) 9(¥9)= (%AU%“

4——A4 "Am*‘AA. )

-C?‘ ﬁ% ,1%(%’“)%7 )% "} 1%)4G),

agaes (.f is homomorf lekdépesdsm. Qec.d,
Pzek sgerint, he valamelyik A, komponens karakte-
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risstikus félesoportje nem monoid / csoport /, akkor F
sem lehet monoid / cseport /. "nnél asonban tHbh is igas:

26.kbvetkesnény, Legyen sz A=(4 F &) kvisisuto-
mata s A/ =(4,F ) (=12 ”‘> kvésiautonatdk
A=d ;gkt sgorzata, tovdbbd minden Fi monoid, Jeldljik

Q‘xul‘ggg €; e ‘wvele
v il 3 =g » akxor F m.umwu
b/ Ha He A‘#sﬁ akkor n € E Ofx.“gr leme.

Bigonyitds. o/ Ttxyﬂk fel, hogy 1 ‘é?‘=¢ éo F
mégis monoid. Legyen € F egvedgeleme, akkor (26) B EG -
riat %(E) < (- 24,2, m).mw&ﬂou“nlu ho-:-
morf képe is egyedgelem, cdrt S =2, 'ylgy €S€
(T=42 ), asas €Cﬂ eA « Tllentmondde.

b/ legyen €€ /76 o Go f & » akkoy

a

efe ] = eptv-BhEtEhTALTN

wsas (25)sserint B

S . A ——Al

A _
Hasonléan léthaté be, hogy 1{’5 =f o tenst ¢ F egy~
ségelene, Ssintéin @S)uud.nt

€ ..()e’q‘ = f‘l@"“‘

’

—

Fezel a bizonyitdat befejestik.
A 26.kbvetkeamdény a/ dl1litdednak 1llusstrdldsaként
tekinteiik a
- 1%;1’:%0:!. Legyen FOQ as X=<xy> balmasz 4ltel ge-
nexilt‘/lubud félosoport, A=<4,2> , A & 68 &, fugg-
vényeket ag Ax X ssorsathalmazon definidljuk a kévet-
kesd tdbldsatokkal:
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gl 4 2 S| 1 2
lh & & a2 2
¥l 2 2 bi 4 2

ae A =(R F(X), 8) (1=42) kvéaiautonatdl karek-
teriestikus félesoportjai monoidok. F (X> <—44 ’—A’>
bu %&-gyn‘celmo T E—Z-)(_)A € '—AL> 6. F(X)
ogyn‘golm (3 ° K&nnyon beldthatd, hogy X" LK Ky
éoia *<‘3“3’ Y e dgy X n"& ¢ o« P2 azt jelenti,
bogy as A, 6s az A, kvdsisatonatdk A=(AxA,F(X), S)

A=direkt ssorzata nem monoid.

Flo) (42) (24) (2,2)
(z) (12 z2) (22)
Y1&1) @) @) (22
f:(_@':<7; g ) 7<T3 > o Bmelyben s miiveletet a kiivet-
kesf tdbldzat mutat)a:

X 4 xg
% %
1SR 5 X
i %oy

A 26 6vetkezmény b/ résséhez tekinteilk a 83, olda=-
f, A —7 ~ N
lon 16v8 16.761ddt. T (X) = egyeégeleme X= = , F(X)'*

*
2

s ® igy Xz ‘f):‘:—AL = X F(X)

egyadgelene.,
Kivetkezuény. Legyen as A=(4FJ ) kvéziautomata
ag A;=(4 F, S;) (=12, 4«) Lkvisiautonatik A-di-
rekt szorsata, tovdbbd minden E® gnoggrt és [ ﬂ & Py ? .
a/ Ha van olysn #(‘GF). hogy zg({ ) —¢. akkor F
nem csoport.
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b/ Ha minden {(ﬂf) -re é(._fm)”‘i4=¢ , akkor F geoport.
/ { inverse éppen Q(Inl')_% /

ﬂm. a/ Tegyuk fel, hogy van olysn {eF ,
hoxy ﬂ _—4‘> Py G0 F mégis ceoport. Akkor van olyen
_fGF oh°ﬂ~f:¥7 6-(]641 s BZaB »{jeﬂs-giA'
(=12, %) , 1gy {, 43 “'-'e A venas P e(}'“‘)‘i
(=42 n) , ami & feltevés siatt lenetetlen.

v/ Logyon tovébm is € = f? L, e Ap £€r F s to~

rk

vavbs P =0 (1 ) akkor

w - JP S NN ),
igy {L ;p -—H =€ , azes {’ _{ imoru. Qe@olls
28.Kbvetkeandny. Ha oz A;=(4; [F,51> (= 1,2)- %)
kvigisutonatdk karakterisstikus csoportisinak kbsts as
egyeégelenik, skkor az A, kvisisutomatdk A=(A F, 3)
f=irekt szorsatinak karakterisstikua félosoportja ie

caoport.
rizonyitds. Jelsljik az A, ({':1,2,,..,4) kvéziauto=
matdk kbsbe egyalfgelemét € w—sal. A 26 0vetkesnény age-
rint € A F karskterisctikus félesoportjdnak egysége
eleme. lLegyen & (¢ F) tetozfleges da 2:4"(6 ) inverse
et o akkor (25) szerint .
it =-TC s2¥gh-7 ,

—_— —

asas & ©=C , tendt & inverse & . Qee.d.

A 28, Bvetkesndny megforditdsa nem fgas, ezt a.
16.761da 1o mutatia. / X ’g“‘. mivel U & CN

Végil megadjuk annek ssiikedges ép eldégadges feltiw-
telét, hogy egy A-véges fdlperfekt kvdsiantorata mikor
bonthaté fed kvdzisatonmatdk Ai-direkt ezorzatdra.
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‘g! l./ﬂof‘oywm’ D’] /& H ‘. K M
A=(A F3) gélpertekt kvisiautonats G(M aut

maték i-direkt ssorzatdval.

Hisonyitde. Vegjegyesaik, hogy a tételven 7 ([4)
egyeégelemét jebli, A/p éo Ay pedig a (16) tipusa %
68 K reldeidk dltal indukdlt faktorkvdeisutomatdikat.
/le 5S¢ 68 27. oldalt/

Legyenek

H= =00, %) 00 ) Xy > s K==, By Bt D

C(4) olyen résscsoportjai, amelyekre teljesiiloek a
tétel foltdtelei. K8nnyen megmutathatd, hogy

Alg=<Bi(@)g |Bi €K s Al =Xy |3 H >,
ahol Q (€A) tetasSleges, de rogsitett dllapot. / Itt
péradad [5 (D Alyp PBi(c) 41tel rveprementdlt elemét je-
181i./ Tegyik fel, hogy ven olyan f (Q)y, &o s (@)
osztdly, smelyeknek nincs kbste elemiik. |s;(@)y|=0(H) =
éo [Afx|=6(#H) =" , 1gy van olyan 0%(@7(, osstdly,
emelyben f./(G)ge -nek legaldbb két eleme van., lLegyenek
emek %o R; (¢) d8 Xu0/(2) (¢44), sxkor van olyan B, (€K),
hogy /> e(%t'(a>~°<gfsgcq> , asas P Xp S = %[5, igy
P = °<°<"é HOK =110 | tendt B=v, X, =Xe ,
ami azonban & feltevds miatt lehetetlen, Xaptak, hogy
birnely H -sserinti éde M -gserinti osstdlynsk pontosen
egy kisis eleme van, Vs ast jelenti, hogy a

b (G @%> > Qe 7 65

lekdpesée /4/7{)\ Al wnak A -m\/uyuuydmlau leképezdése.
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¥ost megnmutatjuk, hogy Y homomorfismus. Hyilvdavald,
hogy
Cye N b =(@)=H(6)4> S(a Py 1 (6, 1) =X (36, 1)=B(5(¢ )
(xeH,PeK [ JEF ) o serbrjuk Aly és Ajg, a=tirekt
szorsatének dtmenet-fuggvényét S -vel, akkor

Y8 (ax,6x) 1)) = ¥ (Fae (e 8D, S (b )=

=Y« P, é‘(@,ﬁ),,&: g(anc)':t N (&), =

= (5(ap) ~5(<le) )= 8 (a0 e ) = SCH o)
Ysgel a tételt bebizonyitottuk.

43.96%e1./he0orrEce 23] / Hia 88 A=(AFS) A-véges

félperfext kvdeiautonats a:B=(B F §,) és 8 C=(C,F )
kyisiasutonatik A-divekt ssorsata, skkor ((#) -—nak van-
Bak olyan 1 s K résscsoportiei, amelyekre

HaK=§1% 88 HK=CH#)

teljesiilnek.
g_uoggxg-. Legyen
B=<(4. ¢ €. 68 C=XCo Ciyrir) Loy
tovdbbd X GC(4> (1 =0,1,... é; a’ A ,e). amelyre

X, 3 (60,@,) =(6;,C;) « A8 gy definid1t eutomorfismu-
sok kimeritix G (4) elncit. ¥z abbdl kbvetihesik, hogy
A télperfekt, azas G (A) transitiv GQO(C(A)) =] A|
/le 2i.uun/ Nyilvdnveld, hogy X, =71 , shol © 6(4)
egyofgeleme. Tekinteilk a
H =< &poy % o1 1 %eo d8 K:<°<o,o) Xoer )Xo, e D
halmnazokat. Yem nehés, de kisad hosssadalmas szdmoldoe
eal megnutathatd, hogy H és K C( 4) -nak a tételben nege
kivdnt tulajdonedgu rdsscsoportjai. Le.e.d,
A 43.7étel tulajdonkdéppen a 42.76tel megforditdsa.
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