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Bevezetés és el6zmények

A Fourier-sorok elméletének kialakulédsa a XVIII. szazad kozepére tehets, amikor az [
hossziisagu, a két végén kifeszitett rezgs hur alakjat szerették volna meghatarozni tetszé-
leges t id6pontban, azon feltevés mellett, hogy a hur transzverzalis sikrezgést végez. Daniel
Bernoulli 1750-ben azt talalta, hogy megfelel§ idGegység valasztasa esetén a megoldas egy

u(z,t) = Z (1) sin ?w
n=0

trigonometrikus sor. Bar a klasszikus Fourier-sorfejtések legegyszertibb, és legfontosabb
(a szakaszonként monoton és folytonos fiiggvények) esetére mar Dirichlet bebizonyitotta
a pontonkénti konvergenciat, a problémakor maig é16, példaul a négyzetesen integralhato
fiiggvények klasszikus Fourier-soranak majdnem mindeniitti konvergenciajat csak 1966-
ban bizonyitotta be Carleson. Igy érthets, hogy manapsag is tébb matematikus kutatja
az analizisnek ezt az agéat.

Az értekezés célja Moricz Ferenc |?], [?], [?], [?] és |?]| eredményeinek altalanositésa.

A disszertacioban vizsgélt kutatasi problémak harom nagy csoportba sorolhatok. Az
elsé teriilet az egyvaltozos Fourier sorok tagonkénti differencidlhatosagat, illetve az igy
kapott sor valamely Lipschitz osztilyba tartozésat fedi le. A kovetkezd részben a két-
valtozos Fourier sorok egytitthatoinak nagysagrendje és az 0sszegfiiggvény altalanositott
Lipschitz illetve Zygmund osztélyba tartozédsanak kapcsolatat vizsgaljuk. Végiil sziikséges
és elegendd feltételt adunk arra, hogy egy kétvaltozos fliggvény Fourier transzformaltja
eleget tegyen valamely “klasszikus” Lipschitz vagy Zygmund feltételnek.

Az értekezés a szerzd kovetkezo négy publikaciojan alapszik: [?], [?], [?] és [?].

A tézisfiietekben talédlhato jelolések és szamozasok megegyeznek a disszertacidban
hasznéltakkal.

Fourier sorok differencialasa és fliggvényosztalyok

Ebben a részben a disszertacio 2. fejezetének eredményeit foglaljuk ossze. Ezek az
allitasok altalanositésai Boas [?] és Németh [?] megfelels tételeinek. A vizsgalataink soran
feltessziik, hogy {c,} C C abszolit konvergens sorozat, igy a _ cxe™*® trigonometrikus sor
egyenletesen konvergens, és a sorosszeget jeloljik f(z)-szel.

A 2.1.1. Tételben az f fiiggvény Fourier egyiitthatoinak nagysagrendje segitségével
sziikséges és elegends feltételt adunk az f fiiggvény valamely x € T pontban r > 1-
szer valo differencidlhatosagra. Tovabba megmutatjuk azt is, hogy a Fourier sor forma-
lis r-szeres derivaltsoranak egyenletes konvergenciaja ekvivalens az ) derivaltfiiggvény
folytonossagéval a toéruszon.



A 2.1.2. és 2.1.3. Tételekben ismét a Fourier egyiitthatok nagysagrendjének segitségé-
vel adunk elegend§ feltételt arra, hogy az f() fiiggvény valamely Lip(a), Zyg(1), illetve
lip(a) vagy zyg(1) osztalyba tartozzék (ahol 0 < o < 1).

Végiil a 2.1.4. és 2.1.5. Tételekbdl kideriil, hogy a fenti feltétel nem csak elegendg,
hanem sziikséges is abban az esetben, ha az egytlitthatok nemnegativak, vagy kcp > 0.
Tehat ezek a feltételek a lehetd legjobbak.

Legyen {ci : k € Z} komplex szamoknak tetszéleges olyan sorozata, amelyre a

(1.1) Z\ck\ < 00

kEZ
Osszefiiggés teljesiil. Ekkor a Y ce™ sor egyenletesen konvergens, jeloljiik az Osszegét
f(z)-szel,
(1.2) f(z) = cheilm.

keZ

1.1.2. Definicié (Lipschitz osztaly). Egy [ fiiggvény akkor tartozik a Lip(«) osztélyba
(vagy masképp kifejezve akkor tesz eleget az a-rendi Lipschitz feltételnek), ha van olyan
csak a fliggvénytol fliggs C' = C(f) allando, amelyre

|AY f(z,h)] == |f(z + h) — f(2)] < Ch* =: O(h*) minden x € T-re és h > O-ra.
A lip(a) osztalyt azon f fliggvények Osszessége alkotja, amelyekre a
: —« 1 _
lim A~ AL (. h)| = 0
hatarérték egyenletesen teljesiil x € T-ben, vagy révidebb jeloléssel
|AYf(z,h)] = o(h®) egyenletesen teljesiil x € T-ben.

1.1.3. Definici6 (Zygmund osztaly). Egy folytonos f fiiggvény akkor tartozik a Zyg(«)
osztalyba, ha

|A2f(x,h)| == |f(x+ h) —2f(z) + f(x — k)| = O(h*) minden x € T-re és h > O-ra.
A zyg(«) osztalyt azon folytonos f fliggvények Osszessége alkotja, amelyekre az
|A2f(z,h)] = o(h®) egyenletesen teljesiil x € T-ben.
2.1.1. Tétel. Ha valamely r > 1 egész szdmra a

> lel =o(n™)

|k|=n



dsszefiiggés teljesil, akkor az (1.2) sor r-szeres formdlis derivdltja pontosan akkor kon-
vergens valamely x € T pontban, ha az f dsszegfiigguény r-szer differencidlhato x-ben, €s
ekkor

(2.1) F @) = (ik) cre™.

kEZ

Tovdbbd az f7) derivdltfiigguény akkor és csak akkor folytonos T-n, ha a (2.1) formuldban
a trigonometrikus sor egyenletesen konvergens T-n.

2.1.2. Tétel. Ha valamely r > 1 egész és 0 < a < 1 szamokra

(2.2) > el =0m)

|k|=n

teljesiil, akkor f r-szer differencidlhaté T-n, a 0 < o < 1 esetben f) € Lip(a) és az
o =1 esetben f) € Zyg(1).

2.1.3. Tétel. Ha valamely r > 1 egész és 0 < a < 1 szamokra

(2.3) > el = o(n),

[k|=n

akkor f r-szer differencidlhatd T-n, a 0 < o < 1 esetben f) € lip(a) és az a = 1 esetben
f € zyg(1).

2.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az egyiitthatokra a kovetkezd két feltétel egyike fenndll:
ke > 0 minden k-ra vagy ¢, > 0 minden k-ra. Legyen f r-szer differencidlhato T-n. Ha
f0) € Lip(a) valamely 0 < a < 1 szdmra, akkor (2.2) fenndll ezzel az a-val; hasonldan,

ha ) € Zyg(1), akkor (2.2) fenndll az a = 1 esetben.

2.1.5. Tétel. A 2.1.4. Tétel mindkét dllitasa igaz marad, ha a Lip(«) és Zyg(1) osztalyokat
a lip(a) és zyg(1l) osztdlyokra, illetve (2.2) feltételt (2.3)-ra cseréljiik.

2.1.1. Kovetkezmeény. (i) Ha valamely r > 1-re

(2.4) > e = 0(1),
k[<n
akkor f r-szer differencidlhaté T-n és f) € Lip(1).

(ii) Tegyiik fel, hogy k™ 'c;, > 0 minden k indexre és f r-szer differencidlhaté T-n
valamely v > 1 szamra. Ha f) € Lip(1), akkor (2.4) teljesiil.



Kétvaltozos Fourier sorok és fliggvényosztalyok

Ebben a részben a 4. fejezet eredményeit foglaljuk 6ssze. Itt egyszerre tobb altalanosi-
tast is elvégziink. Egyfelsl Moricz Ferenc |?] és [?] egyvaltozos tételeit iiltetjitk at kétval-
tozos esetre, masfeldl |?] cikkének allitésait terjesztjiik ki bovebb fiiggvényosztalyra. A 2.
fejezethez hasonloan itt is feltessziik a {cy} C C egylitthatok abszolut konvergenciajat,

igy vizsgalhatjuk az
flx,y) = Z Z e k)
kEZ I€Z.

Osszefliggvényt.

A 4.2.1. Tételben elegendd feltételt adunk az f fliggvény Fourier egytlitthatéinak nagy-
sagrendjére ahhoz, hogy az f fiiggvény valamely Lip(w,g) fliggvényosztalyba tartozzék,
ahol 0 < a, § < 1. Ez a feltétel sziikséges is specialis esetekben (lasd a 4.2.1-4.2.3. Téte-
leket).

A 4.2.2. Tétel allitasai a Zyg(w,g) fliggvényosztalyra vonatkoznak. Elegendd feltételt
adunk az f fiiggvény Fourier egyiitthatéinak nagysagrendjére ahhoz, hogy az f fliggvény
valamely kiterjesztett Zygmund osztaly eleme legyen, ahol 0 < o, 8 < 2.

A 2. fejezethez hasonloan itt is feltessziik a {cy} C C egytitthatok abszolut konver-
genciajat, vagyis a

(3.1) D ew] < o0
keZ I€Z
fennallasat. Ezért vizsgalhatjuk az

(3.2) flz,y) = Z Z et Y)

keZ I€Z

Osszefliggvényt.
Egy pozitiv, az [a,00) (a > 0 tetsz6leges) intervallumon mérhets L fliggvényt Karata-
ma értelemben lassiu vdltozdsiu fiiggvénynek neveziink, ha

L(A\x)
L(x)

— 1, amint x — oo, minden A > O-ra.

Ekkor L kiterjeszthets az egész pozitiv félegyenesre gy, hogy tovabbra is lassu valtozasu
maradjon, példaul L(x) := L(a) minden 0 < x < a pontban.

Ha L nemcsokkend fliggvény, akkor a fenti hatarérték teljestilését elegendd csak a A = 2
esetre megkdvetelni.

Mostantol legyen L kétvaltozos fiiggvény, amelyre

Ly (21)
Ly (t)

— 1 amint ¢ — oo.

(4.1)  L(z,y) = L1(x)La(y), ahol Lg(t) — oo és



3.1.1. Definicié (Multiplikativ Lipschitz osztalyok). Legyen a, 8 > 0 két tetszéleges
valos szam és

(3.3) AV f(z,y;hi, ko) = f(@+ hi,y+ ho) — f(@ + he,y) — f(z,y + ha) + f(z,y)

az elsérendd differencia x-ben és y-ban.
Egy folytonos f(x,y) fiiggvény akkor tartozik bele a Lip(«, 3) Lipschitz osztalyba, ha
az

| AN (2, 5 ha,y ha)| = O(h?hg)
azonossag minden x,y € T; hq, ho > 0 értékre teljestil.

Egy f € Lip(«, ) fiiggvény a lip(«, 3) fiiggvényosztalynak is eleme, ha

, I}Zm Ohfahgﬁml’lf(x, y; hi,ho)| =0 egyenletesen (z,y) € T*-ben.

3.1.2. Definicié6 (Multiplikativ Zygmund osztalyok). Teljesen hasonloan, legyen
a, 8 > 0 két tetszbleges valos szam és

A2’2f(x,y; hy, he) =

= fx+hi,y+hy) + f(x+h,y—ho)+ fx —hi,y+he) + f(x —hi,y — ha)—
=2f(z,y + hy) = 2f(x + h1,y) — 2f(z,y — ha) — 2f(z — h1,y) + 4f(z,y)

a mésodrendd differencia z-ben és y-ban.
Egy folytonos f(x,y) fiiggvény akkor tartozik bele a Zyg(a, $) Zygmund osztalyba,
ha az
A% f(x, y; hn, ha)| = O(hShy)

egyenl@ség minden z,y € T; hy, hy > 0 értékre teljestl.
Egy f € Zyg(a, B) fuggvény a zyg(a, () fliggvényosztalynak is eleme, ha

X I}ilm Ohfah;ﬂ|A2’2f(x, y; hi,hy)| =0 egyenletesen (r,y) € T*-ben.
1,h2—

A késébbiekben hasznéljuk a kovetkezs specialis sorozatokat: legyen {cy;} valos szé-
moknak olyan sorozata, amelyre

(3.6) ¢ >0 minden k,1>1
és
(37) Crl — —C,kJ = _Ck,fl = ka,fl VC‘, m 2 1.



4.1.1. Definici6 (Altalanositott kétvaltozos Lipschitz osztalyok). Legyenek «, 3 >
0 adott szamok és tegyiik fel, hogy az L(x,y) figgvény teljesiti a (4.1) feltételt. Egy mind-
két valtozojaban 27 szerint pediodikus folytonos fiiggvény eleme a Lip(a, §; L) altalano-
sitott kétvaltozos Lipschitz osztalynak, ha a (3.3)-ban definialt elsérendd differenciaope-
ratorra fennéll az

| AV f (@, y; b, ho)| = O (h‘fth(hil’ h%))

egyenlgség minden z,y € T; hy, ho > 0 értékre.
Adott «, f > 0 szamok és a (4.1)-et teljesits L fiiggvény esetén azt mondjuk, hogy f
a Lip(«a, 8;1/L) osztély egy eleme, ha

|A f (2, y; by ha)| = O<h?—h§>
L(1/hy,1/hs)
fennall minden x,y € T; hq, ho > 0 értékre.
Legyen «, 3 > 0 és jeloljik Wys-val azon mindkét valtozojaban nemcsokkend wyg :
[0,1] x [0,1] — R, fiiggvények Osszességét, amelyekre

(4.2) Wap(0,02) = wap(d1,0) =0 minden 6§y, 0o > O-ra;
(67 25 75 o 5 ,2(5
(4.3) sup w =:Cq < 00, Ssup w =:c3 < 00,
0<61,02<1 waﬁ((sb 62) 0<61,062<1 waﬁ((sla 62)

wa,@(Qimilu 62) waﬁ(27m717 52)

4.4 lim inf > 27 limsup <27
( ) m—0o0 waﬁ(Z_m, 52) m—00 waﬁ(Z_m, 62)
minden o > « és 0 < 09 < 1 szdmra, és
ws(07,27771 , ag(0,27771
(4.5) lim inf — 501 ) > 277 limsupw 501, ) <27’
n—00 waﬁ(él, an) n—o00 wa,ﬁ’(617 27”)

minden 3’ > (§ és 0 < §; < 1 szamra.

Definialjuk az f folytonossagi és simaségi modulusat az

w(f;61,02) ;== sup HAl’lf(95>y§h1>h2)H

0<h;<6;
és
wa(f;01,02) == sup ||A*?f (@, y; b, ho)|
0<h;<4;
mennyiségekkel, ahol j = 1,2 és ||.|| a szokdsos maximum norma.

Megjegyzés. Bary és Steckin [?] a kovetkezGképpen vezette be a folytonossagi modulust:
Legyen 0 <t < m és ¢(t) € ®, ha



¢ folytonos [0, 7]-n, bar ezt nem hasznaltak ki,

© nemcsokkend,
e 0#0, 0<t<m,
e o —0,hat—0.

4.1.2. Definici6 (Kiterjesztett kétvaltozos Lipschitz osztalyok). Legyen w,z €
W, valamely o, 8 > 0 szamokra, f pedig folytonos fiiggvény. Ekkor

Lip(wag) == {f : w(f;61,02) = O(wap(01,02))}-

4.1.3. Definicié (Kiterjesztett kétvaltozos Zygmund osztalyok).

Zyg(waﬁ> = {f : wQ(f? 61; 62) = O(waﬁ(517 52))}

Fourier sorok és a kiterjesztett Lipschitz és Zygmund osztalyok

A cimben jelzett fliggvényosztéalyokba tartozas sziikséges és elegendd feltételeit foglal-
juk Gssze a kovetkez6 harom tételben.

4.2.1. Tétel. Legyen wap € Wog.
(1) Ha {ci} C C tetszdleges sorozat, amelyre

(4.6) Z Z |klew| = O(mnwag(m™t,n™h))

[k|<m |l|<n

fenndll valamely 0 < «, 8 < 1 esetén, akkor (3.1) teljesiil, és a (3.2) dsszefiiggéssel definidlt
[ fiigguény eleme a Lip(wag) osztdlynak.

(ii) Megforditva, legyen {cx} C R olyan sorozat, amelyre (3.1), (3.6) és (3.7) fenndll.
Ha f € Lip(wag) valamely 0 < o, 8 < 1 szdmokra, akkor a (4.6) egyenldség is fenndll.

4.2.2. Tétel. Legyen wyp € Wyps.
(1) Ha {c} C C tetszdleges olyan sorozat, amelyre a

(4.7) Z Z P cw| = O(m*n*was(m™t n™t))

|k|<m |l]<n

egyenldség fenndll valamely 0 < «, B < 2 esetén, akkor (3.1) teljesiil, és a (3.2) dsszefiig-
géssel definidlt f figguény eleme a Zyg(wag) osztalynak.
(ii) Megforditva, legyen {ci} C R olyan sorozat, amelyre a (3.1) feltétel fenndll és

(4.8) ce >0 minden k|, |l| > 1 indexre.

8



Ha f € Zyg(wag) valamely 0 < «, 5 < 2 szdmokra, akkor a (4.7) egyenldség is fenndll.

4.2.3. Tétel. Legyen wyp € Woyps.
(i) Ha {cu} C C, amelyre a

(4.9) Z Z |er] = O(wag(m™,n7"))

[k|=m |l|>n

azonossdg valamely 0 < «, f < 1 szamokra fenndll, akkor a (3.2)-ben definidlt figguényre
[ € Lip<waﬁ>‘

(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy {cx} C R olyan szamsorozat, amelyre (3.1) és (4.8)
feltételek teljesiilnek. Ha f € Zyg(wag) valamely 0 < o, 3 < 2 szdmokra, akkor (4.9) is
fenndll.

Megjegyzés. A 4.2.1. és 4.2.3. Tételek (i) allitdasa a 0 < «, § < 1 esetben ekvivalens.
Hasonloan a 4.2.2. és 4.2.3. Tételek (ii) allitasa is ekvivalens a 0 < a, f < 2 esetben.
A 4.2.1. és 4.2.3. Tételek (ii) allitasa viszont nem hasonlithat6 Ossze.
Megjegyzés. A fenti tételeket belathatjuk tgy is a 0 < «, < 1 esetben, ha hasznaljuk
Bary és Steckin [?] tételeit. Az alabbi bizonyitasainkban mi Lipschitz osztaly esetében
al < af <1, Zygmundnal pedig a 0 < o, < 2 intervallumon dolgozunk. Tovabbi
kiilonbség, hogy az alabbi lemmakban szerepld {ay,} sorozatrél semmilyen monotonitést
nem tesziink fel, mig a ¢ € & fliggvények nemcsokkendek. Tovabba a v és § kitevék
tetszoleges valos szamok lehetnek, amelyekre csak a v > a > 0 és 6 > 3 > 0 feltételeknek
kell teljesiilni. Végiil a legfontosabb eltérés, hogy a v > a > 0 és 6 > [ > 0 esetben
bizonyitani tudjuk az allitasaink (i) és (ii) részének ekvivalenciajat.

A 4.2.1,4.2.2 és 4.2.3. Tételek bizonyitasaban alapvets fontossagi a kovetkezé harom
segédtétel:

4.4.1. Lemma Legyen {ay : k,l =1,2,...} C R} és wops € Wyp.
(i) Ha valamely v > a >0 és § > 3 > 0 szdmokra

(4.12) Z Z Elay = O(m"n’weg(m ™, n™h)),
k

=1 [=1

akkor Y ag < 0o €s

(4.13) ZZakl— (wag(m~',n™h)).

k=m l=n

(ii) Megforditva, ha (4.13) fenndll valamely v > o > 0 és 6 > [ > 0 szamokra, akkor
(4.12) is



4.4.2. Lemma Legyen {ay} C Ry €s wap € Wop.
(i) Ha (4.12) fenndll valamely § > 3 > 0, és tetszdleges v, a szamokra, akkor

(4.29) Z Zlaakl (n’was(m™,n7h)).

k=m l=1

(ii) Ha (4.13) fenndll valamely 6 > 3 > 0 és tetszdleges v, o szamokra, akkor (4.29) is

4.4.3. Lemma Legyen {ay} C Ry és wap € Wop.
(i) Ha (4.12) fenndll valamely v > o > 0, és tetszdleges §, 5 szamokra, akkor

(4.33) Z Z Kay = O(m wag(m™',n™1)).

k=1 l=n

(ii) Ha (4.13) fenndll valamely v > « > 0 és tetszdleges 0, f szamokra, akkor (4.33) is

Fourier sorok és az altalanositott Lipschitz osztalyok

Specialis esetként kapjuk a kdvetkezd allitasokat:

4.3.1. Tétel. Legyen {cx} komplex szamok olyan sorozata, amelyre (3.1) fenndll, az f
fliggvényt definidlja a (3.2) dsszefiiggés és tegyiik fel, hogy az L fiigguény eleget tesz a (4.1)
hatdrértékeknek.

(i) Ha valamely 0 < a, f < 1 szdmokra

(4.10) Z Z \klew| = O(m!*n' P L(m,n)),

[k|<m |l|<n

akkor f € Lip(«, 8; L).

(ii) Megforditva, legyen {cp} C R olyan sorozat, amelyben minden elem eldjele meg-
egyezik az indexei szorzatanak eldjelével, vagyis teljesitik a (3.6) és (3.7) feltételeket. Ha
f € Lip(a, 8; L) valamely 0 < «, f < 1 szamokra, akkor (4.10) fenndll.

4.3.2. Tétel. Legyen {cr} C C, melyre (3.1) fenndll, az f figguényt definidlja a (3.2)

dsszefiiggés és tegyiik fel, hogy az L fiigguény eleget tesz a (4.1) hatdrértékeknek.
(i) Ha valamely 0 < o, B < 1 szdmokra

(4.11) S ewl = ( f)

|[k|>m |l|>n

akkor f € Lip(«a, 8;1/L).

10



(ii) Megforditva, legyen {ci} olyan valds szamsorozat, amelyre (3.6) és (3.7) fenndll.
Ha f € Lip(a, 8;1/L) valamely 0 < o, f < 1 szamokra, akkor a (4.11) azonossdg is telje-
stl.

Probléma. A fenti tételet Moricz |?| bizonyitasainak két valtozora torténd kiterjesztésével
latjuk be, azonban a 4.2.2. Tétel (ii) allitdsaban csak 0 < «, < 1 szigoru egyenlGtlenség
esetében tudjuk igazolni az allitast. Ha min{c, 5} = 0, akkor a bizonyitas nem lathato be
ezen az uton.

Megjegyzés. A 4.2.1. Tétel a 4.3.1. Tétel altalanositasa, ami a wqg(01, d2) == 6?65[/(%, é)
valasztassal konnyen adodik.

Hasonloan a 4.2.3. Tétel a 4.3.2. altalanositasa a Lip(wag) C Zyg(wags) relacié miatt
6785

= m vélasztassal.

és az wag(él, 52)

Kétvaltozés Fourier transzformaltak és fiiggvényoszta-
lyok

Ebben a részben a 6. fejezet eredményeit foglaljuk 6ssze. A zar6 részben azt vizsgaljuk,
hogy egy kétvaltozos fiiggvény Fourier transzforméltja milyen feltételek mellett tartozik
valamely Lipschitz illetve Zygmund osztélyba. A kévetkezs két allitas Moricz Ferenc |?|
eredményeinek kiterjesztése kétvaltozos esetre.

A 6.2.1. Tételben elegendd feltételt adunk arra, hogy az f Fourier transzformalt eleme
legyen valamely Lip(«, 3) osztélynak, ahol 0 < o, f < 1. Ez a feltétel sziikséges is abban
az esetben, amikor zf(z) > 0 majdnem minden = € R-re.

A 6.2.2. Tételben az el6z6 allitas megfelelGjét fogalmazzuk meg Zygmund osztéalyokra
a0 <a,pf <2 esetben.

6.2.1. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy az f : R* — C figgvényre f € L _(R?) és létezik olyan
Sg €s tg pozitiv konstans, amelyre

(6.1) feL'({(z,y) € R*: vagy |z| > s¢ és |y| < to, vagy |z| < so és|y| > to}).

Ha valamely 0 < o, B < 1 szdmokra
(62) [ [ ure sy = 0@, siso
lz|<s J|y|<t

akkor f € L*(R?) és f € Lip(a, B).
(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy f € L'(R?) és mindkét vdltozdjdaban pdratlan, vagyis
majdnem minden (x,y) € RL szdmpdrra

(63> f(ac,y) - _f(_xvy) = —f(![’, _y) :f(—l', _y) ZO
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Ha f € Lip(a, ) valamely 0 < o, f < 1 szdmokra, akkor (6.2) fenndll.
Megjegyzés. A (6.2)-ben szerepls egyenlGség ekvivalens a kovetkezdvel:
(6.4) feLl'{(z,y) eR?*: |z| >sés |y| >t}), s,t>0.

Ahhoz, hogy az f € Li (R?) feltevésb6l kivetkeztetni tudjunk az f € L'(R?) (i)-beli

loc
allitasra, mindenképp sziikség van a (6.1) feltevésére.

Ha léteznek olyan ¢y > 0 és C' konstansok, hogy

(6.5) / / lzf(z,y)|dedy < Cs'™®, s> 0,
lz|<s /|yl<to

akkor
feLl'({(z,y) e R?: |z| > s és |y| < to}).

Hasonl6an, ha léteznek olyan sq > 0 és C konstansok, hogy

(6.6) / / yf (e, y)ldady < GH7, ¢ >0,
lz|<so /|y|<t

akkor
feL'{(x,y) €R*: |z| < 50 és |y| > t}).

Tehat a (6.5) és (6.6) feltételekbd] kovetkezik a (6.1) Osszefiiggés.

6.2.2. Tétel. (i) Legyen f € LL_(R?) és tegyiik fel, hogy (6.1) fenndll. Ha valamely
0 < a, <2 szamokra

(6.7) [ [ ey =0 e ), siso
lz|<s J|y|<t

akkor f € L*(R?) és f € Zyg(a, 3).
(ii) Megforditva, legyen f € LY(R?) és f(x,y) > 0 majdnem minden (z,y) € R?
szampdrra. Ha f € Zyg(a, B) valamely 0 < a, f < 2 szamokra, akkor (6.7) fenndll.

Megjegyzés. Ismét, a (6.7) feltételbdl csak a (6.4) kovetkezik. Ahhoz, hogy az f € L'(R?)
allitast is be tudjuk latni, sziikségiink van a (6.1) relaciora is.
Ha léteznek olyan ¢y > 0 és C' konstansok, hogy

(6.8) [ [ ey <8, s
|z|<s J|yl<to

akkor
feLl'({(z,y) e R |z| > s és |y| < to}).

12



Hasonlb6an, ha léteznek olyan sq > 0 és C konstansok, hogy

(6.9)

/ / 2| f(z,y)|dady < C1*P ¢ >0,
lz|<so /|y|<t

akkor

feL'{(x,y) € R*:|z| < s0és |y| > t}).

Tehat a (6.8) és (6.9) feltételekbol kovetkezik a (6.1) Gsszefligges.
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