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“Isten volt az els6, aki Fourier-analizist miivelt, amikor a fiiliinkbe beépitett egy Fourier-analizatort.”

William R. Wade (1985)

“Figyelemre méltd, hogy olyan gorbék és feliiletek ordinatait is ki tudjuk fejezni konvergens sorok
segitségével, amelyek nincsenek folytonos szabalynak alavetve.”

“Egy fliggvény egészen tetsz8leges lehet, azaz adott értékek olyan egymasutanja, melyek az x
értékeinek felelnek meg és nem feltétleniil vannak alavetve egy kdzos szabalynak... Az f(x) flggvény
az ordinata értékeinek egymasutanjat jelenti, amely értékek mindegyike tetszéleges... Ezek barmilyen
modon koévethetik egymast és mindegyik Ggy van megadva mintha kiilonall6 mennyiségek volnanak.”

Charles Fourier
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Bevezetés

A periodikus fiiggvényeket mar nagyon régota hasznéljak, hiszen az ismétlédés szinte minden-
hol megfigyelhets. Talan a csillagaszok figyeltek fel legelGszor ezekre a szamukra nagyon hasznos
fliggvényekre. A Fourier-sorok elméletének kialakulasa azonban csak a XVIII. szazad kozepére
tehetd, amikor az [ hossziisagi, a két végén kifeszitett rezgs hur alakjat szerették volna meghata-
rozni tetszéleges t id6pontban, azon feltevés mellett, hogy a hir transzverzalis sikrezgést végez.
Daniel Bernoulli 1750-ben azt talalta, hogy megfelels idGegység vilasztasa esetén a megoldas egy

u(z,t) = Z cn(t) sin nl—ﬂa:
n=0

trigonometrikus sor. A kor vezetd matematikusai — Euler, D’ Alambert — szamaéra ellentmondés-
nak tiint, hogy egy ilyen, analitikus fiiggvényekbdl allo sor a ¢ = 0 id6pontban egy tetszsleges
kezdd&feltételt, példaul egy tortvonal alakot is leirhat. Euler el6tt lehetetlennek latszott, hogy
egy "mechanikai gorbe", amelynek egyes darabjai k6zott semmi szerves kapcsolat sincs, egész
menetében ugyanazzal a trigonometrikus sorral legyen kifejezhets. Az altaldnos vélemény csak
akkor kezdett valtozni, amikor Fourier — 1807-t6l kezdve — a valtozok szétvalasztasaval szamos
problémat hasonlé moédon oldott meg. A bizonyitasok még nem voltak elég precizek, igy tobb
matematikus kételkedett ezen eredmények helyességében is. Bar a klasszikus Fourier-sorfejtések
legegyszertibb, és legfontosabb (a szakaszonként monoton és folytonos fiiggvények) esetére mar
Dirichlet bebizonyitotta a pontonkénti konvergenciat, a problémakor méaig €16, példaul a négyze-
tesen integralhato fiiggvények klasszikus Fourier-soranak majdnem mindeniitti konvergenciajat
csak 1966-ban bizonyitotta be Carleson. Igy érthets, hogy manapsag is tobb matematikus kutatja
az analizisnek ezt az agat.

Az értekezésben olyan komplex egyiitthat6ja egy- és kétvaltozos trigonometrikus sorokkal
foglalkozunk, amelyek abszolut és igy egyenletesen is konvergensek. Ezen sorok Osszegfiiggvénye
minden pontban létezik, tovabbéa folytonos is. Az a tény is jol ismert, hogy egyenletesen konver-
gens trigonometrikus sor egyben az Osszegfiiggvényének Fourier sora is. E sorok egyititthatéinak
nagysagrendjét vizsgaljuk abbol a szempontbol, hogy az 6sszegfiiggvény valamely megfelels alta-
lanositott Lipschitz vagy Zygmund fiiggvényosztalyba tartozzék. Ezen tulajdonsag teljesiilésére
adunk sziikséges és elegends feltételeket az egyiitthatok segitségével. Majd megvizsgaljuk a ket-
t&s Fourier transzfolmalt valamely “klasszikus” Lipschitz, illetve Zygmund fliggvényosztalyba
tartozasédnak sziikséges és elegends feltételét.

Az els6 fejezetben bevezetjiik az egyvaltozos esetben hasznalt jeloléseket, roviden ismertet]jiik
a dolgozat els és masodik fejezetében hasznalt definicidkat, majd megfogalmazzuk az altalano-
sitani kivant allitasokat (bizonyitas nélkiil).

A maésodik fejezetben az egyvaltozos abszolut konvergens trigonometrikus sorok Gsszegfiige-
vényének differencialhatosagi és simaségi tulajdonsagait vizsgaljuk. Elegends feltételt adunk az
f(x) figgvény Fourier egyiitthatoira ahhoz, hogy az f(x) fliggvény r-edik derivaltja valamelyik



Lip(a), lip(a) (ahol 0 < o < 1) vagy Zyg(1), zyg(1l) osztalyba tartozzék. Ezek az elégséges
feltételek sziikségesek is bizonyos specialis esetekben.

A harmadik fejezetben bevezetjiik a kétvaltozos Fourier sorok targyaldsdhoz sziikséges jelo-
léseket és definiciokat, majd bemutatjuk az altalanositani kivant allitasokat (bizonyitas nélkiil).

A negyedik fejezetben tovabbi jeloléseket és definicidkat vezetiink be, majd bemutatjuk az 1j
elért eredményeket kettGs Fourier sorokra. Osszefiiggést keresiink a fiiggvények kétvaltozos foly-
tonossagi modulusa, simaségi modulusa és a Fourier egyiitthatok nagysagrendje kozott. Elégséges
feltételt adunk, mely biztositja egy abszolut konvergens Fourier sorral rendelkezé fliggvény kiter-
jesztett Lipschitz vagy Kkiterjesztett Zygmund osztalyba tartozasat. Tovabbé azt is bizonyitjuk,
hogy ezek a feltételek nem csupéan elegendGek, de sziikségesek is a Fourier egyiitthatéosztéilyok
tobbségében. Ezek utan megmutatjuk a fenti tételeknek bizonyos speciélis eseteit is.

Az 6t6dik fejezetben bevezetjiik a Fourier transzformalt definici6jat és ismertetjiik az egyval-
tozds eredményeket, melyeket a kovetkezs fejezetben kiterjesztiink kétvaltozos esetre. Az eddigi-
ektsl eltérGen ebben a fejezetben mér az egyvaltozos segédallitasok bizonyitasat is bemutatjuk,
mivel erre hivatkozni fogunk késébb.

A zéar6 fejezetben megvizsgaljuk a kettds Fourier transzformélt “klasszikus” kétvaltozos Lip-
schitz és Zygmund osztalyba tartozasanak elegendd feltételeit is, melyek a lehets legjobbak abban
az értelemben, hogy bizonyos fliggvények esetében sziikségesek is.



1. fejezet

Ismert allitasok egyvaltozos
trigonometrikus sorokra

Ebben a részben ismertetjiikk a kés6bbiekben hasznélandé jeloléseket, definiciokat, majd ki-
mondjuk (bizonyitas nélkiil) a mar ismert tételeket. Definialjuk a lassu valtozasu fiiggvények és
az altalanositott Lipschitz osztalyok fogalmét. Konnyen hasznalhatoé tulajdonsagokkal adjuk meg
Moricz W, fliggvényosztalyét és ezen fiiggvények segitségével bevezetjiik a kiterjesztett Lipschitz
és Zygmund osztalyokat.

1.1. Definicidk, jelolések

Fourier sorok

Legyen {c : k € Z} komplex szamoknak tetszdleges olyan sorozata — jelben: {cx} C C,
amelyre a

(1.1) Z|ck| < o0

keZ

osszefiiggés teljesiil. Ekkor a 3 cxe?*® sor egyenletesen konvergens, jeldljiik az dsszegét f(x)-szel:

(1.2) f(z):= che““

kEZ

1.1.1. Definici6 (Fourier sor). A 2w szerint periodikus f(z) fiiggvény (komplex) Fourier sora
az (1.2)-ben definiélt trigonometrikus sor.

Mivel a trigonometrikus fliggvények 27 szerint periodikusak, ezért az egyszertiség kedvéért a
tovabbiakban tegyiik fel, hogy az f(x) fiiggvény is 27 szerint periodikus.
Fiiggvényosztalyok

1.1.2. Definicié (Lipschitz osztaly). Egy f fiiggvény akkor tartozik a Lip(«) osztalyba (vagy
masképp kifejezve akkor tesz eleget az a-rendii Lipschitz feltételnek), ha van olyan csak a flige-
vénytol fiiggs C' = C(f) allando, amelyre

A f(z,h)| = |f(z+ h) — f(x)] < Ch* =: O(h®) minden x € T := [~n,7)-re és h > O-ra.



A lip(«a) osztalyt azon f fliggvények osszessége alkotja, amelyekre a
lim h=*|ALf (2, )] = 0
hatarérték egyenletesen teljesiil x € T-ben, vagy révidebb jeloléssel
|AYf(z,h)| = o(h®) egyenletesen teljesiil 2 € T-ben.

1.1.3. Definici6 (Zygmund osztaly). Egy folytonos f fiiggvény akkor tartozik a Zyg(a) osz-
talyba, ha

|A%f(x,h)| := |f(z+ h) —2f(z) + f(z — h)] = O(h®) minden x € T-re és h > O-ra.
A zyg(a) osztaly olyan folytonos fiiggvényekbdl 4ll, amelyekre
|A%f(z,h)| = o(h*) egyenletesen = € T-ben.

Megjegyzés. A zyg(1l) azon folytonos fliggvényekbdl all, amelyek egyenletesen simék a T t6-
ruszon.

A Zyg(a) és zyg(a) fiiggvényosztalyok definiciojadban nem hagyhato el a folytonosségi feltétel;
ismert olyan (Lebesgue értelemben) nem mérhets f fliggvény, amelyre

A?f(x,h) =0 minden x € T-re és h > O-ra teljesiil

(lasd pl. [19, 43-44. old.]-ben).

Ismertek még a kovetkezd relaciok is:

Zyg(a) = Lip(a), zyg(a) = lip(a), 0<a<l,
Zyg(1) > Lip(1), zyg(1) O lip(1).

Végiil nyilvanvalo, hogy ha f € lip(1), vagy f € Lip(«) valamely « > 1-re, akkor f konstans
fiiggvény, ezért a tovabbiakban a-rdl feltessziik, hogy 0 < o < 1 a Lipschitz fiiggvényosztalyok
vizsgélatakor.

Hasonloan, ha f € zyg(2), vagy f € Zyg(a) valamely a > 2-re, akkor f linearis fiiggvény és
a korabban feltett periodikussag miatt csak konstans fiiggvény lehet, ezért a tovabbiakban a-rol
feltessziik, hogy 0 < a < 2 a Zygmund fliggvényosztéilyok targyalasanal.

Egy pozitiv, az [a,00) (a > 0 tetszbleges) intervallumon mérhets L fliggvényt Karatama
értelemben lassi vdltozdsu figguénynek neveziink (lasd [2, 6. old.]-ben), ha

L(Ax)
L(x)

— 1, amint x — oo, minden A > O-ra.

Ekkor L Kkiterjeszthets az egész pozitiv félegyenesre gy, hogy tovabbra is lassi valtozasi ma-
radjon, példaul L(z) := L(a) minden 0 < x < a pontban.

Ha L nemcsokkend fliggvény, akkor a fenti hatarérték teljestilését elegend csak a A = 2 esetre
megkovetelni.

1.1.4. Definicié (Altalanositott Lipschitz osztalyok). Adott o > 0 szam és tetszoleges, a

fenti értelemben lassi valtozasi L fliggvény esetén azt mondjuk, hogy az f fliggvény eleme a
Lip(«; L) altalanositott Lipschitz osztalynak, ha folytonossagi modulusara teljesiil az

w(f;0):= sup [AYf(z, )|l = O(‘SQL(%))

4



egyenlGség, ahol § > 0 tetszsleges és || - || a szokasos maximum norma.
Adott o > 0 szam és tetszdleges lassu valtozasa L fliggvény esetén azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény eleme a Lip(a;1/L) altalanositott Lipschitz osztalynak, ha folytonossagi moduluséara

teljesiil az 50
w(f;d) = O(m)

egyenl@ség, ahol § > 0 tetszbleges.

Ismét nyilvanvalo, hogy ha f € Lip(a; L) valamely o > 0, vagy f € Lip(a;1/L) valamely
a > 0, akkor f folytonos. Tovabba ha f € Lip(«a; L) valamely o > 1, vagy f € Lip(a;1/L)
valamely a > 1, akkor f konstans fiiggvény (lasd [19]).

A kovetkezskben ismertetjiik Moricz (lasd [12]-ben) W, fiiggvényosztalyat, amely azon w,
fiiggvények Osszessége, amelyek a 0 valamely jobb oldali kornyezetében (pl. [0,1]-ben) értelme-
zettek, ott nemnegativak és nemcsokkenGek, és teljesitik a kovetkezd feltételeket:

we (20)
0<6<1 wa(5)

we(0) =0, =:¢q < 00,

tovabba minden o > o szamra
. we(27nt
lim inf M
N—00 wa(Q—n)

— At
> 279
és

2—n—1
lim sup M <27¢
n—00 wa(2_n)

Megjegyzés. A feltételekbdl kovetkezik, hogy %in% we () = 0.
—

Ha L lasst véltozasua fliggvény, akkor ezen feltételeket a

we(0) := 0% vagy 5°‘L<%>, a>0, vagy 0%/L(1/d), >0

fliggvények nyilvan teljesitik, igy lehet&ségilink van az altalanositott Lipschitz osztalyok tovabbi
kiterjesztésére.

1.1.5. Definici6 (Kiterjesztett Lipschitz osztalyok). Adott o > 0 szamra legyen

Lip(wa) := {f : w(f;6) = O(wa(9))}
a kiterjesztett Lipschitz osztély.

lusara, amit az

wa(f;0) = OilfllgéHNf(w,h)H

Osszefliggéssel adunk meg.
1.1.6. Definicio (Kiterjesztett Zygmund osztalyok). Adott o > 0 szamra legyen
Zyg(wa) :={f : wa(f;0) = O(wa(0))}

a kiterjesztett Zygmund osztély.



Megjegyzés. A folytonossagi modulust definidlhatjuk a kovetkezéképpen is (lasd [9]): Legyen
w(d) nemnegativ fliggvény a [0, 27) intervallumon, amelyre teljesiil az alabbi két feltétel:

w(0) =0, és w(d]+02) <w(d)+w(d2) minden 0 < d1,d0 <.

Azt mondjuk, hogy az w, folytonosségi modulusok (0 < a < 1) az Q, Leindler fiiggvényosztéalyba
tartoznak, ha
(i) minden o > « szamhoz létezik olyan természetes pu = u(a’), hogy

2 o (277THY > 2w, (277)

minden n € N:={1,2,... }-re;
(ii) minden v € N értékhez megadhato olyan N = N(v) € N szam, hogy minden n > N
esetében
20 (2777Y) < 2wa(27M).

Ezen fiiggvények segitségével altalanosithatjuk a “klasszikus” Lipschitz és Zygmund fliggvény-
osztéalyokat:

He = A{f: Oil}lbg&\!Alf(%h)H = O(wa(9))},

illetve
(H) = {f: sup [|A%f(z,h)]| = O(wa(9))}.
0<h<d
Németh [16] a nemnegativ egytitthatoju abszolit konvergens szinusz- és koszinuszsor fenti fligg-
vényosztalyokba tartozasara adott sziikséges és elegendd feltételt, amelyek Boas [3| megfelels
allitasainak altalanositasai.

1.2. Ismert egyvaltozos tételek

Ebben a szakaszban bemutatjuk azokat a tételeket, amelyeket a kovetkezs fejezetekben altala-
nositunk. Az allitdsok bizonyitasat mell6zziik, mert azok a [10], [11] és [12] cikkekben részletesen
megtalalhatoak.

A tovabbiakban is legyen {c;} a komplex szamoknak egy olyan sorozata, melyre az (1.1)
feltétel teljestil, és definidljuk az f fliggvényt az (1.2) szerint.

1.2.1. Tétel. (i) Ha valamely 0 < a <1 szamra

(1.3) > Jkeg| = O(n'™),

[k|<n

akkor f € Lip(a).

(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy {cx} valds szamok egy sorozata — jelben: {cx} CR — és f €
Lip(a) valamely 0 < o < 1 szdmra. Ha a ke, > 0 egyenlétlenség minden k indexre teljesiil, akkor
az (1.3) egyenldtlenség is fenndll minden 0 < o < 1 szdmra; ha ¢, > 0 igaz minden k-ra, akkor
az (1.3) csak a 0 < a < 1 esetben marad érvényes.

Megjegyzés. Megmutathato, hogy az (1.3) feltétel a 0 < o < 1 esetben ekvivalens a kovetkezs
egyenlGséggel:

(1.4) > exl = 0(n™).

|k|=n



1.2.2. Tétel. Minden 0 < a < 1 esetében az 1.2.1. Tétel mindkét dllitisa igaz marad, ha az
(1.3) feltételben a ’O’ jelslést a ’o’-val, a Lip(a) fiigguényosztdlyt pedig lip(a)-val helyettesitjiik.

A kovetkez$ két allitas az 1.2.1. és az 1.2.2. Tételek megfelelGje abban az esetben, amikor
az (1.3) és az (1.4) feltételek nem feltétleniil ekvivalensek, vagyis amikor az o > 1 értéket is
felvehet.

1.2.3. Tétel. Legyen 0 < a < 2.

(i) Ha az (1.4) teljesiil, akkor f € Zyg(a).

(ii) Megforditva, legyen {c} C R és f € Zyg(a). Ha a ke > 0 vagy ¢ > 0 feltételek
valamelyike teljesil minden indexre, akkor (1.4) fenndll.

1.2.4. Tétel. A 0 < a < 2 esetben az 1.2.3. Tétel mindkét dllitdisa igaz marad, ha az (1.4)
feltételben a °O’ jelolést a ’o’-val, a Zyg(a) fiigguényosztalyt pedig zyg(a)-val helyettesitjiik.

A kovetkezd tételben egy trigonometrikus sor dsszegfiiggvényének a differencidlhatosagat vizs-
galjuk; sziikségiink lesz a kovetkezs feltételre:

(15) S Jenl = ofn ™).

k| =n

1.2.5. Tétel. Ha az (1.5) feltétel teljesiil, akkor az (1.2) formuldval definidlt trigonometrikus sor
formdlis derivdltja akkor és csak akkor konvergens wvalamely x € T pontban, ha az f-fel jeldlt
osszegfligguény differencidlhato ezen a helyen, és ekkor

(1.6) f(z) = Zz’k‘ckeikm, x eT.
kEZ
Tovdbbd, az f' derivdltfiggvény akkor és csak akkor folytonos a T téruszon, ha az (1.6) sor

egyenletesen konvergens T-n.

Az 1.2.1. Tétel igaz marad abban az esetben is, ha az egylitthatok nagysagrendjét nem
csak hatvannyal, hanem annak egy lassu valtozéasu fiiggvényszeresével helyettesitjiik, tovibba a
“klasszikus” Lipschitz osztalyt az altalanositott Lipschitz osztalyra cseréljiik:

1.2.6. Tétel. Legyen L lassiu vdltozdsi fiiggvény.
(i) Ha valamely 0 < a <1 szdmra

(1.7) > |kex] = O(n'=*L(n)),
k| <n

akkor f € Lip(a; L).
(ii) Megforditva, ha {ci} valds szamok olyan sorozata, melyre ke, > 0 minden k-ra, és f €
Lip(a; L) valamely 0 < o« < 1 szamra, akkor (1.7) fenndll.

Megjegyzés. Megmutathato, hogy a 0 < a < 1 esetben (1.7) ekvivalens a
> lexl = 0(m™L(n))
k| >n
egyenlGséggel.
A kovetkezd allitdsban pedig jobban korlatozzuk az egyiitthatok névekedésének iitemét, cse-

rébe ezekkel az egyiitthatokkal definialt fliggvény a masik altalanositott Lipschitz osztalyba fog
tartozni. Itt azonban mér nem az (1.3) hanem az (1.4) feltétellel dolgozunk:



1.2.7. Tétel. Legyen L lassu vdltozdsi fiigguény.
(i) Ha valamely 0 < a < 1 szamra

«

(18) S el = 0(%),

k| =n

akkor f € Lip(a;1/L).
(ii) Megforditva, ha {cx} memnegativ valds szamok sorozata és f € Lip(a;1/L) valamely
0 < a <1 szdmra, akkor (1.8) fenndll.

A Kkiterjesztett Lipschitz és Zygmund osztalyok definicioi lehetGséget adnak még tovabbi alta-
lanositasokra. Emlékeztetiink arra, hogy w, alkalmas valasztasaval megkapjuk az altaldnositott
Lipschitz osztalyokat.

1.2.8. Tétel. Legyen w, € W,.
(i) Ha valamely 0 < o« < 1 szdmra és {c} C C sorozatra

(1.9) > |kek] = O(nwa(n™)),
|k|<n
akkor (1.1) teljesiil, és f € Lip(wyg).
(ii) Megforditva, ha {cx} C R olyan szamsorozat, melyre kcy > 0 teljesil minden k indezre,
fenndll (1.1) és f € Lip(wq) valamely 0 < o < 1 szdmra, akkor (1.9) fenndll.

1.2.9. Tétel. Legyen w, € W,.
(i) Ha valamely 0 < o < 2 szdmra és {c} C C sorozatra

(1.10) > KPler] = O(n*wa(n™)),
|k|<n
akkor (1.1) teljesiil, és f € Zyg(wy,).
(ii) Megforditva, ha a {ck} nemnegativ valds szamok olyan sorozata, amelyre (1.1) fenndll és
f € Zyg(wy) valamely 0 < o < 2 szamra, akkor (1.10) fenndll.

Végiil az 1.2.8. Tétel (i) részének megfelelGje és az 1.2.9. Tétel (ii) része az v = 0 esetben a
kovetkezs alakot Olti:

1.2.10. Tétel. Legyen wy € Wy és {cx} C C olyan sorozat, amelyre (1.1) fenndll.
(i) Ha a {c} sorozatra

(1.11) > ekl = O(wo(n™1)),

[k|=n

akkor f € Lip(wy).
(ii) Megforditva, ha ¢ > 0 minden indexre, amelyre (1.1) fenndll és az (1.2) dsszefiiggéssel
definidlt figgvényre f € Zyg(wy), akkor (1.11) fenndll.



2. fejezet

Uj eredmények trigonometrikus sorok
differencialhatosagara

2.1. Magasabb rendii derivaltak és fiiggvényosztalyok

Ebben a fejezetben a korabban felsorolt 1.2.1 - 1.2.5. Tételeket fogjuk altaldnositani magasabb
rendd derivaltakra. Megvizsgaljuk, hogy ezek a derivaltfliiggvények milyen feltételek teljesiilése
esetén tartoznak valamelyik “klasszikus” Lipschitz vagy Zygmund osztéalyba.

2.1.1. Tétel. Ha valamely r > 1 egész szamra a

S Jel = o(n™")

k| =n

dsszefiiggés teljesil, akkor az (1.2) sor r-szeres formdlis derivdltja pontosan akkor konvergens
valamely x € T pontban, ha az f Osszegfiigguény r-szer differencidlhato x-ben, és ekkor

(2.1) FO(@) = (k) e’

kEZ

Tovdbbd az f) deriwdltfigguény akkor és csak akkor folytonos T-n, ha a (2.1)-ben szerepld tri-
gonometrikus sor egyenletesen konvergens T-n.

2.1.2. Tétel. Ha valamely r > 1 egész és 0 < a < 1 szdmokra

(2.2) > erl =07,

[k|=n

akkor f r-szer differencidlhaté T-n, a 0 < o < 1 esetben f() € Lip(a) és az o = 1 esetben ) e
Zyg(1).

2.1.3. Tétel. Ha valamely r > 1 egész és 0 < a < 1 szdmokra

(2.3) Z lek| = o(n™"7%),

kI>n

akkor f r-szer differencidlhaté T-n, a 0 < a < 1 esetben f() € lip(a) és az o =1 esetben ) e
zyg(1).



2.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az egyiitthatokra a kévetkezd két feltétel egyike fenndll: ke > 0
minden k-ra vagy ¢, > 0 minden k-ra. Legyen f r-szer differencidlhaté T-n. Ha f() e Lip(«),
akkor a (2.2) fenndll ezzel az a-val valamely 0 < o < 1 szdmra; hasonléan, ha f() € Zyg(1),
akkor (2.2) fenndll az @ = 1 esetben.

2.1.5. Tétel. A 2.1.4. Tétel mindkét dllitdisa igaz marad, ha a Lip(a) és Zyg(l) osztalyokat
lip(a) és zyg(l) osztdlyokra, illetve a (2.2) feltételt a (2.3)-ra cseréljiik.

2.1.1. Kovetkezmény. (i) Ha valamely r > 1-re

(2.4) > R e = 0(1),

|k|<n
akkor f r-szer differencidlhaté a téruszon és f() € Lip(1).

(i) Tegyiik fel, hogy k™ tex > 0 minden k indexre és f r-szer differencidlhatd T-n, valamely
r > 1 szamra. Ha f) € Lip(1), akkor (2.4) fenndill.

2.2. Segédtételek

Ahhoz, hogy a fenti eredményeket atlathatéan bizonyitsuk, sziikségiink van 6t egyszeri alli-
tasra.

2.2.1. Lemma. Legyen {a : k =1,2,...} nemnegativ valds szamok egy sorozata, jelben: {a;} C

R4.
(i) Ha valamely 6 > > 0 szamokra

(2.5) Z Koa, = O(n?),
k=1
akkor a ) ay, sor konvergens és

(2.6) > ap=0(n").
k=n
(ii) Megforditva, ha valamely § > 5 > 0 szdmokra a (2.6) dsszefiiggés teljesiil, akkor a (2.5)
is.

Megjegyzés. Tehat 6 > [ > 0 esetben a (2.5) és a (2.6) egyszerre teljesiilnek, vagy nem
teljesiilnek. A végpontokban azonban mér csak az egyiranyu kovetkeztetés igaz, a visszairanyra
adhato ellenpélda:

Ha § = B > 0, akkor az a; = k~! egyiitthatok kielégitik a (2.5) feltételt, de a (2.6)-ot nem.
Masfeldl, ha ap = k=17, akkor (2.6) fennall, de (2.5) nem.

Bizonyitas. A tovabbiakban jelolje
I,:={2P, 2P +1,... 2?71 1}

a természetes szamok diadikus blokkjait, ahol p =0,1,2,....
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(i) Az allitasunkat nyilvan elegendd abban az esetben belatni, amikor n a 2 valamely nemne-
gativ egész kitevés hatvanya. Legyen példaul n = 2V, ahol N € N. Ekkor a (2.5) feltevés szerint
létezik olyan C konstans, amellyel

oNb Z a < Z Kay, < C2N+DB
kely kely

fennall, tehat
> ap < 2PC2VE0),
keln

Mivel feltevés szerint § > (3, ezért irhatjuk, hogy
o o o
> 0= 3 w20 3 oo,
k=2N p=N keI, p=N
(ii) Most a (2.6) feltevés alapjan létezik egy méasik C konstans, hogy
o

S a < 02V
k=2N

Nyilvan minden p természetes szamra igaz a kovetkezs becslés:

> Kap <27ty ap < 20027,

kel, kel,
kovetkezésképpen
2N N N
d Kap <)) Kap <2°C0) 270 = 0(2V7).
k=1 p=0 keI, p=0

O

Bizonyitas nélkiil ismertetjiik a fenti allitisunk megfelel§jét, amikor nem csak n-ben valo
korlatossagot, hanem konvergenciat is megkoveteliink a soroktol.

2.2.2. Lemma. A § > (> 0 esetben a 2.2.1. Lemma mindkét dllitdsa igaz marad, ha a (2.5) és
a (2.6) feltételekben a *O’-t ’o’-val helyettesityiik.

2.2.3. Lemma. Legyen {ar} C Ry olyan sorozat, melyre Y a < co. Ha valamely a > 0-ra
o
(2.7) > ap=0(n""),
k=n
akkor minden a (0, «) intervallumban lévé vy-ra a Y kYay sor konvergens és
[e.e]
(2.8) Z Elar = O(n"™%).
k=n

Megjegyzés. A v = « esetben a 2.2.3. Lemma mar nem igaz.
Az allitas bizonyitasa a 2.2.1. Lemmahoz hasonléan diadikus intervallumokra bontéssal tor-
ténik.
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2.2.4. Lemma. A 2.2.3. Lemma érvényes marad abban az esetben is, ha a (2.7) és a (2.8)
osszefliggésekben a "O’°-t “o’-ra cseréljik.

Az utolsé segédallitasunk pedig kozismert.

2.2.5. Lemma. Legyen {g,(z) : n = 1,2,...} differencidlhaté figgvények egy sorozata T-n.
Ha a ) gn(x) figguénysor konvergens valamely x € T pontban, és a formdlis derivdldssal nyert
>~ gl (x) sor egyenletesen konvergens a téruszon, akkor a y_ gn(x) sor is egyenletesen konvergens
T-n, a g(x)-szel jelolt dsszegfiigguénye differencidlhato minden x € T pontban és

g (@) =) gy(x).
n=1

2.3. A 21.1,2.1.2,2.1.3, 2.1.4. és 2.1.5. Tételek bizonyitasa

A 2.1.1. Tétel bizonyitasa

Az allitast teljes indukcidval igazoljuk. Ha r = 1, akkor az allitisunk megegyezik a 1.2.5.
Tétel allitasaval, igy ebben az esetben készen vagyunk.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy r > 2. Ekkor a 2.2.4. Lemma alkalmazaséaval (az o = r és
v =7 — 1 esetben) kapjuk, hogy >~ |[k"~lc;| sor konvergens és

(2.9) Z k" Loy = o(n™h).
|k|>n

Kovetkezésképpen az (1.2) trigonometrikus sor (r—1)-edik formaélis derivaltja abszolut konvergens
T-n. A 2.2.5. Lemma (r — 1)-szer torténd alkalmazasaval adodik az

(2.10) Fr(z) = Z(z’k‘)r_lckeikx, zeT

keZ
osszefiiggés. Most a (2.9) miatt alkalmazhatjuk az 1.2.5. Tételt a (2.10) sorra, amivel be is fejeztiik
az allitdsunk bizonyitasat. O

A 2.1.2. Tétel bizonyitasa

A (2.2) feltétel és a 2.2.3. Lemma alapjan vilagos, hogy a > |k"ck| sor konvergens. Kovet-
kezésképpen az (1.2) Fourier sor r-szeres formalis derivaltja abszolut konvergens T-n. A 2.2.5.
Lemma ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy f r-szer differencidlhaté T-n és a (2.1) egyenlGség
is teljesiil.

A 2.2.3. Lemmabol azt is kapjuk, hogy

(2.11) S el = 0(n~),
Ik|>n

és ez az Osszefiiggés a 0 < a < 1 esetben a 2.2.1. Lemma (ii) része (a § = 1 és f = 1 — a) miatt
ekvivalens a
> k(K en) = O(n' ™)
|k|<n
feltétellel, igy az 1.2.1. Tétel (i) allitasa szerint f(") € Lip(a).
Ha a = 1, akkor a (2.11) egyenldség jobb oldalan O(n~") &ll. Most az 1.2.3. Tétel (i) részének
segitségével nyerjiik, hogy f) € Zyg(1). O
Megjegyzés. A 2.1.3. Tétel bizonyitasa teljesen hasonléan torténik mint a 2.1.2. Tételé, csak
az itt hasznalt 'O’ allitdsokat kell kicserélni a megfelels ’o” allitasokra.
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A 2.1.4. Tétel bizonyitasa

A feltevésekbdl kovetkezik, hogy az f() derivaltfiiggvény folytonos T-n, ezért f"—1 e zyg(1).
Mivel
zyg(l) C Zyg(a) = Lip(a) minden « < 1-re,

ezért Bernstein tételébsl (lasd [19, 240. oldal]-t), az £~ (2.10)-ben adott Fourier sora abszolit
konvergens, azaz Y. |k""lcg| < oo.

Ismét a feltevések miatt vagy k(k"“'c;) > 0 minden k indexre, vagy k" !¢, > 0 minden k
indexre. Mivel f"=1) € zyg(1), alkalmazhatjuk az 1.2.4. Tétel (ii) részét, amibsl adodik a

Y el = o(n™)

|k|=n

Osszefiiggés. Ez lehetévé teszi, hogy az 1.2.5. Tétel segitségével eljussunk a kovetkezd megalla-
pitasunkhoz: a (2.1) sor pontosan akkor konvergens egyenletesen, ha (f("~D) = f() folytonos
T-n. Feltevésiink szerint (") € Lip(a) valamely a > 0-ra vagy f") € Zyg(1), igy az elébbi esettel
allunk szemben, vagyis a (2.1) sor egyenletesen konvergens.

Ezek utan négy kiilonbozs esetet fogunk megkiilonboztetni aszerint, hogy az f egyiitthato-
inak milyen az el6jele, illetve aszerint, hogy az f(") fiiggvény melyik Lipschitz, vagy Zygmund
osztélyba esik.

(i) ElGszor tekintsiik azt az esetet, amikor f(") € Lip(a) valamely 0 < a < 1-re és k" '¢x > 0
minden indexre. Ekkor 1étezik olyan csak f-tdl fiigg6 C' konstans, amelyre

(2.12) £ @) = FOO)] = | Yo (k) el —1)| =

keZ

‘Zk%k(eikm — 1)‘ < Cz® minden z > O-ra.
keZ
Az abszolutérték-jelen beliil vegyiik csak a képzetes részt, ezzel biztos, hogy nem néveljiikk a bal
oldalon 1év6 mennyiséget:
‘Zkrck sinkx‘ <Cz% z>0.
keZ
A Y k"¢psinkx sor xz-ben valod egyenletes konvergenciaja kovetkeztében integralhatunk ta-
gonként barmely véges (0, h) intervallumon, igy az

ha+l

, 1 —coskh
‘k%kck - (gcaH, h>0

osszefiiggéshez jutunk. Az eljelek valasztasa (K"l > 0 feltétel) miatt irhatjuk, hogy

ha+1

kh
r—1 _ r—1 i 02
E k ck(l—coskrh)—2g k" e sin 7§Ca—|—1'
k€Z keZ

Legyen n a h reciprokdnak egészrésze, vagyis

1
(2.13) n = [ﬂ ahol 0<h<1.
Hasznaljuk a

2 T
2.14 int>—t, 0<t<—
( ) sin > —t, St<g
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egyenlGtlenséget és az n iménti definiciojat, ekkor az alabbi egyenlStlenséget kapjuk:

k2h?
2 Z kr_lck 2 <C

k|<n

ha+1

a+1’

Atrendezéssel latjuk, hogy

Cr?
kr—i—l ha—l — 11—« )
g; %= 50+ o)

Most a 2.2.1. Lemma (i) részének alkalmazasaval (a § = r+ 1 és f = 1 — « esetben) nyerjiik,

hogy
D lexl = O™,
k| >n

tehat az elsd eset bizonyitasaval készen vagyunk.

(ii) Mésodszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor f(") € Lip(«) valamely 0 < o < 1 szamra és
k"¢, > 0. Ebben az esetben vegyiik a (2.12) valos részét, hasznaljuk a (2.13) és (2.14) osszefiig-
géseket. Most az egyiitthatok elGjelének valasztdsa miatt az abszolutérték-jel elhagyhato; ismét
alkalmazzuk a 2.2.1. Lemmat és ebben az esetben is belattuk az allitdsunkat.

(iii) Most tegyiik fel, hogy f(") € Zyg(1) és k"¢, > 0 minden k indexre. Ekkor létezik olyan
csak f-t6l fiiged C konstans, hogy minden x > 0 és h > 0 esetén

1f (@ +h) = 2f 0 (@) + fO (@ — h)| = | ) (#k)cx sin k(2 cos kh — 2)| =
keZ

(2.15) - ‘Zk"ck sin k(2 cos kh — 2)( < Ch.
kEZ

Az (1) rész bizonyitasdhoz hasonloan ismét vegyiik az abszolutérték-jelen beliili kifejezés képzetes
részét, és az egyenletes konvergencia miatt intgraljunk tagonként az x valtozo szerint a (0, h)
intervallumon. Eredménytil kapjuk az

kh
3 K eSO R o o o — 2)( <CH, h>0
k[>1
egyenlStlenséget. Az egyiitthatokra tett feltevésiink szerint A"~ 'cj, > 0, ezért irhatjuk, hogy
kh
221@’" 1 e(1— cosk;h = 821@’" ey sin? ) < Che.
keZ keZ

Valasszuk n-et ismét a (2.13) szerint, hasznaljuk a (2.14) egyenlStlenséget és a konstansokat
vigytk 4t a jobb oldalra. Ekkor becslésiink a

C 4
Z kr+3ck < Tﬂ-h_z — O(n2)
k|<n

alakot Olti. Alkalmazzuk a 2.2.1. Lemmat, és ezzel belattuk az allitasunkat ebben az esetben is,

hiszen
D lel = 0> ) = o).
k| >n
(iv) Befejezésiil tekintsiik azt az esetet, amikor f(") € Zyg(1) és k"¢, > 0. A (2.15) egyen-
l6tlenséget irjuk fel az x = 0 helyettesitéssel, amelyben az egyiitthatok vilasztiasa miatt az
abszolutérték-jel elhagyhato. A (2.13) definicio, (2.14) egyenlStlenség és a 2.2.1. Lemma alkal-
mazasaval készen vagyunk ebben az esetben is. Igy a 2.1.4. Tétel bizonyitaséaval is. O
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A 2.1.5. Tétel bizonyitasa

Nem részletezziik, mert teljesen hasonlé az el6z6 bizonyitashoz, az esetek végén a 2.2.1.
Lemma helyett a 2.2.2. Lemmaét kell hasznalnunk. O
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3. fejezet

Ismert allitasok kettés trigonometrikus
sorokra

Ebben a fejezetben bemutatjuk az 1.1.1-1.1.3. Definicidok olyan kiterjesztését a kétvaltozos
esetre, amelyet konnyen tudunk kezelni. Majd (bizonyitas nélkiil) bemutatjuk Moéricz [13] “klasszi-
kus” fiiggvényosztilyokra vonatkozo kétvaltozos tételeit.

3.1. Definiciok, jelolések

Kettds Fourier sorok

A komplex értékii, mindkét valtozojaban 27 szerint periodikus f € L'(T?) fiiggvény kettds

Fourier-sorat az
i (kx+1
flz,y) ~ E E cpethety)
keZ leZ

kett&s sorral értelmezziik, ahol

1 .
— —i(ku+lv) 2
Chl = 1 //11‘2 flu,v)e dudv, (k1) € Z7,

az f figgvény Fourier-egyiitthatoi.
A Riemann-Lebesgue lemma alapjan, ha f € L'(T?), akkor

leg| — 0,  max{|k|,|l|} — oc.

A vizsgalataink soran fel fogjuk tenni, hogy az egyiitthatokbol képzett kett6s numerikus sor
abszolut konvergens, azaz

(3-1) ZZ ’Ckl‘ < Q.
kEZ €L

Ebben az esetben a fenti kettSs trigonometrikus sor egyenletesen konvergens, és igy az Osszeg-
fiiggvényének Fourier sora, amely igy folytonos a T? toruszon,

(3.2) f(z,y) = Z Z et R,
keZ IeZ
A konvergenciat mindig Pringsheim értelemben tekintjiik, azaz

: i(kx+ly) _
lim S cue = f(z,y),

[k|<m|l|<n
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ahol m és n egymastol fiiggetleniil tartanak végtelenbe.

Mivel a trigonometrikus fliggvények 27 szerint periodikusak, ezért az egyszertiség kedvéért a
tovabbiakban tegyiik fel, hogy az f(x,y) fiiggvény mindkét valtozojaban 27 szerint periodikus.
Fiiggvényosztalyok

Ebben a részben ismertetjiik Moricz Ferenc altal bevezetett multiplikativ Lipschitz (lasd [6])
és multiplikativ Zygmund (lasd [5]) osztalyok definiciojat, amelyek természetes kiterjesztései az
egyvaltozos megfeleld fiiggvényosztalyoknak.

3.1.1. Definicié (Multiplikativ Lipschitz osztalyok). Legyen «, 8 > 0 két tetsz6leges valos
szam és

(3.3) AV f(@,ysha,he) = f(z+ hi,y + he) — f(x + hi,y) — f(@,y+ ha) + fz,9)

az elsérendii differencia (z,y) € T%-ben.
Egy folytonos f(z,y) fiiggvény akkor tartozik bele a Lip(a, 3) Lipschitz osztélyba, ha az

|AY f (2,55 by, ho)| = O(RShY)

azonossag minden x,y € T; hy, ho > 0 értékre teljesiil.
Egy f € Lip(a, ) fiiggvény a lip(«, ) fiiggvényosztalynak is eleme, ha

lim hl_o‘hQ_BIAl’lf(a:,y;hl,hg)] =0 egyenletesen (z,y) € T*-ben.

h17h2—>0

3.1.2. Definicié (Multiplikativ Zygmund osztalyok). Teljesen hasonloan, legyen o, 5 > 0
két tetszGleges valds szdm és

(3.4) A2 f(z,y; by, hy) =

= f(x+h1,y+h2) + f(x+hi,y — ha) + f(x — h1,y + h2) + f(x — h1,y — ha)—
—2f(x,y + h2) = 2f(x + h1,y) — 2f(x,y — ha2) — 2f (v — h1,y) +4f(z,y)

a masodrendt differencia (x,y) € T?-ben.
Egy folytonos f(z,y) fiiggvény akkor tartozik bele a Zyg(a, ) Zygmund osztalyba, ha az

|A22f (2, y; hy, ha)| = O(h§HE)

egyenl@ség minden x,y € T; hy, ho > 0 értékre teljesiil.
Egy f € Zyg(a, B) fiiggvény a zyg(a, B) fliggvényosztalynak is eleme, ha

lim hl_o‘h2_6|A2’2f(:r,y; hi,hy)| =0 egyenletesen (z,y) € Tben.
h1,ha—0

Megjegyzés. A fenti definiciok azért hasznalhatoak nagyon jol, mert ha f(z,y) = fi(z)f2(y)
szorzat alakban all els, akkor

AV f(z,ysha, ho) = Al fi(z, b)) A oy, ha),
és ha az
w(f;61,02) = wi(f;01,02) == sup AN (2, y5 ha, ho)|
0<h;<8;,j=1,2
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osszefiiggéssel definidljuk f folytonossdgi modulusdt (91,09 tetszéleges pozitiv szamok esetén),
akkor lathato, hogy

w(f;01,02) = w(fi1;01)w(f2;02), d1,62 >0,

ahol
w(fj;d5) = sup [IAYfit )l G=1,2 t=ay
0<hj§6j
a szokasos folytonossagi modulus és || - || a szokdsos maximum norma.

Hasonl6an definidlhatjuk az f simasdgi modulusdt is:

W2(f;51752) = sup HA2’2f(Z',y; hlth)H'
0<h;<8;,j=1,2

Ha f elGall két egyvaltozos fiiggvény szorzataként, akkor
A2 f(z,yshi, ho) = A2 fi(z, h1) A% fo(y, ha),
és igy
wa(f;01,02) = wa(f1;01)wa(f2;02), d1,02 >0,

ahol wa(fj;0;) a szokdsos egyvaltozos simasagi modulus:

wa(fj;0;) = sup ||A%f(t Ry, F=1,2 t=ua,y.
0<hj§(5j

Megjegyzés. Itt meg kell jegyezni, hogy egyvaltozos fiiggvényekre Leindler (lasd [9]) mar beve-
Bary és Steckin [1] masképp vezette be egy a [0, 7| intervallumon értelmezett fiiggvény foly-

tonossagi modulusat, majd Dyachenko [4] kiterjesztette azt tobbvaltozos fliggvényekre is. A ko-

vetkez6képpen definidltak a folytonossagi modulust:

Legyen 0 <t <7 és ¢(t) € @, ha

e ¢ folytonos [0, 7]-n, bar ezt nem hasznaltak ki,

 nemcsokkend,

p#0, 0<t<m,

o —0,hat—0.

3.2. Ismert kétvaltozos tételek

Ebben a részben ismertetjiilk Moricz kétvaltozos tételeit, amelyeket altalanositani fogunk.
Ezek az allitasok a 1.2.1. és 1.2.2. Tételek kiterjesztései két dimenziéra. A bizonyitasuk részletesen
megtalalhato a [13| cikkben.

3.2.1. Tétel. Legyen {cp} komplex szamoknak olyan sorozata, mely teljesiti a (3.1) feltételt és
definidljuk f-et a (3.2) képlettel.
(i) Ha

(3.5) > kel = O0m! =P, mn=1,2,...,

k| <m [l|<n
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valamely 0 < «, 8 < 1 szamokra, akkor f € Lip(a, ).
(il) Megforditva, legyen {cg;} valds szdimoknak olyan sorozata, amelyre

(3.6) ck >0 minden k,1>1
€s
(3.7) Chl = —C_jy = —Chmy = C—pp— |k, |I] > 1

teljesiil. Ha f € Lip(a, 8) valamely 0 < «, 8 < 1 szdmokra, akkor (3.5) is fenndll.
3.2.2. Tétel. Legyen 0 < o, 8 < 1. Az el6z6 tételiink mindkét dllitdsa igaz marad, ha a ‘O’-t o ’-

ra cseréljik, amint m,n — 0o eqymdstdl fiiggetleniil és az f € Lip(a, B) feltételt az f € lip(a, )
feltétellel helyettesitjiik.
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4. fejezet

Uj eredmények kettds trigonometrikus
sorokra

Ebben a fejezetben kiterjesztjiik kétvaltozos fliggvényekre a korabbi egyvéltozos altaldnosi-
tott, illetve kiterjesztett Lipschitz és Zygmund osztalyok fogalmat. Majd a hozzajuk kapcsolédo
1.2.6-1.2.10. Tételeket is.

4.1. Definicidk, jelolések

Fiiggvényosztalyok

A tovabbiakban az el6z6 fejezetekben ismertetett fiiggvényosztalyokat altalanositjuk két 1é-
pésben. Az els§ lépéshez sziikségiink lesz az els§ fejezetben definialt lasst valtozéasu fliggvényekre.
Legyen L és Ly pozitiv, nemcsokkend fiiggvények a (0, 00) intervallumon. Tovabba legyen

L (2)
Li(t)

4.1.1. Definicié (Altalanositott kétvaltozoés Lipschitz osztalyok). Legyenek a, 8 > 0 adott
szamok és tegyiik fel, hogy az L(x,y) fiiggvény teljesiti a (4.1) feltételt. Egy folytonos f fiigg-
vény eleme a Lip(a, §; L) altalanositott kétvaltozos Lipschitz osztalynak, ha a (3.3)-ban definialt
els6rendi differenciaoperatorra fennall az

(4.1) L(z,y) = L1(z)La(y), ahol Lg(t) — oo és — 1 amint ¢t — oo.

|AN f (2,55 by ho)| = O<h?h§L<i i))

egyenl@ség minden z,y € T; hy, hg > 0 értékre.
Adott a, 8 > 0 szamok és a (4.1)-et teljesitd L fliggvény esetén azt mondjuk, hogy f a
Lip(«, 8;1/L) osztaly egy eleme, ha

hons
1 . . 12
A f(x,y,huhz)\—O(La/hl,l/hz))

fennall minden z,y € T; hy, ho > 0 értékre.
Altalanositsuk még tovabb a meglévs fiiggvényosztalyokat. Ehhez tjabb segédfiiggvényekre

lesz sziikségiink, amelyek Moricz [12] altal definialt w, fiiggvények kiterjesztései kétvaltozos
esetre.
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Legyen a, 8 > 0 és jeloljikk W,g-val azon mindkét véltozojaban nemcsokkend weqg : [0,1] x
[0,1] — R, fliggvények Osszességét, amelyekre

(4.2) wap(0,02) = wa3(01,0) =0 minden dy,d2 > O-ra;
«, 25 75 oY 5 ,2(5
0<81,00<1 Wap(01,02) 0<81,00<1 Wap(01,02)

’wag(Q_m_l,52) wa5(2‘m_1,52)

4.4 lim inf > 2" limsu <2«
(4.4) m—oo  wWag(27™, d2) m—>oop Wap(27™,02) T
minden o > «a és 0 < d9 < 1 szamra, és

61,27t : 61,271
(4.5) liming COL2T) | oop g YasOL2T) g
n—0o waﬁ(517 2-m) n—oo  Waf (517 27")

minden 3 > 3 és 0 < §; < 1 szamra.
Megjegyzés. Az o, 8 > 0 esetben a ’lim sup’ feltételek biztositjak, hogy

lim was(d1,-) = lim was(-,d9) = 0.
Jimy oo (81 = Ji wos,62) =

Azonban a (4.2) - (4.5) feltételeknek eleget tevs wqp fiiggvények nem feltétleniil valamely
fliggvény folytonossagi modulusai, mert a szubadditivitis feltételét nem teljesitik.

Ezen elSkésziiletek utan definialhatjuk a kiterjesztett Lipschitz és Zygmund osztalyokat.

4.1.2. Definici6 (Kiterjesztett kétvaltozos Lipschitz osztalyok). Legyen w,g € Wog va-
lamely o, 8 > 0 szamokra, f pedig folytonos és (mindkét valtozojaban 27 szerint) periodikus
fliggvény. Ekkor

Lip(wag) :== {f : w(f;61,02) = O(wap(d1,62))}-
Hasonl6 feltételek mellett:
4.1.3. Definici6 (Kiterjesztett kétvaltozos Zygmund osztalyok).
Zyg(wagp) = {f 1 wa(f;01,02) = O(wap(d1,02))}-
Megjegyzés. Mivel minden x,y € T; hq, ho > 0 szdmra
A2 f(x,y; by, ha) = AVAM f (2, y; by, ho))

= AV f(, g ha, ho) =AY f(@—ha, y; ha, ha) =AY f(z,y—hos by, ho)+AY f(a—hy, y—hoy b, ha),

ezért
Lip(waﬁ) C Zyg(waﬁ)7 aa/B > 0.
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4.2. Fourier sorok és a kiterjesztett Lipschitz és Zygmund oszta-
lyok

A cimben jelzett fliggvényosztalyokba tartozas sziikséges és elegendd feltételei a kovetkezd
alakot Oltik:

4.2.1. Tétel. Legyen wag € Wag.
(i) Ha {cg1} C C tetszdleges szamsorozat, amelyre

(4.6) Z Z klew| = O(mnwag(m™t n™t))

[k|<m [l|<n

fenndll valamely 0 < «, 8 < 1 esetén, akkor (3.1) teljesiil, és a (3.2) dsszefiiggéssel definidlt f
figgvény eleme a Lip(wqg) osztdlynak.

(ii) Megforditva, legyen {ck} C R olyan sorozat, amelyre (3.1), (3.6) és (3.7) teljesil. Ha f €
Lip(wap) valamely 0 < o, f < 1 szdmokra, akkor a (4.6) egyenldséy is fenndll.

4.2.2. Tétel. Legyen wag € Wog.
(1) Ha {ck1} C C tetszdleges olyan sorozat, amelyre a

(4.7) Z Z k‘212|ckl| = O(m2n2wa5(m_1,n_1))

[ke|<m |1 <n

egyenldség fenndll valamely 0 < «, < 2 esetén, akkor (3.1) teljesiil, és a (3.2) dsszefiiggéssel
definidlt f figgvény eleme a Zyg(wag) osztalynak.
(il) Megforditva, legyen {ck} C R olyan sorozat, amelyre a (3.1) feltétel fenndll és

(4.8) ¢k >0 minden |k|,|l| > 1 indexre.
Ha f € Zyg(wag) valamely 0 < o, B < 2 szdmokra, akkor a (4.7) egyenldség is fenndll.

4.2.3. Tétel. Legyen wag € Wag.
(i) Ha {cx1} C C, amelyre a

(4.9) > lewtl = Olwag(m™",n™1)

|k|=m [[|>n

azonossdg valamely 0 < «, 8 < 1 szdmokra fenndll, akkor a (3.2)-ben definidlt figguényre f €
Lip(wagp)-

(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy {cx;} C R olyan szdmsorozat, amelyre (3.1) és (4.8) feltételek
teljestilnek. Ha f € Zyg(wag) valamely 0 < o, f < 2 szdmokra, akkor (4.9) is fenndll.

Megjegyzés. Az alabbi 4.4.1. Lemma kovetkeztében a 4.2.1. és 4.2.3. Tételek (i) allitasa a
0 < «, B < 1 esetben ekvivalens.

Hasonloan a 4.2.2. és 4.2.3. Tételek (ii) allitasa ekvivalens a 0 < «, 5 < 2 esetben.

A 4.2.1. és 4.2.3. Tételek (ii) allitasa viszont nem hasonlithato Gssze.
Megjegyzés. A fenti tételeket belathatjuk tgy is a 0 < «, 8 < 1 esetben, ha hasznaljuk Bary
és Steckin [1] tételeit. Az alabbi bizonyitasainkban mi Lipschitz osztéaly esetében a 0 < o, <
1, Zygmundnal pedig a 0 < «,f < 2 intervallumon dolgozunk. Tovabbi kiilénbség, hogy az
alabbi lemmékban szereplé {ax;} sorozatrol semmilyen monotonitast nem tesziink fel, mig a
p € & fiiggvények nemcsokkendek. Tovabba a v és ¢ kitevsk tetszéleges valos szamok lehetnek,
amelyekre csak a v > o > 0 és § > B > 0 feltételeknek kell teljesiilni. Végiil a legfontosabb
eltérés, hogy a v > a > 0 és 0 > 8 > 0 esetben bizonyitani tudjuk az &llitasaink (i) és (ii)
részének ekvivalenciajat.
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4.3. Fourier sorok és az altalanositott Lipschitz osztalyok

A kovetkezs két allitast specialis esetként kapjuk a kiterjesztett fiiggvényosztalyokra vonat-
kozo tételekbdl. Azonban ezen allitasok sziikségesek voltak az altalanosabb tételek megfogalma-
zéséhoz. A bizonyitast nem részletezziik, mert részletesen megtalalhato a [17] cikkben.

4.3.1. Tétel. Legyen {ck} komplex szamok olyan sorozata, amelyre (3.1) fenndll, az f figgvényt
definidlja a (3.2) dsszefiiggés és tegyiik fel, hogy az L fiigguény eleget tesz a (4.1) hatdrértékeknek.
(i) Ha valamely 0 < o, B < 1 szamokra

(4.10) Do > [klew| = O(m' 0! =P L(m,n)),

[k|<m |l|<n

akkor f € Lip(a, 8;L).

(i1) Megforditva, legyen {ck} C R olyan sorozat, amelyben minden elem eldjele megegyezik az
indezei szorzatanak eldjelével, vagyis teljesitik a (3.6) és (3.7) feltételeket. Ha f € Lip(c, ;L)
valamely 0 < «, < 1 szdmokra, akkor (4.10) fenndll.

4.3.2. Tétel. Legyen {ck} C C, amelyre (3.1) fenndll, az f figguényt definidlja a (3.2) dssze-
fiiggés és tegyiik fel, hogy az L fiigguény eleget tesz a (4.1) hatdrértékeknek.
(i) Ha valamely 0 < a, B < 1 szamokra

(4.11) S el = O(%>,

[k[=m [i|>n

akkor f € Lip(a, 8;1/L).
(ii) Megforditva, legyen {cy;} olyan valds szamsorozat, amelyre (3.6) és (3.7) teljesil. Ha f €
Lip(«, 8;1/L) valamely 0 < o, B < 1 szdmokra, akkor a (4.11) azonossdg is fenndll.

Probléma. A fenti tételet Moricz [11] bizonyitasainak két valtozora torténd kiterjesztésével
latjuk be, azonban a 4.3.2. Tétel (ii) allitasaban csak 0 < a, 8 < 1 szigori egyenlStlenség esetében
tudjuk igazolni az allitast. Ha min{c, 8} = 0, akkor a bizonyitas nem lathato be ezen az uton.

A probléméat tovabbi altalanositas oldja meg, vagyis a Kkiterjesztett Lipschitz osztalyokra
vonatkozo allitas. S6t, ennél tobbet is latunk, mert nem csak a Lipschitz osztalyba tartozo fligg-
vényekre, hanem — mint lattuk a 4.2.3. Tétel (ii) részében — a megfelels Zygmund osztalyba
tartozokra is igaz az allitas.

Megjegyzés. A 4.2.1. Tétel valoban a 4.3.1. Tétel altalanositésa, ami a

. 11
W (01, 82) = 0F 6§L(5—1, 5—2)

valasztassal konnyen adodik.
Hasonloan a 4.2.3. Tétel a 4.3.2. Tétel altalanositasa a Lip(wag) C Zyg(wag) relacio miatt
és a 5
550,
61,09) 1= ——2
w0 02) = L5, 1 7)

vélasztassal.
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4.4. Segédtételek

A kovetkezd allitasok alapvetd fontossaguak a kiterjesztett fliggvényosztalyokra vonatkozo
tételek (konnyen attekinthetd) bizonyitasédban.

4.4.1. Lemma. Legyen {ay : k,1=1,2,...} C R4 és wapg € Wog.
(i) Ha valamely v > o> 0 és 6 > > 0 szamokra

(4.12) Z Z K'ay = O(m n®wag(m=t,n71)),
k=1 1=1

akkor > ag < 00 és
(4.13) > ak = O(wag(m™",n7h),

(ii) Megforditva, ha (4.13) fenndll valamely v > o > 0 és § > 8 > 0 szamokra, akkor (4.12)
18.

Megjegyzés. Az allitasok élesek abbol a szempontbdl, hogy a szigori egyenlGtlenségeknél nem
engedhetiink meg egyenléséget. Példaul, ha v > a =0 és 6 > 8 > 0, akkor

ap = (klog(k +1))" P71 & wap(01,02) = (log(2/51))_152ﬁ
valasztassal (4.12) fennall, de (4.13) nem. Masfelsl, ha y =a >06és6 > 5 >0,
ag = kTP 6s wap(61,8y) = 6965,
akkor (4.13) fennall, de (4.12) nem.

Bizonyitas. (i) Eloszor tegyiik fel, hogy m = 2™ és n = 2V, ahol M és N nemnegativ egész
szamok. A (4.12) Osszefiiggés miatt 1étezik olyan C konstans, hogy

LD D) SPTED 3 Syt
kel, lel, kel, lel,

1 1
2P+1_1’2q+1_1>7 p7q:071,2,...,

< 02(p+1)7+(q+1)5wa5 (

ezért

Z Z ap < O 0¢qcqwap(27P71, 27971,
kelylel,

ahol a ¢, és cg konstansok a (4.3) pontban definialtak. Nyilvan

(414 S Y- Y Y Y

k=2M |=2N p=M q=N keI, el

(o] o
< Z Z Wap(27P7L, 2797, Oy = 02 0¢h0p.
p=M q=N

q
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Most hasznaljuk a ’limsup’ részeit a (4.4) és (4.5) feltételeknek, amelyek alapjan minden
e > 0-hoz létezik olyan K = K (g) pozitiv egész szam, hogy minden p,q > K-ra

Wap(2777L,2707Y) < (14 £)2 0 was (277, 27970) < (14 )220 Pugp(277,279).
Ezt a becslést ismételten alkalmazhatjuk minden p > M > K és ¢ > N > K szam esetén:
(4.15) Wap(27P71, 2797 < [(1 + )27 P MH(1 4 )2 8|9 Ny p(27 M 27,

A (4.14) és (4.15) egyenl6tlenségekbdl kapjuk, hogy

o o0 o
(4.16) > Zam<01wa52M2NZ [(L+e)27° > [(1+e)277)°
k=2M |=2N r=1 s=1

=: Cowap(27M,27N), M,N > K,
ahol Cy konstans, mivel ¢ > 0 vélaszthat6 olyan kicsinek, hogy
(4.17) 14 ¢ < gmin{eBh

(a, B> 0 feltevés szerint).
Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor min{M, N} < K, példaul legyen 0 < M < K és
N > K. A wos(7,06) nemcsokkend tulajdonsagabol és (4.16), (4.17) Gsszefiiggésekbdl,

(4.18) i i an = { 23_:1 i + i i b

k=2M |=2N k=2M |=2N = [=2K |=2N

NE

<{GuE - ) Y+ + Ca fuas(27M27Y)

s=1

o
< Cawap(27M,27Y), C3:=C1K Z[(l +)27°) + Ca.
s=1
Az M > K és 0 < N < K eset bizonyitasa teljesen hasonlé az el6bbi gondolatmenethez,
hasznaljuk a (4.18) szimmetrikus megfelel§jét, ekkor

(4.19) DY aw < Cuwap(27M27N), Cui=CLK ) [(1+6)27° + C.
k=2M [=2N r=1

Végiil, a 0 < M, N < K esetben a wqs(d1,2) nemesokkend tulajdonsaga, valamint a (4.18),
(4.19) Osszefiiggések kovetkeztében

2K _19K_1

(420 I ILTES D S ST S SRS BB 9 1F

k=2M |=2N k=2M |=2N  g=2M |=2K  |=2K |=2N
<A{C1(K = M)(K = N) + C3 + Ca}uwap(27,27Y)
< C5’wa5(2_M, 2_N), Cs = C1K2 + C5+ Cy.
Ha osszevetjiik a (4.16) és (4.18)-(4.20) sorokat, akkor megkapjuk a (4.13) allitdsunkat abban

a specialis esetben, amikor m = 2™ és n =2V, ahol M, N > 0.
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Altalanos esetben
(4.21) oM <m < 2MTL g 2N < < 2N

(4.13) konnyen adodik a fenti specidlis esetbsl. Hasznéaljuk a (4.3) jeloléseit, és becsiiljiink a
kovetkezSképpen:

o o o o
Z Zakl < Z Z ap < Cswap(27M,27N)
k=mi=n k=2M [=2N

S C5cacﬁwaﬁ(m_17n_1)7 m,n 2 17

amivel (4.13)-at belattuk.
(i) El6szor ismét tegyiik fel, hogy m és n = 2N, ahol M és N nemnegativ egészek. A
(4.13) egyenldség miatt létezik egy olyan C' konstans, amelyre

3 aw < Cwap(277,279), pg >0,

= oM

kel, lel,
amibdl
Z Z k"yléakl < 2(P+1)’Y+(Q+1)6 Z Z ap < 012p'y+q6wa6(2—p’ 2—q)’ Cy = 2—y+60‘
kel, lel, kel, I,

Legyen p és v két tetszleges nemnegativ egész, u < M és v < N, ekkor

oM _19N_q M—-1N-1 M—-1N-1
(RS SELLTED 5D 95 I SLLIELD BB DELLTHCAE !
k=2r [=2v p=p q=v kel,lel, p=p q=v

Most hasznaljuk a (4.4) és (4.5) feltételek ’lim inf’ részét, amelyek alapjan minden o’ > o és
B’ > B szamokhoz létezik olyan pozitiv K = K(o/, 8’) konstans, hogy minden p,q > K-ra

(4.23) wap (277,277 < 2% wap(27P71,27) < 29y, 5(27P 1 2797,

Ha K <p< M és K < g < N, akkor az el6bbi egyenl6tlenség ismételt alkalmazasaval kapjuk,
hogy

Wap(27P,277) < 2M=PFWN=)B'y, o (9=M o=N)y,

Ezt a becslést a (4.22) osszefliggésbe helyettesitve kapjuk a

2M_12N 1 M-1N-1
ST K Pay <Cy Y Y arrtatgMEnet N0y, g (97 M 9= N)
k=2K |=2K p=K q=K
M—-1N-1
= 0 2M7 TNy 5 (27M 27N Z Z (M —p)(a/ —7)+(N—q)(8'~5)
p=K q=K

o o
< Cl 2M’Y+N5waﬁ(2—M’ 2—N) Z 27‘(0/_«/) Z 23(5’_5)
r=1 s=1

26



egyenl6tlenséget. A feltevéstink szerint v > « és § > 3, igy o és ' valaszthaté ugy, hogy az
a < ad <vyés f < B <6 egyenltlenségek teljesiiljenek. Ekkor a fenti két geometrikus sor
konvergens a 2% =7 és 28~ hanyadosokkal, és igy

oM _192N _1
(4.24) S K Pay < Co2M Ny g(27M 27N) MON > K,
k=2K [=2K

ahol Cy egy konstans.
AK<p<Mdés0<qg< K <N esetben a (4.23) Osszefiiggés igy modosul:

Wap(277,277) < 2% cqwap (2777, 27970,
ahol c3 a (4.3)-ban definialt. Ismételt alkalmazassal kapjuk a
wag(27F,279) < QMR HINION (Fmay g (9= M 9= N)

egyenlGtlenséget. Hasonloan mint (4.24)-ben,

oM _1 2K _j M-1K-1
(4.25) ST W Pay <CL YN 2Py (27P 279
k=2K I=1 p=K ¢=0
M-1K-1
<O Z Z 2p’y+q52(M—p)a +(N-K)pB Cg_qwag(Z_M, 2—N)
p=K ¢=0

M-1 K-1
S012M’Y+N6 2—M 2— Z 2(M p(a -v) Zc Q2N q)( B/ 4)
p=K q=0

00 K-1
U3 ) 3 ) 3 e

< Cs2" W27 M 27N), M > K, 0< N <K;
ahol C3 konstans, mivel a < o/ <~ és < 8/ < 6.
A (4.25) szimmetrikus megfelelGje:

2K _12N_1
4.26 K'ay < Cu2M7 Vo527 27Ny, 0<M <K, N>K.
8
k=1 [=2K

Végiil az eddigiekhez hasonléan

2K 19K K-1K-1

(4.27) > Z Klap < Cyp Y > 2P0y, 4(27P 279)
k=1 I=1

p=0 ¢=0

K-1K-
013 3 2l R0 )
p=0 ¢g=0

K-1 K-1
< 012M“/+N5wa6(2—M’2—N) Z Ci( p2(M p)(a/ —7) Z c 42 (N—q)(8'—6)
p=0 q=0
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< CycK oM iNoy (27 M 27N Z or(e’ =) Z 2s(8'~3

< 052M7+N6’wa5(2_M7 27N

ahol Cy és C5 konstansok, mivel o/ < v és 5/ < 6.
A (4.24)-(4.27) sorokbol mar adodik, hogy

2M_12N_1

(4.28) S WPy < Ce2M N ow (27 27N), M N > K,
k=1 1=1

ahol Cg := max{Cy, C3,Cy,C5}.

Reészletezések nélkiil allitjuk, hogy (4.28)-at hasonléan tudjuk bizonyitani a méasik harom
esetben is, amikor M < K és N > K, vagy M > K és N < K, vagy M, N < K. A négy
eset egyiittesen bizonyitja a (4.12) allitasunkat az m = 2M és n = 2V specilis esetben, ahol
M,N > 0.

A (4.21) altalanos esetben az (i) rész bizonyitasdhoz hasonléan jarunk el:

2M+1 12N+1 1

m
1 1
5 M+1)y+(N+1)6
ZZ]{YZ ag; < Z Z kﬂyl ag < 062( o ) Was <2M+1 1’ 2N+1 _ 1>
k=1 1=1 k=1 =1

< 0627+5m7n5wa5(m_1,n_1), myn=1,2,...;
amivel a (4.12) allitast belattuk. O

4.4.2. Lemma. Legyen {ay} C Ry és wap € Wag.
(i) Ha (4.12) fenndll valamely § > 8 > 0, és tetszdleges 7y, szdmokra, akkor

(4.29) Z Zl‘sakl O(n’wag(m™",n71h)).

k=m [=1

(ii) Ha (4.13) fenndll valamely § > B > 0 és tetszdleges 7y, o szamokra, akkor (4.29) is

Megjegyzés. A f = 0 esetben az (i) = (ii) rész nem igaz; mig a § = (3 esetben az (ii) = (i)
rész nem igaz, amit a 4.4.1. Lemma utéani ellenpéldak is mutatnak. A bizonyitas nagyon hasonlit
a 4.4.1. Lemma igazolasara, ezért csak vazoljuk azt.

Bizonyitas. (i) Elészor tegyiik fel, hogy m = 2M, ahol M > 0. A (4.12) feltétel miatt létezik
olyan C alland6, hogy minden p > 0 szamra

n
27NN Pay < CV P nwap(27P 07, n>1
kel =1
fennall, vagyis

Z Zléakl < Cln‘swaﬁ(2_p,n_l), Cl = (027,

kel, 1=1

Most hasznaljuk a (4.4) feltétel limsup’ részét, ekkor

(4.30) i Zn:l6akl = i Z Zn:léakl < C2n5wag(2_M,n_1),

k=2M |=1 p=M keI, I=1
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ahol Cy :=C1 Y [(1+¢€)27%]", 1+e <2 M > K.
A 0 < M < K esetben kihasznéljuk wag(d1,d2) nemcsokkend tulajdonsagat és az el6bb
igazolt (4.30) becslést:

2K_1 n

Z Zléakl:{ Z Z+ Z Z}l ag; < Csn® Was(2 M,n_l), C3:=C1K 4+ Cyn > 1.

k=2M [=1 k=2M [=1 [=2K [=1

Altalénos esetben amikor oM < m < 2M +1, az allitasunk konnyen jon az elébbi specialis

t sz

(ii) Most tegyiik fel, hogy n = 2V —1, ahol N természetes szam. A (4.13) feltétel miatt létezik
olyan C' konstans, hogy

o)
Z Z léakl < C12q6wa5(m_1, 2_q), Cl = 26C
k=mlel,

fennall minden m > 1 és ¢ > 0 szamra.
Legyen 0 < v < N, ekkor

oo 2N—1 oo N-1 co N-1
S Pau= Y3 Sl <Y Y w2 ).
k=m 1=2v k=m q=v l€l, k=m q=v

Ezutén alkalmazzuk (4.5) 'liminf’ részét, ekkor a (4.23) els6 egyenlStlenségének szimmetrikus
megfelelGje alapjan, a K < g < N esetben

wap(m™1,277) < 2(N_q)5/wa5(m_1, 2~).
Teljesen hasonlo becslésekkel mint ahogy a (4.24) egyenl6tleséget kihoztuk, most a

oo 2N -1

(4.31) Z Z Pay < Cg?Néwag(m_l,Z_N)
k=m |=2K
Osszefiiggést kapjuk, ahol Cy := C; 225(6/_5), B<p <.
A 0<g< K <N esetben a (4.27) becslésre tamaszkodva irhatjuk, hogy

co 2K_1

(4.32) > ) Pag < C2Mweg(m 27N,
k=m =1
ahol C3 := €y SR 1209 g < g/ < 4.
A (4.31) és (4. 32) becslesekbol adodik az allitasunk a specialis esetben, ha N > K.
Amikor 0 < N < K, akkor a (4.32) kovetkeztetést vonhatjuk le a

co 2¥-1 oo 2K -1
Z E l‘sakl kettGs Osszegre a E Z l‘sakl
k=m =1 k=m [=1

helyett minden 0<v<K esetében

c sz

esetbdl. O
Végiil megfogalmazzuk a 4.4.2. Lemma szimmetrikus megfelel§jét, amely hasonloéképpen bi-
zonyithato.
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4.4.3. Lemma. Legyen {ay} C Ry és wap € Wag.
(i) Ha (4.12) fenndll valamely v > o > 0, és tetszdleges d, B szdmokra, akkor

(4.33) Z Z Klag = O(m wag(m™t,n™1)).
k=1l=n

(ii) Ha (4.13) fenndll valamely v > o > 0 és tetszéleges 6, 3 szamokra, akkor (4.33) is.

4.5. A 4.2.1, 4.2.2. és 4.2.3. Tételek bizonyitasa

Az alabbi bizonyitdsok soran tobbszor élni fogunk a kdvetkezd megéllapodassal. Legyen
hi,hs > 0 két tetszélegesen adott szam. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
ezek a szamok “kicsik”, példaul 0 < hy, ho < 1. Definialjuk az

(4.34) m = [i} és n = [%2]

szdmokat, ahol [-] az egészrészt jeldli.
A kovetkezdkben szeretnénk majd hasznalni az
; t
(4.35) it — 1| = ‘2sin§‘ < min{[t),2}, teR

egyenlGtlenségeket.

A 4.2.1. Tétel bizonyitasa

(i) Legyen {cy : (k,1) € Z*} C C olyan sorozat, amelyre teljesiil a (4.6) feltétel valamely
0 < o, <1 szamokra. A 4.4.1. Lemma szerint ekkor (3.1) is fennall. Azt allitjuk, hogy a (3.2)
képlettel definialt fiiggvényre f € Lip(wag).

A (3.2) definici6 miatt becsiilhetiink a kévetkezSképpen:

(4.36) IAML F (2, g b, )| = ‘ $OS cyeilba i) (eiktn _ 1)(eitha _ 1)
keZ 1€z

SDIDIEDIDIED DD DRI DD DY T ]
[k|<m|l|I<n  |k|>m|l|<n  |kl<m|l>n |k|>m|l|>n
=t AL+ AD)L + AR, + ADD,

ahol az m és n szamok a (4.34)-ben definialtak.
A (4.3), (4.6), (4.34) és (4.35) Osszefiiggésekbdl azonnal kapjuk, hogy

(4.37) A%ZL < hlhg Z Z ]klckl] = hlth(mnwaﬁ(m_l,n_l)) = O(’wag(hl,hg)).

[k|<m |l|<n

Teljesen hasonloan, a 4.4.2. Lemma (i) részének segitségével (a 0 < 5 <1 és d = 1 esetben)
kapjuk az

(4.38) Agb% < 2h2 Z Z ]lckl] = th(nwag(m_l,n_l)) = O(waﬁ(hl,hg))

|[k[>m |[|<n
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becslést. Szimmetrikusan, ha most a 4.4.3. Lemma (i) részét alkalmazzuk (a0 < a<1ésy=1
esetben), akkor

(4.39) Ak <2l > > k| = O(was (b, ha)).
|k[<m |l|>n
Végiil, hasznaljuk a (4.35) egyenl6tlenséget és a 4.4.1. Lemma (i) részét (a v = § = 1 és
0 < «, 8 <1 esetben). Ekkor az
(4.40) AG) <437 > Jewl = O(wap(ha, he))
|k|>n |l|>n

egyenlGtlenséget kapjuk.
Tekintstik egyiitt a (4.36) és (4.37) - (4.40) képleteket. A kovetkeztetésiink, hogy

|AY f (2,55 ha, he)| = O(wap(ha, he)),

ami mar bizonyitja az f € Lip(wag) allitast, mivel 0 < hy, ho < 1 tetszbleges szamok voltak.

(ii) Tegytiik fel, hogy {cxi} C R eleget tesz a (3.1), (3.6) és (3.7) feltételeknek, tovabba f €
Lip(wap) valamely 0 < o, f < 1 szamokra, ahol f a (3.2) képlettel definialt. Ekkor feltevés szerint
minden 0 < z,y < 1-re

(4.41) AL (0,052, 9)| < Cwap(z,y),
ahol C egy csak f-t6l fiiggs konstans. A (3.6), (3.7) egytitthato-valasztas miatt a (4.36)-hoz
hasonl6éan
AllfOOl‘y chkl zk‘m_ zly_l)
keZ leZ
o o
= Z Z ckl(e““ — e_ikx)(eily ’ly 42 Z cp sin kx sin ly.
k=11=1 k=11=1

Most a (4.41) Gsszefiiggésbdl kapjuk a

4‘ Z Z ¢ Sin kx sin ly‘ < Cwep(,y)
k=11=1

becslést.

A (3.1) sor egyenletes konvergenciaja kovetkeztében, az abszolutérték-jelen beliili kettSs szi-
nusz sort integralhatjuk tagonként. Elgszor integraljunk x-re vonatkozolag a (0, h;) intervallu-
mon, majd y szerint a (0, hy) intervallumon, ahol 0 < hy, hy < 1 tetszdleges szamok. Eredményiil
a

oo o0

c k:h lh
4‘ ZZ M1 — cos khi)(1 — coslha) ‘ Z ki ? =+ sin’ 22 < Chuhawep(ha, he)
k=11=1 =1i=1

egyenl6tlenéget kapjuk, ahol hasznéaltuk a (3.6) feltételt is. A koévetkezd lépésben a szinusz-
fiiggvény also becslésére korabban mar alkalmazott (2.14) egyenlStlenséget fogjuk hasznalni;
ekkor a (3.6) és (4.34) valasztas miatt kapjuk a

Cklk h l h
16> S Hﬂ_zlﬂ_<()h1h2wa5(h1,h2)

1<k<m 1<I<n
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becslést, ami a (4.3) és (4.34) miatt ekvivalens a kdvetkezével:

Crt _, _ 1 -
Z Z kleg < Thl Yy wag(he, he) = O(mnwag(m ™1, n=1)).
1<k<m 1<I<n

Ismét a (3.6) és (3.7) miatt irhatjuk, hogy

Z Z |klcgi| = O(mnwag(m™,n™ 1)),

[k|<m |l|<n

amivel a tétel allitasat belattuk. O

A 4.2.2. Tétel bizonyitasa

(i) Tegyiik fel, hogy {cx;} C C eleget tesz a (4.7) egyenlSségnek valamely 0 < «, 5 < 2
szdmokra. A 4.4.1. Lemma alapjan a (3.1) egyenl6tlenség fennall. Célunk annak a bizonyitasa,
hogy az f € Zyg(wqgp) relacio is fennall.

Ehhez ismét legyenek 0 < hj,hy < 1 adott szamok. A (3.2) definici6 alapjan irhatjuk a
kovetkezdt:

(4.42) IA22f (2, y: by, ho)| = ‘ chklei(km+ly)(eikh1 4 emikha _ 2)(eilh2 1 eilha _ 2)
keZ leZ
AT+ Y S+ S+ Y Heullcos ki — 1] [costha — 1
k|<m |l|<n  |k|>ml<n  |k|I<m|l>n  |k|>m]|l>n
—. B( ) _|_B(2) +B(3) _1_37(712”

ahol az m és n természetes szamok a (4.34) képlettel definialtak.
A kovetkezdkben hasznalni fogjuk az

t t2
1—cost:2sin2§ Smin{2,§}, teR

egyenlGtlenséget. A (4.3), (4.11) és (4.34) Osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy

(443)  BL), <hih3 > > EPlen| = Bih30(m*n wag(m ™ n ) = O(wag(ha, ha)).
[k[<m [l|<n

Most a 4.4.2. Lemma (i) részének alkalmazéasaval (a 0 < < 2 és § = 2 esetben) kapjuk a

(4.44) BR) <4h3 Y Y Plew| = h30(n*weg(m™'n7")) = O(wag(ha, b))
[k|>m |l|<n

becslést. Hasonloan, ha a 4.4.3. Lemma (i) részét alkalmazzuk (a 0 < o < 2 és v = 2 esetben),
akkor kapjuk a

(4.45) BE) <4h? > " KPlow| = O(wap(ha, b))
|k|<m |l|>n
egyenlStlenséget. Végiil, a 4.4.1. Lemma (i) allitdsa miatt (a vy =90 =2 ¢és 0 < o, < 2 esetben)
irhatjuk, hogy
(4.46) B <16 > Y ew| = O(wag(m ™", n™")) = O(wag(ha, ha)).
|[k|>m |l|>n
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A (4.42) - (4.46) Osszefiiggésekbdl kapjuk az

|A%2 f(z,y; h1, ha)| = O(wap(h1, h2))

egyenldséget. Mivel 0 < hy, ho < 1 tetsz6leges szamok voltak, ezért belattuk, hogy f € Zyg(wqg).

(ii) Tegytik fel, hogy {cr} C R eleget tesz a (3.1), (4.8) feltételeknek és f € Zyg(wqg) valamely
0 < o, < 2-re, ahol f a (3.2) sszefliggéssel definialt. Ekkor az 2 =y = 0és 0 < hy,hy <1
szamokra (lasd (4.42))

[A22£(0,0:h1,ho)] = | 03 e 4 e M = g)(eithe it 9
keZ leZ

= 4‘ Zchl(cos khi — 1)(cos lhy — 1)‘ < Cwag(hi, ha),
k€Z €T

ahol a C' konstans nem fligg hi, he értékektsl. A (4.8) miatt irhatjuk, hogy
42 Z cki(1 — coskhy)(1 — coslhy) = 162 chl sin? ki sin® th < Cwap(hi, he).
2 2 ’
keZ IEZ A
Alkalmazzuk a (2.14) egyenl6tlenséget és a (4.34) definiciot. Ekkor
k:2h2 l2h
16 Z Z Chi—>5— < Cwag(hi, he),
|[k|<m |l|<n
ami a (4.3) miatt ekvivalens a
272 Crt —2; -2 2 2 -1 -1
Z Z ke < 1—6h1 hy “wep(hi, he) = O(m*n“weg(m™",n"")),
|k|<m |l|<n

fennallaséval, ezzel befejeztiik a bizonyitast. O

A 4.2.3. Tétel bizonyitasa

(i) Hasonloan az elsg allitasunk bizonyitasahoz, most is igaz a (4.36) egyenlStlenség, ahol m
és n a (4.34)-ben adottak. A (4.3), (4.9), (4.34) és (4.35) miatt irhatjuk, hogy

(4.47) L <A o] = Olwag(m™",n™h) = O(wap(ha, ho)).

|k|>m [l|>n

A (4.3), (4.34) és (4.35) Osszefliggésekkel és a 4.4.2. Lemma (ii) részének alkalmazasaval (a § =1
és 0 < B < 1 esetben) kapjuk az

(4.48) Agb% < 2h2 Z Z ]lckl] = th(nwag(m_l,n_l)) = O(waﬁ(hl,hg))

|[k|>m |l|<n

becslést. Ha a 4.4.3. Lemma (ii) részét tekintjik (a v =1¢és 0 < o < 1 esetben), akkor kénnyen
latjuk, hogy

(4.49) Ag% < 2h1 Z Z ]kckl\ = O(’wag(hl,hg)).

[k|<m [l[>n

33



Végiil a 4.4.1. Lemma (ii) része (ay =9 =16s 0 < a, < 1 esetben) szolgaltatja az

(4.50) AQ) < hahg 7Y |klew| = hihaO(mnwas(m ™", n")) = O(weg(hy, ha))

|k|<m |l|<n
azonossagot. A (4.36) és (4.47) - (4.50) képletek egyiittesen adjak az
AT f @,y b, ho)| = Owag(h, ha))

egyenlGséget. Mivel 0 < hy, hy <1 tetszdleges szamok voltak, igy belattuk, hogy f € Lip(wag).

(ii) Tegyiik fel, hogy {cx;} C R, amely eleget tesz a (3.1) és (4.8) feltételeknek, tovabba f €
Zyg(wep) valamely 0 < a, 8 < 2 szamokra, ahol f a (3.2) Osszefiiggéssel definialt. Hasonloan a
(4.42)-hoz, irhatjuk, hogy

4226’”(1 —coskz)(1 — cosly) = A £(0,0;z,y) < Cwa p(7,y), 0<zy<l1.
keZ leZ

A kettGs szinuszsor egyenletes konvergencidja kovetkeztében integralhatunk tagonként tetszdleges
(0, h1) intervallumon x szerint, majd ezutan y szerint barmely (0, h2) intervallumon, ahol 0 <
hi,ha < 1. Mivel wag(z,y) nemesokkend fiiggvény z-ben és y-ban is, kapjuk a

sin kh sin lh
4 Z Z Ckl(hl S 1) <h2 - 2) < Chihowag(hy, he)
|k|>1 |1[>1

becslést.
Hajtsuk végre a kovetkezs helyettesitéseket: hy = 1/m és hg = 1/n, ahol m és n nemnegativ
egész szamok. Ekkor az el6z8 egyenlStlenségiink a kovetkezd alakot Olti:

|kZle (i = ) (- ) = 0T s )

Hasznaljuk az

egyenlGtlenségeket, ekkor az

1 1 1
o > > e =0(m "' rwag(m 0 h)

[k|>2m [1]>2n

azonossaghoz jutunk. A (4.3) feltétel miatt ez az utolso kifejezés ekvivalens a (4.9) fennallasaval,
amit bizonyitani akartunk. O
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5. fejezet

Ismert egyvaltozos eredmények Fourier
integralokra

Ebben a fejezetben ismertetjiik a tovibbiakban hasznalt jeloléseket, definicidkat, bemutatjuk
az egyvaltozos esetre vonatkozo tételeket, majd a fejezet végén igazolunk egy segédallitast, amely
a kovetkezd fejezet tételeinek bizonyitasaban alapvets fontossagu.

5.1. Definicidk, jelolések

A fejezetben f mindig egy komplex értéki, a valos szamegyenesen Lebesgue értelemben mér-
hetd fliggvényt jelol.
Az f fiuggvény Fourier transzformdltjat az

f) = == [ e ar

dsszefiiggéssel definialjuk. Mint ismert (lasd [18, 1. fejezet]), f folytonos fiiggvény, és
Jim [£(#)] = 0.

Egy f figgvényt lokdlisan integrdlhatonak neveziink az R = (—o0,00) szamegyenesen, ha

annak barmely véges intervallumén integralhato, jelben: f € L%OC(R).

5.2. Ismert egyvaltozos tételek

A kovetkezs két allitast Moricz [14] bizonyitotta. Ezek igazolasat mellgzziik, mivel az idézett
cikkben részletesen megtalélhatéak.

5.2.1. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy f : R — C olyan, hogy f € L (R). Ha valamely 0 < o < 1

(5.1) / e f (2)|dz = O(y' )
|z|<y

minden y > 0-ra fenndll, akkor f € L'(R) és fe Lip(«). )
(ii) Megforditva, legyen f € LY(R) és zf(x) > 0 majdnem minden x € R-re. Ha f € Lip(«)
valamely 0 < a < 1 szdmra, akkor (5.1) fenndll.
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5.2.2. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy f : R — C olyan, hogy f € Li (R). Ha valamely 0 < a < 2
szamra

(5.2) /| _ Pl =067)

minden y > 0-ra fenndll, akkor f € L'(R) és fe Zyg(a). )

(ii) Megforditva, legyen f € L*(R) és f(x) > 0 majdnem minden x € R-re. Ha f € Zyg(a)
valamely 0 < a < 2 szdmra, akkor (5.2) fenndll.
Megjegyzés. Mindkét allitasban a 'O’ ’o’-ra, a Lip(«) és Zyg(a) fliggvényosztalyok a megfeleld
lip(«) és zyg(a) osztalyokra cserélhetdek.

5.3. Segédtétel

Mivel a kovetkezs fejezet tételeinek bizonyitasaban meghatarozd szerepe van egy segédalli-
tasnak, ezért itt kimondjuk és bemutatjuk, hogyan igazolhato. Részletes bizonyitas Moricz [14]
cikkben talalhato.

5.3.1. Lemma. Legyen g nemnegativ, mérhetd fligguény a pozitiv félegyenesen.
(i) Ha a v > p > 0 szamokhoz létezik olyan C' konstans, hogy

(5.3) / 2Vg(z)dx < Cst, s> 0,
0

akkor g € L'(s,00) és

(5.4) / g(x)dz < CysH™7,

ahol

(5.5) Cyi=2+C ) 2m=),
m=0

(ii) Megforditva, ha v > > 0 és létezik olyan Cy konstans, hogy (5.4) fenndll, akkor (5.3) is

a

0
(5.6) C:=217rCy Y 2
dllanddval.

Megjegyzés. Ha v = pu > 0, akkor az (i) = (ii) mar nem igaz példaul a g(z) = 27! fiiggvény
esetében. Hasonléan, ha v > pu = 0, akkor az (ii) = (i) mar nem igaz, ahogy azt a g(x) = 27177
fliggvény alapjan latjuk.

Figyeljikk meg, hogy az (5.5) és (5.6) Osszefiggésekben definialt konstansok fliggetlenek az
adott g fliggvénytdl.
Bizonyitas. (i) Az (5.3) feltétel szerint létezik olyan C' = C(g) konstans, hogy minden s > 0-ra

2s 2s
s”’/ g(x)dx S/ 27 g(z)dz < C(2s)",
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ezért )
S
/ g(z)dex < 20CsH™7,
S
és mivel p < 7, igy

2m+1

/ x)dr = Z / x)dr < 20CsH™7 Z 2= = CyshY, oy > 0.

m=0
(ii) Most az (5.4) feltétel szerint létezik egy C1 = Ci(g) konstans, hogy minden s > 0-ra
S S
/ x7g(x)dx < s'y/ g(x)dx < 277HCysH,
s/2 s/2
és mivel s > 0, frhatjuk, hogy
0 omg 0

/ 27g(z)dx = Z / 27g(x)de < 277HCy s Z 2MH = Cst, s> 0.
0 2

m—1g
m=—0oQ m=—0oQ
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6. fejezet

Uj eredmények kettds Fourier
integralokra

Ebben a fejezetben a korabban ismertetett 5.1. és 5.2. Tételeket fogjuk altalanositani kétval-
tozos esetre. Ehhez azonban be kell vezetniink a kettés Fourier transzformalt fogalmaét.

6.1. Definicidk, jelolések

Ett6] a ponttol kezdve jeloljon f egy komplex értékd, R%-en Lebesgue értelemben mérhetd
fliggvényt.
Az f figgvény kettds Fourier transzformdltjat definidljuk az

£ 1 —i(ux+v
fluo) =5 || fape D aady, (w0 € B

osszefiiggéssel. Mint ismert (lasd [18, 1. fejezet]), f (u,v) egyenletesen folytonos R%-en és

|f(u,v)| =0, amint max{u,v} — oco.

6.2. Fourier integralok és a klasszikius Lipschitz és Zygmund osz-
talyok

6.2.1. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy az f : R* — C figgvényre f € L (R?) és létezik olyan so és
to pozitiv konstans, amelyre

(6.1) feL'({(z,y) € R*: vagy || > so és y| < to, vagy || < so és y| > to}).

Ha valamely 0 < o, B < 1 szamokra
(6.2 [ lefgiedy = 06, e
|lz|<s J]yl<t

akkor f € LY(R?) és f e Lip(a, ).
(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy f € L*(R?) és mindkét vdltozdjdban pdratlan, vagyis majd-
nem minden (z,y) € R2 szdmpdrra

(6.3) f@y) =—f(-2y) = —flz,~y) = f(-z,—y) 2 0.
Ha f € Lip(a, B) valamely 0 < o, f < 1 szdmokra, akkor (6.2) fenndll.

38



Megjegyzés. Az alabbi 6.3.1. Lemmabol kapjuk, hogy a (6.2) formulédban szerepls egyenlség
ekvivalens a kovetkezgvel:

(6.4) fel'{(x,y) €eR*: |z| > s és |y >t}), s,t>0.

Ahhoz, hogy az f € L _(R?) feltevésbél kovetkeztetni tudjunk az f € L'(R?) allitasra,

loc
mindenképpen sziikség van a (6.1) feltevésre.

A 6.3.2. Lemma allitasa szerint ha léteznek olyan ty > 0 és C konstansok, hogy

(6.5) / / |z f(z,y)|dedy < Cs'=*, s> 0,
lz|<s J]y|<to

akkor
fel{(zy) ER?: |z] > s és [y| < to}).

Hasonléan, ha léteznek olyan sg > 0 és C konstansok, hogy

(6.6) [ | ey <Cet, e
|z|<so J|y|<t
akkor
feL'({(z,y) € R :|z] < so &5 [y| > t}).
Tehat a (6.5) és (6.6) feltételekbol kovetkezik a (6.1) Osszefiiggeés.

6.2.2. Tétel. (i) Legyen f € LL (R?) és tegyiik fel, hogy (6.1) fenndll. Ha valamely 0 < o, 3 < 2
szamokra

(6.7) (/ / 2| (2, y)|dedy = O(>2P),  s,t> 0,
jal<s Jlyl<t

akkor f € L*(R?) és fe Zyg(a, B).
(ii) Megforditva, legyen f € LY(R?) és f(x,y) > 0 majdnem minden (x,y) € R? szampdrra.
Ha f € Zyg(a, B) valamely 0 < a, B < 2 szamokra, akkor (6.7) fenndll.

Megjegyzés. A 6.3.1. Lemma alapjan a (6.7) feltételbsl most is csak (6.4) kovetkezik. Ahhoz,
hogy az f € L*(R?) allitast is be tudjuk latni, sziikségiink van a (6.1) relaciora is.

A 6.3.2. Lemma &llitdsa alapjan ha léteznek olyan ¢ty > 0 és C konstansok, hogy

(6.8) [ | @laady< 8, s>
|z|<s /y|<to

akkor
feL'({(z,y) eR*: || > s 6s Jy| < to}).

Hasonl6an, ha léteznek olyan sg > 0 és C konstansok, hogy

(6.9) /’ / P 1f (2, y)|dady < G20, ¢ >0,
|z|<so J|y|<t

akkor
feL'({(z,y) €R®: |z| < sp6s |y| > t}).

Tehat a (6.8) és (6.9) feltételekbol kovetkezik a (6.1) Gsszefiiggés.

39



6.3. Segédtételek

A kovetkez$ két allitas alapvets fontossagu a fenti tételek bizonyitasaban. Az igazolasuk tor-
ténhet direkt uton, ami az 5.3.1. Lemma bizonyitasanak kiterjesztését jelentené a kétvaltozos
esetre. Az alabbi bizonyitdsban azonban a kétvaltozos esetet visszevezethetjiik az egyvaltozos
esetre, amit azért tehetiink meg, mert az (5.5) és (5.6) konstansok fiiggetlenek az adott fiigg-
vénytdl.

6.3.1. Lemma. Legyen g : Ri — Ry Lebesgue értelemben mérhetd fiiggvény.
(i) Ha valamely v > p >0 és 6 > v > 0 szamokra létezik olyan C konstans, amellyel az

s t
(6.10) / / x'yy‘sg(:n,y)dzndy < Cs't”, s,t>0
0o Jo

eqyenldtlenség fenndll, akkor

(6.11) / / g(a,y)dady < Cyysh ™70
s t

s fenndll, ahol

Cpyp = 2M1C i i gm(p—y)+n(v—0)

m=0n=0

(ii) Megforditva, ha valamely v > p > 0 és § > v > 0 szamokra létezik olyan C11 konstans,
amellyel a (6.11) egyenlétlenség fenndll, akkor a (6.10) is fenndll a

0 0
C = 2'y—u+6—u011 Z Z gmptny

m=—0o0 N=—00

dllanddval.

Bizonyitas. Mivel az integrandus nemnegativ az Osszes integralban, ezért hasznalhatjuk Fubini
szukcessziv integralasrél szolo tételét.
(i) A (6.10) feltétel alapjan

S t S t
/ / 2y’ g(z,y)dzdy = / w”( / y59(w,y)dy)dx < Cstt”
0 0 0 0

minden s,t > O-ra.
Most alkalmazzuk az 5.3.1. Lemma (i) allitasat az x valtozora. Ekkor kapjuk, hogy

00 t
(6.12) / (/0 y‘sg(w,y)dy>dx < Ci(y, p)Cst 7,

ahol (lasd (5.5))
Ci(y, p) = 2+ Z om(p—).

m=0

A (6.12) egyenl6tlenséget atirhatjuk az

t 00
/ y5< / g(fc,y)dx) dy < Cy(y, w)Cs' 1"
0 s
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alakba, és ujra alkalmazhatjuk az egyvaltozos allitasunkat (most az y valtozora), eredményiil az

/ / g(w,y)dwdyz/ (/ g(x,y)dx)dyéCl(%u)Cl(&V)CS"”_”t”_‘S
S t t S

egyenlGtlenséget kapjuk minden s,¢ > 0-ra, ahol
[e.e]
Ci(6,v) =2") 279,
n=0

és
Ci1 == Ci(y, ) C1(6,v)C.
(i1) Most a (6.11) szerint

/ / g(:v,y)d:vdyz/ (/ 9(:v,y)dy>d:n§0ns“‘”t”‘5
s t S t

minden s,t > O-ra.
Alkalmazzuk az 5.3.1. Lemma (ii) allitasat az x valtozora. Ekkor kapjuk, hogy

(6.13) / w”(/ g(w,y)dy)dw < C(y,p)Crys"t" ™,
0 t
ahol (lasd (5.6))
0
Cly,p) =271 Y 2m,

Most a (6.13) egyenl6tlenséget atirhatjuk az

/ ( / gl )dz ) dy < Oy, p)Cry 490
t 0

alakba, és ajra alkalmazhatjuk az egyvaltozos allitasunkat (most az y valtozora), eredményiil az

S t t S
/ / 2y’ gz, y)dedy = / y5( / x”g(w,y)dw>dy§ C(y, 1) C (8, v)Chystt”
0 0 0 0

egyenlGtlenséget kapjuk minden s,¢ > 0-ra, ahol

0
Ci(6v) =277 Y 2,
n=-—oo
és
C = C(v, W)C(6,v)Ch.
O
A kovetkez§ allitasban kiilon megfogalmazzuk, ahogy a levezetés soran a (6.12) dsszefliggéshez

jutottunk a (6.10) egyenlStlenségbdl, és annak szimmetrikus megfelelgjét is, amikor az x és y
valtozokat felcseréljiik.
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6.3.2. Lemma. Legyen g : Ri — Ry Lebesgue értelemben mérhetd fiigguvény.
(i) Ha valamely v > p >0 és tog > 0 szamokra létezik olyan C konstans, amellyel az

s to -
(6.14) / / 27g(x,y)dedy < Cst, s>0
0o Jo

eqyenldtlenség fenndll, akkor
00 to . S
/ / g(z,y)dxdy < 24C Z 2mUK=7) gh=7
$ 0 m=0

1s fennall. B
(i1) Hasonldéan, ha valamely § > v > 0 és sg > 0 szdmokra létezik olyan C konstans, amellyel
az

S0 t -
(6.15) / / Yog(z,y)dedy < CtY, t>0
o Jo

eqyenldtlenség fenndll, akkor

so oo x>
/ / g(z,y)dxdy < 2C Z on(v=0)yv=0
0 ¢ n=0

1s fennall.

Megjegyzés. A 6.3.1. Lemmabol kovetkezik, hogy ha 27y°g(z,y) € Li (R%) és a (6.10) egyen-

loc
16tlenség fennall, akkor g(x,y) € L*((s,00) x (t,00)) minden s, ¢ > O-ra. Ha még azt is feltessziik,

hogy g(z,y) € Llloc(R?i-) és léteznek olyan sg,tp > 0 konstansok, amelyekre

(6.16) g(z,y) € L*((s0,00) x (0,t9) U (0,50) X (tg,0))

fennall, akkor g(z,y) € L'(R%).

Tovabba az is kovetkezik a 6.3.1. Lemmabol, hogy ha g(z,y) € L'((s,00) x (t,00)) és (6.11)
fennéll minden s,t > O-ra, akkor 27y°g(z,y) € L{ (R2). Specidlisan, ha g(z,y) € LL (R%) és
(6.16) érvényes valamely so,to > 0 konstansokkal, akkor g(z,y) € L*(R%).

Hasonléan a 6.3.2. Lemmabol nyerjiik, hogy ha z7g(z,y) € LL (R4 x (0,t0)) valamely to > 0
allandoval és (6.14) fennall, akkor g(x,y) € L'((s,00) x (0,tp)) is minden s > O-ra. Ugyanigy,
ha y°g(z,y) € LL ((0,s0) x Ry) valamely so > 0 allandéval és (6.15) fennall, akkor g(z,y) €

LY((0,80) x (t,00)) is minden t > O-ra.

6.4. A 6.2.1. és 6.2.2. tételek bizonyitasa

A 6.2.1. Tétel bizonyitasa
(i) Feltevés szerint f € Li (R2), (6.1), (6.2) feltételekbdl és a 6.3.1. Lemma (i) allitasanak

loc
alkalmazésaval kapjuk, hogy f € LI(R%_). Igy a korabban definialt f Fourier transzformélt 1étezik
és folytonos. Azt szeretnénk bizonyitani, hogy ez a fliggvény teljesiti a Lipschitz feltételt, vagyis
f € Lip(a, B).
Legyen (u,v) € R? és hy, hy > 0 tetsz6legesen adott értékek. A Fourier transzformalt defini-
ci6ja és (3.3) miatt becsiilhetiink a kovetkezé modon:

2 A fu, it )| = | [ e et (et - 1)dady
R
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<4// ‘f:z: Y) smﬁsm% dzdy.

Ezt az integralt felbontjuk négy részre:

27T|A171f(u7 U3 h17 h2)|

(6.17) 54{/ / +/ / +/ / +
|z|<1/h1 J]y|<1/h2 |z|>1/h1 J]y|<1/h2 |z|<1/h1 J|y|>1/h2

/ " /| U ‘fa:y s1n—xsm@‘dxdy— I+ 1o+ Is + Iy
x> 1 Jyl> 2

Elgszor hasznaljuk a (4.35)-ben 1év§ trividlis becslést a szinusz fiiggvényre és a (6.2) feltevé-
stinket. Ezekbdl kapjuk, hogy

-« 1-3
©18) <k [ [ yfeyidedy < O (5-) 7 (5) T = ongnd.
\z|<1/hy J|y|<1/hy hy ha

A kovetkezSkben alkalmazzuk a 6.3.1. Lemma (i) részét (a (6.2) esetben), ekkor kapjuk az

1\-a/1\~B
(6.19) I < 4/ / |f (2, y)|dzdy < 4C1, (_) (_) — 4O PSR
je[>1/hy J |y|>1/h hy ho

becslést, ahol C1; megegyezik a 6.3.1. Lemmaban szereplé konstanssal.
Harmadszor, alkalmazzuk (6.6)-ot (a (6.2) esetben felhasznélva a (4.35) egyenl6tlenséget is),
majd 6.3.2. Lemma (i) részének segitségével kapjuk az

(6.20) I < 2h2/ / lyf(z,y)|dzdy
lz|>1/h1 J]y|<1/ha
1\—o/ 1\1-8 5
< — _ < _ a
2hyCh (1,1 a)C(h1> (h2> < 201(1,1 — @) CRSHS
becslést.

Végiil, hasznaljuk a 6.3.2. Lemma (ii) részét, amivel kapjuk a (6.20) szimmetrikus megfele-
16jét:

(6.21) Is < 2h1/ / |z f (z,y)|dedy < 204 (1,1 — B)Ch§hS.
le|<1/h1 Jy|>1/ho

Mivel (u,v) € R? és hy, ho > 0 tetsz6legesek voltak, ezért (6.17) - (6.21) egyenlétlenséghdl
kovetkezik az allitasunk, vagyis f € Lip(a, ).

(i) Legyen f € L'(R?), amelyre a (6.3) teljesiil. Ekkor az f fiiggvény el6jelének véltakozéasa
miatt irhatjuk, hogy

2 Al F0,0:0,0) = [ [ fle)e < e - 1dady
R2

= / f(z,y)sinuzsinvydedy  u,v > 0.
R2
Most f € Lip(a, 8) miatt létezik olyan C' konstans, hogy

(6.22) 27| AV £(0,0;u,v)| = ‘// f(z,y) sinuz sinvydedy| < Cu®oP.
R2
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Az abszolutérték-jelek kozotti kettds integrélt fogjuk integralni az u valtozd szerint valamely
(0, h1) intervallumon, ahol h; > 0 adott szam. Mivel a

13 00

lim / / f(z,y) sinuzx sinvydedy = / f(z,y) sin uz sin vydazdy
E—o0 Jo Jo R2

konvergencia egyenletes u, v > 0-ban, ezért az x és u szerinti integralés sorrendjét felcserélhetjiik.

Ekkor a (6.22) egyenl6tlenségbdl kapjuk az

a-‘,—l

1 —coshix
‘/ f(z,y %sinvydxdy‘ < C 1 v?

Osszefiiggést minden hi,v > 0O-ra. Hasonléan, most integralhatunk az y valtozo szerint vala-
mely (0, hy) intervallumon, ahol hy > 0 adott. A trigonometrikus azonossagoknak koszonhet&en

egyenlGtlenségiink az
‘// @ 1—cosh1x1 C(y)shgyd dy‘

f T,Y) . o 1 n2 h2y h?“ hgﬂ
sin —2dazdy < C
R2 Ty a+1 ﬁ +1
alakot Olti minden hi,he > O-ra, ahol kihasznéltuk azt is, hogy f elGjele megegyezik az argu-
mentumai szorzatanak el&jelével.
Az utolso egyenl6tlenségre alkalmazzuk a (2.14) egyenltlenséget mindkét valtozoban, ered-
ményiink a

htll-l-l h§+1
xyf(x7y)dxdy S C— ) h17 h2 > O
/w<1/h1 /|y<1/h2 atlf+1

becslés, vagy ekvivalens formaban

Cnt 1 1\l—a/1\1-8
zyf(z,y)dzdy < et = o (— — .
/x<1/h1 /|y<1/h2 (.9) Aa+D(B+1) " 7 <<h1) <h2) )

Ezzel belattuk allitasunkat az s = 1/h; és t = 1/hy esetben, ahol hy,hy > 0 tetszGleges
szamok. O

4h3h3

A 6.2.2. Tétel bizonyitasa

(i) Az f € LL.(R?), (6.1) és (6.7) feltevésekbdl, valamint a 6.3.1. Lemma (i) segitségével

nyerjiik, hogy f € LY (R?). Igy az f fiiggvény f Fourier transzformaltja létezik és folytonos. Az
f € Zyg(a, B) tartalmazast szeretnénk blzonyltam Ezen cél eléréséhez legyenek (u,v) € R? és
hi,ho > 0 tetsz6legesen adott értékek. Az f definicidja és a (3.4) jelolés miatt irhatjuk, hogy

21| A% f(u, v; hy, ha)|
_ ‘//R2 F(z,y)e"i@atoy) (gmihz _ g 4 gimay(o=ihay _ 9 4 eihgy)d$dy‘
= 4‘ // F(x,y)e ) (cos hyx — 1)(cos hay — 1)dxdy‘
<4// |f(z,y)|(1 — cos hyz)(1 — cos hay)dady = 16// |f(z,y)|sin h2 sin® @dxd Y.
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Hasonloan (6.17)-hez most is bontsuk fel az utolso integralt a kovetkezs négy részre:

21| A% f (u, v; hi, ha)| < 16{/ / +/ / +
2| <1/hy yl<1/he  J)a|>1/h Jy|<1/ho

h
+/ / +/ / }|f(x,y)|si]a2@sin2 iyd;z:dy
le|<1/h1 Jlyl>1/he  Jlal>1/h1 Jly|>1/he 2 2

(6.23) = J1+ Jo+ J3+ Jy.
Elgszor hasznaljuk a (4.35) és (6.7) egyenlStlenségeket, amelyekbdl kapjuk a

1\2-a/ 1128 .
o2 s [ [ Ry < itnge () () = o
|z|<1/h1 J|y|<1/h2 1 2

becslést.

Masodsorban, alkalmazzuk a 6.3.1. Lemma (i) részét (a (6.7) esetben). Ekkor kapjuk, hogy
(lasd (6.11))

1\—a/1\-8
(625 Ji<16 / / Fay)ldedy <1660 () () = 1601 hgHS.
z[>1/hy JJy|>1/ho hy ha

A kovetkezd becslésben hasznaljuk (6.12)-t (a (6.7) esetre felhasznalva a (4.35) egyenlGtlen-
séget is), majd a 6.3.2. Lemma (ii) részébdl nyerjiik a

Jy < 4h§/ / v2| f (z,y)|dzdy
|z|>1/h1 J|y|<1/h2

9 1\—a/1\2-8 a1 B
(6.26) < 4R2Cy (2,2 — a)C(h—> (h—> = 4C1(2,2 — @) CRS S
1 2
egyenlGtlenséget.
Végiil, a 6.3.2. Lemmabol kapjuk a (6.26) szimmetrikus megfelel§jét:

Jz < 4h?/ / 2| f (z, y)|dady
|z|<1/h1 J|y|>1/h2
1\2-a/1\-5
6.27 <4R3Cy(2,2 - B)C(— —)  =401(2,2 — B)Ch§h.
(6.27) <anti22-9C(5-) (5) 1(2,2 = B)ChY K
Ha osszevetjiik a (6.23) - (6.27) egyenl6tlenségeket, akkor latjuk, hogy
[A%2 f(u, v b, ha)| = O hy),

és mivel (u,v) € R?, illetve hy, hy > 0 tetszélegesek voltak, ezért fe Zyg(a, B).
(ii) Legyen f € L'(R?). A Fourier transzformalt és a (3.4) definiciokbol, valamint f nemne-
gativitasa kovetkeztében

2w A>? £(0,0; by, hy) = // f(@,y) (e 4 emhe _9)(eh2y 4 =2y _ 9)dady
R2

h
= 4// f(z,y)(cos hyz — 1)(cos hoy — 1)dzdy = 16 // f(x,y)sin? %‘/E sin? @dxdy.
R2 R2

Alkalmazzuk a (2.14) egyenlStlenséget mindkét valtozora, eredményiil a

1 h2 2
6 ih2 / / o*y? f(w,y)dzdy < Ch$hy
™ |z|<1/h1 J|y|<1/h2

becslést kapjuk minden hq, he > O-ra. Ez pedig mar ekvivalens a (6.7)-tel az s = 1/hy,t = 1/hy
esetben, ahol hy, ho > 0 tetszGleges szadmok. O
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Osszefoglald

A disszertacioban vizsgalt kutatasi problémék harom nagy csoportba sorolhatok. Az els6
teriilet az egyvéaltozos Fourier sorok tagonkénti differencidlhatésagat, illetve az igy kapott sor
valamely Lipschitz osztalyba tartozasat fedi le. A kovetkezs részben a kétvaltozds Fourier sorok
egyiitthatoinak nagysagrendje és a megfelel§ fliggvény altalanositott Lipschitz illetve Zygmund
osztalyba tartozasanak kapcsolatat vizsgaltuk. Végiil sziikséges és elegendd feltételt adtunk arra,
hogy egy kétvaltozos fliggvény Fourier transzformaltja eleget tegyen valamely “klasszikus” Lip-
schitz vagy Zygmund feltételnek.

Az értekezés a szerz6 kovetkezd négy publikaciojan alapszik: 7], [8], [15] és [17].

Fourier sorok differenciadlasa és fiiggvényosztalyok

Ebben a részben a 2. fejezet eredményeit foglaljuk Gssze. Ezek az allitdsok altaldnositésai
Boas [3| és Németh [16] megfelels tételeinek.

Jelolések

Legyen{cy : k € Z} C C tetszoleges sorozat, amelyre a

(1.1) > ekl < o0

keZ

osszefiiggés teljesiil. Ekkor a > ce?® trigonometrikus sor egyenletesen konvergens, és az sszeg-
fiiggvényt jeloltiik f(x)-szel,

(1.2) f(z) = Z cpeke.

keZ

Fiiggvényosztalyok

1.1.2. Definici6 (Lipschitz osztaly). Egy f fliggvény akkor tartozik a Lip(«) osztalyba (vagy
méaskeépp kifejezve akkor tesz eleget az a-rendi Lipschitz feltételnek), ha van olyan csak a fligg-
vénytol fiiges C' = C(f) allando, amelyre

A f (2, h)| := |f(x + h) — f(x)] < Ch* =: O(h®) minden = € T-re és h > O-ra.
A lip(a) osztalyt azon f fiiggvények Osszessége alkotja, amelyekre a
lim R A f(x,h)| =0
hatarérték egyenletesen teljesiil x € T-ben, vagy révidebb jeloléssel

|Alf(x,h)| = o(h®) egyenletesen teljesiil z € T-ben.
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1.1.3 Definici6é (Zygmund osztaly). Egy folytonos f fliggvény akkor tartozik a Zyg(a) osz-
talyba, ha

A% f(z,h)| := |f(z 4+ h) — 2f(z) + f(z — k)| = O(h*) minden z € T-re és h > O-ra.
A zyg(a) osztalyt azon folytonos f fiiggvények Osszessége alkotja, amelyekre az

|A2f(x,h)| = o(h®) egyenletesen teljesiil z € T-ben.

Uj eredmények

2.1.1. Tétel. Ha valamely r > 1 egész szamra a

Sl = o(n™)

k| =n

dsszefiiggés teljesil, akkor az (1.2) sor r-szeres formdlis derivdltja pontosan akkor konvergens
valamely x € T pontban, ha az f Osszegfiigguény r-szer differencidlhato x-ben, és ekkor

(2.1) 0 (z) = Z(ik‘)rckeikx.

kEZ

Tovdbbd az £ deriwdltfigguény akkor és csak akkor folytonos T-n, ha a (2.1)-ben szerepld tri-
gonometrikus sor egyenletesen konvergens T-n.

2.1.2. Tétel. Ha valamely r > 1 egész és 0 < a < 1 szamokra

(2.2) > ekl =07,

kl>n

akkor f r-szer differencidlhaté T-n, a 0 < o < 1 esetben f() € Lip(a) és az o = 1 esetben ) e
Zyg(1).

2.1.3. Tétel. Ha valamely r > 1 egész és 0 < a < 1 szamokra

(2.3) Z lek| = o(n™"7%),

k| >n
akkor f r-szer differencidlhaté T-n, a 0 < a < 1 esetben f() € lip(a) és az o =1 esetben ) e
zyg(1).

2.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az egyiitthatokra a kdévetkezd két feltétel egyike fenndll: ke > 0
minden k-ra vagy ¢ > 0 minden k-ra. Legyen f r-szer differencidlhaté T-n. Ha f(7) € Lip(«)
valamely 0 < a < 1 szdmra, akkor a (2.2) fenndll ezzel az a-val; hasonldan, ha ) e Zyg(1),
akkor (2.2) fenndll az o = 1 esetben.

2.1.5. Tétel. A 2.1.4. Tétel mindkét dllitisa igaz marad, ha a Lip(«) és Zyg(1l) osztilyokat a
lip(a) és zyg(l) osztdlyokra, illetve a (2.2) feltételt a (2.3)-ra cseréljiik.
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2.1.1. Kovetkezmény. (i) Ha valamely r > 1-re

(2.4) S ke = 0(1),

|k|<n

akkor f r-szer differencidlhaté a téruszon és f() € Lip(1).
(ii) Tegyiik fel, hogy k™ tep > 0 minden k indexre és f r-szer differencidlhatd T-n, valamely
r > 1 szamra. Ha f7) € Lip(1), akkor (2.4) fenndill.

Keétvaltozos Fourier sorok és fiiggvényosztalyok

Ebben a részben a 4. fejezet eredményeit foglaljuk 6ssze. Itt egyszerre tobb altalanositast is
elvégeztiink. Egyfelsl Moricz Ferenc [11] és [12] egyvaltozos tételeit iiltettiik at kétvaltozos esetre,
masfeldl [13] cikkének allitasait terjesztettiik ki bévebb fiiggvényosztalyra.

Jelolések

A 2. fejezethez hasonloan itt is feltettiik a {cx} C C egyiitthatok abszolut konvergenciajat,
vagyis a

(3.1) ZZ|6M| < 00
kE€Z leZ
fennallasat. Ezért vizsgalhattuk az
(32) Fla,y) =D ) epe’tt)
keZ IeZ

Osszefiiggvényt.
Egy pozitiv, az [a,00) (a > 0 tetszbleges) intervallumon mérhets L fliggvényt Karatama
értelemben lassu vdltozdsu fiigguénynek neveziink, ha

L(\x)
L(x)

— 1, amint x — co, minden X > O-ra.

Ekkor L kiterjeszthets az egész pozitiv félegyenesre tigy, hogy tovabbra is lassii valtozasi ma-
radjon, példaul L(z) := L(a) minden 0 < 2 < a pontban.
Ha L nemcsokkend fliggvény, akkor a fenti hatarérték teljestilését elegends csak a A = 2 esetre

megkovetelni.
Mostantol legyen L kétvaltozos fiiggvény, amely teljesiti a kovetkez6 tulajdonsagokat:
. Li(2t) .
(4.1) L(z,y) = Li(z)La(y), ahol Lg(t) — oo és e () — 1 amint t— oc.
k

Hasznalni fogjuk a

(3.6) ¢k >0 minden k,0>1
és
(3.7) Chi = —C_py = —Ch—1 = C—p— ||, ]I| > 1

specialis sorozatokat.
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Fiiggvényosztalyok

3.1.1. Definicié (Multiplikativ Lipschitz osztalyok). Legyen a, 8 > 0 két tetsz6leges valos
szam és

(3.3) AY (g by, he) = f(@+ ha,y + he) — f(x+ ha,y) — @,y + he) + f(z,y)

az elsérendii differencia (z,y) € T%-ben.
Egy folytonos f(z,y) fliggvény akkor tartozik bele a Lip(a, ) multiplikativ Lipschitz osz-
talyba, ha az
AM f (@, y; s ho)| = O(hThS)

azonossag minden x,y € T; hy, hg > 0 értékre teljesiil.
Egy f € Lip(a, B) fiiggvény a lip(«, ) fliggvényosztalynak is eleme, ha

lim hl_ah2_6|Al’1f(:E,y; hi,hy)| =0 egyenletesen (z,y) € T%ben.
h1,ha—0
3.1.2. Definicié (Multiplikativ Zygmund osztalyok). Teljesen hasonloan, legyen o, § > 0
két tetszGleges valos szdm és

A2’2f(.’,l',y; h17h2)
= f(xz+h1,y+h2) + f(x+hi,y — ha) + f(x — h1,y + h2) + f(x — h1,y — ha)—
=2f(w,y +ha) —2f(x + h1,y) — 2f (z,y — ha) — 2f(x — h1,y) + 4f(z,y)

a masodrend differencia (x,y) € T?-ben.
Egy folytonos f(z,y) fliggvény akkor tartozik bele a Zyg(c, 8) multiplikativ Zygmund osz-
talyba, ha az
(A2 f (@, y; b, ha)| = O(ThS)

egyenléség minden x,y € T; hy, ho > 0 értékre teljestil.
A zyg(a, f) multiplikativ Zygmund osztalyt azon f € Zyg(a, 3) fliggvények alkotjak, ame-
lyekre a
lim  hy%hyP|A%? shi,ha)| =0
hl,fllrzn—m 1 2 | f($7y7 1 2)|

hatarérték egyenletesen fennall (z,y) € T2-ben.

4.1.1. Definicié (Altalanositott kétvaltozés Lipschitz osztalyok). Legyenek a, > 0
adott szamok és tegyiik fel, hogy az L(x,y) fiiggvény teljesiti a (4.1) feltételt. Egy folytonos
f fuggvény eleme a Lip(ca, 8; L) altalanositott kétvaltozos Lipschitz osztalynak, ha a (3.3)-ban
definialt els6rendi differenciaoperatorra fennall az

1 1
A (@, ys b ho)l = O (RERSL (-, 1))
egyenléség minden x,y € T; hy, ho > 0 értékre.

Adott «, 5 > 0 szamok és a (4.1)-et teljesité L fliggvény esetén azt mondjuk, hogy f a
Lip(a, B;1/L) osztaly egy eleme, ha

h§'hy
ALL . =077
|ASf (@, 5, ho)) O(L(l/hl,l/hz))

fennall minden z,y € T; hy, ho > 0 értékre.
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Legyen a, 8 > 0 és jeloljikk W,g-val azon mindkét véltozojaban nemcsokkend weqg : [0,1] x
[0,1] — R, fliggvények Osszességét, amelyekre

(4.2) wap(0,02) = wa3(01,0) =0 minden dy,d2 > O-ra;
ap(201, 6 ws (01,20
0<81,00<1 Wap(01,02) 0<81,00<1 Wap(01,02)

2-m=1 s , 2-m=1§
(4.4) lim inf a2 292) 90 i gup s :9%2) _ 5-a
m—00 wa6(2_m, 52) m— o0 waﬁ(Z_m, 52)

minden o > « és 0 < d9 < 1 szamra, és

51,2771 ) 61,271
(4.5) lim inf M > 928 , lim SUPM < -8
n—»00 wa5(51, 2-m) n—oo  Wap (01,27™)

minden 3 > 3 és 0 < §; < 1 szamra.

4.1.2. Definicié (Kiterjesztett kétvaltozoés Lipschitz osztalyok). Legyen wys € Wyp
valamely «, 8 > 0 szamokra, f pedig folytonos fiiggvény. Ekkor

Lip(wag) == {f 1 w(f;61,02) = O(wap(01,02))},
ahol w(f;d1,02) az f fiiggvény folytonossagi modulusa.

4.1.3. Definicio (Kiterjesztett kétvaltozos Zygmund osztalyok).

Zyg(wag) = {f : wa(f;01,02) = O(wap(d1,02))},

ahol wa(f;d1,02) az f fliggvény simasagi modulusa.

Uj eredmények

4.2.1. Tétel. Legyen wag € Wag.
(i) Ha {cg1} C C tetszdleges szamsorozat, amelyre

(4.6) Z Z klep| = O(mnwag(m ™t n™t))
|k|<m |l|<n

fenndll valamely 0 < «, 8 < 1 esetén, akkor (3.1) teljesiil, és a (3.2) dsszefiiggéssel definidlt f
figgvény eleme a Lip(wqg) osztdlynak.

(ii) Megforditva, legyen {cxi} C R olyan sorozat, amelyre (3.1), (3.6) és (3.7) teljesil. Ha f €
Lip(wag) valamely 0 < o, f < 1 szdmokra, akkor a (4.6) egyenldséy is fenndll.

4.2.2. Tétel. Legyen wop € Wog.
(i) Ha {cg1} C C tetszdleges olyan sorozat, amelyre a

(4.7) Z Z k212\ck1] = O(m2n2wa5(m_1,n_1))

[k|<m |l|<n
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egyenldség fenndll valamely 0 < «, 8 < 2 esetén, akkor (3.1) teljesil, és a (3.2) dsszefiiggéssel
definidlt f figgvény eleme a Zyg(wap) osztdlynak.
(ii) Megforditva, legyen {ck} C R olyan sorozat, amelyre a (3.1) feltétel fenndll és

(4.8) ¢k >0 minden |k|,|l| > 1 indexre.
Ha f € Zyg(wag) valamely 0 < o, B < 2 szdmokra, akkor a (4.7) egyenldség is fenndll.

4.2.3. Tétel. Legyen wop € Wog.
(i) Ha {cp1} C C, amelyre a

(4.9) > Jewt] = Olwas(m™",n71))

[k|=m [1[=n

azonossdg valamely 0 < «, 8 < 1 szdmokra fenndll, akkor a (3.2)-ben definidlt figguényre f €
Lip(wagp)-

(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy {cx;} C R olyan szdmsorozat, amelyre (3.1) és (4.8) feltételek
teljestilnek. Ha f € Zyg(wag) valamely 0 < o, f < 2 szdmokra, akkor (4.9) is fenndll.

4.3.1. Tétel. Legyen {cx;} komplex szamok olyan sorozata, amelyre (3.1) fenndll, az f figgvényt
definidlja a (3.2) 0sszefiiggés és tegyiik fel, hogy az L fiigguény eleget tesz a (4.1) hatdrértékeknek.
(i) Ha valamely 0 < o, B < 1 szamokra

(4.10) D > [klew| = O(m' 0= L(m,n)),

[k|<m |l|<n

akkor f € Lip(a, 8;L).

(i1) Megforditva, legyen {ck} C R olyan sorozat, amelyben minden elem eldjele megegyezik az
indexei szorzatdnak eldjelével, vagyis teljesitik a (3.6) és (3.7) feltételeket. Ha f € Lip(a, ;L)
valamely 0 < «, 8 < 1 szamokra, akkor (4.10) fenndll.

4.3.2. Tétel. Legyen {cx} C C, amelyre (3.1) fenndll, az f figgvényt definidlja a (3.2) dssze-
fiiggés és tegyiik fel, hogy az L fiigguény eleget tesz a (4.1) hatdrértékeknek.
(i) Ha valamely 0 < o, B < 1 szamokra

-8

m-*n

411 ( )
|[k|>m |l|>n

akkor f € Lip(«, 5;1/L).

(ii) Megforditva, legyen {ck} olyan valds szimsorozat, amelyre (3.6) és (3.7) teljesil. Ha f €
Lip(a, B;1/L) valamely 0 < o, 8 < 1 szdmokra, akkor a (4.11) azonossdg is fenndll.
Probléma. A 4.3.2. Tétel sziikségességi részének bizonyitdsa sordn azt az esetet nem sikertilt
belatni, amikor min{«, 5} = 0.

Keétvaltozos Fourier transzformaltak és fliggvényosztalyok
Ebben a részben a 6. fejezet eredményeit foglaljuk Ossze. A zard részben azt vizsgaltuk,

hogy egy kétvéltozos fiiggvény Fourier transzformaltja milyen feltételek mellett tartozik valamely
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“klasszikus” kétvaltozos Lipschitz illetve Zygmund osztalyba. A kovetkezs két allitas Moricz Fe-
renc [14] eredményeinek kiterjesztése kétvaltozos esetre.

Definicié. Az f fliggvény kettds Fourier transzformdltjat definidljuk az

- 1

f(u,v) = % / R f(xay)e_i(ux—i_vy)dxdyv (U,'U) € R2

Osszefiiggéssel.

6.2.1. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy az f : R* — C fiigguényre f € Li (R?) és létezik olyan so és
to pozitiv konstans, amelyre

(6.1) feL'({(z,y) € R?: vagy x| > so és |y| < to, vagy |z < so és [y| > to}).

Ha valamely 0 < o, 8 < 1 szdmokra
(62) [ lefidedy = 0, st
lz|<s Jy|<t

akkor f € LY(R?) és f e Lip(a, ).
(ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy f € L*(R?) és mindkét vdltozdjdban pdratlan, vagyis majd-
nem minden (x,y) € R szdmpdrra

Ha f € Lip(a, B) valamely 0 < o, f < 1 szdmokra, akkor (6.2) fenndll.

6.2.2. Tétel. (i) Legyen f € Li. (R?) és tegyiik fel, hogy (6.1) fenndll. Ha valamely 0 < o, 3 < 2
szdmokra

(6.7) L/ / 222 f (. )ldady = O(2*2P), st >0,
lz|<s Jy|<t

akkor f € LY(R?) és f € Zyg(a, ).
(}1) Megforditva, legyen f € L*(R?) és f(x,y) > 0 majdnem minden (x,y) € R? szimpdrra.
Ha f € Zyg(a, B) valamely 0 < «, 8 < 2 szdmokra, akkor (6.7) fenndll.
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Summary

Our research results are presented in three chapters. The first one is devoted to the study of
the differentiability properties of a single valued function f. We give sufficient conditions under
which (") belongs to one of the Lipschitz classes. In the following chapter we investigate the
order of magnitude of the Fourier coefficients of a function in two variables. We give necessary
and sufficient conditions in terms of the Fourier coefficients in order that f belong to one of the
generalized multiplicative Lipschitz classes or to one of the generalized multiplicative Zygmund
classes. Finally, we prove sufficient conditions under which the double Fourier transform belongs
to one of the two-dimensional “classical” Lipschitz classes or Zygmund classes.

The disertation is based on the following paper of the author: [7], [8], [15] és [17].

Differentiation of Fourier series and function classes

In this section we summarize the results of Chapter 2. These theorems are generalizations of
the corresponding theorems proved by Boas [3] and Németh [16].

Notations

Let {ct : kK € Z} C C be a sequence such that

(1.1) Z|ck| < 00.

keZ

Then the trigonometric series

(1.2) f(z):= cheikx

keZ

converges uniformly on the torus and it is the Fourier series of its sum f.

Classes of functions

Definition 1.1.2 (Lipschitz classes). Lip(«) consists of all functions f for which
A (2, h)] = |f(x+ h) — f(x)] < Ch* =: O(h™) for all z € T and h > 0,

where C' is a constant depending on f, but not on x and h.
The little Lipschitz class lip(«) consists of all functions f for which

|AYf(z,h)| = o(h*) uniformly in z € T.
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Definition 1.1.3 (Zygmund classes). Zyg(a) consists of all continuous functions f for which
|A%f(z, )| := |f(x 4+ h) — 2f(z) + f(x — h)| = O(h*) for all z € T and h > 0.
The little Zygmund class zyg(a) consists of all continuous functions f for which

|A%f(z,h)| = o(h®) uniformly in z € T.

New results

Theorem 2.1.1. If for somer > 1,

S el = o(n™),

|k|=n

then the r times formally differentiated Fourier series in (1.2) converges at a particular point
x € T if and only if f is r times differentiable at x, and in this case

(2.1) FO) @) = (ik) e’

kEZ

Furthermore, the rth derivative f) is continuous on T if and only if the series in (2.1) converges
uniformly on T.

Theorem 2.1.2. If for somer >1 and 0 < a <1,

(2.2) S Jexl = O,

k| >n

then f is v times differentiable on T, f) € Lip(a) in case 0 < a < 1, and f") € Zyg(1) in case
a=1.

Theorem 2.1.3. If for somer >1 and 0 < a <1,

(2.3) D lerl = o(n™7%),

k| =n

then f is v times differentiable on T, f) € lip(a) in case 0 < a < 1, and ) € zyg(1) in case
a=1.

Theorem 2.1.4. Suppose that either ke > 0 for all k or ¢, > 0 for all k, and that f is r times
differentiable on T. If f") € Lip(a) for some 0 < o < 1, then (2.2) holds with this a; while if
) € Zyg(1), then (2.2) holds with o = 1.

Theorem 2.1.5. Both statements in Theorem 2.1.4 remain valid if Lip(«) and Zyg(1) are rep-
laced by lip(a) and zyg(1), respectively, and (2.2) is replaced by (2.3).

Corollary 2.1.1. (i) If for some r > 1,

(24) > kel = 00),

[k|<n

then f is v times differentiable on T and f() € Lip(1).
(i) Suppose that k™ ey > 0 for all k and that f is r times differentiable on T, where r > 1.
If f0) € Lip(1), then (2.4) holds.
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Double Fourier series and function classes

In this section we summarize the results of Chapter 4. We generalized the single valued
theorems of Ferenc Moricz [11] and [12] as well as the theorems of two variables of Ferenc
Moricz [13]. Throughout this chapter, by {cx : (k,l) € Z} we denote a sequence of complex
numbers with the property

(3-1) ZZ ’Ckl‘ < oQ.

keZ leZ

The double trigonometric series

(3.2) Fl,y) =D ) epe’tt)

keZ leZ

converges uniformly. Consequently, the series in (3.2) is the Fourier series of its sum f, which is
continuous on the two-dimensional torus.

We recall that a positive valued, measurable function L defined on [a, o0) (a > 0 is arbitrary),
is said to be slowly varying (in Karatama’s sense) if for every A > 0,

L(\x)
L(x)

—1, as x — oo.

The neighborhood [a, 00) is of little importance. One may assume that L is defined on (0, 00),
for instance, by setting L(z) := L(a) on (0, a).

Let L a two-variable function, which possesses the properties
Ly (2)
Ly(t)

We will consider the following special sequences of real numbers:

(4.1) L(z,y) = L1(x)La(y), where Li(t) — oo and —1 as t— oo.

(3.6) >0 forall k,l>1
and
(3.7) Ckl = —C—fl = —Ck,—1 = C—f,—I ’k‘, ’l’ > 1.

Classes of functions

Definition 3.1.1 (Multiplicative Lipschitz classes). Let a, 8 > 0 be arbitrary and set
(3.3) AV f (@, y; b ho) = [z + ha,y + ha) = f(z + ha,y) = fa,y + he) + f(z,y).
The multiplicative class Lip(a, ) consists of all continuous functions f(z,y) for which
A ;b )| = O(hh3)

for all z,y € T; hy, hy > 0.
The multiplicative class lip(a, §) consists of all continuous functions f(z,y) for which

lim hl_o‘hz_B]Al’lf(x,y; hi,he)| =0 uniformly in (x,y) € T2
h1,h2—>0
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Definition 3.1.2 (Multiplicative Zygmund classes). Let «, 8 > 0 be arbitrary and set
AP f(x,y; h, ho)

= f(x+h1,y+h2) + f(x+ b1,y — h2) + f(x — h1,y + ha) + f(x — h1,y — ha)—
—2f(x,y + h2) = 2f(z + h1,y) — 2f(x,y — h2) = 2f(z — h1,y) +4f (2, ).

The multiplicative class Zyg(a, 3) consists of all continuous functions f for which
A% f (@, y; hu, ho)| = O(hThy)

for all z,y € T; hy, hy > 0.
The multiplicative class zyg(«, 8) consists of all continuous functions f(z,y) for which

lim hl_"h;B]Az’2f(x,y; hi,he)| =0 uniformly in (x,y) € T2
h1,ha—0
Definition 4.1.1 (Generalized Lipschitz classes). Given «, 5 > 0 and a function L(x,y) sa-

tisfying condition (4.1), a continuous function f is said to belong to the generalized multiplicative
Lipschitz class Lip(«, 8; L) if

1 1
1,1 . _ aphB il
A f (s, )| = O(WERSL (55 ))
for all z,y € T; hy, hy > 0.

Given «, 8 > 0 and function L satisfying condition (4.1), the function f is said to belong to
Lip(«, 8;1/L) if
h§hl
ALl ) _ 1%
| f(x7yah17h2)| O(L(l/hl,l/hg))
for all z,y € T; hy, hy > 0.

Given a, 8 > 0, we denote by W, the class of all functions wag : [0,1] % [0,1] — Ry which
are nondecreasing in each variable and possess the following properties:

(4.2) wap(0,02) = wap(01,0) =0 for all 61,62 > 0;
(4.3) sup Wap(201,02) _, Cq <00,  SUp Wap(01,20) _, cg < 00
0<61,00<1 Wag(01,02) “ " 0<b1.00<1 Wap(01,02) b ’
ap(27m7L6 : ap(27m7L6
(4.4) lim inf & s . 32) >27Y limsupw s .02) <27¢
m—00 wa5(2_m,5g) Mm—00 wa5(2—m,62)
for all @/ > a and 0 < 5 < 1;
0 (61,2771 , (07,2771
(4.5) lim inf Wap(01, 27" ) > 277 limsup Was(01, 277 ) <27
n—»00 wa5(51, 2-m) n—oo  Wap (01,27™)

for all f/ > 8 and 0 < 6; < 1.
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Definition 4.1.2 (Enlarged Lipschitz classes). Let wqg € W,p for some «, 8 > 0. We define
the class Lip(w,g) of continuous functions as follows:

Lip(wag) = {f : w(f;61,02) = O(wap(01,62))},
where w(f;d1,d2) is modulus of continuity of the function f.

Definition 4.1.3 (Enlarged Zygmund classes).

Zyg(wag) = {f : wa(f;01,02) = O(wap(d1,02))},

where wo(f;01,d2) is modulus of smoothness of the function f.

New results

Theorem 4.2.1. Let wog € Wog.
(1) If {cr} € C is such that for some 0 < a, 8 < 1 we have

(4.6) Z Z |klek| = O(mnwag(m_l,n_l)),

[k|<m [{]<n

then (3.1) is satisfied and f € Lip(wag), where f is defined in (3.2).
(ii) Conversely, suppose that {cy} C R is such that conditions (3.1), (3.6) and (3.7) satisfied.
If f € Lip(wag) for some 0 < a, B < 1, then condition (4.6) is satisfied.

Theorem 4.2.2. Let wog € Wog.
(i) If {cxi} € C is such that for some 0 < a, 8 < 2 we have

(4'7) Z Z k212|ckl| = O(mznzwaﬁ(m_lvn_l))v

k| <m [l|<n

then (3.1) is satisfied and f € Zyg(wag), where f is defined in (3.2).
(ii) Conversely, suppose that {ck} C R is such that condition (3.1) is satisfied and

(4.8) ck >0 forall |||l > 1.
If f € Zyg(wag) for some 0 < «, B < 2, then condition (4.7) is satisfied.

Theorem 4.2.3. Let wog € Wog.
(1) If {cr} C C is such that for some 0 < a, 8 < 1 we have

(4.9) > lewl = O(wag(m™',n™1),

k| Zm [l|=n

then f € Lip(wag), where f is defined in (3.2).
(ii) Conversely, suppose that {ck} C R is such that conditions (3.1) and (4.8) are satisfied.
If f € Zyg(wag) for some 0 < «, B < 2, then condition (4.9) is satisfied.

Theorem 4.3.1. Assume {ci} C C with (3.1), f is defined in (3.2) and L satisfies condition
(4.1).
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(i) If for some 0 < o, 8 < 1,

(4.10) > [klew| = O(m!~*n! =P L(m,n)),

[k|<m || <n

then f € Lip(a, 5; L).
(ii) Conversely, let {ck} C R be a sequence such that conditions (3.6) and (3.7) hold. If f €
Lip(«, B8; L) for some 0 < «, 8 < 1, then (4.10) holds.

Theorem 4.3.2. Assume {cy} C C, with (3.1), f is defined in (3.2) and L satisfies condition
(4.1).
(i) If for some 0 < a, B < 1,

m=n =P
(4.11) Z Z || = O<m>a
|k|>m |l|>n ’

then f € Lip(a, 8;1/L).
(i1) Conversely, let {cx} be a sequence such that conditions (3.6) and (3.7) hold. If f €
Lip(a, B;1/L) for some 0 < a, B < 1, then (4.11) holds.

Problem. It is an open problem whether the claim in Theorem 4.3.2 (ii) remains valid if 0 <
«a,B < 1isreplaced by 0 < o, 8 < 1.
Double Fourier transforms and function classes

In this section we summarize the results of Chapter 6. We consider complex-valued functions
f € L'(R?) and prove sufficient conditions under which the double Fourier transform f belongs
to one of the two-dimensinal Lipschitz classes Lip(«, 8) for some 0 < «, 8 < 1, or to one of the
Zygmund classes Zyg(«, 3) for some 0 < o, 5 < 2.

Definition. We recall that the Fourier transform of f is defined by
. 1 .
fuw)i= o [ fape oty (o) € B2
2 R2

Theorem 6.2.1. (i) Suppose f : R? — C is such that f € L{ (R?) and there exist some sg,to > 0
such that

(6.1) fe L {(x,y) € R?: cither |z| > so and |y| < to, or |z| < so and |y| > to}).

If for some 0 < a, 8 < 1,
(62) [ lefegidedy = 06, e
lz|<s Jy|<t

then f € L'(R?) and f € Lip(a, ).
(ii) Conversely, suppose f € LY(R?) is such that for almost all (z,y) € R% we have

(63) f(xay) = —f(—a:,y) = —f(l', _y) = f(—l', _y) > 0;

in particular, if f(z,y) is odd in each variable. If f € Lip(«, 8) for some 0 < a, § < 1, then (6.2)
1s satisfied.
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Theorem 6.2.2. (i) Suppose f : R? — C is such that f € L _(R?) and there exist some sg,tg > 0

loc

such that condition (6.1) is satisfied. If for some 0 < o, 8 < 2,
(67) [ [ aPlaiady =06 e ), si>o,
lz|<s Jy|<t

then f € L'(R?) and f € Zyg(a, B). A
(ii) Conversely, suppose f € L*(R?) is such that f(x,y) > 0 for almost all (x,y) € R2. If f €
Zyg(a, B) for some 0 < o, 8 < 2, then condition (6.7) holds.

61



