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I. A TEMAVALASZTAS INDOKLASA, CELKIT UZESEK, KUTATASI ELOZMENYEK

|. Atémavalasztas indoklasa, célkit (izések, kutatasi el 6zmények

A matematika tudomanytorténeti iéglesében két, egymassal szoros 0sszefiiggéshbé&nelédencia
figyelheth meg. Egyfedl — ahogy haladunk &te az idben — e diszciplina tiveléi Gj 6sszefliggéseket,
konkrét tudomanyos ismereteket allapitanak meg\résas e folyamat soran allandéan meguijitjak,
gazdagitjak a matematika modszertani eszkdztaréélifanyos és helyes médszerhasznalat kilondsen
fontos a matematika kozép- és &tku oktatasaban. Hiszen egy-egy feladat megolddisbféle
modon is lehetséges, s ennek okan lényeges a kid®nhegoldasi médok Osszehasonlitasa, az
alkalmazott ismeretanyag rendszerezése, valamintegegyszeiibb megoldas(ok) megtalalasa”
képességének fejlesztése. A mdodszervalasztastéaé elatematikai apparatusok hasznalata és az
ezekhez kapcsolodo nagyon kilonbozgondolkodasi utak” kilonésen érdekesek lehetnek a
hatvanyosszegzési feladatokban.

1. A disszertaci6 gondolati és tartalmi koncepciéjanaleghatarozasakor a matematika egy
részterlletén 0Osszefiggések kutatasara, a vakasatobléemahoz kapcsolodo felhasznalhato
modszerek vizsgalatara és a matematika mas tevidieteald lehetséges kapcsoldédasi pontok
keresésére koncentraltunk, kiegészitve mindeztlasxdtt probléma atfogd tudomanytorténeti
elemzésével.

2. Ertekezésiink témaja ad, =1" +27 +3% +..+n", (aholn ésp természetes szamok és>1)

hatvanydsszegek kiszamitasa, egymastol eldamtematikai médszerek felhasznalasaval, s ennek
kapcsan a ,megoldasra varo6 feladat” versus ,alkalmatd modszerek és matematikai ismeretek”
kérdéskor lehéség szerinti atfogd vizsgalata. Ehhez igazodva rankitan:

» rovid Osszefoglalasat adjuk a probléma torténetéaakegoldas fejdési aspektusanak, leirva,
hogy az egyes korokban és a Fold kilodbdarsadalmaiban kik és meddig jutottak el a
megoldasban,

* heét kllonbo#d modszer felhasznalasaval rendre kiszamitjukS3z hatvanydsszeget, minden
esetben bemutatva nemcsak az eredményeket, hamemoddas gondolatmenetét is,
» az egyes modszereknél kdzreadjuk a kapott altal@mosila néhany konkrét esetét,

e tobb mdbdszer bemutatasandl is altalanositasokazim&g (szamtani sorozatok, alternald
0sszegek esetére), illetve kapcsolodasi pontokedskek a matematika mas teriletei felé, s
végul

» a flggelékben bemutatunk 32 olyan matematikai &ltatd amelyek szemléletesen illusztraljak a
hatvanydsszegek képleteinek sokféle gyakorlatirbatésagat.

3. A témavalasztas és a ceélok koherencigjanak szétntattasaval a kutatbmunka céikieseit az
alabbiakban fogalmaztuk meg:

- elssdleges cél atfogd moddon targyalni &, kiszamitasanak modszertanat, s ekozben (j

modszereket felkutatni: részben tamaszkodva a remhtom korabbi eredményeire (egyes
esetekben kiegészitve azokat), részben pedig kibzaeaz altalunk kifejlesztett Uj mddszertani
eredményeket,

* mindegyik alkalmazott médszer lefidegteljesebb kdr bemutatasaval bizonyitani kivanjuk a
modszerek gazdag felhasznalasanak ésliégget, tovabba azt, hogy egy-egy probléma megoldasa
soran gyakran nagyon elééproblémakozelitések is helyénval6ak lehetnek.ek @z igen eltér
matematikai ismereteket felhasznalo utak, a végeéey tekintetében dsszekapcsolddnak,

* rovid értékelését szandékozunk adni az egyes miaseényeinek és hatranyainak,



Il. KUTATASI MODSZEREK

» amely modszernél arra méd nyilik, 6sszekottetésekedakat” akarunk talalni a matematika
mas terlletei felé (Bernoulli- és Stirling-szamaky,égull

» didaktikai téren pedig célunk annak behatarolasagyhmely mddszerek, miért és miként
hasznalhatok fel a kozépiskolai matematika vilagabes melyek azok, amelyek inkabb a
foiskolai, egyetemi matematika oktatas korébe valok.

4. Osszességében aikibtt céljaink jellegiikben az alkalmazott kutatagokébe tartoznak (doden
modszertaniak), s az elért eredményeink - reméhyarerint — a tanitasi gyakorlatban
(kb6zépiskolaban és a félsktatasban) is felhasznalhatok.

[l. Kutatasi modszerek

A kutatobmunka soran a céliktesnek megfeléen tobbféle vizsgalati mddszert is felhasznéltiEdek
nagyobb része matematikai, de szerepelnek az akaltnmddszertani apparatusok k6zott mas tipusu
modszerek is.

1. A vizsgalat kiindulopontja a hatvanytsszegzés sadkimanak attekintése, az itt hasznalt
fogalomrendszer értelmezése és a publikaciékbarfagaignazott eredmények szintetizalasa, Uj
kontextusba helyezése volt. Itt leginkabb a foelakflgozas és forras-ujraértelmezés vizsgalati
modszere jelent meg.

2. A matematika széles modszertani kinalatabdl képvaka moddszert hasznaltunk fel, illetve
alkalmazhat6saganak kortlményeit vizsgaltuk medeslie egyrészt rekurzidos oOsszefliggésre
vezet, masreészt nem rekurzids képletekre vénedbdszereket vizsgaltunk.

3. A rekurziés modszerek kozil a problémat 6t kulgmféhddszerrel oldottuk meg. Ezek a
kovetkedk: matrixos (tablazatos elrendeéigsnodszer (ezen belll haromféleképpen 6sszegziink),
egy specialis azonossag felhasznalasaval rekuizsmefliggésre vesdemddszer, a binomialis tétel
segitségével levezetett rekurzi6, a szimmetria abdhalasaval &hllé rekurzid, s végul a
derivalassal felirhat6 rekurziés formuléra vézeidszer zarja a sort.

4. A masodik nagyobb matematikai modszercsoport a refarzidés formulara vezétmetodikak
csoportja. Ezek kozul keéttel foglalkoztunk. Nevezetesen az egyik a differasmrozatokat
alkalmazo6 modszer, a masik pedig a linearis algebzdzeivel levezetett végformula.

5. Felhasznaltunk méas tudoméanyagaknal szokvanyos —matematikai — modszereket is. A mar
emlitett forrasfeldolgozas és -Ujraértelmezés rtielleegjelenik a munkankban az elemzés-
0sszehasonlitds modszere (a kulowbomwdszerek éhyeinek, hatrdnyainak taglalasa), valamint
abrazolastechnikai, a szemléltetést szolgaldo moestmsznalata is.
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lll. Tudomanyos eredmények

A. Tudomanytoérténeti attekintés

Ertékeb elemzését adtuk a valasztott téma torténeti aspakiak, bemutatva itt a hatvanydsszegzés
problematikajanak és megoldasanak ofdgistorténetét. Az egész szamok azonos hatvanyainak
0sszegzese, illetve 6sszefliggések keresése haksridresztil foglalkoztatta a kilonkbkorok
matematikusait. Az ékori gorog tudoésok (Puthagagra@skhimédész, Hiupsziklész, Nikomakhosz) —
leginkabb a figuralis szamok felhasznalasaval -ms&arészeredmeényt értek el. Az okori és ujkori
kinai matematikaban mar megjelent mind a szamtaoizatok 6sszegzése, mind pedig ezen sorozatok
tetsdleges tagjanak kiszamitasa. Az algebrai modszereidszeretettel alkalmazo hindu
matematikusok is képesek voltak a szamtani soditafnos tagjanak kiszamitaséara, valamint az els
n négyzetszam, illetve kbbszam 06sszegzesére. Ezalmisknereteknek az arab-perzsa matematikusok
szintén birtokaban voltak. A kdzépkori és kora djleurdpai gondolkoddk koérébLevi ben Gerson,
Thomas Harriot, Johann Faulhaber, Pierre de Fena@mint Blaise Pascal emlitib&t akik fontos
részeredmeényekkel gazdagitottak a problémakortatkdmyodsszeg kiszadmitdsa minden kitegetére
Jacob Bernoulli nevéhe#Zodik, akinek sikerult altalanos formulat felirnia.

B. Rekurziés modszerek

Bemutattuk az S, 0sszeg meghatarozasanak ot, rekurzios kepletretvemegoldasat. Ezek

mindegyikében eltérutakon jutottunk a kivant rekurzids formulahoz. i8mertetett médszerek kdzos
tulajdonsaga, hogy egy konkrgtre felirt 6sszeg kiszamitdsahoz szikség van a lmgendexi
0sszeg/6sszegek ismeretére.

1. A matrixos (tdblazatos elrende#igamddszerhez matrixaritmetikai fogalmakat is alkahtonk.
Ennél a mbédszernél egy specidligres matrixot hasznaltunk, nevezetesen:

I L S L L
(L, LI L R L
M=|1Pt 2p1 31 el
(L, LI L R L

Az elemeket élszor soronként 6sszegeztik, majd specialis matsegktségével (febsharomszdog
matrix, als6 hdromszog matrix, diagonalis matryy éjabb 0sszegzést végeztink. Az egysijet
felirva, a részletszamitasok utan az alabbi re&arformulat kaptuk:

Sp = (n +1) |:Sp—l - kzri:lsk;p—l .

Felirtuk a képletnek az él$t pozitiv egész hatvanyra vonatkozé eseteit, ekelgk egy része mar
a kozépiskolabdl is jol ismert 6sszefliggés.

A megoldas gondolatmenete alkalmazhaté az alternalédsszeg -
S, =1° -2P +3P - 4P +...+(-1)"" [P — esetére is. Ebben az esetben egy masik —Gadhék
hasonlo — specialis matrixot hasznaltunk, éspedig:
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1t —prtoget () e
I B A L i Ly
M= —20t 3t ()T
IR L L ) A Ll

Az igy nyert rekurzios képlet végialakja:
S, =(n+1)(s,_, - Y Sipm

Kdzreadtuk az etsnégy pozitiv egésg-re a formula specialis eseteit.

Ezzel a médszerrel matrixaritmetikai fogalmak hasata nélkil is elérhetjik a kivant eredményt.
Ehhez a kiindul6 matrix (tablazat) elemeinek ,lg@isOsszegzését végeztik el. Emellett egy
.-alkalmas” abra felhasznélasaval is szemléltettidkvant rekurzidéhoz torténeljutast (1. abra).

1P+ 2P 43P+ 40P 1
1p_1 + 2p_1 + 3p_1
1p-1 4 op-t nP n
p p
1 o0 3
1P
1D-l 2 p-1 3!3-1 n p-1
1. dbra

Itt a téglalap terlletét kétféleképpen kiszamituatiunk el a keresett formulaig.

2. A masodik esetben az dsszegzési feladatot egyadigeazonossagboél kiindulva oldottuk meg.
Nevezetesen:

(k+1) kP -k Ok -1)° = (p+1) K’ —(EJWM[SJW-Z —[ZJDKP*‘ o4 (-1)" [EEJ[k,

aholk valés szam ég pozitiv egész.
Rendre behelyettesitvekahelyébe azl,2,...,n pozitiv egész szamokat, a kapott 6sszefliggeseke

0sszegezve, az 6sszevonasok és atrendezés utastieedrekurzids formulét kaptuk:

(p+1)C8, = (n+1)n° +(§] S, , —(EJ 8, , +...+(-1)° [Ep][sl.

P

Itt is alkalmaztuk a képletgtnéhany konkrét esetére.

A fenti gondolatmenethez hasonlo médon, de itthkasik azonossagbol kiindulva osszefuggéseket
tudtunk meghatarozni az dsszegképletek kozott (atlpa, illetve a paros indexekre). Altalanos
formuldkat adtunk meg, és ezeket néhany specediseskonkretizaltuk.
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Paratlan index esetén a kiindulasi 6sszefiiggésZ ™, alR):
[atfa+1)]° -[(a-1)@]° = 2[@3 @+ 2[@] @+ 2[{2} @S+,

mig az altalanos formula:

- P p P
2 (5P :(:J (B2 +(3j [5,,-5 +(5j (5,5 .

A paros indexekre a kiindulasi 6sszefiiggesiZ*, al R):

el -Ga-ae-aia =2 724 )

R

az altalanos formula pedig:

il (MR IR R S W LS

. Rekurziés formulara vezet a binomidlis tétel fetmddasan alapulé médszer is. Itt ké2épéskent
az aldbbi 6sszefuggédbndultunk ki (@0 R, pON):

e e e e

Rendre behelyettesitve azhelyébe azl,2,...,n természetes szamokat, a kapott 6sszefliggéseket
0sszegezve, 0sszevonasok és atrendezések utamyesgaovid részletszamitasokkal kaptuk,
hogy:

. +1 +1 +1 +1
(p+1)|:5p = (n+1)p ! —(pz ][Bp_l —(ps ][Sp_z —...—(p 0 ][Sl _(p ][ﬂn+1).
Itt is felirtuk a kapott 6sszefliggés harom spexiddietét.
Hasonlo eljarassal altaldnositast végeztink a saarabrozatok esetére is, igy rekurzidés formulat
irtunk fel az

S,(ad)=af +a +af +..+a’ =>a’ =>[a+(i-1) @]’
i=1 i=1

6sszeg meghatarozasara, akolaz {a } ., szamtani sorozat éseleme, migd a sorozat

differenciaja @,d O R). Ez esetben az

ah' -aP! :(p”]@f’ m+(p+1]@ip‘lm2 +...+(p+1]mlmp +(p+1]mp”
2 p

nx1

1 p+1

0sszefuggésth indultunk ki és a szamitasok végeén a kapott fdamu

+ +1
(p+1)d E8p<a,d)=(a+nd)"“—a"“—§:dkEEpk jtspﬂ_ua,d).

5
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A formula felhasznalasaval &@llitottunk kilenc altalanos esetet, valamint ezkméhanya-ra
vonatkozo konkrét eredményét (6sszesen 27-et).

Kidolgoztuk a probléma megoldasat azeigpozitiv egész szamedik hatvanya valtakozo&@eli
0sszegére is. Ebben az esetben az

(a+2) -a = P e 2+ [ P et 2 | P e+ P e
1 2 p p+1
0sszefuggédth indultunk ki. Itt is rendre behelyettesitettik atelyébe azl,2,...,n természetes

szamokat, majd megszoroztuk a felirt sszefliggéselkdltva 1-gyel és(— 1)-gye| (az elét 1-gyel

szorozva), ezutan az igy kapottakat 6sszegeztiésAletszamitasok, 6sszevonasok és atrendezés
utan a rekurziés osszefliggés:

2{p+1)cs8, =(-1)™* [ﬁ(n+2)p+l ~(n+1)~ —2*’]+2p —1—k§p2(p:l) (Spo [2°

Ezt koveben felirtuk az alternald 6sszeg két specidlis eseté

A tovabbiakban altalanositast végeztiink a szangarozat alternalé dsszegére. Itt a kiindulasi
0sszefliggés:

a_pn_[(PFL p+l) _ o p+l p+l1 .
P O G e e B R B

Az a helyébe ezuttal is rendre behelyettesitettiik,2z..,n természetes szamokat, majd a felirt
Osszefliggéseket felvaltva 1-gyel (ésl)-gyel megszoroztuk és ezeket dsszegeztik. A szsoRita
utan kapott éallitas eredménye az aldbbi:

2d [{p+1)5; (a,d) = (1) la? - a2 - d ff2d)” |+

+ a2p+1 _ a:Lp+1 —-d EQZd)p — Zp:( p:]-] [B;+1—k (a,d) EQZd)k '

k=2
Ez esetben is megadtunk harom altalanos formwdazeék dsszesen 12 konkrét esetét.

. A hatvanyodsszegek kiszamitasara vézetkurziés 0Osszefliggést szimmetrikus 06sszegek
segitségeével is &llehetett allitani. Ehhez @zor definialtuk az emelkédés sullyed faktorialis
fogalmat, majd ismertettiink egy tulajdonsagot eeekkpcsolatban.

Az emelked faktorialishoz hozzarendeltink egy sorozatot, meky tagjai kozott rekurzios
kapcsolatot teremtettiink a kdvetkkeppen:

[i]* =kT12Eﬂ[i]k+2 ~i —1]k+2), aholk= OL2...ési= 12....

A felirt rekurziés Osszefiiggés alapjan az adotbzartagjait 6sszegeztik. A kapott teleszkdpikus
0sszeg eredményével éshz,...,(p—l) szamokhoz rendek, s,,...,s,, szimmetrikus 0sszegek

s, =1+2+3+..+(p-1)

s, =12+13B+..+(p-2){p-1)

s, =123B0.0p-1)
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segitségével eljutottunk a kivant rekurzios forrholg amelynek alakja:

— n(n+1)(n+2)___(n+ p) p-1

S -Ys 5, .
p+1 ES p-l

p

Akarcsak az élz6 mddszereknél, itt is felirtuk a kapott formulacpés eseteit p = 3;4;5).

Bevezettik a Bell- és Stirling-szdmokat, rekurzidszefiiggéseket irtunk fel kozottik. Kapcsolatot
teremtettiink tobbek kozott az emelktsdillyedds faktorialis, a Stirling-szamok, valamint az
hatérozatlan pozitiv egész kitgli hatvanyai kozott. Megadtuk az &ls pozitiv egész szadm
reciprokainak o6sszegét az @u Stirling-szamok segitségével, majd ismertettikCatalan-
Osszefliggést.

. Az azonos kite§jii hatvanyok dsszegzéseét elvegeztik a differencidlgaa felhasznalasaval is.
Ennél a modszernél a kivant rekurziot egy ,alkalhféiggvény derivalasa segitségével kaptuk
meg. E moddszernél a kiinduld dsszefliggés az alabbi:

[ -1)F, (x) =e"* —e*, aholF, (x) =3 e™, nOZ".
1=1

Felirva az 0Osszeflggés mindkét oldaléné;k+1)-edrendl derivaltjat, majdx helyébe O0-at

helyettesitve, a sziikkséges szamitasok utan megélttéaz alabbi — a binomialis médszernél mar
megismert — rekurzids képlet adodott:

_ a_(P+1 p+1 p+1 p+1
(p+1)(S, = (n+1)° _( : ]Esp_l_( : ][sp_z-...-( p ]csl-(pﬂqunu).
A tovabbiakban elvégeztilk az altalanositast a smdingorozatok esetére is. Ezuttal egy masik

specialis fuggvényt F,(x) = i e*™ — hasznaltunk, s ekkor a kovetkekaptuk eredményiil:
1=1

. +1
(p+1)EiEBp(a,d)=(a+nd)p1—ap+1—(p2 sz[sp_l(a,d)—
+1 +1
_(pg jme’EBp_z(a,d)—...—(EJer”+1E80(a,d).

A modszert azF,(x) = i(—l)"1 [@'™ fuggvény segitségével alkalmaztuk az elspozitiv egész
1=1

szamp-edik hatvanya alternalé 6sszegére is. Itt a &égsnula:

2{p+1)IS, = (-1 f{n+ 2)" - (n+ 1) - 2|+ 2° -1~ z(pk* 1] S, (2.

Ezutan altaldnositottunk a szamtani sorozat alk@rndsszegére. A specialis flggvény
n

(F,(x) =Z(—1)'_1 [@*™) felirasa, a derivalasok és a részletszamitéasak a rekurzios képlet a
1=1

kovetked alakot olti:
2d {p+1)0S; (a,d) = (-1)"" a2 -aZ -drf2d)° |+

+ a2p+l - a1p+l -d EGZd)p - éz[ pl:-lj [S;ﬂ—k (a, d) EGZd)k :
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C. Nem rekurziés modszerek

A hatvanyosszegzés nem rekurzios formulara vemegidszereinél két megoldasi eljarast mutattunk
be. Ezek olyan képletekre vezetnek, amelyek a# elglarab pozitiv természetes szgredik
hatvanyanak 0sszegét azonnal megadjak, s ekkos rémikség g-nél kisebb kitevkre felirt
0sszegekre.

1. Az 6sszegzést &zor a differenciasorozatok felhasznalasan alamdldszer segitségével vegeztik
el. Ehhez értelmeztilk a differenciasorozat fogalmrmfjd definidltuk mit értlinkp-edrend
szamtani sorozaton. Bebizonyitottuk, hogy barnpegdrend szamtani sorozdt-adik tagjak-nak
egy p-edfoku polinomjaval adhato megr, ,-vel jelolve ap-edrend szamtani sorozat élsn

tagjanak 6sszegét, megadtak -t az egymas utan kovetkedifferenciasorozatok kesdagjainak
(a; Ma,; A%a; ...; APa,) segitségével a kovetkeappen:

(M +(Mpa +[Maza + +f ™ |
R R L ESS

Ez esetben is felirtunk harom konkrét esetet. Eakneren megadtunk a formula segitségével a
szamtani sorozatokra szamitott harom altalanog épdcialis esetet.

2. A jelzett probléma megoldhaté linearis algebrai esstek/eszk6zok felhasznalasaval is. E
modszernél a kdvetkézazonossagbol indultunk ka(l R, kO N ):

(a+1)k+l_ak+l: k+1 mk+ k+l mk—l_l_ k+1 mk—2++ k+1 A+ k+l )
1 2 3 k k+1

Az dsszefliggésben azhelyébe rendre behelyettesitettiik12,...,n szamokat, az egyéskEgeket
oldalanként 6sszegeztik, majd atrendezéssel kaoigk

(n+1)k+1: k+1 [Qn+1)+ k+1 5, + k+1 S+ .+ k+1 5, + k+1 5,
k+1 k k-1) 2 7| 2 * 1 '

A kapott relaciohoz hozzarendeltink egy speciatisdris egyenletrendszert, amely gy adodott,
hogy ak helyére rendre behelyettesitettiloa,2,...,p eértékeket (axX, =n+ )1

o2,
(n+1) = j[xo {3[51
(n+1)°* = JD(O +@[51+®E52

p - 2
a_(P+1 p+1 p+1 p+1 p+1
e e Y P
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Az igy kapott (p+1) egyenletBl &ll6 egyenletrendszerben ismeretleneknek tekiiketaz
S, S, .S, .szimb6lumokat” es bebizonyitottuk, hogy a lineaggyenletrendszer a Cramer-
szaballyal megoldhato.

lgy S, -re a kovetke formulat kaptuk:

@ 0 0o .. 0 n+1
@ @ 0 0 (n+12)°
%= (IO-lrl)!D @ @ @ -0 by

O (2 () - () e
o (5 6 - () e

2
Ismételten elvégeztik a konkrét 6sszeg kiszamitésaim esetben.

Ezutdn a modszert altalanositottuk a szamtani atwkra. Az elvégzett szamitasok utan a kapott
formula a kovetkex

1

S.(a,d)=+——~+——[D_, ahol
p( ) (p+1)' p+l p
1 !
L) 0 0 (a+ndf-a
2 2
@ ( jl]bl 0 (a+ndf -2
2 1
3 3
C_ [ [ 0 a+nd’-a°
D, = 3 (2} ( )
(p G [ P Jmp-l [me (a+ndP -a°
p p-1 1
[pﬂjmpﬂ [pﬂJmp [pﬂsz (a+nd™ -a"
p+1 p 2

A maodszer tovabbi hozadéka, hogy jél alkalmazhaBemoulli-szamok kiszamitasara is. Ennek
igazolasaképpen munkankban be is mutattuk eZtp Al) -edik Bernoulli-szam az alabbi képlettel
adhaté meg:
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% = (| o) |

p+
p+

) ) (%]
J (55

ahol p=0123,... .
Peldaként a fenti formulaval kiszamitottunk ket Brilli-szamot B, és B,). Ezen tulmeféen

bebizonyitottuk, hogyB, kivételével valamennyi paratlan indeBernoulli-szam nulla, illetve hogy
B, egy masik — szintén determinanssal tditereballitasa

)

)G

J oo e
AR

1 0 0 0o 1

2i 1 0 0 0
%=£ﬁ]& 2i L O 9 anolmi= X
Pl === === ——— ——— ——m oo n!

pi (p-2)i (p-2)i 2i 0

(p+2i  pi (p-2); i 0

egyenértél az altalunk megadottal.

A fejezet végén 0Osszefuggéseket mutattunk be &n§tirés a Bernoulli-szamok kozott, illetve
bebizonyitottuk az efsn pozitiv egész szam-edik hatvanyanak 6sszege és a Bernoulli-szamok
kozott fennallé kapcsolatot, ami a kévetkez

e U LT

Végezetul megemlitjuk, hogy a konnyebb érikéy érdekében és az alkalmazott mddszereket

gazdagitando, tobb fejezetben, valamint a flggelékb szemléletes bizonyitasokkal (abrakkal) tettik
véltozatosabba az aktualis mondanivalot.
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