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BEVEZETES

Egy AcR”™ nalmaz Q# O sugara paralleltarto-

manya szokdsosan az
A {x: dirbance (x,A) < g3 ha ¢>0
5 { x: dusbance (x,R™A) >1¢l}y 4a g <0
halmaz. Az elnevezést a geometriai intuicié igazolja, ha
a g -t igen kicsinek képzeljiik,

Innen is eredt az elsd alkalmazdsuk a matematika tor-

ténetében: Altalénositva azt a két észrevételt, hogy

ha m=3 és A egy sima gérbe, akkor az A hossza

'&M U‘D'CAS
g\ 3731

illetve ha ugyanigy a 3 dimenziés teriinkben A egy
- A
gima feliilet, akkor az A felszine Lom Ladatd |

Cantor, Bouligand és Minkowski egy tetszbleges *>0 valés
— wol A 1.
szam mellett az A halmazhoz a Lim . = gzamot

oM o, ™
agsszocidltdk mint annak " & ~dimenziés" mérdszamat (mér-
tékét), s igy kivantdk a felszinmérés geometriai elméle-~
tét kiépiteni (v.6. (1), (2], [3]). Zart elmélet ezen a

1. w@ a™" (’;-dimenziés gomb ( ﬁ-dimenziés) térfogata" =

r(%)@/r(%i-ﬂ , ahol [ az Buler-féle fgv. (azaz ha

/m=O|4.7~,-~- akkor r(/m)=/ml | r meromorf, pélu-

sai elsérendiek és a —1,-2, ... helyeken vannak,
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téren azonban mégsem jott létre véglil, sét sejtéseiket az
imént definidlt o -dimenizés Gn. Minkowski térfogattal
(Minkowski content of & dimension) kapcsolatban paradox
médon késdébb a Hausdorff-mértékek elmélete keretén beliil
igazoltédk, Ennek az oka egyszeriisitve, de eléggé taldldban
ugy fogalmazhaté meg, hogy a paralleltartoményok hatéra
kozel sem kdveti olyan pontosan a kiindulésul vett A kon-
turjat az 4ltalédnosabb esetekben, még zart A -ns1 sem,
mint azt az egyszeriibb példak alapjén sejtették, Tudni il-
lik egy 3Ag alaki halmaz meglepben sima és feliiletazeri
- ahogyan az a dolgozatbél ki fog deriilni, - maguk az 'Ag
paralleltartoményok pedig (differencidlgeometriai szempont-
bbél) igen k6zeli rokonsigban vannak a konvex halmazokkal,

A paralleltartoményok igy érdekes Uj szerephez jutot-
tak: kezelhetéségiik és a Hausdorff-mértékekkel valé szoros
kapcsolatuk folytan hatdsos segédeszkdzzé valtak geometri-
ai mértékekre vonatkozd tételek bizonyitésénal. Ez utbdbbi-
ra példa (4] -ben az izoperimetrikus tétel bizonyitasanak
médja.

Minazondltal, az eddig emlitett alkalmazésokat &alta-
l4ban az jellemezte, hogy benniik az {'Ag} vagy a {aAg}
halmazseregnek csak a lokalis (nevezetesen legtdbbszdr a
¢=0 hely koériili) viselkedésének kiilonbdzé tulajdonsé-
gait hasznéltak ki, s a tételek nehézsége és érdekessége
féleg az A halmaz hatérénak n8imasdgatol" fiiggott. Van
azonban olyan teriilet is, amely a probléménak éppen az
ellenkezd irdnybél vald megkozelitését kivanja meg, ﬁgy
tiinik, ezek a vizsgdlatok jéval nehezebbek az eldébbieknél,
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de szebbek és mélyebb eredményhez vezetnek, 1958-ban Makai
Endre abbdl a sejtésbdl kiindulva, hogy egy kifeszitett
membrénon kialakuld legkisebb frekvenciija 4lléhullém azo-
nos magassigu pontjai a hullédm egyenletes terjedési sebes-
sége kovetkeztében megkdzelitbleg azonos tavolsagra vannak
a membran peremétdl és magassiguk is koriilbelil ezzel a
tavolséggal egyenesen ardnyos (vagyis varhatdan kevéssé
térnek el alakban a QAg halmazokt6l) igen jé felsd
becslést adott egy kifeszitett konvex sikmemrén alaphang-
jénak magassagara (1d. (7]).

Tételének alapgondolata mechanikai részrd6l az a to6bb
dimenzidéra is kozvetleniil 4ltalénosithatéd észrevétel volt,
hogy minden olyan Al= IRZ) sokszogre, amelynél a
WJAS’ fiiggvény monoton nové a (~0,0) -n, az A ala-
ki kifeszitett membr4n alaphangjédnak a frekvencidja nem
nagyobb V3 ,&u«.?é'& A/ area A -nal, Kicsit késdbb Pdlya
Gyorgy bebizonyitotta (1d. [8]), hogy az elébbi egyenlét-
lenségben a V3 konstans % -re javithaté (és hogy a
becslés ezzel kiélesedik). A cikkében hasznilt médszer nem-
csak matematikai szempontbdél figyelemremélté: kis mébdosi-
tdssal fizikailag igen érzékletes eredményre Jjuthatunk vele
(1a. a 8.2 Tételt és a 8.2 Megjegyzést).

Egy Ac R™ alaku pereménél rogzitett rezgd test m-
edik alaphangjdnak a frekvenci&ja feliilr8l becsiilhetd egy
olyan hur rezgésének az ™M -edik alapfrekvenciijaval, amely

az egyilk végpontjiban rogzitett,a mésiknil szabad, és amely-

nek a hossza oG, A//MUF{’\TG’Q QAg g<O} ("”‘:4!21"

»\m{& a & dimenzidés Hausdorff mértéket jeldli.
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A becslések az Osszes M -re élesek,)

Ez a fizikai alkalmazis hivta fel a figyelmet a
mﬁﬁmf43A3 fliggvény menete glob&lis (nemcsak egy adott ¢
érték korili) tulajdonségai fontosssgara és specidlisan
olyan kérdésekre, hogy hogyan becsiilhetd pl, AM,%'VUC 3Ag
£61iilrél az A alakzattél fiiggben, vagy pl. hogy milyen
feltételek mellett monoton csdkkend a MﬁKMr43A_3 a
(0,0)-en stb. A vAlasz még a legegyszeriibb tipusi alakza-
tok (pl. poliéderek) esetén is igen nehéz, s Ugy tilinik ki-
elégitd eredményekkel ezideig nem is rendelkeziink 2 dimen-
2i6 felett. A legmélyebb informacidé ebben az irényban
Sz8kefalvi-Nagy Béla kovetkezd tétele (1d. (9])3'. Hogyha
az A CIRZ alakzat egyszeresen Osszefiiggd és korlatos,
akkor a (&nqdk aAg)-ZTCS Piiggvény (_W; UD‘E,,) monoton
névekvd az {g:QAg #0)} halmazon. A tétel erésségét leg-
ink4bb az alabbi -~ Payne és Weinbergertdél szarmazé (1d.
[10]) - szép interpreticidja mutatja: Az A\A3 alakza~
tot g<10 mellett felszintartd médon olyan szabidlyos
korgylirivé lehet transzformdlni, amelynek kiilsd keriilete
megegyezik az A halmazéval (vagyis WSA -val),
¢és misrészt adott ¢ mellett a belsd sugarat Q) -val
jelslve emnek a gyiiriinek, fenngll a 0= d+ Sog %

3. A tétel L9]-ben masképp van kimondva, azonban egyszeri
meggondoléassal igazolhatd (az 5.6 Megjegyzés segitebgé-

vel), hogy ez a forma ekvivalens az eredetivel,

% pzaz az 4(.) figgvény derivaltjara O < ’f"(g) <A
teljesil minden ¢<O  .-ng1,
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relacié. Innen kézvetlenil adédik az izoperimetrikus tétel,
fizikailag pedig az kovetkezik beldle, hogy ha egy egysze-~
resen Osszefliggd, A alaku dA -nal rogzitett sikmembrén
belsejébe lyukakat vagunk, akkor az igy keletkezett fizi-
kal rendszer sajatfrekvenciidi sohasem haladjék meg annak a
korgyiri alaku area A (=UV€1A) terileti anA

kiilsd keriiletii membréannak a megfeleld sajatfrekvencidit,
amely csak a kiilsd hatirold korénél van rdgzitve. (Ez utodb-
biak a Bessel-filiggvények segitségével kiszémithatok.)

J6l1 ismert azonban, hogy a [9] -beli eredmények nem
viheték 4t mar 3 dimenzidéra sem, 86t még sejtések sem is-
meretesek arra vonatkozdban, hogy mi lehet az idézett
Sz8kefalvi-Nagy tétel M dimenzidés analogonja.

A jelen dolgozat szerzéje [14) -ben 4ltalénositotta a
(9) néhany részeredményét . dimenziébra. A [14) legfonto-
gabb geometriai eszkozét az egy adott halmazhoz metrikusan
kapceoléd6”® halmazok képezték, és az a tény, hogy A(CRMj-
hez ,RA\A mindig metrikusan kapcsolédik., A definicié
ezerint B (C[Rn) metrikusan kapcsolédik A (C[Rh) ~hez,
ha felbonthaté olyan egyenes szakaszok egyesitésére, ame-
lyek egyik végpontja =~ mondjuk - A -ban van, és az
osszes tobbi 'P pontjai Ugy helyezkednek el RA\A -

pan, hogy oirkance(p a) = disdance (. A) | [14)-

ben lényegében ki van mutatva, hogy ha A ,BC [Rn és a

5. [(14] -ben ehelyett a "metrically associated" kifejezés

volt hasznéalva.
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metrikusan kapcsolédik az A halmazhoz, akkor a

gA'“Rh_A(EnaAg)fﬁggvény 6. mindig monoton csdkkend a (0,00) -
en., A mostani dolgozat ennek az észrevételnek egy erds to-
vabbfejlesztésén alapszik:

(%) Ha a B alakzat ‘§°(>O) hosszuségi, A -hoz
metrikusan kapcsolédd szakaszokbdl 411, akkor a RM_A(BAQAQ

fiiggvény egy m~4 -edfoku polinom a 0<g < 3o inter-
vallum felett, /-

Bar ez a tétel rendkiviil egyszeriinek és a jol ismert
Steiner-Cauchy formula alapjan egészen plauzibilisnek tinik,
mindeddig még sejtésként sem fogalmaztik meg, és egyediil ar-
ra a specidlis esetre volt bebizonyitva (1d. [#]), amelyben

B = Ago\/—\ ;, ©lyan integrélgeometriai médszerekkel, ame-
lyek természetiiknél fogva eleve nem lehetnek alkalmasak az
itteni valtozat bizonyitéséra,

A (%) tételhez vezetd Ut a dolgozatban egyenes és
konnyen érthetd heurisztigailag, azonban technikai szempont-
bél a geometriai értékelméletnek - és ezen beliil Altaldban
a Lipschitz feltételt teljesitd leképezésekre vonatkozd té-
teleknek - igen er8s appardtusira tamaszkodik:

El6sz0r észrevessziik, hogy ha a B egy olyan infini-
tenzimalis vastagsdgl szakasznyalib, amelyre §n3A -nak
egy A -veli kornyezet egy olyan Cz -gima feliiletdarab,
amelynek a fégérbiiletei W,,...,W,_, (az A -bél kifelé
mutatd normédlissal szamolva) BnoA -nal, akkor

©. fltalsban is, ha M egy mérték, M -sal a M 4ltal ge-
neralt kiilsé mértéket jeldljik.

Te V.5.3 4.4
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vot, (BnoAg) = (1+1,Q) .. (44K, _9) oot, _ (B adA)
minden O<‘§< So -nal, Ezutan (%) -ot bebizonyitjuk
olyan A halmaz esetére, amelynek a hatara lokélisan
olyan C4 -gima feliiletdarabokbdél 411, amelynek a normé-
lisa Lipschitz feltételt élégit ki, Ez torténik az 1. és
3. §-okban, koz6ttilkk a 2. § néhany geometriai lemmat tar-
gyal egy rogzitett halmazhoz metrikusan kapcsolédéd szaka-
szokrdl, A dolgozatban nincs is sz6 a metrikus kapcsolédas
fogalmarél, mert mint a késbébbiekben kideriil, ezeknek a
szakaszoknek a CZ -gima hatdru halmaz hatara kifelé mu-
taté normadlisaihoz hasonlé szerepe a fontos a legdltaléno-
sabb tipust A mellett is. A 4. § sulyponti része a Stei-
ner-formuldk Hadwiger féle ([21] -beli) &ltaldnositottja-
nak (a 4.1 Tétel) bizonyitédsa. Itt lathaté legviligosabban
a Lipschitz feltételt teljesitd gradiensii - amit a dol-
gozatban C4+ - simanak mondunk - leképezések fontossiga
a paralleltartomanyok differencidlgeometriai és geometri-
ai mértékelméleti vizsgalaténal. (%) -nak a legéltaléno-
gabb tipusu A nhalmaz esetére vald bizonyitasdhoz a kul-
csot a 4.1 Tételnek az a kiilon tételként (4.2 Tétel) kie-
melt lemmidja jelenti, miszerint ha az AS,Q\/T (?e >O)

paralleltartomdny-rész csupa So hosszuségu, az A -hoz
metrikusan kapcsolédéd szakaszokbél 411, akkor O <¢ < ¢,

mellett a aAg alakzat egy C4+ -8ima feliilet. Egyben
ez az a pont, ahol a dolgozatbeli eredmények tovabblépnek
a Steiner-Cauchy-Hadwiger féle formulak hagyomanyos integ-
rélgeometriai ill, ad hoc approximécidkat tartalmazéd bizo-

nyitasain, Az 5. § a (%) -gal lényegében ekvivalens Fd-
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tétel bizonyitédsdhoz sziikséges egyszerii technikai elékészi-
tést (az dltalénositott irdnyitott feliiletek és azok szor-
zatgbrblileteinek bevezetése) végzi el., Végiil a paralleltar-
tomdnyok konvexitédsi tulajdonsigainak vizsgadlatéan - ami a
6. § targya - keresztiil jutunk el a Fdétételhez (7.1,

7.2), amelynek allitésat legviligosabban a kdvetkezd jelleg-
zetes specidlis esetébdl lehet megérteni: Legyen az ACRM
korlatos halmaz hatara C2 -gima, és jeldlje a befelé muta-
t6 & normdlis mellett vett f6gorbiileteit oA -nak

A

Mo s g W , az elemi feliiletdarabjdnak M -1 dimen-

zi6s mértékét pedig o6 . Ekkor léteznek olyan
g A
'R+ | 'EL- - 0A— (O,oo] fliggvények, hogy minden 4L € L (IRM) -

)
Cu = f(«? u(x+3£<x>)<4+fwm)...(4+g% -4<X>>043>o*6<><> .
R™ oA A X
Befejezésképpen a Fotétel kozvetlen geometriai kovetkezmé-

nyeit (7.2 - 7.4) és egy alkalmazadsat a rezgé mn dimenziébs
testek alapfrekvencidinak felsd becslésére targyaljuk., A-
zonnal kideriil, hogy a Fététel nemcsak a Steiner-Cauchy-
Hadwiger formulédkat &ltaldnositja, hanem a Kneser egyen-
16tlenséget is, amely kimondja, hogy :f(g) = M‘D’KMAS
mellett A>41 ¢  O<oa< [ esetén mindig

m
f()\@)—:ﬁ(}\q) i [f(@"—ﬁ("()} . Masrészt 2 dimenzidra le-
menve, segitségével ra lehet mutatni Szdkefalvi-Nagy [9)-

beli tételeinek a kapcsclatidra a Gauss-Bonnet féle tétel-

lel a [9] £6 lemmédjanak egy Uj bizonyitésén keresztil (1d.

7.4). A 8, §-ban elegendd feltételt adunk arra, hogy a
M A QAS fliggvény monoton ndvé legyen a (—OO,O) inter-

vﬁe -

vallumon, Ez a feltétel kiiléndsen egyszerii, ha az A test AN

=
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hatara egy (:2 ~sima (vagy Cﬂ+'-sima) feliulet: eszerint
ha a 9A Minkowski gorbiilete (a kifelé mutatd normilissal
szémolva) nem-negativ, Ugy a «\1'0‘(2;.,\_,1 aAg fliggvény novek-
szik (0,%°) _en, Ennek alapjn pedig rogtén tudjuk Altalé-
nositani Pélya Gyodrgy mar emlitett (8] -beli becslését.
Mivel a geometriai mértékelmélet eredményei nem kozis-
mertek, a dolgozat Ugy van felépitve, hogy riajuk (eledsor-
ban a [15] kényvre) minél kevesebbet kelljen hivatkozni, s
amennyiben (mint az természetesen elkeriilhetetlen) ilyen
hivatkozas van, mindig az emlitett tétel adott valtozatéa-
nak a .Sz6észerinti" idézésével torteénik (a jeldlések meg-
feleld &tirdsa mellett). Az ezzel jard terjedelemndvekedés
miatt nem torekedtem mindig a teljességre, azonban lega-
14bb utalva a még az adott Stletekbdl elérhetd tételt (és
egetleg asnnak valtozatos bizonyitisat is) mindig igyekez-

tem megemliteni (ld. &ltaldban a Megjegyzések).

Koszdnetet szeretnék mondani Szbékefalvi-Nagy Béla
professzor Urnak e munkédm megiradsihoz nyajtott igényes
tamogatasaeért.,

Szeged, 1977. szeptember 6,
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1. § A STEINER-FORMULA DIFFERENCIALGEOMETRIAI
SZEMPONTBOL

J. Steinernek (és Cauchynak) van egy nevezetes tétele,
amely azt mondja ki, hogy ha A és K konvex korlatos
részhalmazai K" -nek, akkor a U'Ge,m(A'*‘gK) fliggvény
a [0.00) -en egy M -edfokd polinom < ~ban, Ez az alli=-
t4s nagyon erdsnek tiinik az un. Kneser-egyenlﬁtlenséghezs‘
képest, ami a legmélyebb eddigi ismeretiink a vo’en(A'*‘SK)
fliggvényrdl, ha konvex helyett mds tetszdleges halmazt
tekintiink, Steiner tételének szokdsos integrilgeometriai jel-~
legii bizonyitasai (1d. pl. [4] -ben vagy [15] -ben) nem
tinnek alkalmasnak arra, hogy adaptaciéjukkal a Kneser-egyen-
16tlenséggel rokon vagy annal jobb eredxﬁényt érjink el, Cé-
lunk olyan formula taldlisa lesz, amelyben a két tételhez ve-
zetdé utak talélkoznak,

Az egyszeriiség kedvéért végig a K = {xeﬂ?n: xit < 4 }
egetre szoritkozunk., Az alkalmazidsok szempontjabdl valdszi-
nileg ez a legfontosabb specidlis eset, mivel most az A+3K
halmazok, mint ismeretes (1d. pl. [4]), éppen az Ag paral-
leltartoményok ( ?>0.) . Kiinduldsi pontunk a kdvetkezd

differencidlgeometriai gondolatmenet lesz:

8. 1da. [13]-ban K=< xeR™:1x0<1Y, [14] -ven az origéra
centralszimmetrikus nyitott K mellett. Altaldnos konvex

K -ra még nincs publikélva,
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l.1. Legyen A egy C°° -gima hatéri korlatos konvex
nyitott részhalmaza [Rm -nek, Jeldlje &(Ay) a kifelé muta-
t6 normalisat 2. JA -nak az Aj pontban, Vegylik észre, hogy
most kiilonbozd AJ,EBA pontok esetében az Aj,+[0,oo) &(A})
félegyenesek a tér kiilonbozé irdnyaiban haladnak, igy nem

metszik egymast. Ezért, ha T, =val jeloljik az *j*—“j"“@yz(*j)

leképezést, Tg k6lcsdndsen gegyértelmii megfeleltetést 1lé-
tesit a OA &g BAS feliiletek ko6z6tt, ha g?.O , 68
ekkor OA; -nak egy Tg4 -beli (medA) kifelé mutatéd
normilisa az 4 +[0,00) %.(Ajf) félegyenes irényvektora,
&(%) lesz, SO0t sejthetd, hogy ha Aj,ea/-\ -nil egy.
t (L &) féiranyhoz tartozd £8gdrbiileti kdzéppont
z (e 4}4-[-00,0)&(,«#) ), akkor a t féiranya lesz aAg-
nak a T:Z/s} pontban, és hozzid az elébbi Z tartozik mint
fégbrbiileti kézéppont. Vagyis, ha 4; az A -edik fégdrbii-
leti sugar ( A=1,... ,'4'\"4) %GQA -nal és Rﬂ-' (az
ennek megfeleld féirénybeli) 4 -edik fégdrbiileti suglr
Ts‘ér (e aAg) -nal, skkor RL = A4, + < . Ez any-
nyit jelent, hogy az 44 -nal levd d6 elemi feliiletdarabja
JA -nak a Tg leképezés alatt az A -edik féiranyban

iz 12
Igy az & Té képe, a Tg*j/ -nil elhelyezkedd aAg -

4 +K,4-_% -gzoros nyujtast szenved,

. I

veli d6 = Tg(d6) elemi feliiletdarab N -4 dimen-
zi6s térfogata (A+Ww,Q)... (14w, 4 ) ~gzorosa lesz
a d6 _énak. Tehat azonositva a feliiletdarab jelével az n—1

dimenzidés mértékét, irhatjuk, hogy

ER Normédlis alatt mindig normdlis egységvektort értiink,
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W vol, A = Sde' = ftrw,g) ...t ds =

s 3A
= U+ Ko@) Q) - - (1 Kop 4l Q) d We'm.-q(‘j')
ami mutatja, ho‘g‘yaAa 4;3{4‘_4 QA‘3 figgvény a 920 sza-

kaszon egy n-4 —edfoku polinom 3 ~ban. Innen mar rog-
ton kovetkezik, hogy a «m{,a AS fiiggvény ugyanitt n -
edfoku polinom, hiszen &4ltaldban is igaz lO.’ nemcsak kon-

vex A halmazra, hogy
S
0

1.2, Pigyeljiik meg, hogy az (1)-es formula azonnal ad-
ja a Kneser egyenldétlenséget is a gondolatmenetbeli A -ra:
A [14] -beli 1l-es tétel utadn kivetkezd megjegyzés szerint

-A
ehhez elegendd bizonyitani, hogy a 4:0{“_4 aAS/?A

fliggvény monoton csdkkend. Ez pedig vildgos, mert ha (1)

igaz, akkor

arol, 3A/'“"'-SA+K (—4—4.,,(, ) de
"- = - -

1.3, Mielétt megvizsgdlnank az adltalédnositési leheté-
gégeket, igazoljuk az eldbbiekben sejtésként megfogalmazott
dontd fontossigu 0‘6' = (A+ K, 3) (At Km_dg) d 6
reldcidét., BEgt a késbébbiekhez szlikséges legdltalianosabb for-

midban tessziik meg:

10. 14, [15)-ven a 3.,2. 24-es lemma (271. old.)
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m—~A . .,
Lemmas: Tegyik fel, hogy G az R origdjanak egy

nyitott kornyezete, SC[RM' , 6= F egy kolcaonosen egy-
értelmi megfeleltetést létesitd figgvény G és S kozott,

amely

a) C"-sima ¢s FucF x 011 ’

b) s6t, ha R(Y) az 4 €S -beli normélist jelsli
(ami@miatt létezik), akkor a Rol  vektorfiigg-
vény komponensei totdlisan derivalhaték a O pont-

ban,

Legyen ekkor _rg '

mindig T 4= 4+ gk(y) -t rendeli, ¢s Fe=TeF.

az a leképezés, amely AgeS ~hez
Most fennédll, hogy

(3) ':)MFS(O) = 4+Kk,3l.. A1+, , 81 Fnc F(0)

ahol K, ... Ky az S feliiletnek a R normalissal
sz4mitott fégdrbiiletei az I (0)  pontban.

11, |
Altaliban is, egy d) : me———?[Rm CA -gima leképe-

zésTe mM<M egetén Jacd = g—% M xm -es matrix
oszlopvektorai &4ltal (R™-ben) kifeszitett m dimen-
ziés parallelepipedon m dimenzidés térfogata. (Itt
szokasosan Cb@ a (i) vektorfiiggvény A -edik kompo-
nense.) A [15] 3.2.1 -ben (241, o0ld.) bevezetett je-
161ések kozil }w.:d) most a 3,M¢ 8zimbdélumnak
felel meg.
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Bizonyitas: Jo6l1 ismert az elemi differenciidlgeometri-
4bdél, hogy egy ilyen 4llitast elég bebizonyitani arra a
specidlis esetére, amikor S egy olyan C4 ~-gima :£= [RM-4—->R
fliiggvény grafikonja, amelyre Wir(o) =0 45 amelynek
parcialis derivéltjai a O -ban totdlisan differencialhatok
(ez az utébbi feltétel b) -nek felel meg), és az F leke-
pezés az X'—>(X|:€(X)) hozzérendelés, £.(.) pedig pl. az
:ﬂ grafikonjanak felfelé mutatéd normalisa (tehat Y =

(X)) -re ‘Q(*\é’) a (-—%thf(x)‘A ) vektor iranya-
ba mutaté egységvektor [RMMx‘R ~ben).

Tekintve, hogy a fégorbiiletek létezésére vonatkozd té-
telt az irodalomban CZ ~gima felilletekre szoktak igazolni
(aminek CZ -gima f felelne meg), e€ldszbr ezt a lépést tesz~
gzik meg:

Mivel & ((0,0)) =(014) , S -nek az érintéiranyai

a (0,0) = F(0) pontjaban az (e,0) alaka vekto-
m~A ,

rok, ahol eclR és el =1 o Minthogy pe-

dig a A—F()\e) S -beli gbrbének az érintéje a

(0,0)-ban éppen az (e,0) vektorle‘, S -nek a (0,0) -
beli (e,0) iranyd & szerint vett W% foégorbiletének
értéke

< = (5 RGEG)|, e

-4
ahol < . > a gkalarszorzatot jeloli me X[R -ben,
ds peaig F(he)-vsr  F((\+d\e) -ve mtats infinité-

zimalis vektor o eldjelével vett hossza, azaz

12,
lell=1 most is fel van téve.



- 15 -

ds =[14(Z 2 e 1™ gy

’t,

d

Ebbdl ——-! 3‘——' adbédik, Masrészrél
A=0  d A

da

d &(F()\e))) -

“
} (( ‘) -Z 3%, ameo'eL).O)

(itt € az e vektor 4 -edik komponense; &:4,2‘.._,4«,—4),

ahonnan - mint az varhaté is volt -

_ A3
(% Z IX; ax ' e e .
My
2, B e ie
A '57 (}= A... - ) fliggvények totalis dif-
g azf
ferencidlhatdsiga a 0 helyen adja, hogy —_— =
ax,('ng,
2

= J % az osszes 4 -, parra, ami biztositja
= 3x}ax& 'y P ’ J

a fégorbiillet létezését.
Ezeéert az 4ltalédnossig megszoritdsa nélkiil feltehetjik,

m—A
hogy a koordinatarendszer IR -ben olyan, hogy a
2.
tengelyei a féiranyok, azaz hogy —a—f——-— =0 hna

A #} és (5) szerint

() kg = K = -



ahol €, az 4 -edik koordinatajaban +1 komponensii egy-
gégvektor.

l_—
Tekintsik most a 4 = -3—3-

ax 10~ dX

vektort.
mver F(he) = F(he) + sk(F(hed) = (hew ,Oe)+
+ g&(F(A e.)) , & A5, -re kapjuk (4) és (6) segiteé-
gével, hogy
(e;,0) + KLg(eL‘O)
A Jacobi determinéns definicidja szerint Ehu:F%(O)

nem mas most, mint a U, ..., Vs, vektorok kifeszitet-

te M-4 dimenziés parallelepipedon «rven_,‘ -mértéke, Te-

hat ebben az esetben }0\4{:8(0)=M+K4§l AM+x%, el

ami adja a tételt, hiszen F = Fo .

Ezzel tokéletesen slatamsztottuk a kiindulédsi gondolatmene-
tet is,

1.4, Természetesen vet6dik fel azutan a kérdés, min mi-
lik, hogy pl. C® -gima hatari nem-konvex A -ra 1l.1l. nem
ismételhetd meg, A vadlasz egyszerii: azon, hogy az A}+[O,oo)&(g,)
félegyenesek (ahol Aj,eaA ) péronként diszjunktak voltak
a konvex esetben, és hogy az Aj,+ g&(ﬁ) pont mindig =
ba tartozott.

Figyeljik meg, hogy itt az elsd feltétel implikalja a
masodikat:

Valoban, ha egy Aj,eaA pont olyan helyzetii, hogy az

A+ E0|°°)4£(f}) félegyenest nem metszik a tGbbi
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‘j' €A  _nsl vett 4?' +[0,0) &(Aé,') félegyenesek,
akkor az M. = Y + 3&(%) ponthoz (ahol g 20! )

a OJA pontjai kdzil - és igy az egész K pontjai kozil =
az A} fekszik legkozelebb, a tobbi ‘j, GDA pontokra pe-
dig MM&&(A}+§ &(ﬂj,) J '*j,) >9 . Ugyanis, ha volna

Ay =t61 eltérs A}' € dA , melyre MM&(‘jg."j‘) < S

akkor egy olyan A} # 2 € oA pontra, amely A -ban mini-
m&lis tavolsagra taldlhatd Mq ~-t61, fennall, hogy a [E‘Aégﬁ
szakasgz merbleges OA -nak a 2 -beli érintdésikjara, és
igy Mg € 2 +00) %(2) , ellentétben feltevésiink-
kel.

2.1, Az el8bbi észrevétel az A}+EO,°O)&(‘2)») féle~
gyenesek vizsgidlatdba egy uj elemet hoz be: .a metrikus tu-
lajdonsédgaikre irdnyitja r4 a figyelmet. Ebben a § -ban eze=-
ket a szempontokat fogjuk kimunkalni,

Definicidé. Legyen A #95 az R” tetszéleges részhal-
maza és X € RM' « Azt fogjuk mondani, hogy az M € A-
pont X (egyik) vetiilete /Z\ -ra, ha nincs az A4 -nil kdzeleb-
bi pont A ~ban az X -hez, (Az elnevezés a C4 -gima hata-
ri A -nal fellépd geometriai szitudcidra utal.) Az X pont

A -ra valé vetiileteinek Osszeségét /p*A- X -szel fogjuk

' jeldlni.

Tétel, A 1942. X halmaz madnem mindenla‘ X =xe
egyetlen elembdél all,

m
15. Automatikusan ugy értendé, hogy az R egy vb’em szerint

.0 mértékii halmazét kivéve.
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Bigonyitas. Xx €A -ra mindig nyilvén P X ={xY ,
igy rogton tekinthetjik a  dirdance (x,A) >0 cgetet,

Tudjuk, hogy az :g(-) = diMance (- ;A) fliggvény
Lipschitz fliggvény. Ezért W{ majdnem mindeniitt léte-
zik (Rademacher tétele [15] 3.l.6. 216, old,). Megmutat-
juk, hogy a t6bb pontbél 4116 vetiileti X (e R™\A)
pontoknAl nem lehet totdlisan differencidlhaté az ’,E .
(Az, hbgy Py X # @ sohasem, evidens,)

Valéban, Legyen MY € Pig X Ggy, hogy 4,#+ 4, -
Vegyik észre, hogy most M Y2 e oA , é8 hogy =Z €
€ [*jr&.\x_} -re mindig A4; € P 2 (1=42) . Ez azt Je-
lenti, hogy 2 € E*;,lu’(] -Te : MMCL (= "A) =

= U(UA'GMCL (Z.lAé,D teljesiil. Ezért pedig - bevezetve az

e, = HTE jersiest (4=42) - { -nek az e
“%&_‘X"

iranyt deriv4ltjara az (A}UX] szakasz Osszes Z pont-

jaiban, és igy specidlisan X =ben, is fennill, hogy

S| = i HHGee) - 4@)] =

394',
- %i%%[a(wlma(z+ee&,%)—W(z,%ﬁ=—’1

Ha tehat volna (fr-a.d,“ﬁ (x) , akkor
{ei grod L)) = -1 (L=42)

kellene, hogy legyen., Ez azonban lehetetlen, mert f(z) =

= Iy, =xl =g, —=xl miatt az e, és e, kilonbszs egy-
ségvektorok, misrészt pedig jél tudott, hogy az if Lipschitz
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konstansa a haromszogegyenlétlenség folytéan 41 -nél nem na-

gyobb, és igy | Wﬁ(X)“ <4.0
Kavetkezmé;lx. Ha ¢¢A <R”™ s :E('):W(':A)r

-
akkor majdnem minden xeR"NA _ra

| ( _ X pigX
£ I x = 45 x|

(Itt az el8z8 tétel igazolja a formalisan konfuziv x—fpri;\- X

jeldlés létjogosulteagat.)

Bizonyitis, lLegyen X egy olyan pont, ahol Wif(x)
létezik, A tétel bizonyitédsdban mér kideriilt, hogy az X

pontnak pontosan egy vetiilete van A -ra. Jeldljik ezt 4}-

nal (azaz {,\2,} = 194‘; X ), és legyen e = L}[ %-_i”

Azt is l4ttuk, hogy most e, gtad £ (X)) =-1 . Ujra
kihasznalva azt a tényt, hogy i tgmo(—“f(x)” <A s innen
régton adédik, hogy Wa(‘_f (x) = ~e  gziikségképpen.

2.2. Lehet-e az A normalisinak metrikus definiciét ad-

ni? C4 -gima hatara konvex A esetében az l_,} = Aj, +
1+ (0,00) &(%) (%GAA) félegyenesekkel foghaté meg a kér-

dés: ‘L% pontosan azokbdl a pontokbdédl 41l, amelyeknek A} a
vetiilete A -ra. Masfeldl, ha A az A belsd pontja, ak-
kor < Xx: 43, € pi;z X Y csak maga az A pontbél 4116 hal-

maz, nem félegyenes vagy legalabb is olyan szakasz, aminek
iranyitédst lehetne adni, Ez mutatja a kovetkezd Altalanos

definicié hasznossigat:
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—

Definicidé. Legyen AC[RM tetszbleges és A} az A

egy pontja. Vezessuk be ekkor a DA‘%’ gzimbélumot az

{ x € [R™: A} € ’p'fk X> halmaz jeldlésére, DA' "j, -t az

A} pont A -ra vonatkozé Dirichlet-celldjanak fogjuk ne-
vezni, A terminoldgidt a diszkrét geometriabdél kolcsdndz-
tiik, ahol (diszkrét A nalmaz mellett) igy nevezik &8ket
(14. p1. (16]).

Ugyanugy, mint diszkrét A -nal, mindig igaz, hogy

a) a D.?\Aé’ Dirichlet-celldk konvexek és zartak

b) az A bsszes Dirichlet-celléi lefedik a teret (azaz
A m.
tmeA ) =
LDy :yeA) =R" ) |
c) _/X Dirichlet-cellédi majdnem diszjunktak egymé.stél.14‘
A bizonyitdsuk is azonos médon megy, mint diszkrét esetre:

a) Mivel D/—\"é«' a )

H(y4') = {x: disdamnce (x,4) < disdance (x,4))

zdrt félterek metszete 4}' c A -ra

14. 5 K, K, R™ konvex halmazok egymésto6l majd-

nem diszjunktak ha a K4 lényeges belseje diszjunkt
K, -té1 és viszont. (Egy K <R™ halmaz lényeges
belseje =~ "intr%ic core" az elfogoadott angol termi-
nolégia szerint ~ a K -nak az 6t tartalmazé legszi~-
kebb affin altér euklideszi topoldgidja szerinti belsd
pontjaibél all. V.6. [17] I. fejezet.)
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b) Mivel a tér minden pontjahoz van legaldbb egy leg-
kézelebbi A -ban.
¢c) Mivel egy DK M cella lényeges belseje azok-

b6l a pontokbdél &ll, amelyek /\j, -hoz kozelebb van-
nak, mint barmely tdéle kiilonbozd 42,' cA ponthoz,

Konnyii latni, hogy a Dirichlet-cellék definicidja ekvi-
m
valens azzal, hogy DZ A pontosan azokbdél az X (EIR )

pontokbdél 411, amelyekre . dirkance (Xn‘é’) = O(MW‘)MA)

Ez utébbi verbdlisan ugy is kifejezhetd, hogy DK Y -t

azok a pontok alkotjak, amelyek A pontjai kozil az “} =hoz
fekszenek legkdzelebb (abban az értelemben, hogy még mis -
beli pont is lehet ugyanolyan tavol X =t61, mint M ). Vagy

pedig DK"J' azoknak a maximdlis zArt egyenes szakaszoknak

az egyesitése (félegyenest is beleértve az egyenes szakasz
fogalméba), amelyek A ~b6l indulnak ki és rajtuk a
MM(..A) fliggvényeknek az iradnyukba esd direkciondlis
derivaltjénak az értéke 1.

2,3, A fentiek egyszeriiségiik ellenére sokatmonddédk, Ha

pl. az A (C’R“) CA ~-sima hataru nyitott halmaz, akkor sze-
rintik az A komplementere ( R™\A) felbonthaté olyan
paronként diszjunkt lényeges belseji zadrt egyenes szakaszok
egyesitésére, amelyek a dA pontjaibdl indulnak ki a ki-
felé mutatéd normalis iré&nyaban, De az &ltalénos tipusi A
esete sem bonyolultabb, mert az Aj, e oA pontokhozotar-
toz6 Dy 4  celldk uniéja ekkor is nyilvan R™\NA -
t adja ( /(3)\ = az A belseje), és mindegyik ilyen DX A
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Dirichlet-cella felbonthaté 2.2. a) miatt 4 -bdé1l kiinduld
z4rt szakaszok egyesitésére, c) kovetkeztében pedig ezek a
gzakaszok egymassal legfeljebb csak koz6s végpontjukban
érintkezhetnek,

E megéllapitdsok alapjan ki tudjuk terjeszteni a ki-
felé mutaté normadlis fogalmit egy tetszdleges A (C:WQM)

egetére is,

2.4. Definicié. Legyen A<R™, AjeaA és L egy o
kezdéponti (z4rt) egyenes szakasz.ls‘ Azt fogjuk mondani,
hogy L az A hatérénak (A-b6l) kifelé mutatéd (egyik)
prenormalisa az 4 pontnal ( ehelyett réviden &ltaldban
csak annyit fogunk irni, hogy "az kifelé mutaté prenor-
malisa" vagy az " A kiilsé prenormélisa"), hogyha taldlhatd
egy olyan ﬁ* kezdépontu l: zdrt félegyenes a (}Ef} -t

tartalmazé legalacsonyabb dimenziéju altérben, amelyre

L = L' N DZTAJ’ , Vvagy pedig ha L= <"j} abban az eset-
ben, amikor (%} = DK ~ . Egyik & egységvektorarodl

R™ -nek pedig azt mondjuk, hogy a JA (egyik) A -bél ki-
felé mutaté normédlisa (roéviden: "az A kifelé mutaté nor—
malisa') Ay -ban, ha van olyan L nem-elfajulé (azaz nem
egyetlen pontbdél 4116) kifelé mutaté prenormélisa A -nak,

amelyik az "j' (e aA) pontbdl a % iranyban indul ki,

1>. Az egyenes szakaszok az egyemnesek konvex részhalmazai

(tehat egyenes szakasz a pont, a félegyenes és maga az

egyenes is).
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Vilagos a kovetkezd:

Lemma, Ha az ACme nyitott halmaz hatara C4 -s5ima
feliilet (azaz R egy N -1 dimenziés C4—alsokaséga), és
ha az A}e JA pontnal 1étezik az eldbbi metrikus érte-
lemben vett kifelé mutatéd normélisa, akkor csak egy ilyen
van, és az egybeesik a szokésos différencié.lgeometriai uton
definidlt sy -beli kifelé mutaté normilisival a OA -nak.[]

Megjegyzés. Azonban valdban megtorténhet még a Ct-
sima hat4r mellett is, hogy a OA -nak nem létezik a metri-
kus értelemben vett kifelé mutatéd normalisa (jéllehet dif-
ferenciélgeomefriai van) egy 4 e JdA pontban. Példa: n=2,

A = {(x,,%X) = xz<lx4\3/2} \ %=(0|0) . (& bizonyi-

tast ld. a 3.2, Korollariumban.)

2.5, A befelé mutatd prenormadlisait és normalisait

egy A < [RM' -nek természetes médon az /RM\A kife-
1é¢ mutaté prenormalisai- ill, norméalisaiként definidlhat-
juk. Igy ez a fogalom technikai szempontbél mir nem jelent
lényeges konnyitést. Ezzel szemben az egyittes targyadsuk-
kal néhany tény jobban megvilagithaté.

Definicibé., Vezessiik be a

o(AM—rvu(x,A) La x¢A dudonce (x,0A)  fa xgA

sgnkisd (x A) = ' - ~
~didance(x BNA) Ao xeA U olivhance (x,04) 4a xeA

el8jelezett t4avolsagfiiggvényt. (Igy ugyanis akdrmilyen O -

$61 kiilonbozs S -ra AS,={X:W(X1A)<S} o)

Definicidé. Ha az AC!RM' nem-iires, és LclRmegy
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olyan maximdlis egyenes szakasz, amelyen a W(-,A)
fiiggvény 1 meredékségii linedris (azaz 44,z € L -re
mindig disbwnes (4,2) = | sgnolisd (4 A) - agnalivd = A)ly,
akkor |_ =-et az A (egyik) prenormdlisénak nevezziik.

Ezt a kovetkezd motivalja:

Lemma, &) Ha az A -nak egy L+ kiiled és egy L__
belsé nem-elfajuld prenormalisa kozos oA -beli A pont-
bél indul ki, akkor ezek egy egyenesbe esnek (egymés "meg-
hosszabbitasaiként™).

b) Egy L egyenes szakasz pontosan akkor pre-
normélisa A -nak, ha felbonthaté egy kozds OA -beli
kezdbéponttal rendelkezd (esetleg elfajuld) kiilsé és belsd
prenormilis egyesitésére,

Bizonyités. a) Vegyink egy z ¢ L_\ {%} pontot, és
tekintsiik a G = { X : dirdamnce(x,2) < disdance (X 4)) gombot.
A befelé mutatd prenormdlisok definicidja alapjén most
Minthogy kisebb halmaz Dirichlet-celldi nagyobbak mindig
(azaz, ha ¢#= BB akkor DéM DDEU« VME§),

az L+ gzakasz sziikségképpen benne fekszik a

DGAﬁ, = /\g-\-[o| m)(%_z) félegyenesben, ami pedig az L_

meghosszabbitasiban van,
b) Ha L= L+ U L_ , ahol L+ N L__ egyetlen
JdA -veli pontbdél 411, akkor az a) 4llitas szerint L+
és L_ egy egyenesbe esnek, Innen a kiilsé ill. belsd pre-
normalisok definicidéja rogton adja, hogy iljenkor az L

egy prenormalis,
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Az, hogy masfajta prenormdlis nincs, onnan joén, hogy
ha e egy L prenormalissal pArhuzamos egységvektor és X
az | egy (tetszéleges) belsd pontjale', akkor a prenorméi-
lisok definicidja szerint van olyan €70 | hogy a
‘%(-) = W&M(.‘A) fiiggvényre

vagy (i) %(x+€e)—%(x—£e)=2

vagy (ii) %(X-%Se)* %(x-ee)=—2
teljesil, ami (azért mert a 9 Lipschitz-konstansa /1) azt

2

jelenti, hogy X =ben a % Tliggvény totalisan derivé.lhatol7‘,

16‘Ha L csak egyetlen pontbél &ll, vagyis ,__ =<"j} alaku,

akkor az A}' pont nem lehet sem kiilsé, sem belsd prenormali-

son, és igy ilyenkor A € JA és DX M= D?R”‘_\i\% = {"g}

Tehét rogton attérhetiink arra az esetre, amikor az nem=-el-
fajuldé egyenes szakasz,

17 f1ta14ban is, ha p: TRM-%[R egy M konstansu Lipschitz
figgvény (azaz ha | p(x)- kf?("g)] <M “X~"3H VX\’"& eR™)
és adott z,,2, -re ©(z)-9(x)=Mlz,-2,| , akkor

a (2“12) szakasz minden 2 pontjéban zgfm,d_ L{)(z,) =

=M "i;—z:;%l . Bizonyités: Véve a ,(.) = tr(l,l) + M-zl

ill. y, (L) = LF(EZ) - M. =zl fiiggvényeket, a

ze (z,,2,) Dpontra Y, (2) = @(B) = ¥, (%) .

-z
Minthogy %4‘10(, g, (=) = grm,o(, t (2) = M I}ZZZ-Z:U » 8

Lipschitz feltétel miatt Wy, 2 ¢ 2y, , és az eldbbi

kozrefogas miatt ¢ is totdlisan derivalhaté itt, és

grad ¢ (2) = gad g, (2) = grad vy, (2) .
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3, § A (CY-sSIMA HATARU HALMAZOK ESETE

3.1. A 2. §=ban kapott kép a tavolsigfiiggvény visel-
kedésérdl természetes mdédon vezet a kovetkezd sejtéshez:
Ha egy (4ltaldnos tipusu) A c IRM' halmaz hatarianak min-
den kifelé mutat6 prenormédlisa legaldbb Q, >0 hossza,
akkor a Aro’e,ﬂ_ 4 BAS fiiggvény egy m~/1 —edfoku po-

linomja g =-nak a (0, g.,) intervallumon, Mint létni

18.

2
fogjuk, ez igaznak is bizonyul . Ha az A C -gima hatéa-

ra és nyitott, rdgton latjuk az okat is:

& (.) -val jelslve a OA kifelé mutaté normalisat
(a C? -sinaség miatt ez most mind differencidlgeometriai-,

mind metrikus értelemben létezik, és ugyanaz), és mint az

elébb is 1l.3-ban F—g'} = M+Q &(*2) -t (Ag, e 0A) )

0O < ? < o esetén az F} leképezés kdlcsdndsen egy-

18. Nem nehéz belatni, hogy ez az 4llitas 2 dimenzidra ek-

vivalens H, Hadwiger £21] cikkének a fétételével, mert az
osszes kiilsd prenormélis Qo -nadl nem rovidebb volta az
ottani terminolégiaval ugy formuldzhatd meg, hogy az
halmaz " ©, -unterkonvex". (A (21] gondolatmenete lényege-

gen kiilonbbzik az ittenitdl.)
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Bizonyitads., Tekintsiik A -nak egy tetszdleges L pre-
normdlisat. A 2.5. Lemma szerint az L. felirhaté L=4é’1‘[°(x(ﬂ&
alakban ( =—-00 | (—2’ = 0o ig megengedett), ahol <0< &
és ‘g( egy egységvektor Ugy iranyitva, hogy az ¥ + E“\O>&

1A
szakasz az A belsejébe, az /y,+(0, @]&. pedig R \A -

ba essék, Vizsgadljuk most a L(?(g) = A«gno‘#yf— ("3;*' 8&1 RM\A%\

fiiggvény menetét.

a) Ha (5 2 S > Q4 , akkor a kifelé mutatd pre-
normilis definiciéjat az Ag.}.[o‘ (Bj@z, szakaszra al-
kalmazva kapjuk, hogy /2,4-9‘& (= Dﬁ /\2, sy €8 inmen

Astunce (y+gk A) = disdance (y+ok 4)=cZ0o |
tehat A+ QR € TR"”\Ag4 . Ezért most a sgndist figg-
vény definiciéja szerint /ygm'o/ﬁa/i (Ag,+ gf&, IR"‘\A&) -
= — Abdance (A}+ Q &., DASQ .

De minden 4 € OA o T
dirdance (g 19k 4y ) 2 W(A}+§Q,A)—M—Ma(’}',A)=g_&
és itt egyenldség 41l ,«9’2 Mok (e oA ) ore.
Bazerint pedig ddmmee (4+ ¢ & Ay ) =g -3¢,
ilyenkor, azaz Lf(g) = -9 .

b) Ha S > ¢ >0 , akkor ugyanigy, mint az
ex6ob  Airdamce (g +e& A) = ¢ | vagyia etben az

esetben Sa > Q kovetkeztében A3+g&, é IRM\qu
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és igy L\a(g)za(dolfnﬁ\ce(ﬁnggﬁ,aAgﬂ . Megint

' e A ~et véve
dirtance (/;L Q &,42‘) > disdance (4 4) — M"C"’(W'@&”@) 28,-¢
411, A}’ = M+ g 2. mellett egyenléséggel. Ebbsl
diskance (m + gh | dAg ) = 8-S = ¢(3) .
c)'Ha 0>9 2« , akkor A}+§&e2\ ,
¢s igy Mgk ¢ RTNA, . menat most  p(g) =

= O(AAA’E/’LCL<A3,+8&, 9Ag4) .
Legyen /g' c 9A84 és 2 6[%‘, Aé,-l—gé,] N oA

(az [/‘é) e e g‘&'] szakasznak kell, hogy legyen metszés-
pontja az A hataraval, mert /\3' ¢ A , mig Aé-\-(g{&e:z\ e
Ekkor

Airhomce (A3+gg~,%') = aUMraAcz(g—i—ggv,z)—l- Aodance (A}‘,Z) 2
__>_ W&(%ﬂ-g&,gl\) + OLU)A’AJ\CQ("Q"QA) = ?4—{—&8{: g/\—-? |

ugy, hogy egyenléség van 4-3‘ = M¥g & -nal (ilyenkor
Z =M  sziikségképpen). Ez mutatja, hogy .
Aishanc (449 b g ) =ei-¢ = ¢(s) .

Az a) b) és c¢) diszkusszidk szerint a Lf(g) fligg-
vény egybeesik ¢ -9 ~-vel a 2 9 Z inter-

vallumon, azaz a WM{ (. ITRM\ qu) fiiggvény 4 meredek-

gégi az L -en, Mivel az L tetszbleges prenormalisa volt

az A -nak, ez azt jelenti, hogy A halmaz minden L. pre-
" 1

normélisa benne van az K™\ /434 valamelyik L

prenormdliséban, Azonban a 2.5. Kévetkezmény szerint ez
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I
csak ugy fordulhat eld, hogy L= L mindig. D

m
Kovetkezmény., A Lemma feltételei mellett a B= IR \AS4
halmazra A = [RM\ 884 teljesiil. Az A%,‘ parallel-

tartomdnynak is ugyanazok a prenormalisai, mint az A hal-

mn
mazéi (t.i. A§4 az R \Ay komplementere), igy az
A
Af« kiilsé prenormélisai 3,‘ ~-gyel rovidebbek az A

kiilgsdé~- , és a belsd prenormalisai 4 ~-gyel hosszabbak az

A belsd prenormadlisainil.



- 30 -

3, § A (CY-SIMA HATARU HALMAZOK ESETE

3.,1. A 2. §-ban kapott kép a tavolsagfiiggvény visel-~
kedésérdl természetes mbédon vezet a kévetkezd sejtéshez:
Ha egy (4ltalédnos tipusu) A < R™  halmaz hataranak min-
den kifelé mutatd prenormélisa legalabb Qo >0 hosszu,
akkor a U’G’C,ﬂ_,‘ aAg fliggvény egy m~A —edfoku po-

linomja g -nak a (Ol g.,) intervallumon, Mint latni

' 2
fogjuk, ez igaznak is bizonyullB'. Ha az A C -gima hatéa-

rd és nyitott, régton latjuk az okat is:

2(.) -val jelslve a OA kifelé mutaté normalisat
(a C2 ~-gimasdg miatt ez mogt mind differencidlgeometriai-,

mind metrikus értelemben létezik, és ugyanaz), és mint az

elébb is 1.3-ban Fg’é = "g,*‘ Q &(‘2») -t (/‘3» GBA) ’

0 < ] < o esetén aqz F;, leképezés kOlcsdndsen egy=-

18. Nem nehéz beldtni, hogy ez az &llitds 2 dimenzidra ek-

vivalens H, Hadwiger [21] cikkének a fétételével, mert az
osszes kiilsd prenormalis Qo =néal nem rdvidebb volta az
ottani terminolégidval ugy formulazbatd meg, hogy az
halmaz " ¢, -unterkonvex". (A (21] gondolatmenete lényege-

gen kiilonbdzik az ittenitdl.)
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értelmi megfeleltetést létesit 9A és ’9/‘\3 kozott. Az
1.3-b61 adeas o6 =vvl, Fodo =11+wk,gl. 01+ _ gl

relacié a aA 0{6 elemi feliiletdarabjdra, most is azt
adja, hogy W@MA= S]4+w431...14+wm_dglaﬁc
oA

Ugyanakkor varhaté ]+ K, ] >0 az Ssszes A -re
0<e<
( 9 gﬂ , mert az a tény, hogy Fg M € DK A} ha

Y e 9A és 0 < § < So (ez abbél kovetkezik,

hogy a feltevésiink szerint a kifelé mutatd prenormélisok
mind legaldbb g, hossziak), azt jelenti, hogy az Fg M
kOzéppontu sugaru gémb ilyenkor a felilettel csak
az Ag pontjédban érintkezik., Ez a tény pedig azt sugallja,
hogy a oA ssszes A} -beli normalgdrbiileti sugarai (a &.(.)
normélisnak megfeleld eldjellel véve) nagyobbak Q =-nal,

azaz a 0A Ssazes fogorbiileteinek negativjai kisebbek 4 _

nal, ahonnan tehat
=)+, Q). ..Ut wr, ,Dds .
ol 9A aSA< + 1, Q) + Wy Q)
A pontos bizonyitésokat egybll a szlikséges legnagyobb

&ltalénosgsdgban végezziik el:

3.2. Lemma, Legyen az A az TRM térnek egy C4-
sima feliillettel hatérolt részhalmaza, és &(.) a BA
kifelé mutaté6 normalisa., Tegylik fel, hogy Aéo € 2A -ban

a kifelé mutatdéd prenormalis S >0 -nal hosszabb, és
hogy az "j’v pontnak egy 9A -beli S kornyezete egy
olyan F: G—S leképezés szerinti képe egy [R%-A -

beli G origékérnyezetnék, amelyre F(O) = "30 és amelyre
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63 amelyre allnak az 1.3, Lemma a) ill, b)

feltételei.
Al1lités: ekkor A Osszes /vé,o —veli (4&(.) -val
A
-nal,
go

Bizonyitéds, Hasonldképpen, mint az l.5. Lemma bizonyi-

szdmitott) normdlgdrbiiletei nagyobbak —

t4sdnil, most is feltehetjiikk az &4ltalédnosséig megszoritasa
nélkiil, hogy az F leképezés Xr—> (X\ '-f»(x)) » ahol az
:ﬁ egy olyan CA -gima ‘f: [RMBA -———>R fliggvény, a-
melynek a parciidlis derivaltjai totalisan derivalhatdk a
O ~ban, és amelyre f(O) =0 , ill.gfrzw(lf(o)=o ‘é_(-)-
nak pedig vehetd megint az ‘.i grafikonjénak a felfelé mu-

taté normalisa.

Rogzitsink egy (€,0) iranyt (anor <€R™ " ¢s
lell =A ), és tekintsiik a OA  feliilet & szerinti
(e,0)  irényd normlgdrbiiletének W°  értékét a (0,0)= 4,
pontban, Bevezetve a cf()) = 1?()\(2) fliggvényt, az 1,3~

beli (5) alapjan egyszeriien

0 € = ~¢'(0)

irhaté. Az { fliggvény viselkedésére az a tény szab korla-
toz6 feltételt, hogy JA -nak az Mo ~beli kifelé mutatd pre-

normalisa So ~-nal hosszabb, Figyelembe véve, hogy most
’&/("3'0) - &<(O|O)) = (0,4) , ez azt jelenti, hogy vala-
~A
mely Q. > S, ~-ra a (Olg,,)QIRm xR pont a D}-\ "go

Dirichlet-cellaba tartozik, és igy az S felilet, azaz az

:? fliggvény grafikonjénak minden pontja legalabb S ta-
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volsigra van a (0, S,) =t8l. Ez a szitudcié geometriai-
lag ugy fejezhetd ki, hogy a (0\ gﬂ kdzéppontu Q4 8u-
gari gdmbje R™ "« R -nek az _f grafikonja felett he-
lyezkedik el, Igy a O € TRM'_A g, sugaru kérnyezetében

minden X pontra

& 0D S g - (g L)

)

vagyis
80 ¢ Sg - (gr- )" (Lo <<
mivel a giad f folytonos és grad f (0) =0 |

(-¢,< XA <g,) . Hasonlé 4talakitést elvégezhetink a

1 ,
\*J(A) = €4~ ( ?,‘2 - Xl) /2 fuggvenyen is, hiszen

w(o) = y'(0) =0 . Igy (8) a

A ) 2
(9 fi(ml;ﬂjo\ﬂ d5 20 (g, <h<g)
0

formadban irhaté. >\ ~ 0 mellett (9)-ben az integran-

dus egyenletegen tart tf"(o)— LV“(O) -hoz., Ebbdl
m ] A
4 (0) < Y (0) = "g“ kovetkezik, vagyis (7)
4
szerint Kez——/—l—>-—-ﬂ— D
54 Se .
Korollarium, A 2.4, Megjegyzésnél vett A halmaznak N
WA,
\\"»}.
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a <010) -ban nem létezik a kifelé mutaté normalisa met-
rikus értelemben, mert az ellenkezd esetben volna olyan

S >0 , amelynél hosszabb a aA (OIO) -beli kife-

1é mutatd prenormilisa, igy pedig (8) szerint valamely kor-
32 /2
nyezetében a 0O -nak |X41 < SO ( 3‘1—)(42)
kellene, hogy 4lljon, ami lehetetlen.
(48
3.3. Ezutdn tegyik fel végig a 3. §~ban, hogy az A<R
korlatos nyitott halmaz, és a hatdra el64ll véges sok olyan

m-4 ”m
F4 Poey F; kS8lcsbnosen egyértelmii cH -gima R —9”3
leképezés képtartomanyangk unidjaként, melyekre

a) el 20  ( R™" egyetien pontjaban semsi=1,...)

b) X€ ’R”M -Te F.le(x) -gzel jelolve az E(X) € {RM'
m

pont /M -edik koofdiné.téjét, a E_L ( 4=1,. Y
9><3'
és 4’“;} =4,.. N ) fiiggvények korlatosak és

(elsd rendii) Lipschitz feltételt teljesitenek,
J61 ismert rutinbizonyitidssal belathaté, hogy a), b)
és a JA korlatossaga ekvivalens pl. azzal, hogy a oA
olyan #~-4 dimenziés kompakt C1 -alsokasiga az IR”L tér-

nek, amelynek az A ~b6l kifelé mutatd differencidlgomet-

riai &: 0A—>{eeR™:IxI= Y normé11isa Lipschitz felté-
telt teljesit,
Tekintsiik ekkor a Tg : DA‘—"’IRM'
,y'p—e A}_;. S &(%) (-oo <9<0°)
és az F*v‘g:TSDF’L (i=4,...,v il —0< ¢ < oo)

leképezéseket. Rogzitett ¢ esetén a b) feltevés azt je-
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lenti, hogy az F:'\S b F;’)S’ mind Lipschitz leképezé-
-4
sek fR ~-b61l me -be, Ismeretes, hogy &ltala-

14 mn
ban is egy !R - )R Lipschitz leképezés komponensfiigg-

2
vényei (ezek R — R fliggvények) ]R'Q' -ben majdnem min-
deniitt ( Wef, szerint m.m.,) totdlisan derivélhatékl9‘.

Ebb6l a ténybdl és az 1l.3. Lemmdbdl az kovetkezik, hogy
~A
gﬂcF& az IRM majdnem minden helyén léte-
S
. ['R”L"' .
zik, és m.m, X € ~re értelmes és igaz a
(10) 3% ;'3()0 = [4+K4(F&X)'g] .. .[’H- K,,\_A<Ex)§]3ﬂ/<,ﬁ %

(A=4,...,%)
egyenléség, ahol K,,(A}) y ,Krm_,,(/g,) a 0A feliilet &()

szerinti fégorbiileteinek értékei (pl. nagysdg szerinti sor-
rendben elrendezve.

Megjegyezzliik a kovetkezd szamoléasokhoz, hogy a )=
= [:44—%4(.)3] "'[4+Km-4(-)§] fiiggvények ( 9 réogzitett) a oA

felett wﬁw -mérhetd, Ugyanis Mi= aA N WR. ]
_ -1
¢, =F,

(10%) 3

" }&:—:}MF;:g jeloléssel (10)szerint
A .

]

M 3.0, (A=4,...,v) .

19.
Rademacher tétele, 1d. [15] 3.1.6 (216. old.)
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Itt pedig a }4‘, ° 43,‘-, fliggvény nem-eltiind és foly-

tonos, tovabba egy (tetszdleges) B Borel részhalmazira az

R*nex (3% A Crg (8) =F (3 ®aF M)

egy /\J‘D’Q,,\_A -mérhetd halmaz Lipschitz képe, tehat
Am‘em_,‘ -mérhetd, J __HM fugg-

vény szintén vo’e/,L_A ~mérhetd az AgeaA pontnél,
A tovébbiakban az (1+K,Q) ... (At Wpy 3> flgg~

vény helyett (formélisan) _a'a/cT; -t irunk roviden, Célunk
annak a szemléletes ténynek a szigoru igazolésa lesz most,

hogy rogzitett 3 € (—oo,oo) ~re

D wol, 34, = [l T, (T, %ﬂ Fae Tylpdoly) =
QANT(IA)

feltéve, hogy a mwﬁiTg (.) fliggvény a aAg halmaz fe-

lett '\J'Efe,m_,‘ -majdnem mindeniitt véges ( ds  szokasosan

a OA elemi feliiletdarabjanak s mfen_,‘ -mértéke).

Ehelyett kényelmesebb a ndla a4ltalanosabb

(11°) S/U‘o(o’ = S (-1- ) _Jng (4&)460})

P A? A nT"'( QAS)
formula bizonyitédsa, shol 4 : 3/\8 —> [R olyan korlatos
Borel fiiggvény (tetszdleges), amely minden olyan 269/\3 pont=
ban eltunik, shol MHTSCE): e%e) (o\dl pedig a DAS elemi

20. Egy tetszlleges d) leképezésre a Mq)("?,) szimbdélum

azon §€O{ﬁm¢ helyek szémdt jeldli, amelyekre (1)(%):’72,
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feliiletdarabjdnak a 4rtf€,¢_4 -mértéke).

Ehhez induljunk ki a [15] -beli 3.2.3-as tételbdl (243,
old.), amely specidlisan egy FA;\,; leképezésre és

. ]-RM.—A , . ,
MLt ——afR korlatos Borel-fiiggvényre alkalmazva ad-

Ja, hogy

(12) SAL MF olmre S Z AL 000’*"76 (43,).
[R’*\r IR”XF X Aé, "
| (A=4,....V) .

Helyettesitsik (12)-be az
O ha F—,{'(?X ¢ aAg

(13) «,;(X) = O ha E x = F, i*4 valamelyik 4 -nél kisebb
} indexre

»U“(F«',‘gx) egyébként N
(A=4,...V

figgvényeket (itt a 4 a (11’) ~ben szerepld fliggvényre;
minden 4 indexre ugyanaz).

Kapjuk (10) segitségével, hogy

@) §4:00FeT; () e Edont,,09= § ( 2 (1) )ol ot
R™" aA X F x =4 &
¢=m{} Fx=F x}

Itt a bal oldalt Ugy irhatjuk 4t oA £516tti integ-
rallé, hogy ujra alkalmazzuk [15:] 3.2.3~at, de most az F:.
leképezésre és az AL (x)-}u,c—rg (FLX) fliggvényre:

§ a0 Fae Ty () Fme 0 olont, 0= § 2 anz00-Fae Ty U)o, ()=
R™ R™ x: FX»/}
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= K M&( F«’.M’\é,) }q,c—rg ('\g) O‘WQM—/\(Q) = S U (5’_4%)}&47} ("3,)0‘ Uo’e,%_4(‘é,>
R™ {A&elk"‘:u@(l?;"%Heo}

Ugyanis az utoébbi kifejezésben (13) szerint
- -4
(o malFg) #0) © Loy B ((By) 0 2A

és 4 a legkisebbike azon 9, indexeknek, melyekre
A, € TamgR Faf} < dA . Ezért Si -vel jelsive®l: a
TAMNGL Fft \ U<WF; : } < 'i'} halmazokat (,{,:4‘...,)’) !

F.=T,°F miatt (14) mint

S 'U*(Tj, y) Fac Tg (Aé)ofmfﬁn_,'(g,) =
(1a2) SinTe™(3A)

= f »U‘(Aé,)-uvrv(/Cxe R~ FA(gX=‘§ e E‘,Xes‘i}o{weh—/\(y')

JA
$
irhaté fel. Tekintve, hogy az E leképezések 1-1 leképezések,

ca X : EIS,X="3, & Fixe S,
= casol {2 e S, : T§-5_=4}}. Ezt a tényt kihasznalva, ha

(14?)-t az 4 indexekre 6sszegezzik (emlékezve arra, hogy az
Sy Sy halmazok diszjunkt egyesitése OA ), a
végeredmény

v(Tg A}) gw:Tg (g)d«r‘fem_,‘ (‘g) =

An Ty "(2A,) :
= S U(Aé)ca/m(.{?. edA :ng--A}}o‘ Vﬁf—n_,,(‘;}) .
BAg

Innen (11’) azonnal jon, csak a 4~ helyébe a V/Wbu—rg

fiiggvényt kell tenni (hiszen card {2 €dAp: T= =M.F= mudh Tg<g>)

21, Az 4 most (algd) index az S{ szimb6élumban, nem pedig

paralleltartomany-sugér.
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22,
3.4, Ennél azonban lényegesen tdbbet is mondhatunk,

hiszen eddig még nem haszniltuk ki azt a fontos tényt, hogy
prenormialisok majdnem-diszjunktak (ld. 2.5. Kévetkezmény).
Pedig ennek a tulajdonsignak lényeges kapcsolata van a (11)
ill. (11?) formulékkal, mert emiatt az %eBAg pontokra

nyilvan S >0 esetén

(16) mndt Ty (4) = az % -t tartalmazé A -bél kifelé muta-

t6 prenormalisok szémaea'.

A (16) megédllapitas viszont joél megfoghatdé a kovetkezd
gondolatmenettel:
m =
Legyen B az KR NA  olyan véges «m‘e,,,,b -mértékii
részhalmaza, amelynek minden pontjat JA -nak csak véges

sok A -b6l kifelé mutatd prenormalisa érinti. Ekkor [15]
3.2.11 (248, old.) és [15] 3.2.3% (271. old.) szerint

an el B = %ou—wem_A<gn9A?)olg :
0

Bevezetve a

24,

Vs = 4@\3/\3 (g>0)

22, 3.3 kozvetlen folytatdsa., Emlékeztetiink, hogy az Osszes

ottani feltevés és jeldlés érvényes az egész 3.§-on ke~
resztiil,

25. Ez természetesen igaz akdrmilyen A—ra, nemcsak a most
tekintett fajtara.

2l /]g a B halmaz karakterisztikus fliggvényének egyik tra-
diciondlis jeldlése. (Azaz 13(4) =1 ha ‘AjeB és
O egyébként,)
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és a W: (O,oo)xaA—é[R
0 4fa Tg«?{ciaAg

(18) w(g,y)= A

fliggvényeket, (11’) segitségével (17) irhatéd mint

ool B = § § arg(Ty ) w(gup) Tnc T, dsly)dg =
0 JA

(17*)
= g4B(Tg49)w(<g,%)-?m_l}(%)ol6(/\4)013 .

0 2A
Tekintve, hogy 4ltaldban is egy kompakt metrikus ter-

r61 vald folytonos leképezés multiplicitasfiiggvénye mindig
Borel—mérhet625‘, és igy W is egy (O,OO)X oA—>R fligg-
vény, alkalmazhaté (17?)-re Fubini tétele, ahonnan

arm wvl, B=§ ((§ 4Ty )10(g,4) Fue T, (4)ol g )doly)
A O

|
25. T.i. ha. X ill, X kompakt metrikus terek és
4); X— X' folytonos, akkor az
| \ .. .
Em,a = {Xl eX : 3 Xt 1 Xmm V&,} dAA/lrama(X&'X}) Z€
és d)(X;\) = X'} halmazok zartak, és

XeX': mdh &N >F ) = 94 E-’u&wrfm%
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Rogzitett A e oA pont mellett vizsgédljuk meg
a amr (. ‘Aé,) fliggvény menetét. Vegylik észre, hogy ha
f(4) -nal jelsljik a OA felilet Ay, -nél vett A -bé1
kifelé mutatd prenormdlisénak a hosszat (csak egyetlen pre-
normalis megy A} -on keresztil, mert a 9A CA ~-gima),

akkor

A Aa O<g<e\,(g.>

/
/MMJ&TS (Tg 4})

0 ha g>A(y)

Ugyanis a) a 0<3g <‘9\(»3) esetben a Tg (A}\) pont az

(s )  aw(g,m)= ha g=R(y)

L = A}+[O'&(A})] kiilsd prenormalisban van, de annak nem
végpontja, igy egyrészt 8t csak az L tartalmazhatja a pre-

normalisok ko&zlil, masrészt [ < DA'AJ' miatt W(—Q%\A)z
=g , azaz Tg‘} € aAg . Innen (16) adja, hogy most

(g ony) =4,
b) Q= Q»(%) -ra is még TSAQ,G L y 1igy most

is  [¢4 edAy |, ahommen v definici6jabél jon

(g ay) = (et Ty (T, )"
c) Q> B\J(AA,) -ra Tg/\é,¢ L_ y ezért TgAgé DK r

De igy 2.2. b) szerint a Tgkj, pont kdzelebb van A -
nak valamelyik pontjdhoz, mint e ~hoz. Ezért M(Tg%|A)<

< M(EA}M&):? , azaz ekkor Tg'} d;BA? . Vagyis
megint a W definiciéjabél adédik w(g,a) =0 |

(18 ) alapjan (17") az egyszeriibb
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R (y)

(1722) 'U'Uﬁmg =33:ASO- 4g<Tg‘\3r)}ng (’\3/30(30‘5@‘3')

forméba megy 4t. De maga MMB ugy is felfoghaté, mint

po =
az 45 fliiggvény integralja R™NA felett. Ebb6l
véges szuperpozicidéval addédik, hogy a

alny)

a9 § @duot, = § § (T ) 3acT, (y) dgdaly)
R™Z 2A ©

m’ A .o
egyenléség minden olyan (p: R*\A—R egyszeri (vagy

lépcsds) fliggvényre igaz, amelyre

(20) Lf(%)= 0 valashanyszor ca/ml. <Lprenormélisa A -nak .2 QL} =00

A Beppo Levi tétel szerint igy (19) fenndll egyben min~
M Y P4
den, a (20) tulajdonsiggal rendelkez§, R™\NA -on ér-
telmezett «)o‘e,n -integralhaté filiggvényre.

3.5, Mivel 7€ [RM'\;Z\- -ra Cam':t{]__prenormélisa A -

nak:zel } = card quip 2 , a 2,1, Tétel miatt a

(20) feltevés elhagyhaté az e€l8z8 eredménybdl.

Valéban. Legyen S = {Zenzm\A—: c,ovf‘ﬂt'r\/r;z =°°} )

S ={z e R™A: card pigz >4),, U ={T&@’;L e dA)

A definicidkbdél rogton kovetkezik, hogy
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(21) SC‘-éCU .

Ezutan vegyiink egy tetszéleges Aro’&m - integralhaté
- [RM\K —> [R fliggvényt, és legyen Lf/l =p- 43 i1l1.
W, - 4”24\\@-05) . Mivel @W=@,+¢, , és mivel

) -re teljesiil (20), elég belatni, hogy

Aly)
@) § § ¢, (Ton) Fac T ()dgdaly) =0,
dA ©

. =0 . _
hiszen /VD’C,”S kovetkeztében S({q o{mieh =
:,g ¢ O{U'Uem =0 . (22) persze mar vilagos (21)-bé1, °

S

mert egy tetszbleges A4 € A pontnal 0 <8< K'(AQ')
esetén az 'u halmaz definicidéja szerint Tg/\é, e U , és igy

ilyenkor L]D,] (Té "3/) =0 .

3.6. Végezetiil tsszefoglaljuk egyetlen tételben (amit
a dolgozatbeli pozicidéja folytdn FE Lemmanak fogunk hivni)
a 3. S§S-ban taladltakat. A kdnnyebb megjegyezhetdség kedvéért

elbézetesen még néhany megjegyzést tesziink.,

Nevezziink egy C4 -gima leképezést C4+ ~gimanak,
ha a komponenseinek parcidlis derivaltjai korlétos Lipschitz

4 + 7 . L3 *
figgvények., Mivel CA -gima leképezések kompozicidja is

-+ m .
C4 ~gima, értelmezhetdk az }R tér CM -al-

sokasigai. Konnyi latni, hogy ha az A C[RM olyan kor-
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latos nyitott halmaz vagy annak komplementere, amelynek ha-

tara az P”L egy m—A  dimenziés C4+ -alsokasaga (mond-
juk ezt C™ _gima feliiletnek), akkor OA  el4llitha-

t6 olyan E“ ,Fy C4+ ~gima IRM_A—ﬁ dA leképezé~
sek képhalmazainak unidjaként, amelyek kielégitik a 3.3~
beli a) és b) feltételeket, vagyis speciilisan egy ilyen
A halmazra igazak a 3.3 - 3.5-ben mondottak, Masrészt a
3.3 - 3.5 gondolatmeneteit egy ilyen A komplementerére is
elvégezhetjiik, kifelé mutaté prenormélisok helyett befelé
mutatékkal. (Mindezt csak azért nem tettilk meg el8bb, hogy
elkeriiljik a felesleges jeloléseket és esetdiszkusszidkat.
A 3., § megirhaté jéval rovidebben, de csak az olvashatésig
rovésara,.) Igy egy (19)-cel ‘analég formulat nyeriink:

a(y) .
a9%) (pdvit, = § § () Fac T Qdgdsly) Vyel'@)
o oA o .

A
(itt a T’S leképezéaseket a kifelé mutatd normélissal

vettik - innen a negativ eldjel - nem a befelé mutatédval
az egységesség kedvéért). Es mivel egy C'H--sima valédi
alsokasdg mindig O térfogata, ~vl, dA=0 411, Ezért
pedig (19) és (19’) 6sszefoglalhatd az aldbbi kozds alak-

ba:

F6 lLemma. Legyen A az rRm tér egy kompakt cH.-
gima feliillettel hatadrolt részhalmaza., Jeldlje ekkor &()
a A -nak az A -bél kifelé mutatéd normélisat, Tg
pedig a A -n értelmezett M > A+ g&(%) leképezést,
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Legyen tovabba ‘e\,_‘_(/\g) ill, ‘ek_('\j) az A}eaA pont~
b6l kiinduléd kiilsd ill, belsd prenormé&lisnak a hossza. Ek=-

‘kor &llithatjuk, hogy

a) OA -nak a %(-) normalis szerint vett Voyp- o i Wogn
fégorbuletei mrﬁ,,H ~-majdnem minden Aj,(eaA\) pontban
léteznek és
_ 4 < w. ( )é_——i-—- (A=q,. .., m—1) 26,

2.0y T YT ) ,

b) Minden ¢: K —>R Mﬁﬁhfxintegrélhaté fiiggvényre

§ p(z)dart, (2) =
(19" K" 4w , :
=§ g C(("ar'!"&,‘(%)-g)[/]—kk,‘('\g)'g]---B+KM_4(‘3,)'3]afgo{4m€L_S‘g,
()

dA -h_
411, (19") a konvencionalisnak mondhaté differencidlgeomet-

riai jelolésmdéddal roviden az

A
(pobr=§ § @MU+, 9) - (4K, , g dgds
A -4
forméban is felirhatd.

Megjegyzés. A F6 Lemménal egy kicsit er&sebb eredmény
foglaltatik a (11°’) formulaban (ugyanis (11?)-b81l vezettiik
le a F6 Lemmat, mig az csak majdnem minden S -ra implikéal-
ja (11')-t), amelyet azonban technikailag kellemetlen kezel-
ni. Kiemeljiik azonban (11’)-nek a kdvetkezd jol hasznilhaté

gpecidlis esetét:

Atvéve a F6 Lemmabeli jelSléseket és feltételeket, ha
a y olyan érték, hogy a aAg felilet minden egyes

pontjan az A -nak pontosan egy prenormalisa halad keresztiil,

26e14. a 3.2. Lemméban.
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akkor a aAg 4.)‘6’6

.y -mérhetd F részhalmazaira

AI’O’EM_A F = 5& 1 (y + £y)- (M1, (4)-9) - .. (e, ) Q) “'68«-4(3):

= {1+ k() 9) o (i, () Q) d st (g
(}eQA 2'g,+g'é(g) eF}
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4, § A STEINER-HADWIGER TETEL

4,1, Latszblag a F6 Lemma csak igen specidlis esetekre
terjed ki, hiszen az érvényességi kore alig megy tul a (:Z—
sima hataru A halmazokon, 8 nagyon formdlisan gondolkodva
azt is mondhatnéd az ember, hogy még egy kockdra sem alkal=-
mazhaté. Hogy mégis itt van a kulcs a legdltalédnosabb hely-
zethez is, mutatja, hogy segitségével egyenesen, minden szo-
kédsos approximdcids eljarids nélkiil bebizonyithaté Steiner
tételének a nem-konvex halmazokra Hadwiger &4ltal talalt (1d,

[21]) véltozata: s

m
Tétel, Ha az A<=R korldtos hataru halmaz, és mind-
egyik kiils6é prenormalisa legaldbb g°>o hosszusigu,

akkor az :e(g) = M%(Ag\ﬁ) fliggvény egy M =-edfoku po-

linom a (01 ‘30) intervallum felett, vagy ami ugyanaz,

az - "?‘(?)2 Arb‘e,w_,1 SAS fiiggvény egy MN~1 -edfoku

polinom a (O, %) -on.

Bizonyitas., Az egyszeriibb hivatkozas kedvéért a tétel
kimond4sdban szerepld A i11. S helyett haszndljunk B -t
i1l, § -t. Rogzitsink egy 0< §,< Qo szémot, és A -val

jeloljuk a bizonyitas soran a 834 paralleltartomanyt. A 2.6,
Lemma szerint most (mivel a B kiilss prenormalisai hosszab-

bak Q, =-nél)

(23) az A -nak minden belsd prenormélisa legalébb Q4 €8

minden kiilsd prenormdlisa legalébb S~ 94 hosszu
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¢s (24) B =(Bg4)§_gﬂ = A i 0<T< g, .

§-34
Jéval érdekesebb az az észrevétel, hogy szintén mivel

a B kiiles prenormélisai hosszabbak 94 -nél,

(25) JA  az R™ egy n—-4 dimenziéds C/H-alsokaséga.

Hogy ne szakitsuk meg a gondolatmenetet, (25)-6t ddn-
t6 fontossagéndl fogva kiilon tételként bizonyitjuk a kovet-
kezd pontban. (25)-bdl ugyanis mar gyorsan adddik a tétel,
hiszen igy alkalmazhaté A -ra a F6 Lemma a = 1 gf\E

fiiggvénnyel (ahol a § védltozd tetszdlegesen rogzitett a
(O,?,,) intervallumon), A F6 Lemma jeldléseit hasznilva,

(23) annyit jelent, hogy
(26) (43,) 2 g, és &JAJ,) 2 Qo= ], VA}eaA
(24) pedig nem mas, mint

(27) 4B§\§(Tg%)=4 (3} Aa yeoA e 0<5<3

("‘34 S‘?«)

(26) és (27)-bél pedig azt kapjuk, hogy
4, ( B§\§) ="§m4gf\§ davl, =

?‘24

= (a9 - - (M &) Q) o g)old(g,) ha 0<5<3, ,
oA - —
ami mutg;tja, hogy a Uvem(%\g) fiiggvény § ~-ben M -

edfoku polinom g (O, ?o) -on,
Az pedig, hogy a ’U"?'« Bf fiiggvény egy n—1 -

edfoku polinom a (O,g.,) -on, onnan koévetkezik, hogy

§ e (0, So) -ra (26) szerint {AQ,QBA Aj,+(§ -—3,,)'&03) €
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€ 3% } = aA , é8 igy a 3.7. Megjegyzést alkalmazva

vl 2B = ot A gfg (145 - g )], .. [+ (8-5) k(i) ).

4,2, Most bebizonyitjuk (25)~6t, vagyis a kdvetkezd
tételt:

Tétel, Ha az AC[RM olyan, hogy mindegyik kiilsd pre-
normdlisa legalabb o >0 nosszu, S pedig o -nal ki-
sebb pozitiv szam, akkor a aAg4 halmaz az IRM' tér egy

n—1 dimenziés C4+ -alsokasaga.

Bizonyitis, Az -4 dimenziés alsokasagok definicidja
szerint azt kell kimutatnunk, hogy taldlhatdé minden Aé,e 3/3\34

m
pontnak olyan ,R =beli nyitott G kornyezete, amelyre vala-
milyen C/H--sima nem-eltiind gradiensii ’.f: G—IR fligg~
vénnyel Gnaqu ={x: {(X) =O} .
Most kénnyu a helyzet, mert mint az egyszerii példédk a-
lapjén varhaté, a (G direkt lehet a SA% O0sszes pontjai-

ra pl. a
G={xeR™: 5—2‘—< O(Wa(xlA)<§:%—%- B

halmaz, 1? pedig az
20 = disdonce (.| A) =3,

fliggvény., Mivel a 2.1. Kovetkezmény szerint mindegyik
X € G pontban
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27,
x
o g 409 =700

csak annyit kell még bebizonyitanunk, hogy (5 felett a (28)
jobb oldalan 4116 kifejezés Lipschitz feltételt teljesit.
Ezt két lépésben tesgsziik meg: E1l6szor kiilon lemmaban bebi-

zonyitjuk (1d. 4.3.), hogy

(29) ha egy B<=R™ halmaz kiiles prenormalisai legaldbb
2 € hosszuak, akkor 9Bc -on a B, -bél kifelé

€ £
mutaté normdlis Lipschitz feltételt teljesit, és a

4 -

Lipschitz-~-konstansa =

Utana ebbdl a specidlis esetbdl derivdljuk az A4ltala-

- 4 Qo 91 4
nosat a kovetkezb8képpen: Legyen 8=’W‘M’L{‘Q_il 9 }I/P es ‘1/

pedig a G két kiilonbdzé pontja. Feltehetjik, hogy az A -
hoz a 1 pont fekszik kdzelebb. Jeldlje S az A -té1 valé
tavolsaguk kiilonbségét, és legyen 1 a EC[“'F"}- %] sza-

27+ Most a MA'X halmaz sziikségképpen egyelemii, mert

Aj' € /PA*A.X -~re a Dirichlet-celldk definicidja

szerint X € DA‘ A4, és most amiatt, hogy O<
< MM&(X,})<MW(X.A)< 14 a Dﬁ% lényeges

belsejében fekszik, ami 2.2. ¢) alapjén kizarja, hogy
mas pont is lehet /F*KX -ben,
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kasznak gz a pontja, amelyik é— tavolsagban van a Y t61.
Most Q= MM(”P'A) -t véve, természetesen g =
= O(,V,&am,cq,(/r‘A), 86t B=Ag__s' -ra (megjegyezziik, hogy
az £ -t Ugy definidltuk, hogy «g>€ lehessen csak) szin-
tén M/‘\M(’F.g) = o‘(UJ'w\u,(’?',g) s €8 ez a kOzos ta-
volséguk B -t81 éppen € ., De az is latszik (v.5. pl.
2,64), hogy a B halmaz [ -bdl kifelé mutatéd prenorméli-
gail mind legalabb le hossgﬁak, hiszen (UWjra az € defi-
niciéja szerint) eteE<Q . Vagyis (29)-et alkalmazva
kapjuk, hogy

(29°) Wo(f('p)— Z/m_o(:f'('r)ﬂ < %—H»P—-rll
Ugyanakkor (28) alapjan ?T‘a,o(.ﬁ(q/) =?,fuo(f(’r), igy

(29" N grad £(p) ~ grad £(q )] < —g—ll’?-—d‘u

Ez J-‘-O -nal maga a bizonyitand6é., Tehat feltehet-
jlik, hogy §>0 . Két eset van: a) ha ||/|o—ff'”< 24 ¢s
b) ha -+l >224. .

a)-nl 2.6-ot (¢, helyett ¢ -val) az A ill, ﬂ?"‘\A3

halmazra alkalmazva azt kapjuk, hogy a qv pont rajta van agz
IRM\Ag -nak az 1" ponton keresztiilhaladdé prenormaliséan,
Mivel g € n?/h'\A‘3 és 1+ € a(IR%\Ag) = aAS , ez azt
jelenti, hogy a q, benne van az Ag paralleltartomanynak

az 1t -b8l kiindulé (egyediili) kiilsé prenormélisan, azaz, hogy

G0 4 €D .
\
Bs minthogy g:oﬁMuMu,(’f‘A) zabAWCe(’Y",A), (30)=bél azt

kapjuk, hogy
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(31) J= Mma(c\,‘/r) < Jimtance (%’P) .

Most (29") és (31) felhasznilésaval

| grad £0p) - grad £ Zhe-ol 2

I - B =
b)-nél a haromszdg-egyenldtlenséget alkalmazva (29")-
b6l
Jgrnd £p)-grad £(q)l sl 44 a
ool = lp-rl-llp-ql &A4--S__ "¢
P-%Y -l
Tehat az f fliggvény a G tartomanyon —%“ = M"'O\X{% | gj__ 34}

konstansu Lipschitz fliggvény. D

4,3, Ezennel bebizonyitjuk a 4.2, Tételhez szlikséges,
de onmagaban is érdekes (29) 4llitast. Azaz '
M
Lemma., Ha AC[R olyan, hogy az oOsszes kiilsé prenor-

malisai legalabb 2€(>0) hossziak, akkor az 4 € oA,

pontbeli A_ -bél kifelé mutaté normalist R.(4) -nal je-
151ve28, & K: JA,—>R™ 1cképezés teljesiti a

[ #0y)-£(2)) € Thy-z]  YazedA,

Lipschitz feltételt.

Bizonyitds, Az altalédnossig megszoritédsa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy E£=1 (hiszen a lemma &4llitadsa ekvivalens
azzal, hogy a 9A€ -;L -gzorosra nagyitottjan a ’ﬁ(.) nor-

malis ~2- -870r0848 -é- konstansi Lipschitz leképezés),

28‘Létezését és egyértelmiségét 2.6, implikalja,
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Mivel tehat feltettilk, hogy az A Xiilsé prenormalisai
legalabb 2 hossztak, 2.6. kovetkeztében a 9A94=9(IRM\ A 4)
feliilet pontjainak egyértelmi a vetiilete az A ill. ﬂZ"‘\/-\Z

halmazokra, ezért értelmesek a{’p& = 10"';5 a;i11. {GW'} = /P/’;R"‘\Aai'
' 2

(=42 ¢ a,,a,69A;) definicisk. S8t 2.6-b6l az
is latszik, hogy a p,, x; és. cll,@ pontok egy egyenesen
fekszenek egymastol 1 tavolsagban, Ugy hogy kodzepiitt az o
talalhaté (4 =4,2) , és hogy

Leivgid < Do #i

(4’:412)
ill., hogy [a“q“;] < DA' Q,

Ezért ha &'4‘, = ov,;,—-qi(r—‘ a«‘,"'F.L) -t irunk ( 4 =4,2
mellett), akkor nyilvan

fqi—aul
2 = diskunca (a,~&(oy) 2y +£ (@) = olivknce (p,y ) <

S dukance (’PM‘M) = dirdance (ay—flay), Az~ k(a,)) 2
7 = W(CLZ— &(%),az+£(a,?_)>= O(AWCQ, (/}Ollqlz,) <
< olwbnnce (10,“%) = obisdance (ot~ &la,) | a +&(ay) .

Igy a lemma allitésdhoz elég belatni, hogy altaldban
is a
”‘&m_&z“
flo— o, |l
(32)
na &l =l%,[ =1, a,+a, e~ ), )22

Mo, - %,) —(a,+&) 22 (%y 2y, oy 2y €R™)
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varidcids problémidban a supremum értéke 1 y, Vvagy anndl ki-

sebb, Az &,— &, kifejezés helyébe X -~et irva oldjuk meg
elészdr (32)-nek a kovetkezd részproblémiajat:

%, %,  rogzitett, (1&l=l&,M=1), Ix-%&,-%&,1>2,
(32°)

- x-h,-%0 22 x| —> min -
Egyszerii kompaktsidgi érv mutatja, hogy (32°)-nek mindig van
megoldasa X -re (azaz van értelme u\£ helyett mun—~ot irni).
De (32?) még tovabb egyszeriisithetd &,,-f—kz =C =t véve az
Ixtcl 22 (ahol c adott, lcl 22 )
(32" Xl —> muin

alakig. K -val jelolve az IRM' origd kozéppontu nyitott egy
séggdmbjét, a (32") feltételi része azt jelenti, hogy X -nek
a ZK+c és a ZK-IC gombok unidéjanak komplementerében kell
lennie., Az ilyen X -ek koziil pedig nyilvén a két gomb haté-
rédnak a metszetében (azaz a (Z-QK'*C)A(ZBK'C)={2:u2icll=2}
halmazban) taldlhatdék vannak a legkdzelebb az origdhoz.
Minthogy egy X € (23K+c)n(239K~¢c) pont a C -vel é8 az ori-
gbéval egy olyan derékszbgi hdromszbget alkot, melynek &tfo-
gbéja az [x,c] szakasz, ilyenkor Ix| =\/2%- lc|* .
Tehat ha ¢ -vel jeldljiik a (327)-ben rogzitett &, és &,
egységvektorok altal bezart szdget, akkor (32")-ben flcll =
= H&4 + &z" =2-0«73%P-, és igy a (32") megoldésa a minimum ér-

tékére Z-M%_E . Természetesen ugyanez a megoldasa (32?)-

nek is, és innen (32)-vel kapcsolatban azt mondhatjuk, hogy
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sufp H"%a-& 2 Ll = 4 J=45 o #a,; la,-t,—(a,+%& Dl 272,
¢
la,-%, = (a,+ &) 2 Z} o«ﬁﬂleﬁ 1

hiszen ha 4(&4,&2)=L[> , akkor ”'&.4“&2”_ MYL-L{—D

4.4, A Steinei-Hadwiger tételnek ez a bizonyitésa

igen valésziniivé teszi azt a sejtést, hogy igaz a kovetkezd:

Lokalis Steiner Pétel, Ha az A az R™ tér egy nem=ii=-
res tetszbleges részhalmaza, B pedig az IR””\,Z\ -nek egy
olyan U‘D‘Cm ~-mérhetd részhalmaza, amely eléallithatd A ~nak
(alkalmas) legaladbb ¢, >0 hosszisigu kiilsé prenormali-
saibdél egyesitéssel, akkor a vve%(gf\ Ag) fliggvény a

[Q’ ‘So] intervallumon egy 7 -edfoki polinom,

Olyan A halmazra, amelynek a hatara korlatos és az
ogszes kifelé mutatdé prenormalisai legaldbb o hossziak,
a Lok&lis Steiner Tétel vildgos, hiszen a 4.1, gondolatme-

nete szerint ilyenkor pl.

(3 ot (BaA)=§ 5<4+m3> 3. A )3 Sl aret,_ (1)
BndAg 0 ’

(0<g9<g) |
ahol 34 egy tetszllegesen rogzitett hely a (O,SJ.,) inter-
K 3A34 ( CM™ -gima) fe-

liillet fégorbiiletei (az Ag -b61l kifelé mutatd normilissal

A

vallumon, Wk, ,...; %, _4 a
gzamolva).,

Vizsgadljuk meg elészdr (33) kdvetkezményeit. Ehhez
technikailag konnyebb visszatérni a F6 Lemménak az ( A he-

lyett) Ag4 -re alkalmazott
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g, =

(33") "f‘” '
= gy +& ()Y (4t a)5) . (141 (w)-g) d g dlo'ly)

Mg, ~H ()
g Y e L"(R™)

]
alakjahoz, ahol értelemszeriien &('\A.') a 3A5,4 (CM-
sima) feliilet Ag,, -b81 kifelé mutatd normélisa

) |
Aﬁ' (e aAgd) -nél, K,+ (Aé,) ill. ‘a,_(ﬂj') az AS4 -
bdl ki~ ill. befelé mutatd prenormédlisok hossza ugyanitt,

k"l' (. ) I k":\.—n ( .) aAg4 -nek a ‘Q'(.) szerinti £6-

gorbiiletei, d&. pedig a JAg elemi feliiletdarabja-

nak a fU'fCM,,A -mértéke. Célunk az, hogy (33’)-t egy Qo=

t61 és 94 -t61 filiggetlen alakban fejezziikk ki, hogy igy a
F6 Lemmabelivel analég alakot kapjunk. Ez minden tovabbi

nélkiil megtehetd akkor, hogyha az %’%Aj’—&,’(gf)'g" leké~-
pezés kolcsdnisen egyértelmi 3/‘\34 éa JA  kbdz5tt.

Ilyenkor csak egy S)': S = $4 helyettesitést kell végrehaj-
tanunk, s maris elérkeziink a Fé Lemménak egy (eg&eléire elég
kis hatéskori) kiterjesztéséhez., T.I. a F6 Lemmabeli jelo-
léseket hasznalva az A halmaz kiilsd ill. belsd prenorméali-
sainak a hosszéra, a dA  -nak az elemi felszindarabjara
és az A -bdél kifelé mutaté normélisara, most a 2.6, Kovet-

kezmény szerint a OJA  -beli A = Aj’- % ("3')'?4 -gyel
definidlt helyen A (y)=A, (4)+3, A ()= 4 (y)-¢,

ﬁ.(*})= &'(%') s €8 véglil az 1.3. Lemma alapjén
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doly) = (-1, ()9 (A=K, (4).¢)do'(y)  811. Ezért
formélisan29‘ ugy definidlva a KQ(-),-‘-lﬂéh,}-) fligg-

vényeket A -n, hogy

w; () (4=4,.. ., m=4)
4—"64,;("3')'84

(34)  Ki(y) =

legyen, (33’)-bdl pontosan a P8 Lemméban levd (19") formu-
14t kapjuk vissza (ha a 9‘:-@—-34 helyettesitést elvégez-
zliik, és az iménti azonossdgokat kihasznadlva a ’-~tlen meny-
nyiségekkel helyettesitjiik a ’'-sbket), csakhogy az ered-
mény immdr a F6 Lemmabelinél egy fokkal altalanosabb tipu-

si A halmazokra is érvényes.

4,5, A legutdébbi gondolatmenetbdl kiolvashatéd, hogy
egyrészt hogyan jarhatunk el az a4ltalanos esetben az ered-
mények célszeri megformulézédsa szempontjabdl, masrészt pe-
dig, hogy létezik a FO Lemmanak egy olyan kiterjesztett a-
lakja, amely ekvivalens a Lokalis Steiner Tétellel., Egyeld-
re azonban csak egy gyengébb valtozatot mutatunk be, amely
mindazonédltal a dolgozat Fétételéhez kiinduldsul szolgéal,

és ennek kapcsédn 4j jeloléseket ill. fogalmakat vezetiink be,

29. Meg lehet mutatni, hogy Kk,, . . Ku-4 valéban a oA

fégdrbiiletei (  aoh -majdnem mindeniitt) differen-

Mn-4

cidlgeometriailag, de a dolgozat tovabbi menete szempont-

jabél ez a tény érdektelen.
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Definicié., Jelsljiikk a tovabbiakban dA -val(P#A<R™)

azoknak az (%,&) paroknak az Osszeségét, amelyekre léte-
zik olyan nem ponttéd fajulé L prenormalisa az A halmaz-
nak, hogy Oé} =] noA , €8 £ az | =~lel parhuzamos két
egységvektor kozil az, amelyik az "j* pontnal a JA -nak egy
A -bél kifelé mutatd normélisa vagy egy A -ba befelé muta-
t6 normédlisénak a negativja. (A definiciét az a tény moti-
valja, hogy ha az Y -ban van a JA -nak mind kifelé mind
befelé mutaté normadlisa, akkor a 2.5, Lemma szerint eszek
egyértelmien meg vannak hatdrozva, és egymasnak ellentett-
jei.) A dA = R™xR™ alakzatot az A iranyitott hataranak,
és ezzel Osszhangban a J,A = {/\}eaA - A -nak az 4 -t tar-
talmazdé prenormilisa = <"2}} ~val értelmezett halmazt pe-

dig az A natéra nem-iranyithaté részének fogjuk nevezni,
A
(Aj,&) e dA -ra jelentse ‘K,+ (%,ﬂ) az A -nak az

A4 -bél a . irényban kiindulé kiilsé, f»A_(Ag,,&) pedig a

-4 irdnyban kiindulé belsd prenormalisdnak a hosszat, és

legyen L_A (4}'&) az Aé,+{—ﬁf‘_(g,€,> I R’i (Ag,&)] szakasz,

2.5. alapjan vilagos, hogy az A prenormélisainak a

A .
halmaza nem mas, mint L (dA)uaoA .

Tétel, Ha az A< R™ korladtos hataru nem-iires hal-
maz minden kiilsd prenormalisa legalabb Fo >0 hosszu,

akkor létezik olyan M mérték a dA  felett (azaz egy dA-
beli részhalmazokbdl 4116 6 -algebran) és léteznek olyan
a,}- : olA — R (}= O; T :”'”"4) M -mérheté fiiggvények,

amelyekre
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2 y) o md .
(35) §L€°’*"f€ = § S ¢(y+gk) Z“}(Ag‘&)-g}dgdﬂ(%,&)
dA —RA(4,8) 4=0
Ve e L'(R™)
m-4
és minden rogzitett (/‘g, £)edA _raa Z Ay (4},&) g
/}:

A
polinom csak valdés gyokokkel rendelkezik, és a (—‘K (/g ﬁ,)

A
’K+(A3,@_)> intervallumon mindig pozitiv értékeket vesz

f£ol.
Bizonyitéds. Lényegében szintén egyszeri helyettesités:
Fizéljunk egy tetszéleges ¢ € (0,Q) gzamot. Mivel az

A kiilsé prenormélisai mind hosszabbak 94 -nél a feltevés

gzerint, egyrészt A =¢ | vagyis az A barmely prenor-
A

malisa e€l64ll most valamelyik (43',&) e dA parral L. (Ag.&)

alakban, és igy a prenormdlisok definicidja szerint {Aj,-{—?,’&:

. (/‘3,&) €0’A} = 3A5,4, mésrészt a 8A34 egyik pontjén sem

halad 4t az A -nak egynél tobb prenormalisa. Ezért ha most

T ~vel jeloljik azt a transzformaciét, amely az (%,&) ea{A

A
paroshoz mindig az [._ (Ag,&) prenormalisnak a JA fe-
lillettel vald metszéspontjat rendeli, akkor a | 4-41 leké-
pezés lesz dA  és 9/\94 k6z6tt. Tekintve, hogy (33?)

most is igaz (megint haszndljuk az ottani jeldléseket!), a

T 3A34 és O{A koz0tti k6lcsdnbsen egyértelmii volta

alapjén rogtdén tudunk mondani egy megolddst a M mértékre

és az Ao Ry, flggvényekre:
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Mivel a 2.6, Kovetkezmény szerint, 4}' =T(%,£) -t
veve, B\(m)to = AL (48) 111, &l (y)—g, = A2 (4 2)
és &'“2,) =& ] M =-nek vehetd a 6‘°T mértékEO'

dA -n, az 0‘—3; fliggvények (%,&,)(GD{A) -nal felvett
értékéiil pedig véalaszthatd g': 9~ %4 mellett az

(41, ()0 - (A gy () (= [ 410, (T (42N (g - 0] - -
e KL_A(T(AQ».&))'(Qﬂgﬁ]) polinom § -edik egyiitthato-

m—4 m~4

ja. Azaz || (4+ g\-K,:LoT) = ZOLQ;'?} A definiciébél azon-
A=4 j.=0

m—4 }

nal latszik, hogy Z OL}'(AJ,,&,)- g} polinomok teljesi-
0

tik a gyokeik elhelyezkedésére kiszabott feltételeket. D

: A
Korollarium, Ha 0 < ¢, < "*"-f ’E\q. , akkor a tétel-

ben M -nek valaszthatd az a mérték, amelyre

S cdA pontosan akkor M -mérhetd, ha az

<"3' + 94‘& : (’j.&) eSke 3A34 alakzat arot, -mérhetd,

M4

,30' A transzformdlt mérték 4ltalénos definicibjat 1d. pl.

[27] -ben. A jelen specidlis esetben egy O < dA  halmaz

definicidé szerint pontosan akkor ol -mérhetd, ha a
T(S) képe &' -mérhetd (azaz /\nr(«h_,t -mérhetd),
és ilyenkor 601(S) = ' (T(S)) .
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és egy ilyen M -mérhetd S halmazra
N(S) =M—6€4\¢—A <%+94&:(%'&)€S>.
Ekkor az Ay fliggvényeknek megfelel a kovetkezd va-

lasztés:

a,=4, ¢ F=4...m-4 . (yh)edA mellett

' 1, (M +348)
( ,'g,) = Z ] {
a’} 4 Je{4,...,m~1} E—; 4—?"“('*'(‘}_*-?" &)

casd J=4
ahol a k,4(. I |L°}~L—4(') figgvények a C"™ _gima aAh

feliillet fégorbiletei (az A, -bdl kifelé mutatéd norma-

$a
lis szerint)
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5. § ALTALANOSITOTT IRANYITOTT FELULETEK

5.1. Természetesen (35)-ben a M mérték és az
Rpp-r- 1 Py fliggvények nincsenek egyértelmiien megha-
tarozva, hiszen pl. egy tetszdleges pozitiv M -mérhetd =f
fliggvényt véve hasznilhatjuk cf/u helyett az :?0‘/‘4 31.

o
mértéket és az o figgvények helyett pedig az —f

,=0,...,m-1) fiiggvényeket. De latszik ezzel szemben, hogy
¥ I 1 ugg

az a?o/,u (3‘,:0,~~,M~4) eléjelezett mértékek mar csak
egyféleképpen valaszthatdk ugy, hogy (35) teljesiiljén. Ve~
gyik észre, hogy a Vj = @ dm eléjelezett mértékek

kiszédmitdsdhez nem szlikséges az A halmaz tokéletes ismere-
te, elegendd ismerni dA -t. Ezért technikai okokbdél cél-

szerii a V. mértékeket az A halmaztél teljesen fiiggetle-

¥
niil defini4lni a dA -hoz hasonlé strukturdju R™xR” -

beli halmazokon.

Definicidé. Legyen az S e R™xR™ egy olyan ('y,,‘gv)

alaku rendezett parokbdél 4116 halmaz, amelynél ll=1 min-

dig. Azt fogjuk mondani, hogy az S egy irédnyitott felilet,

31. Altalaban is, ha M egy mérték és :f egy M -mérhets
fliggvény, akkor az fol/ﬂ szimbélum azt az eldjelezett
Y mértéket jelenti, melyre definicid szerint a Yy -

mérhetd halmazok azonosak a M -mérhetdkkel, és min- -

aig v(E) = §Hfdu.
3
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ha minden (Aj”&) ) parra taldlhaté olyan € >0 , hogy
(A;}';‘&') eS és 0 Sg<E esetén mindig

diskance (4, m+9%) 2 (= clirbance (4, 4+ ¢)) Az R™ -beli

{y:(y4,2)eS) alakzatot az S tartéjanak fogjuk
nevezni, és /)wmos -nek fogjuk irmi,

Tipikus példa irdnyitott feliiletre egy tetszdleges
nem-iires hatara A <R™ halmaz esetén az {(Ag,‘&)t%ea/-\ &l=1

és az A} pontbdél a £ irdnyban kiindul az A -nak egy nem-
elfajuléd kilsd prenormé.lisa} alakzat. Ez utdébbit a tovab-
biakban mindig | O{+A -val fogjuk jeldlni, A dA - annak
ellenére, hogy a neve sugallja - nem iranyitott feliilet

minden esetben ebben az értelemben, (Példa: A = R™N\ {0Y )
De az is latszik, hogy két irdnyitott feliilet segitségével
a kovetkezOképpen el6allithatdé: Jeloljiik a tovabbiakban

d"A —va1a dT(R™NA) irédnyitott feliiletet. Ekkor
nyilvan dA = dTAu{(y,-&): (4 R)ed AT .

Az a,}-of/u eldjelezett mértékek analogonjait két 1lé-~
pésben definidljuk:
a) Nevezzilik egyszeriinek az olyan S iranyitott felile-

tet, amelyre taldlhatd olyan Qo > 0 , hogy

(4, %) (4 &) €S és 0<9¢ <9, esetén mindig

W(@—i—g&,%’) > S
az {Aé-{-g&: O<g< So és (A},Q) e S alakzat «m‘ﬂm-

mérhetd,

minden S'C-S -Tre a \/S.(g)=;—;€%<,\j+'t&:0<'t<g
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i
& (Aj\%-)e S} -vel értelmezett’> fliggvény a [Orﬁo]
intervallumon egy M -edfokd polinom (véges értékiil). Az

alkalmas Qo értékek gupremumat jeloljilk a tovabbiakban

So (S) -sel.
Mieldtt tovabbhaladnénk, figyeljiik meg, hogy (az el8b~

bi jeldléseket haszndlva)

(1) ha 0<¢<3(S) | axkor (y8)eS' -
Mam(%Jrgﬁ wuppS)=gy 18y {y+th: 0<T<g @
(4, 8)eS'y ={y+Th: 0<T<3(S) & (48)eS}n KW’F‘T’S M‘ﬁos)]
(i1) 0<¢< 9. (S) -re a (i) tulajdonssg miatt
V5(5) = v, {y+th . 0<t<g o (ykled T
(i11) 0 £V, (0 Vg (O)=

Legyenek ezutan Vo(s (S) a VS)Eo,g,,(S)]

polinom egylitthatéi, tehat azok a szémok, amelyekre

m-A .
\/S(g> = Z \A)j(s)'g} ha 0< ¢< 90<5) . (Itt ter-
{=0

mészetesen az S egy egyszeri iranyitott felililet, ¢,>0
pedig egy olyan szam, amellyel teljesiilnek a definicidbeli
kikotések S -re.) (iii)-bsl tudjuk, hogy Y, =0 mindig.

b) Vildgos, hogy az egyszerii iranyitott feliiletek és a
rajtuk definialt Q, [ ?’n halmazfiiggvények rendelkeznek
az alabbi tulajdonsigokkal:

32, Altalaban is, ha M egy mérték, akkor ﬂ -sal a M al-
tal generalt kiilsé mértéket jeloljiik,
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(iv) Ha 54 és Sz egyszeri iranyitott feliiletek,
A
akkor S,nS, és S,,\S2 is azok, és v}(S,,\ S,) =
A A .
:Vj-(SA)—V}(SAnSZ) (}=O;"-IM’)
(v) Ha 5,25, ... egyszerii irdnyitott feliiletek-
nek egy monoton csdkkend sorozata, akkor a kozOs résgzik is
A ~S . A
egyszeri irédnyitott feliilet, és Va(ﬂ&v) = '&MVQ, <SL)
) i=4 A—>00
(3’::0, . e IM/)

(Ugyanis (ii) miatt a [0,‘30(54)] -en VS —> Vﬁs
A i
i=4
pontonként, De N -edfoki polinomok egy intervallumon ponton-

kénti konvergens sorozaténak az egyiitthatéi is konvergélnak

a limeszpolinom megfeleld egyiitthatéihoz.)

(vi) Ha S“Sz\-.- paronként diszjunkt egyszerii i-

ranyitott felliletek és So = U S¢ is egy egyszeri ira-

A=

nyitott feliilet, akkor a j,zO, A indexek mindegyiké-

Qo

re abszolut konvergens a \A/}(S,L) sor, és az Osszege
A A=q
V/}(So) . (Bizonyitas: A (_O, 90(3.,)] -on most is
o0

z \/S _9’\/5 az (ii) tulajdonsag kévetkeztében., Igy a

i=1 o

\/S' ) polinomok egyiitthatéira Z {\)4(54) =
L) [0) 8(Se)] A=4
A
=§‘,4 (S) - ; Vm(S&)z‘{\/%(So)éll feltételes konvergencid-

val. Csakhogy ugyanez az eredmény adddik az 4 indexek akar-

milyen 4trendezése mellett, igy valdban abszolut konvergen-

sek is a Z {\/3} (S,() sorok,)

A=A
Ezutan nevezzilk YV -mérhetdének azokat a részhalmazait
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‘az R™xR™ térnek, amelyek elééllithaték megszamlalha-
téan sok paronként diszjunkt egyszeri irdnyitott feliulet
uniéjaként. Ezt az elnevezést az motivélja, hogy (iv) és

(v) kovetkeztében az imént definidlt VY -mérhetd halmazok
alkotjak egyben az egyszerii irdnyitott feliiletek &ltal ge-
neralt © -gyiiriit (a bizonyitas egyszerii, 1d. pl. (27]1-ben).
Az olyan V -mérhetéd M <R™xR™ -eket pedig, amelyeket a-

karhogyan bontunk fel S,‘,SQ\ egyszerli iranyitott fe-

liletek paronként diszjunkt egyesitésére, mindig Z] (S )‘< o©
A=A

lesz az Osgzes }=D, -~y M indexekre, VvV -szummdlhatéknak

fogjuk mondani.

A (vi) tulajdonsag garantédlja, hogy
(vii) az egyszerii iranyitott feliiletek V ~szummilhaw
£ 6k,

(viii) ha az M V -szummélhaté, akkor barmely két

{Si 4 L} {S' wn=4,2,- }egyszerii irédnyitott felii-

letekre vald particidjara ZV (S ) = ZV (S }:O, R S
A=q m=4

(T.i. most (iv) szerint { S;n S,:n T Am =42 .. } is parti-

cibdja az Al -nak egyszerli iranyitott felliletekre, és igy

(vi)-t hasznélva Z (S)—Z ( ZV (S OS ))

A=A A=A m=4
=2, 9;(8:a8)) = (Zws 0 Sn)) = Zv
Ayrm= A =4 A=p rogzrtet'? 96{01 ,'n}mellett )

Természetesen, az Otéof/u (}=O:'--1M‘4) eléjelzett

mértékek analogonjai nem a \’)3- halmazfiiggvények, hanem a
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polinomok derivaltjainak az egyiitthatéi .

\/S lEOI go(5>]
Ezek azonban nem masok nyilvéan, mint az 4345);2f255)\“'1”V{%KS)

halmazfiiggvények, ha egyszeri iranyitott feliiletekrdl van
8z6. Ezért kézenfekvd, hogy hogyan definidljuk az egyszeri

irdnyitott feliileteken kiviil is az cxéd/a-k helyébe lépte-
tendd eldjelezett mértékeket:

Definicidé. Legyen az ‘U egy VY =-szummdlhaté halmaz

( Wynxﬁx‘-ben), és vegylk az‘il -nak egy tetszlleges egysze-
ri irdnyitott feliiletekre vald '<S4ﬁ32r" } particidjat.
Jeldlje ekkor \4(44),~--.\¢V4(14) rendre a

\),}(U) = (}_‘-4)0}44(54) (}=O,...,m——4)

gzémokat, (A definicié &nellentmondasmentessége (viii)-on

alapszik,)

5.2. A V; halmazfiiggvényeket mértékelméleti szempont-
b6l a koévetkezdképpen jellemeszhetjiks:

Lemma, a) Egy egyszeri iranyitott feliilet minden VYV -

mérhetd részhalmaza egyszeri iranyitott feliilet,

és ha az U <=R™xR™ egy tetszbleges VY -szummdlhatd

halmgz, akkor

b) az U -ban levd egyszerii irdnyitott feliiletek &ltal
generdlt ¢ -algebra pontosan az U vy ~-mérhetd részhalma-

zaibol 4ll,

' »
¢) U<l pontosan akkor VY ~gzummédlhaté, ha VY -mér-
hetd,

\Y; halmazfiiggvények az U v -mér-
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het8 részhalmazainak a 6 -algebraja felett (azaz a
Vo}'u oo lV,,\.,‘\,u halmazfiiggvények) korlatos varidciéjé eld-
jelezett mértékek,

Bizonyitas, a) Trivialis,
b) Mivel (iv) és (v) miatt a Yy -mérhetd halmazok pon-

tosan az egyszerii iranyitott feliiletek altal generalt 6 -
algebrat alkotjak (mint mar emlitettilk), és mert az U de-
finicié szerint V -mérhetd,

¢) Tegyiik fel, hogy az A < halmaz vy -mérhetd. Igy
b) kovetkeztében VY -mérhetd az UNA' palmaz is. Ha most

] ]
az {54 \52 P } egy egyszeru iranyitott felilletekre vald
I
particiéja U -nek, {S,“S,U... }  pedig az UNAY'  -nek,
akkor az {S,15¢, - }U{S4I,S{,---} egy egyszeri irényitott fe-

liletekre valé particiédja az U -nak., Tehat az U V -gzum-
malhatésdga folytéan Z |<’3' (S:)l < Z ]Q’}(Sé)) +
A=4 A=A

D)
A=A

d) A V4 l,u halmazfiiggvények 6 -additivitdsa ¢)

(8] < (G=0,.. m) .

ismeretében (vi) és a definicidjuk kévetkeztében mar viligos.
Ez pedig a (28] 1.3.2. Lemmdja szerint (35. old,) maga utéan

vonja, hogy korlatos variacidjuak is, D

5.3. Erdekesebb a Vj halmazfiiggvények vizsgélata geo-
metriai szempontbdl.

Jelslés: Ha S <R™xR™ egy iranyitott felilet,
legyen B(Slg) ={A3,+"C‘ 2 O<’C_<§ P (’3-.&) eS } !
B*(S;g) ={ny+thk: 0st5g o (y,4)eS) &

F(S,g) = {Aj,+9&: (%,&)GS} .
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Lemma, Tegyuk fel, hogy A<= R™ .
a) €>0  egetén az{(%,ﬁ)eoﬁA :/&10},&)28} halmaz zart.

b) Ha az A minden kiilsé prenormélisa legaldbb o >0

hosszu, abban az esetben S cdtA pontosan akkor Borel (az

R™xR™ topolégidjaban), hogyha tetszdleges O<g¢g< S =~ra
a B(S,g) alakzat Borel-mérheté ( [R™ topolégidjaban), ami
pedig azzal is ekvivalens, hogy tetszdleges O0< 9<% mel-

lett az F(Sg) (céAg) feliiletdarab Borel-mérhets.

Bizonyitéds. a) Legyen (%4,&,.3| (A(Aﬂ_,&z)l S (";}l%») o

egy olyan sorozat d*A -ban, hogy &i(%,‘;,&i) > (>0) .53‘
Természetesen, mivel mindegyik 4 -re A edA &g ”&%ﬂ =1

My € JA  és M‘&” =4 . Véve egy O S—g <€  gzamot és
egy tetszlleges Ag'eA pontot, /‘3{*‘9 &&- € DK YL (a kiil-:
86 prenormalis definiciéjaboél), és ezért MW(%L-t-g&,{,,%L)Z
z g = W(%-Fg&.%) az Gsszes 1=4,7,... _re,

Innen 4—>oco -re UUAW(%+3&,%')_>.3 = olirdance (*31+<§&;'})
adodik, azaz 4+9k €Dy 4 . Mivel ¢ -t barhol felve-
hettik a (0] -on, ez azt jelenti, hogy az 4 +Lo,e1&
gzakasz benne van az LA(AQ,,Q)\AO kiilsd prenormialisi-

ban A -nak. Vagyis definicié szerint (4,&)e of*4 és

(4 8) 2 €, .
+ *
b) Ha az S zart, akkor B (S,go) is zart, mert egy

3'?‘Az R™ R™ gzeparabilitédsa miatt nem szlikséges alta-
lénositott sorozatot hasznalni (v.d. [19] 18. old.) a
tovabbiakban sem.
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g*(S ,90) -beli /‘}4—\-'1:,,‘54 ,/57_+’l‘2€2,- X “9"9+’C'4,sorozatra
]%&n;% s 0=, < Qo miatt az <";4|"gz,--~ } soro-

zat is korldtos, ezért pedig létezik olyan *L4< 1, <

indexsorozat, melyre valamilyen g’, £ € R*™ ¢s Te L 0, So]

I A ,
mellett ‘j&}”""jr' ) ’&L}”‘"’ & | 'C,Cj%’t' g%w)_AZ S zdrtasdga
folytan (4, £)eS , ami O <tT'< ¢  -lal mutatja,
hogy /}’+’C"‘é,’ e B(s* 90) . Azonban nyilvan 1\4,'+'C'£,I=A}+T‘Q

(hiszen A +T;Ri—>4+TL volt).

Tetszdleges O<g =g, -ra B(Se)= B*(S)n(Ag\/_\') ’

tehét ilyenkor a B(Spg) Borel halmaz, ha az S zart. De

O<g£?° egsetén 54,8'2'...C0{+A B<GS&!§)=

AL=4
= gg(&' 3)  B(S\S,,9)=B(5,g)\BEgteljesiil mindig, mi-
vel a kiilsé prenormalisai A -nak legaldbb ¢, hosszuak. E-

zért azoknak az O < d¥A irdnyitott feliileteknek a halma-
za, melyekre minden Q€ (O,g‘,] -n4l = B(S,g) alakzat

Borel halmaz, egy olyan 6 =-gylirii, amely a d*A ceszes zart
részhalmazait tartalmazza, vagyis a d*/A bsszes Borel rész-

halmazaira a B(S‘g) Borel-mérhets, ha 0O <¢ < o -

Vegyiik észre, hogy (a prenormalisok és a S>° széam de-

finicidéja szerint) 0<¢ < ¢,  -ra F(5'§)= B(S‘g,)n BA?
két Borel halmaz metszete mindig.
Visszafelé: Legyen ge(O, go) tetgzdlegesen rogzitett,

és (F: Of+A —> SAQ az a leképezés, amely az (A},ﬁ) part az
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Aj-;-?& pontba kiildi. Most a prenormélisok pAronként
majdnem diszjunkt volta miatt a (b A-4 leképezés, és
SedtA -ra H(S)= F(S,g) , 8azaz o= CP—{(F(S,gY) min~
dig. Mivel a 4) folytonos, ez azt jelenti, hogy ha F(S,g)
Borel-mérhetd, akkor az S is Borel halmaz szlikségképpen.
Végiil, ha 0<g¢< ¢, és a B(S,g) Borel halmaz, ak-
kor O< ?'<9 -t véve F(S.g')=8(5,g)n3Ag szintén Borel-

mérhets, shonnan az S Borel halmaz most is, D

Tétel, Ha az A<R™ egy olyan korlétos hataru hal-
maz, amelyiknek az &sszes kiilsé prenormdlisai legaldbb §.>0
hosszuak, akkor a d¥A egy egyszeri iranyitott felilet,
dA= dtA és (barmely) 0<g9,<¢, ~at véve, a 4.5. Korolla~

riumban megkonstrualt of,q mértékkel és ap ... Xpn-, fligg-
) .

vényekkel a V3 =V| 0 (4=0,. .., m-1) eldjelezett mér-

tékekre

azaz a Vj halmazfiliggvények abszolut folytonosak egy kozos
mértékre vonatkozéan dA -felett. Mivel a d*A vV —gzummal-

haté, az @0, -, 24, fliggvények M -integralhaték is.
Bizonyitis. oA =o*A a 2.5. Lemma direkt kdvetkez-

ménye.

Vegylik észre mindenek eldtt, hogy most ScdA -ra

—

u® =l F(Se) , V()= vof, B(S,.) irhateé, és
hogy & JA,  minden részhalmaza eléall [ (S ¢,) alak-

ban alkalmas ScdA -val (mivel az (Aj,g,) — ‘j»‘*‘%é
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leképezés kdlcsdndsen egyértelmii dA  és aA?4 k6z6tt).
Ha S a dA egy olyan részhalmaza, melyre B<S,3’o>

alakzat Wam -mérhets (tehat pl. ha az S c dA egy Borel

halmaz K %K™ -ben) és O<¢ < 9o s akkor (35)-bdl

eb: ( "3‘1&) A\.‘A

wol, B(S9) = § Ts (5 +TR) ) 00y ol ol £) -
=0

dA -£A(u.8)

A

S m-
=3 § Y ast4.8)v¥de dulyb) = Swe Fs)de
S o 40

mert a 5.0, Megjegyzést A helyett A34 -re alkalmazva,

wol,  F(S,T) = S4F(S‘t)(ﬂg+('c—g4)&)[4+ ) (T-g)

8A34
Mtk () -9 0] d vl (y) =
A _
= S 41?(5,@) (A2,+ (T-gn4) Z ay (Aa«,,&)'t?of/q (A},&) =
dA 4=0
mA m-4
=) 2 Fagdn = ) (Sagdu)?
S 4=0 =0 3
34,
(0<T <)

3% ,
1, (L))o Koo, (-) @ OA¢ kifelé mutaté normalisival szami-

tott fégorbiiletei, mint a 4.5, Korollariumban,
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Ahhoz, hogy a dA egy egyszerii irdnyitott feliilet, csak
annyit kell még belatni, hogy S'ColA esetén /U—o{,h B(S/, g)

fliggvény egy 7 -—edfoki polinom a (0, 90) intervallumon,
Ehhez pedig elegendd megmutatni, hogy az elébbi S' -hoz ta-
ldlhatdé olyan SDS' Borel részhalmaza a dA -nak, hogy

AJ’D{M_B(S',S.,)=*U'D’€%B(S,§O) , mert ekkor O<§<go -
ra is QmB(S'. g)= RlB(S', ?o)nAg = MMB(S,go)nA=

S
= AME*LB(S, ?) = S'V"‘fe,h__,, F(SIT)dT és itt a 4_)"0’6 p F(S 'C')
0 ’ * ’

a T valtozénak egy m—-1 -—edfoku polinomja a (O,go) -on,

mint lattuk.
S' -hdz az S ~et a kovetkezbképpen komstrudljuk meg:

Legyenek S,, 1S olyan Borel halmazok dA ~-ban, amelyre

S,L - Sx &8 U‘D‘EMB(S.{,lgo)S%.*-M{M” B(S'l‘ ?> S.'l gc—rd

S”DS’} (A=1,2,-..) y €8 vegyik S -nek az S=ﬂ S{ irg-

iz
nyitott feliiletet. T.i. ekkor véve egy olyan B Borel rész-
1
halmazét K™ -nek, amelyre B(S‘3>°>:> b= B(S :‘§o) és

- 35. 5
ool B(S)e) = 4o, B ) ol B = oo, BadAidr
0

35 Ilyen B létezését az garantalja, hogy a B(S',g) algk=
zat benne foglaltatik OA korlatossiga miatt korlatos

@A)?o DA SO\A = B(O{A\ §o> -ban, vagyis '\ro‘em B(S'[ 9) < oo,

mésrészt, hogy a Hausdorff mértékek (kiviilrél) Borel
regularisak (v.s., [22]).
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¢s itt BadAc = B(S,9)ndA¢ =F(S,t) (0<T<yg,) . Ha
azonban egy T, € (O, go) -ra '\)—o’ﬁm_,1 Bn aA»to < W(),,,\,_AF(S"CO)

valna, akkor tekintve azt az SOC o‘A -t, melyre Bn&A'ro =

= F(S,,©,) » femall Se=S |, és igy a m@m_AF(S,,,.)

fliggvény a (O, ?o) intervallumon egy olyan M-/ -edfoku

polinom, amely egyrészt nem nagyobb a m:‘em,,‘ F( S‘ .)

polinomnal, masrészt egy helyen ( T, -ndl) az értéke haté-
rozottan kisebb az utdébbi értékénél, ahonnan O ~t61 S, =ig
integrdlva azt kapjuk, hogy 4@, B(So, ¢,) < U’U€MB<S,80> |

ami pedig ellentmond az S definiciéjanak.

Vagyis a dA  egy egyszeri irédnyitott feliilet,

Ezutan megmutatjuk, hogy a M -mérhetésége egy
iranyitott feliiletnek implikilja a YV -mérhetéségét:

Legyen az S, <dA M -mérheté, Tehdt most az F(S,,,g,,)

felliletdarabja Bqu -nek U‘B’e,m_,, -mérhetd. Igy a Hausdorff
mértékek Borel regularitdsa folytan léteznek olyan S, és Sz

irdnyitott feliletek dA -n beliil, hogy F(So,§,) =F(S,,¢)<
< F(S?_,?,‘) és .Wem_AF(So,g,,): 'U‘Ue%_AF-(S‘q|?4)=VD’€A-\__4F-(SQ,g4).

Most 4=0,2 -re O<T<§p, -nal mindig az F (S5¢,T)

Borel halmaz és
m~4

,(,gﬁm_"F(SA;.’c) =SS 3';) ©? ajof/u =F(§ )[/H- ko) (T=0n] . ..
A < 1§
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LA+ w () (T -gn] d el ()

Mivel itt az integralasi tartoményok csak 0 -mértékii halmaz-

ban kiilonboznek, minden T E€ (0 .?o) -ra UUCM_A F( So ,’t) =
= """64‘,—4 F<S7. |'C> , koOvetkezésképpen U‘KEM B(S, |?o)
= /u—zre,,L B(SUgO) , ami a kdzbezaras miatt mutatja, hogy

a B(s, .go) halmaz is Afv{,h-mérhetﬁ. Ez pedig

annyit jelent, hogy az S,, egyszeri iranyitott feliilet, te-
hat VY -mérhetd.

A (36) reladcid bizonyitidsa mostmadr nagyon konnyii, hi-
szen a mérhetéségi problémidk elhirultak.
Legyen Sc dA YV -mérhetd. Most az S egy egyszeri-

irdnyitott feliilet is persze (v.8. 5.2. a) ), és

”m s
9,(S) = Vs (g) = wlu B(Si9) = Souv@m_dF(S,'c) e
}':O
» (0<g¢<yg) -
m~A4 .
Ezt differencialva, 2 (4+1)3,, (S)¢* = 5 v;(S) ¥ =
30 o
M4
= ol F SZ??QDI/M (0<g<3.)
S }’0

5.4, Az el6z6 tétellel elértiik kozvetett célunkat: a
V,} halmazfiiggvények elegendben &ltaldnosak ahhoz, hogy a
legbonyolultabb szerkezeti A <R™ esetén is at tudjak
venni azt a szerepet, amelyet a F6 Lemmaban C'"™ _sima

mellett a szorzatgdrbliletek jatszottak, hiszen (36) alapjan
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mar kimondhatdé a 4.5, Tétel a V}- halmazfiiggvények segitsé-

gével:
4,5° Tétel, Ha az A=R™ kompakt hataru és aoA =¢
. A

és M&q_ >0 56‘, akkor az A irédnyitott hatara egy-

beeaik of+A -val, amely pedig most egyszeru iranyitott fe-
n
lilet, és minden 4wl -integralhaté «¢:R™—>K  fiigg-

vényre
' m-1 g“:(‘étg') :
50 § ool =20 8 § plyrgh)o¥dodvi(y,8).[]
R™ 4=0 dA R ACRY)

De nem kevésbé fontos az 5.3, Tétel mértékelméleti ko-
vetkezménye az ellenkezd iranybdl:

Vilagos, hogy minden S irdnyitott feliilet bedgyazha-
té valamilyen d*A alaka iranyitott feliiletbe (pl. mindig
vehets A =/wmos , mert ilyenkor S <= oA ), Be fog-
juk latni a késébbiekben, hogy a d*A  alakzat akdrmilyen

A (CPM) esetén Osszerakhatbé megszamlalhatdan sok pAron-

ként diszjunkt olyan S,,,S,L,... egyszeri iranyitott felli-

letb8l, amelyek mindegyikéhez taldlhaté A, « R™  (az 4
. A _
itt index) ugy, hogy Mv.e’zqf >0, QDA&*/) és SA; CO“AL

(4=4,2,.. D) legyen. Ezért ha az U (= [R"‘XPM) egy

36¢ A 2,5, Lemmab6l létezik, hogy 8 A =0¢ rfeltétel az

. A
"""-E -9\,+_ >0 tulajdonséiggal egyiitt ekvivalens azzal,
hogy valamilyen ¢,>0 -ra az A(<[R™) minden kiilsé

prenormalisa legalabb Qo hosszu.
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,L‘""l)i\.—Au

Yy —-gzummidlhatdé irdnyitott feliilet, akkor a Vo

eléjelezett mértékek mindig abszolut folytonosak egy kozds

YU feletti M mértékre vonatkozdan., Azaz (36)-tal analég

médon
ey ly = g dH (G=0r-imm)
irhaté, ahol az Ro; -- - A4, fiiggvények az Al -n vannak ér-

telmezve, V -mérhetbek és rendelkeznek a kdvetkezd "kevert"
pozitivitdsi tulajdonsiggal: minden rogzitett (gq&) pérra
létezik olyan £ >0 (az (gqé) -t61 fiiggben), hogy

m—4 X
(37) Zoﬁj(g,&)'y} 20 ha 0 <= f |
g::O

mA .
tovabba a ;E:‘xj(ﬁléj'?j’ polinom gyékei mind valésak, te-

70
hét léteznek olyan Wopoo  Komey, € R (o,4) szamok,

hogy
Ao .
Z Q}(*},g)-f} = Ocs(g,é)-gs('wlcsﬂ-f)--.(/1+ Ky s )
(38) 370
fa a.s(g,é,);éo e }<S-¢e ai(g,£)=o.
Bar itt k... K4y, mar nem jétszanak azonos szere-
pet a fégorbliiletekkel, még mindig lehet definidlni a szorzat-
gorbililetek analogonjait a V -szummdlhaté iradnyitott feliile-
tekre:

C? -gima (differencidlgeometriai értelemben) iranyithaté

F<R™ feliilet esetén Mvemﬁﬂ -mérhetd =F nel-
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lett, &(.) -val jelolve az F egyik (folytonos) norméli-
sat, az {(%IQ(A;P) - AaceE } irédnyitott feliilet Vi mértéke
nem més, mint az F -nek a & szerinti fégorblileteibdl alko-
tott j, tényezbs szorzatok Osszegének a AIVCn—4 mérték sze-
rinti integralja az E -n, Ezért egy 4ltalédnos V -szummadlha-

16 S irédnyitott feliilet esetén is a \3]8 eléjelezett

mértéket az S j,-edik szorzatgorblileti mértékének nevezhet-

jik. (Maga a j} -edik szorzatgbrbiilet egy s w@nﬂjwﬂos

mértékre vonatozd disztribucidszerii konstrukcidénak felelne
meg. Ez a téma a dolgozat céljaitdl tavol esé szempontokbdl
figyelemremélté, itt azonban a koncentridltsig megbrzése érde-~

kében nem tudunk rd kitérni,)

5.5. Természetesen egy &ltaldnos tipusu A<R™ nal-
mazra a (35’) formula nem teljesiilhet, hiszen az egyrészt
legfeljebb csak a nem-elfajuld prenormdlisok altal lefedett
térrészre lehet igaz, masrészt a V; halmazfiliggvények sze-
rinti integraléds az egyes j, indexekre altaldban kiildn-kiilon
nem viheté véghez. Sejthetd azonban, hogy a (35) tovabbra is
fenn fog 4llni pl. az A kiilsé prenormélisai 4ltal lefedett
térrészen, vagy ami ezzel ekvivalens, az A komplementerén,
Megmutatjuk, hogy ez az utdébbi emlitett eset mar visszavezet-

hetd a 4.5?Tételre,

Lemma., Legyen A az R™ tér egy nem-lires valddi rész-
halmaza. Ha sikeriil taléni olyan kompakt hatara A,,,A,u CHQM

halmazokat, amelyekre

@0 o

8) OI+A < U d-'-A«_ ‘1{1’%;__;\?\"‘”"’" z;\

‘i- =4 ‘;.,‘ ﬁ-‘.;r
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D) Al AN = A, S0 & WA =g (i=472,..)
¢) minden (/‘3.@,) edtA -ra 'eti(”j,&) SM{‘K&-:(A&‘{)GJ+A&}

akkor létezik olyan M mérték d*A ~-n, és léteznek olyan

Rpy ooy Aoy g M =-mérhetd fliggvények, hogy

ol st =

(35") R™\z ”
A %) m-A : —
= 0 T etgrgt) S sty ) g dulak) Vg el RO,
A D 40

¢s S, -vel jeldlve a A adtA: egyszeri irdnyitott fe-
liiletet,

(36") O{V}ISA-—- a}oflul& (j,zo‘,,_lﬁ\,—/l 4‘2)3 L=4|2|...) .

€ .. . Jd*
Bizonyitas. A 4.5° Tétel szerint a d A, alakzatok

egyszeri iranyitott feliiletek, az 5.% Lemma a) pontja kovet-
keztében pedig a o TA(<=R™xR™) iranyitott feliilet Borel
mérheté, és ebbél (az 5.3 b)-t A helyett A, -re és ¢
helyében ‘K¢ -re alkalmazva) a definicié alapjan verifikalha-
t6, hogy az S; -k (4=4,2,... ) egyszerii irdnyitott feliile-
tek., Ezzel egyrészt igazoltuk a lemma kimondédsanak a szdbhasz-
nadlatat, madsrészt innen rogton kovetkeztethetiink arra, hogy

a d'A y -mérhetd (t.i. particionalhaté az S,, S,\S,, ...

.‘.SL\\¥) S}, C. egyszeri iranyithaté feliilletekre), és
I<a
' 4 d+
léteznek valdéban olyan M mérték A -n olyan o --- | X, _,

fiiggvényekkel egyitt, amelyek #®ljesitik (36")-t., (Ehhez elég

a M, Qo ., RXp_y rendszert kiilon-kiilon definiédlni pl.

az S“ Sz\ S,‘ | 1'57»\ U Sé' y -+ - egyszeri irédnyitott fe-
3,<4‘.
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lilleteken.) Ez természetesen azt is jelenti, hogy

Al s = agdp (520, . med) -

| ea
Véve egy (4,%) €dTA  parost, a 4.5. Tételbdl lathatjuk,

hogy olyan 4 indexre, amelyre (A;}.&) €S; (CoﬁA«-’) |
m-4 . . Ad‘.
Z oy k) ?1' _ polinom nem-negativ a Osg < ’Q\'+ ("34'&)
4=0
intervallumon. Ezért a c¢) feltevésbdl kifolydlag

ey | ) .
G 7 Ay b) gt >0 ke 0£9<K(4R)  ViyL)edA
50

+
Ezutéan tekintsiink egy olyan ’-ﬁ‘- O’ A > [Ol°°) fliggvényt,
A
melyre{<£+,mgaf={cmcz.m}megszémlélhaté, és az U,M =

-A
= ‘.Q <{Cm}) ("M=4|2\ --. ) bhalmazok mind Borel mérhet8k., Le-

gyen ekkor Gp={M+ok:(yL)ed*A 4 0<‘§<f(ﬂ3,£)}(c
C{Ag+g&,:(%,&)€0{+A és O<§S &i(ﬂé,ﬁ)}=km\z). A 4,50

Tétel alapjén most konnyen belathatjuk hogy

LN’y
gwwe g g Lf(wg&)za (3,8) ¥ dgeluly,) Vipe L'(R™A)

$
azaz, hogy
@1 dw‘@% =
(40) R™\A
h( &) i

‘S § ply+gk) 1g,(4+5%) ) ). @il ) g dgduly £)
v Vo el"(R™A) .

Hogy ezt bebizonyitsuk, vegyik Gp ~nek a kévetkezd {B;' A m=42 }
& £ m 14y

Borel halmazokra valdé particidjat: Legyen rdgzitett 4,m in-

dexparnal S&M ={(A9,&)eumzia legkisebb olyan index, hogy
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(/‘}\&)esi és ’gLA;}_CM , és Y "B(S,M“‘ 'm\

( c [R"‘\,K’i is!)57‘. Mivel most (%.&)ed"'A -ra

. : ] |
37. (i) # (4 m) = S'i/mn S/umg=¢ vilédgos, Mivel mindegyik

m " A (p &A R..{_<Cm
Si (eR™<R™) Borel-mérhets, SA; = -et

S,{, '&A. &,';ZCM

irva, az S,;M=’umn(§4\US}
<4
S. ~ek Borel halmazok. S;.. < O|+A£ miatt, az 5.% Lemma

A A An

) relacidéd mutatja, hogy az

b) pontjat $. helyett %“«; -re és A helyett Aé ~-re alkalmazva
jutunk ahhoz, hogy az Osgszes BLm (C }RM\A) alakzatok Bo-
rel-mérhetdk., Az {SA; DA =4,’L,...} rendszer particidja

dA -nak, mert U SM,,\ < d*A y ¢é8 8 forditott tartal-

Am=4
mazés onnan jon, hogy rogzitett mm és (,«j,,&) € U,m -nél a

A
c) feltevés {(Ag,ﬁ) < ‘R-.(. (%.&) gzerint van olyan legkisebb

index, amelynél &4219(4}4&) =Cm, , 8282 («4.&) S O Si,M\. \

ahonnal (1évén (43 %) tetsz8leges az U m —ben) Um < U Sim )

A=4

az m tetszblegessége miatt pedig ebbél dtA = U'U < U S'\-m .
41M"4

Ezért, minthogy { <&A+ minden 2€G, pont pontosan egy

médon irhaté z=%+9& alakban ugy, hogy (g,é)ed*ﬂ és
0< g < £(4,4) legyen. Ez mutatja, hogy az {M+p & :

(m,8)€ Sim 1 0<8 <F(4R)) ={m+9k:(yhk)eS,, ,0<g<c,}=

alakzatok valéban particionaljék Gf -et, :B(S&m:cm) = B»t'.m
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ts 0<9< iy —x

/]BAM(A'}“' 9‘&) = /]{"ar'-f-'f"k'i(Agfl‘Q')eS&m|O<T<CM}(A}+3£) =
= 5. (k) e, (9) , & ¢ figgvény B, feletti
integrélja
m~4 Com.
§ o g dekt, =2 3 §ylyrsh)gdody(y k)=
R*™\A 4=0 Sem 0
m=1 &i(‘g,ﬁ)
) =) dSA U @Oy rgt) Ay (grgh)dgdy,tyt) =
9:0 + 0 Am
kﬂgﬁ)
=J+A5 Glu+gt) Ay <@+9&>(Za<w> g) golmy )
0 4=0

alakban irhaté fel. (41) specidlisan a q’ fliggvény helyett
a ILFJ ~-re alkalmazva is igaz, ezért a Beppo Levi tétel (és

(39) ) szerint a
K—C ("}f&) m~A

ply+gh)1, (Aﬂ?&).; a}<%,~g).?}d?> _
A m 3=

A=A
Kf@gﬂ)

= [ Glyrg8) A (%+9£)Zo&,<@.&) o7 dg (= y(y2)
0 4=0

dtA feletti fliggvény abszolut értéke M -integralhatd, ahon-
nan rogtdn kovetkezik (40), hiszen eszerint (41) Ssszegezhetd

A -re é8 /m -re a bal és a jobb oldalan:

§ ¢ e, dorl, -> S ¢ g, dwt
R™A Am=4 RMZA ) es
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K.':(Ag,ﬁ) et |
"éA § p(y+98) '4G£(43+8&) ;q}-(%,{;).?}dg A1y, 5) =
0 £4(u 8) »
=) dS 07 lyr38) Ay, (5498)) oy(mh). e duly)
Am=a  dtA 0 =

VLF e L"(R™\A) .

(40) alapjan mostmidr a kovetkezb8képpen okoskodhatunk:
Az 5.3 Lemma a) pontja azt fejezi ki, hogy a ’)?L:_\ :

dYA (c R*xR™)—> (0,00]  feliilr8l félig folytonos, azaz
specidlisan Borel-mérheté, Emiatt taldlhatd nédla kisebb nem-~

negativ egyszeri Borel filiggvényeknek egy olyan monoton névé

Lo far - sorozata, hogy f@f &f (pontonként

d*A -n mindeniitt A —> oo esetén). Vegylink egy ilyen

={y+¢f:0<g <A (48) e

<f,_} gorozatot, Most U sz

A=A
(y,2) ed™A Y} . ami eldallithats (R™A)\E® alak-
ban B*={"3+ &f(’g.ﬁ)'&i(%:&)ed+A}(c [RM\/-\'> -ot véve, Ujra
a Beppo Levi tétellel érvelve (eldszdr megint a ¢  -re 4t-
térve) lathatjuk, hogy
4 (48)

‘4
Ofknrem_ = 5 ( A ]
(IR"‘\SA.T)\g*Lf o*A ~§ ¢ 43”"?‘&) 4@23&(% +?&)
<I+O’) m—4 .
' Z 0(3, ("jzfgz)?}o‘? O,/q (Aj,'é,) =
2,=O

ﬂ:(%.ﬁ)

m-4 .
=0T glyreB) 2 %) grdgduly k) .
d*A o 4=0
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Ezért egyetlen kérdést kell megvélaszolnunk (35")-hdz: 0
mértékii-e (a ~vl, szerint) a B halmaz. Hogy a vdlasz po-

zitiv, (és igy a lemma is igaz), a kovetkezd pontban mutatjuk

meg. D

5.6, lemma. Ha $# A<R™ ¢s B ~{y+ 8L m2)%:(y B)ed A},

akkor majdnem minden ¢ >0 -ra Aro‘e,,‘_4 B*n BAS =0.

Bizonyitids. Vegylik észre mindenek el8tt, hogy majdnem
minden & >0 -ra a 3A9 halmaz UD’CM_,‘ mértéke 6 -vé-

1
ges. (Ez abbdl kdvetkezik, hogy egy korlatos, A" (=R™) hal-
maz esetén minden ¢>0 -ra mse,nAg'\,_A—' = 5018“_43/\'50\5

[
(1a. [15 3.3.34), és igy ilyenkor ~vl, dA; < legaldbbis

majdnem minden58‘ S> 0 mellett, Mivel az [RM' tér szepa-

rabilis, az A halmaz felbonthaté megszédmladlhaté sok korla-

tos A; ;A,,_' Lo halmaz egyesitésére. Ekkor 0Ag CU‘XAL); \

A=/
vagyis a aAg 41‘0’{)«,“,_4 mértéke O -véges valahdnyszor
) .
Vegyilink ezutén egy olyan (tetszdleges) >0 ~t, ahol
4”“{4»_4 QAJ 6 -véges, és legyen ¢ > § -ra C{)g < R™xR™

2

a kovetkezd binér relacié: b, ={ (4,2):z¢ Ay, e P ® 3.

Jo1 ismert (1d. [13], vagy részletesebben [26]), hogy a (Pg

|
58‘Hog;y st 9A5~< 60  minden d >0 -ra,a lemma utani

M—A

Megyjegyzésbdl kideriil.
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reldcié mindig egy olyan leképezést reprezental (vagy més-

képpen szélva, egy olyan leképezésnek a grafikonja), amely a
«F*Z_ A (C 9A5> alakzatot raviszi QAS -ra, ég amely tel-
5
i S
3e51tlaH()—-()§_ _ _
CP? ‘41 CP? ‘82 ” Fy “9’1 4l ( V"j"n"gze MA;aAgj
Lipschitz feltételt.,

Ha ¢ > § s Fe BAS y akkor ¢;4(F‘) =<"j' : 3 (Ag,'ﬁ)eol""A’

L i#)aF #6 & el (g03A, ) ={y+h: (401 edA
&é(%ﬁ)i‘i.wsé eF}'Innen ClD;"(B"naAg)'—'{%-fé_&z K,:(Aj,ﬁ,)-_—g} |

ami mutatja, hogy QA * Q2 -Tre (34, Q2 > cr) mindig

— ) -4 -4 [ .
(Pg,,(B nQqu)n ¢gz(8*n9A?L) =¢ - l& a{¢g4( ”QAS)-?>J}
halmazrendszer particionadlja a BA; -nak egy részhalmazét,
Mivel a (1);4(8*” QAS) halmazok Borel mérhetékq'o‘, és mi-

vel ol 9A, 6 -véges, ez csak Ugy lehet, ha

- (1)‘4 (B*n BAS,) =0 megszamldlhaté sok g > d  kivéte-

lével, De a Hausdorff mértékek leképezési tétele szerint (1d.
-1
[22]) ezekre a Q ~kra w@m_d(g*naAg) = m.—-4(1> (q) (B*n JA )><

< (3) et 7 (B*23A)) =0

Minthogy a § értéke akdrmilyen kicsire valaszthatd, lat-

5% g 5.3 Lemma a) pontjabél kovetkezik, hogy az M(e) =
{Aé,.;cf@,;ff (,«g,ﬁ)}_e} halmazok zartak. Marpedig Ct)"’(B*n aAg) =
= {y+5%: L (uR)=¢) = \UM(cgJr ) .

A=A
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lathatjuk, hogy «rsem_“(g"nQA?) =0 nemcsak hogy majdnem

minden, hanem megszdmlédlhatdé sok érték kivételével minden
Q >0 =ra fennall,

3
Kovetkezmény., Az 5.5 Lemma feltételei mellett wvl, B =0

* % R
mert ekkor 13 Borel mérhetd (hiszen most R™=R™\ (A UU Gf>
A=A 4

- megjegyezziik azonban, hogy a Borel mérhetésége altalédban

is kimutathaté, nemcsak ebben a specidlis esetben), és igy

[15] 3.2.11-et a durdrnce (. A) fliggvényre alkalmazva

B*<R™A kovetkeztében 'U’U’e@ B* = SM%—A B*”‘BA?"‘? =0.
0

Megjegyzés. Lattuk, hogy korlatos A< R™ esetén majd~

nem minden o >0 -ra w&,\_ﬂAgo: -j—l—j '\ro"ehAS, . Felvetd=-
S0

dik a kérdés, mi a helyzet az olyan So helyeken, ahol a

'U"D’e,k’Ag fiiggvény nem differencidlhaté. [14] -ben be van bi-
zonyitva, hogy e filiggvény bal- és jobboldali derivaltjai min-
den ¢, >0 -ndl léteznek (¢s végesek), és hogy a 9Ago alak-

zat m-/ dimenziés Minkowski mértéke mindig ezeknek a szém~
tani kozepe., A [15] 3.2.39-e8 tétel azt mondja ki, hogy az [RM

tér m~4 rektifikalhaté részhalmazainak*O* weh_4 mértéke

40. Az, hogy egy F<cR™ alakzat -4 rektifikalhaté, azt je-

lenti, hogy talalhaté olyan kompakt K < R™™ ¢s <;f>:;L(~—>[R/'b
Lipschitz leképezés, hogy F=4>(K) .
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megegyezik az M- dimenzids Minkowski mértékével. Ebbdl

sejthetd, hogy korlatos A <R™ -re minden g>0 mel-

lett a 0A, alakzatok n-{ rektifikdlhatoék, és igy vof,  9Ag=

4 <_oii Ld
2 \dglig, dols,

a kovetkez8képp lathaté be: (Csak vazolhatjuk a bizonyitast,

)Aro’e,,b/-\? . Hogy ez a sejtés igaz,

~ bar az nem nehéz, - mert nem tartozik a dolgozat kozvetlen
témaihoz.) Rogzitve egy korlatos A <R™ -et és g>0 -t,
bontsuk fel az A halmazt véges sok Q -ndl kisebb atmérdji
részhalmazdra., Legyenek ezek A,“ . 'IAN « Meg lehet mutat-
ni, hogy altaldban is, ha az A c}RM halmaz atméréje g -
nal kisebb és &, € A' , akkor az A' paralleltartominy

csillagszeri az Qa, pontbdél nézve, és

Alg = U [Q'OIG'O'*'(::‘XZWG(e))e)

lel=4

ahol y,(e) = (a-ao)et \/[(q-ao) e]“+ ¢ + fa-a,l
(r.1i. K () —val jelolve az a kdzéppontu g sugaru nyitott

gémbot, HOL—-aol/<g esetén K(a) = U [, 2ot Yy (€>'€) és
el = 4

! . , [ A
A = UK(a) ) a=diamedera és C=¢"4+\)-et o
g aeA' \/’% ir

va [la-a/l<+, és le,l = lle,l =1 mellett mindig &l1

a H{‘ (e)) — \-f/q( ez)\ < ¢ -lle,~e,)l Lipschitz feltétel, és igy

gzintén “64 ” = "ez_” =/ -r€ I"H’\/P Li}q(e»f) “MA’PL’J’L<62.), < C" 94—91”

ae A aeh

ig teljesil 4llanddéan, Mivel nyilvén

oA, = {a+ (onpule)e @ Jell=1)

aeA



- 88 -

!
ez mutatja, hogy most a aAg feliilet el6all az{eeR™:llell=4} =5

egységgombfeliilet Lipschitz-folytonos képeként, Mivel az S
m -4 rektifikalhatéd, és mivel m-4 rektifikalbhaté alakzat

}
Lipschitz folytonos képe szintén #m-4 rektifikalhaté, a BAS

is - és igy a a(Aﬁg feliiletek is - #~—4 rektifik4lhatok,

-n keresztil innen, hogy

N
aAg zartsaga adja QAg < U 964,';)

A=y 3

maga & JA; is m-4  rektifikalhaté.

Megjegyzés, Az 5.5 Lemmat be lehet bizonyitani a (11?)
formulabdl is egy a 4.5 Tétellel analdg tételen keresztil,
Hogy mégis a keriiléutat valasztottuk, annak az volt az oka,
hogy igy a paralleltartoményokkal kapcsolatos vizsgédlati méd-
szerek egész sokasigdba bepillantast nyerhettiink, -Masrészt
ilyen médon jobban kiilitkdzik, hogy a dolgozat Fotételében

hogyan foglaltatnak benne a mar eddig is ismert eredmények.



- 89 -

6. § A PARALLELTARTOMANYOK HATARFELULETENEK
NEHANY KONVEXITASI TULAJDONSAGA

6.1. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy akarmilyen A<R™
egetén teljesithetdk valamilyen A,“AZ\... halmazrendszer—
rel az 5.5 Lemma feltételei, célszeri elébb tanulminyozni az
A halmaz Dirichlet-cella struktirijanak néhany konvexitasi
tulajdonségdt. '

Kezdjik a dirvbance (IA) fiiggvény ebbdl a szempont-

b6l vald vizsgalataval,
M
Lemma. Legyen X, e R és ¢, >0 . Ekkor a

dirdamee (. X,) = *219— N fliggvény konkav a G=4 x :dMaAa(X.Xo)>go}

halmazon41'.

Bizonyitds, A G halmazon Mm(x‘xo) az X pont
koordinatainak (C® -sima fliggvénye barmely derékszogii koordi-
nitarendszert véve., Szamitsuk ki a mésodik parcialis derivalt-
jaibdél alkotott matrixot egy x,€(G  helyen egy olyan koor-

dindtarendszert hasznidlva, amelynek az elsd egységvektora az

€, = —51:—-{"—- vektor, Konnyen lathatd, hogy ez az €, ,-- 1émn

”X,\ - xo"
(a tobbi bazisvektorok) valasztasdtdl fiiggetleniil a

m
41 Egy :{f: R*— R fliggvénynek egy HeR™ nalmaz fe-
letti konkdvsaga azt jelenti, hogy az f konkav a hagyo-
manyos értelemben minden olyan egyenes-szakaszon, amely

teljes egészében a H -ban fekszik.,
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.\[f: +...+-§i fiiggvénynek az ( UX4~X0U,O,---|O) helyen

vett masodik parcialis derivaltjaibdél képzett matrix, ami

nem més, mint

0 ) (:)

UX,""Xo"

A
IIXA—XOII

ot Feg (B0 e 8 = (F2+ o FI-gD)(E2 4. £2) " 6o

i (3 T\Vz _ s e (e 2312 i .
FrE AU A A o PR RS S R R

Mivel az IxI* fiiggvény masodik parcialis derivaltjaibél
alkotott matrix minden helyen és minden koordindtarendszer-
3
%1
6o O (§2+..+5a) =0 na LFi ), ao(uwm(xlx.,)%—ﬂxll"
9§:J%; ~ Se

fliiggvény mésodik parciélis derivaltjaibdél alkotott matrix (és

ben az egységmatrix kétszerese (t.i.

(§2+.. +55) =2

igy az illetd fiiggvény mésodik-derivalt tenzora) negativ de-~
finit Xy =X -nél (hiszen ekkor a sajatértékei -—é% egy-
o
d

—_— m—4 -pzeres multiplicitéssal, mind
ux4 ‘X(,” 30

szeres, és

negativok). Vagyis Xde(s tetszdleges volta miatt - mint az

j6l ismert, hogy negativ definit médsodik-derivalt tenzorral
2
A
So

rendelkezd fliggvény konkdv - a oUAAxMLL(-,XJ .

fliggvény valdban konkav G -n. D
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Megjegyzés. A fliggvények konkavsigénak a definicidjabol
latezik, hogy a lemma &llitésa ekvivalens az =27 dimenziés
valtozataval, Ez a tény mutatja, hogy a lemma teljesiil nem-
csak az R” véges dimenzidés terekben, hanem akdrmilyen Hil-
bert térben. (Megjegyezzilk még,hogy ugy tiinik, m=2 dimenzi-
6ban is az itteni a legegyszeriibb bizonyitas. Esetlegvannyi-
val lehet elemibben belatni a lemma sikbeli speciédlis esefét,
hogy a masodik-derivalt tenzor negativ definit voltara valéd
hivatkozds direkt szémolassal elkeriilhetd, Igy azonban veszit
a gondolatmenet a természetességébdl,) S6t elemi uton - bar
meglehetdsen nehézkesen - meg lehet mutatni, hogy 411 a ko=~

vetkez$ a lemmanal kissé erdsebb egyenlétlenség: Ha IXI Ix |

7 0 A “X' /4
(>0) akkor [IXlI+ |xl~fx+x ug-?—o”—"z—} -

|5

lemma bizonyitédsabél kideriil az is, hogy az

2 Q

i konstans
20,

nem javithaté,.

|
Tétel, Ha A<R™ adott halmaz, akkor a G =<{x:

o{wW(xlA) >g,} halmazon a OM'AMC(,A)—Q% ”.”‘L fliggvény

konkav. ( 8°:>O , mint elébb.)

Bizonyitas. A olivdamee (. A) - ég I.1*  figgvény a

<olMM\x.e (.lx,)—- ,2? None- xoeA} fliggvénycsaldd infimuma,

L} .
ami a Lemma szerint G -n konkav fliggvényekbdl 411, és
konkav fiiggvények infimuma mindig konkév.[]

Kovetkezmény, A ci@4¢M£Q(»,A) fliggvénynek tetgzd-

leges xo¢;§ helyen léteznek az Osszes irany szerinti deri-
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valtjai és ( 4 e R™\(0) -ra —a‘%[x{:%%[{(xﬁrv)-ﬁ(m)}
° TY

jeldlés mellett) a -59; x dhance (. A) fliggvény rogzitett
o

X, esetén a 4 -nek mint v&ltozdnak pozitiv homogén konkav

(azaz szuperlinedris) fliggvénye.

Bizonyitas. Legyen adott X, ugy, hogy X, ¢ A

g, = _%_ Lind (x IA)-ra alkalmazzuk a Tételt, Ez mutatja, hogy

liskance (. A) létezik, mégpedig az {(-) = olidance (., A)=

Bu—’xo
— A \.y* figgvény segitségével -a—l Airdance (- (A) =
2% oA [X,

l ,_g_ >< o (Itt X, 40  az X, pont helyvektora-
= dwix,

nak és a 4 -nek a skalaris szorzatat jeloli.) Tudjuk,42‘

hogy akadrmilyen konkav f fliggvényre (igy tehét f— =f ~-Te
2

i
is, hiszen a G alakzat nyitott) S | x

{ a A =nek

]

szuperlinearis filiggvénye (és minden A5 € R™N{0} -ra ér-

telmezve van), az X, kifejezés pedig lineéaris. D

6.2. Definicid. Legyen SCIRM, xeR™ és L egy X

kézdc’ipontﬁ félegyenes., Azt mondjuk, hogy az L az x pontnal
(Bouligand-féle) félérintéje az S halmaznak, ha taldlhaté

olyan X # A4 M4, - €S pontsorozat, melyre M;—7X és
X (y;-x,L)—>0 (ha 4A—>e0 )o (A X (myi-x,L) szim-

bélum a jelen esetben gy értendd, hogy az 4 —X vektornak az

42¢ v.5. a [17) 28. oldalan levd tétellel.
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L félegyenes iranyvektorival bezdrt sgzdge.) A félérintd el=-
nevezést az a specidlis eset motivalja, amelynél az S egy

m-4 dimenzidés feliilet.

Lemma. Ha A C"?M, g>0 ; Bszh\Ag ! xeaAg' x”“ﬁ'eDBX
és az |- egy olyan félegyenes, amelyik X -beli félérintéje
B -nek, akkor g (y-x, L) 2 —JZI .

Bizonyitas, Tegylik fel az ellenkezdjét, és legyen
X 3 Xgy Xy oo eBAg olyan sorozat, hogy <I(x.—x,L)—=>0 (i—w).

Szamitsuk ki az 44 és X4 pontok tavolsagat:

lys =% 0% = Cxz =) =Gy =l1% = g =X B2 4 DA =x 1% =2 (X5 =X )(ag =)
| (i=41,2,..)

Az a feltétel, hogy<[(X:—x,L)—>0, gy is megfogalmazhaté,

hogy Ar -vel jeldlve az L irany (egység)vektorat, és U, =

- Xi—X -t véve (&:4‘2,,..)|U&——>U (&—-900). Ekkor

x4 —=x)
latszik, hogy .
. T _ A .
X = I = k=g I 4 i [Ixe =X =2 0 (ag-x)) Ci=4,2,...)
It
De ha 4(x—43,,[_)= 4(‘3»’le)<7 , akkor (M-x)u >0 ,
és mivel Au —>4 , valamilyen } indexre mar [X;—x|—0
s  — - . —ul? . 2
miatt [X,—X|| 24)}(%—-)() <0 411, ami most Ix-y) > 1%y )% -
et jelenti. Ez azonban X, X4 € B kovetkeztében ellent-
mond AﬁeDBX definicidjanak.
Détel, Ha Q>0 ,A<R™ ¢s L a aAy alakzatnak
X ~beli félérintéje, akkor van olyan A € /}oﬁ. X 4 hogy

M-x L L.
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Bizonyit4s, Legyen megint X % X,, X,, ... €0A; olyan
sorozat, hogy . X;—>X és <IX;—x,L)—-0 (ha 1> ),
Tudjuk, hogy M@(X,{,;A)=<§ (&=4,2,...) miatt van olyan

mieA » hogy IXi-mill=¢ (4=4,2,..), Mivel az {X.}
sorozat konvergens, az {"3&} sorozat korlatos. Ezért {4]J-

nek van konvergens részsorozata, vagyis az adltalanossag meg-

gzoritdsa nélkiil feltehetjliik, hogy maga az {*2}4'.} konvergens,
és M4 . Minthogy Yi € Pz X, most, a Dirichlet-
celldk definiciéja szerint . D X, . Ezért x coA
A 3A? 1
miatt [y -x|| > ”%4—)(&” , azaz M4, a H(x;, X) féltér-
ben*P* fekszik (4=4,2,...) . Ebbbl kévetkezik, hogy

(x¢—><)(ﬂg,;~><) 20 . Vagy ami ugyanaz, A; -t és 4 -t
hasonléan definidlva, mint az e€l6z6 Lemma bizonyitasénal,

'UZ;(A%—X) >0 (i=4,2,..)» ¢és a limeszre attérve V(%—X)ZO
Csakhogy 4, € A ¢ lyi-xl=¢ miatt e A s
M —x| = ¢ is 4ll1, igy megint 4 eDaAgx , ami a

Lemma szerint implikalja, hogy (Aé—x)u < 0 is teljesiil.
Tehat Aj-x_l_'v sy 8zaz Aé—x_l_ L . D

6.3. Détel. Legyen ¢>0, A<R™ x,€0A ¢s C={teR™

9

3% !x disdance (. ,A) =0} u{0} . Tegyiik fel, hogy van olyan

Hoep tovabbiakban végig fP,cve[Rm -re H(?‘«O]() =

={zeR": dirdance (2 p) < O{AM’R/\»OL(E(%/)} :
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t.eC , hogy &\&W(-,A)>O. Most az L

= X, + [0,00)-Jc félegyenes pontosan akkor X, -beli félérin-

t6je 9A ¢g-nak, ha ﬁ‘ dirdonce (. A)=0.

Bizonyitas., Mindenek eldtt megjegyezziik, hogy mivel

9
ok |x
janak (1d, 6.1 Kovetkezmény), a feltevés miatt C egy olyan

O(AW(‘A) szuperlinearis fliggvénye a t valtozé-
©

konvex kﬁpM‘, amely nem adja ki a teljes R™-et (de nem is

iires), és amelynek a belsd pontjaira ———‘ o&ﬂuma(.‘A)>O

kiilsd pontjaira —a%\x OUW(.‘A)<O hatarpontjaira
(M)

3T |x drdance (. A)=0 4a11.

Kévetkez6 lépésként megmutatjuk, hogy tetszbéleges £>0-~
hoz talalhatdé olyan XE€ aAg , amelyre O<|[x—XxJ) <& és

< (x-x,t) <€ hogyha tedl

Ez utébbi bizonyitédsa: Mivel a C kup, az dltalénossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy Ml =4 . Most tedC
miatt (és ujra a ( kip voltabdél) van olyan ‘{:4 belsé- ill, tz
kiilsé pontja C -nek, hogy <X (t,,t) 4(‘Ezl{:) <€ ¢és

t e (£,t,) . muajuk, hogy %{x oisdance (. A) >0 és

_BJ:l diskance (. A) <O . Ezért taladlhaté olyan A, >0 és
3t 1%,
)\Q_>O , hogy Mama(xo—% )\A-t4|A) > S és

Hhe [17] az ilyet éknek (wedge) nevezi, de ez a terminoldgia
tudtommal nem elterjedt nalunk,
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diskamer (Xt Aty ,A) < g oSGt vélaszthaté A, és A, olyan
kicsinek, hogy It 0 “>\?_Jc7_“ <& legyen., A disdance (- A)

fliggvény folytonossiga miatt létezik olyan X belsd pontja
az [Xo+>\4{1' Xo + >\1Jt2] szakasznak, hogy o&Mwnce(XlA)';? R

Tehat erre az X -re X€0A, . Mivel az Xo+At, ill,

XD—{—)\?_JCZ pontok € -nal kisebb tavolsagra voltak X, -

t61, Ix-x,l<e . Bs mivel <( (X, Xo+Nt ], £) =< (£, 1) <E

ill, <F ( [Xo | Xo+>\2-k7__] ,"3> = <X (',Cz|£)<88 %:(X‘Xof(?) <€

relacidé is teljesiil, amint 4llitottuk. Ez egyben magdt a

tételt is bizonyitja. ‘

6.4, Definicié, Legyen K az R™ egy konvex zart rész-
halmaza, és /€ K . A o pontot a K erés extremilis pont-
jénak fogjuk mondani, hogyha taldlhaté olyan Mn—/ dimenziéds
tédmaszté (hiper) sikja l’( -nak, amely K -val csak a 4 pont-
ban érintkezik. (Vilagos, hogy minden erds extremalis pont
tényleg extremdlis pont is egyben., Példa 'olyan extremalis

pontra, amely nem erb6sen extremdlis pont: K =
={(x,,x) € R®: X, 2 (x, +1x,)*} -nek a (0,0) pontja.)

Analég médon, ha K < R™ egy zart konvex kup és L
egy a K cstcesabol (vagyis az origébél) kiinduléd 3K -ban
haladé félegyenes, akkor | -et a K erds extremalis félegye~
nesének (vagy csak roéviden erds extremilisanak) neveszziik, ha
taldlhaté olyan M—4 dimenziés M sik [R”L-ben, amelyre MnK=

= L . Az L irédnyvektorat (egységvektor) ekkor a K erss
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extremdlis irédnyanak mondjuk, Nyilvan egy 4~ egységvektor

akkor és csak akkor erds extremalis iranya a K -ndg ha a
L

K ortogondlis komplementerében, a K =<M=tu50} -val

definidlt kupban egy és csak egy irany merbleges a AU -re,

Tétel. Ha Ke IRM konvex és kompakt, akkor K -t gene-
r4ljak az erds extremalis pontjai (azaz K a legsziikebb o-

lyan zart konvex halmaz, amely tartalmazza ezeket a ponto-

kat)c

Bizonyitas. Legyen K4 a K erés extremalis pontjai ge-
nerslta halmaz. Nyilvan K=K, ¢és a K,, kompakt.

Tegyiik fel, hogy a tétel allitasa nem igaz, azaz van
olyan /pe-K pont, hogy 'péK4 . Legyen ¢ ekkor az a pont,
amely a K4 -beli pontok k§zﬁl a legkozelebb fekszik /o -hez,
@ g egyértelmiisége a K4 konvexitasabdl kovetkezik, létezé-
ge evidens.) Jeldlje M“azt az N1 dimenzids sikot, amely
athalad g -n és merbleges a (/P(q/) szakaszra. Tudjuk, hogy

K‘ abban az M 4ltal hatdrolt zart féltérben helyezkedik
el, amely nem tartalmazza a P pontot. (Ugyanis ha volna
olyan 1 pont az M hatarolta és P -t tartalmazé nyitott
féltérben, amely K, -beli, akkor - mint kénnyen 1lathaté -

45.

elegendden kozel a q,-hoz a (Oy,’r) gszakaszon olyan %

45"t ~vel jelSlve a /p pont mexrdleges vetliletét a (qw'f”) gza=-

kasz egyenesére, < (T-pp-9) < —ﬂr)': miatt T a 9+ [O,oo)(r{‘-cv)
félegyenesen van, igy az L= (q,,’f’)n(éy;f) gzakasz nem
ures, Most az L badrmely pontja vadlaszthatd 4 -nek a

gondolatmenetben,
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pont, amelyre uA—VP“‘:[LP“%J[ . De a K4 konvexitidsa mi-
att most Ac Kg , ami ellentmond a ¢, definici6jébol ko-
vetkezd Ho—'pu > “W—fp“ reldcidnak, )

Ezért taldlhaté olyan (G zart gémb, amely K,l -et tel-
jes egészében a belsejében tartalmazza, 4, -et pedig a ha-
tarén, (Ilyen G gémbot pl. Ugy konstrudlhatunk, hogy vesz=—
szik a P& -nek az M -re valé P{: merdleges vetiiletét, és
mivel ez korlatos, vehetiink egy olyan (3’ m~A dimenziés
gombot M ~ben, amelynek kdzéppontja a 9, pont és amelynek
a sugara nagyobb mind a K, &tmér8jénél, mind pedig lp—ql -
nadl, Most G -nek véalasztva azt a zart gémbot, amelynek a ha-
tara tartalmazza p -t és a G M -peli hatarat, G nyilvan
a belsejében fogja tartalmazni a K alakzatot.)

Legyen 9, a G kdzéppontja., Tekintsiik G -nek a Yy -
b6l vald nagyitottjait. Mivel a K kompakt és a G zédrt, e-
zek kOzOtt a nagyitottak kozott taldlhatd egy legkisebb su-
gara olyan, mondjuk 2 gomb, amelyik a K =t még tartalmazza.
Ennek a hatarén biztosan fekszik legalabb egy pontja a -
nak. Legyen igy /p4eKn9F . Most 104¢ K, , hiszen

K,‘ o é < FQ . Mirpedig a 4, pont erds extremdlis pont-
ja a K -nak, mert az [ -et a 4, -ben érint§ m-4 dimenzi-
6s sik az F gombot nyilvan csak a 4, pontban metszi,
igy annal inkabb 4, =ben metszi csak L((C:F) -et,

Tehat kizdrdlag K=K, allhat.[] |

Kovetkezmény, Ha K olyan konvex kup, amelynek az ori-
gé (a csucsa) erés extremidlis pontja, akkor a K -t general-

jék az erds extremdlisai (az erds extremdlis félegyenesei).

e
>

YA
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Bizonyitis., A feltevés szerint van olyan m~4 dimenziés
M' gik, amely a K ktpot csak a O pontban metszi. Legyen M
egy olyan parhuzamos eltolja az M' -nek, amely a K =t metszi,
de nem az origdban. Ekkor -~ mint jél tudottqe’- a K,\:KnM
alakzat kompakt konvex halmaz., A Tétel szerint K4 -6t generil-
jadk az erbs extremdlis pontjai., Vegyiik észre, hogy amennyiben
¥ egy erés extremalis pontja a K,, alakzatnak (az M sikbeli
értelemben), akkor a [O.w)’p=[_ félegyenes erés extremalisa
a K kupnak. (Hiszen ha egy N alakzat egy olyan Mm—2 dimen-
ziés sik M -en beliil, hogy NaK, '-‘-{10} , akkor az M, =

=[0,20)N -nel definialt m-4 dimenziés R -beli sik a K -t
nyilvan [ -ben metszi.)
Mivel K=[O‘oo) K4 , a K kupot igy valdéban generdl-

jdk az erbs extremalisai,

6.5, A kovetkez6 tételt a paralleltartomdnyok hatarfe-
liillete direkt infinitézimdlis geometridja alaptételének lehet

nevezni:
Tétel. Legyen ¢>0, A CR%' R ___‘R»\\Ag | xo=9Ag.

m~_ 9
C=<{Z€[R :—aT

Xoo{Mzuuc,e.(.,A)>O}U<O} és

C*= { )\(Ag—xo) : A e [0,00) l‘j€Dgxo} (az X,-bél a Dex°

Dirichlet-cella pontjaiba mutatdé vektorokat tartalmazd leg-

sziikebb -~ nem feltétlenil konvex - kup).

46,
Ld. pl. [17]-ben a 36. oldalon levs Lemma bizonyitasaban.
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dMAum( A) >

>0 akkor a (™ kiup és a C kup egymas ad;)ungélt;]al

Allitas: Ha létezik olyan t,e(

(vagy més terminolégidval, egymés ortogondlis komplementerei,
azaz
= {,u,: \/{GC Jc-uSO}
. % '
Parkas tétele szerint ekkor 411 a forditott C={t:¥YmeC* tu <0}

egyenléség is, hiszen a C -r81 tudjuk, hogy konvex).

Bizonyitas. Jeldlje Cra C kup adjungdltjat. Mivel az

X, + [O‘oo>-t félegyenes miridig nyilvan pontosan akkor fél-
érintéje a B <= {x = didance (x,A) > g=o(lAAMAL(Xo,A)}) alak-

zatnak, ha ——) JAM( A)>o a 6,2=-beli Lemma azt fejezi

ki, hogy CT=C* . Tehat ceak a Cte C* tartalma-
zads bizonyitaséaval kell foglalkoznunk, Mivel a Dg Xo
Dirichlet cella konvex és zart volta 47, miatt a C* kup is
zart és konvex, C‘Lc C* ~hoz a 6.4 Kovetelmény szerint
elegendd belatni, hogy a ct kup minden erés extremdlis iranmw
benne fekszik C*-ban, hiszen t,, -nak egy egész kornyezeté~

ben minden T vektornil pozitiv a —-— o(»y{vuwz( [ A)

direkcionalis derivalt, ami a 6.2 Lemmadt figyelembe véve mu-~

1L
tatja, hogy a O erds extremalis pontja C -nek,

Legyen tehat A4 egy erds extremdlis iranya a C'L kﬁp;

nak (IIM”=4 ) . Definicié szerint most van egy olyan
teC , hogy tlau és a tovbi Cr-beli W' egységvek-
torra pedig tu <O . Természetesen, t csak C xek a

hataran fekiidhet. Ekkor 591_ . disdance (. A)>0 | 4,1,
0

a C kip hatarvektorai (hatarpontjai) irényaban a

47. 14, 2.2 a)-nal.
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o’.A'AAwnUL(-.A) fliggvény derivaltja O a direkcionilis deri-
valtjai szuperlinearitdsi tulajdonsaga (1ld., a 6.1 Kovetkez~
ményt) miatt. Vagyis az L = X, + [0,00)% -vel definialt
félegyenes (az elébbi L -vel) félérintéje aAg -nak az X,
pontban., A 6.2 Tételt figyelembe véve kapjuk, hogy egy Aj,eA
pontra MW.(Xm%):g és %L—Xo.l_ L . Csakhogy erre az
A} ~-ra OUAA'D&MCL(XMA) =Q =bdl most M € DB Xo , azaz

% " . 4 .
%—xo e C kovetkezik. De igy Aﬁr—xo e C is.
Es mivel Aj,—xo_l_ L y azaz M -X, 1t az 4 vektor
definicidja szerint az M= X, vektor nem lehet mas, mint

Q- A, Vagyis M€ c* . Ez az utébbi tény pedig, mint mar
elézetesen megjegyeztiikk, biztositja a tételt. D

*
Korollérium. Ha az A vektor C  -nak egy ¢ hosszusagu

extremalis vektora, akkor X,+a' € DpX. .

Bizonyitas. Az alaptétel bizonyitasabél adddik, hogy ez
igaz, ha az AL erdsen extremalis, Az pedig, hogy egy konvex
halmaz er6s extremalis pontjainak a lezarasa az extremalis

pontjait adja, nyilvanvalé. D

Kovetkezmény, Ha a pix X, halmazt (a Tétel jelolései
és feltételei mellett) bele lehet foglalni egy rr'<g(=o&}>/1—uma(xo‘A))

sugaru gombbe, akkor a (DIR"“\A X, =) DB Xo Dirichlet cella
8

e184llithaté \/9°-4"  -nél nem révidebb X, kezdSpontu

. 2 4 A\. 3 P4
szakagzok unidjakent, azaz R \Ag -nak minden X, kezdo-

pontu kifelé mutatd prenormédlisa legaldbb gl— 4*  hosszu,
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Bizonyitds., A Korollédrium szerint az {X.}u P x %o

halmaz konvex burka - amit a tovabbiakban jelbljbnT—benne

foglaltatik D Xo -ban és metszl az Osszes olyan
R™Aq

Xo+[0)(1y—x,) félegyenest, amelynél 4 € DIR”‘\AgX° . Igy

ahhoz, hogy az 4l1litast bebizonyitsuk, elegendd belatni, hogy
a | alakzat Osszetehetd Vgi—>f1 -nél nem rdvidebb X,
kezdbépontu szakaszokbdl.
Tehat adott a kovetkezd geometriai szitudciéd: T egy o=
lyan alakzat, amely eld4ll egy X, pont és az X, kozéppontu
S gugara gombfeliilet egy P (ami a PAr X, =-nak felel

meg) zart részhalmazinak a konvex burkaként, és a P alakzat
benne fekszik egy S -ndl kisebb 1" sugaru gémbben, Kérdés:
Legaldbb milyen hosszu egy | n [xo +[O,o°)(~}—><o)] gzakasz

pel  -re?

A valaszhoz az &4ltaladnossig megszoritédsa nélkil korlatoz-

hatjuk a vizsgdlatunkat az X, =0 egetre, S6t mivel most

T a {0}uP véges részhalmazai konvex burkasként eldall
poliéderek unidjénak a lezartja, feltehetjiik, hogy a P véges,
vagyis, hogy a T egy poliéder., Ezutdn még egy megszoritéast is
tehetlink minden tovabbi nélkiil Caratheodory jol ismert téte-

1e48.

alapjan: a | alakzat vehetd egy'{oﬂp4,..w4ﬁmﬁ4} ala-
ki ponthalmaz konvex burkaként (emlékeztetiink, hogy 4 a di-
menzibszam), ahol [l =.. = Hf]o,a_,, l=¢ ¢és a Prrc 1P

pontok kéré irt s.-/4 dimenzibs gdmb sugara legfeljebb T <

48. 14, [20), vagy (17] 1.8 e) feladat (40. old.).
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nagysagu. Most a kérdést Ugy tehetjiik fel, hogy milyen tavol
kell legyen legalédbb az origdtdl a EP4,-.q'pM,4] lap leg-
kozelebbi pontja. Ez nem mds természetesen, mint a kovetkezd
szélsbérték-probléma:

ZM’PAJ

WL

A=A
(42) hogy"\a “’P4“ =... ?!"}0,“_-4" =9, 3 Z ”'}04—2” =,..= ”/PM—A-Z” _<_
=4
Sa, AL A, 20 & 20 =1,

Egyszeriu kompaktsagi érv mutatja, hogy a (42)-ben valéd-
* /\ * *
ban felvétetik a minimum valamilyen Ad.--'( m-a | Pa Leo Paea
. ; sz % * *
(megengedett) konfiguridcid mellett. Legyen ‘V a [$% 1~-V?Mr4]
m—4  dimenziés szimplexnek a U -hoz legktzelebbi pontja,
* % ®* o x
azaz a )pr4-+..-+-A”WA$%ﬂ1pont. Nyilvan a %ﬁ pont csak leg-
feljebb akkor esik egybe valamelyik /Pf -gal, ha =0 (de
akkor persze 'P:‘= =P, ==qf ). Ezért minden tovéabbi

x %
nélkiil feltehetjilk, hogy o =A ps +... +Ap 4, , ahol a

/\oj‘ L ,102 pontok altalanos helyzetﬁek49‘, 2<t <m—-/
4
és A4, . XQ >0 ill, ZZ: X? = 1 . Azaz a %f
A=4
*
P DAl A de5 0 S <4} (=il
i=4 A=q
49,

Azaz a ‘bi-fy (1< 4{?.5 £ ) alaku vektorok kdzt van
&.-4 linedrisan fliggetlen.
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4ltal definidlt #-1 dimenzids gzimplexnek egy belsd pontja.

Ez mutatja, hogy a (O,q,*) szakasz merdleges a P*-ot tar-
t6 4-4 dimenziés M* linearis alsokaségra (sikrag. (Az
ellenkezd esetben ugyanis a . (OIOV*) szakasz M*-ra esd ve-
tiiletének az iranyaban a C{,* ponthoz elegendden kdzel volna

-nak a -0N02 -na oze.le €KvVOo pontja. zer
k a O-hoz ¢ -nal kézelebb fek tja.) Bazért

lo*~ ol = = I PRl =\ - 11" veevis & ik

koré irt M*-beli gomb kozéppontja - a cv* pont -a /]o:‘l,?oz

pontok konvex burkan beliil fekszik, Jé1 ismert, hogy ilyen e~

setben a ’P4*l . ,/}o{;e pontok koré irt M’e-ba esd kozéppontu
A dimenzids goémb a legkisebb sugaru mindazon ( n dimenziébs)

gombdk koziil, amelyek tartalmazzédk 4, - -, 'PZ. mindegyi-

két., Ezért 4= \/g'z—l!qy*lltl azaz Hq,*\l > \/gz—/fz , ami

bizonyitja a tételt. (Természetesen, valdjaban l[O[,*Hz\/-gT—jr—z

mexrt lathatdéd a gondolatmenetbél mostmér, hogy =2 ¢és ’P,,*
i11. /)oZ’ a {/}o: el = S)} gombfeliileten egymastél 2.4 ta-
volsagra elhelyezkedd pontok, és 4 23 -ra P = », vagy

’Pz =/, 411 mindig.)

Megijegyzés, Konnyen lathaté, hogy ha maga az A nalmaz is
belefoglalhaté = % sugaru gdmbbe, akkor Z -vel jeldlve
az illetdé gomb kOzéppontjat, a Tételbeli JCl> -nak vehetd akar-
milyen xc,eaAg mellett t,=X,-2 . Igy a Kovetkezmény

R™Ag T =
szerint ilyenkor ‘B»+ 2 \[gt=a"

(Bizonyitas: Vegyiink egy tetszéleges aeA pontot,
és tekintsik a [é,a.,xoj hadromszoget rogzitett X, € aAg -
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nal. Az oldalaira ennek lla-zll<A < % , Xo—all 2z |

—

xo- 2l 2 1ol = -zl 25 &11. Tey Y TR Pt S 5
A >0

Ezért To=Xo~2 ¢8 &= W“C% ‘% segitségével

esetén <X (Xo+ At [ Koy @) =31 = <L (2, X)) 2 JT—of innen pedig
diskance (X, + 37T, ja) = [Ix—al® + N K2 =2\ lx,—al- Il

“Car ¢(Xo+>\tolxola‘)] Z (g +)\?— gz +>\g CO—DO() " -Ebbdl
diskance (Xo+Ato A) - O(MM(XOIA Muf. Mw(xo-f-/\to,a)“
. A) 2

1/2

—-gzg[(z)\; +)\'00‘00(+/1) "4]

12 o9 of R™\A
= == 8

_O(/\] ? +)\Co~o0(+/l) 57— >0. A -K+
fliggvényre vald 4llités egyszerien a 4.5 Definicid szerinti

dtfogalmazisa a Kdvetkezménynek, D )
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7. § A FOTETEL ES KOZVETLEN KOVETKEZMENYEI

7.1. Az eléz8 fejezet eredményei alapjén mostmar konnye-
dén meg tudjuk konstrualni azokat az A,” Az IR halmazokat
barmilyen A <R™ -hez, amelyeket behelyettegitve az 5.5

Lemmdba a legdltalanosabb eredményhez jutunk,

, M
Fotétel, Tetszdleges nem-lires hatara Ac<R halmaz
mellett létezik olyan M mérték a d+A irdnyitott feliileten

és léteznek olyan M -mérhetd Kp -1 Ry fliggvények,

hogy minden ( € LY(R™NA) -ra

2% (m k)
(#3) § gdwot,, = 5 5 Ply+ek) Za (k) g7 dgolu(y &) .
R™MA of*A 4=0
Bizonyitas, Legyen Qa1 Py a pozitiv racionalis sgza-
moknak egy felsorolasa, és A =4,7 ... ~re rendre legye-

nek a B;v halmazok az A Qi 8sugaru paralleltartomanyanak a
hatarai, Azaz a Kf : dtA — (0,2] fliggvény definicidja

gzerint most

) B;=0A, ={ny+9il: (yledthA &R (y8)>0. )} (i=472, ..
$i 42 AJ’I 94,

Fedjiik le ezutdn mindegyik B, -t megszamlalhaté sok
—2& sugaru goémbbel, és jeloljliik ezeket a gomboket
A

Ki Ky - - -vel (4=4,2,...) . Defini&ljuk

ia=12,- -nel A, =-et ekkor a kivetkez8képpen:
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legyen Bi =B nK;, é¢s Ao, = R"N(BL)y, =
= {y: olisdance (4,B:,) 29;} . Vegyiik észre, hogy ha
az (M,8) par olyan eleme o*A -nak, amelyre SHCRAEXY,
¢s  m+gek e B, , akkor (ezzel az 4,4 indexpérral)
dirkance (4 + 9.2, ALY = ¢4 , és igy (4,4) ed¥A;,
ebben az esetben,

0o
De mivel U B“ = 84’. , ez (44) miatt azt jelen~-
A=4
ti, hogy

5y () ed®A Ay 8) 2 0y = UJ dA,, (=120,

4=4

ahonnan pedig kovetkezik, hogy

JdTA = U d*A,,

AAr=A

Ugyanakkor mivel OA,= a(/}?“\(&;é)g() = 8(&;6)?{ és mivel

a B&é halmazt tartalmazé K&-A gomb sugara % S—g_i

a 6.5 Megjegyzés szerint (az ottani A helyébe BLA -et,

¢ helyébe ¢; =t és A helyébe —291- -t téve) azt kap-

A

?

i A;
juk, hogy a ‘K“ = M,&:‘ ~gel definidlt szamokra

'Ku? %ﬁ -(%)2 = Q4 \M—fﬁ (>0) (4,8=12,...

Ez (45)-tel egyiitt azt adja, hogy
sp{fiy: (4B ed™A,, T 2 A (y8)  V(ygg)ed*A

Tekintve, hogy az (4,4) indexparok halmaza megszamlal-
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haté, alkalmazhatjuk az 5.5 Lemmat, ahonnak kdvetkezik (42).[]

7.2, Természetesen, a Fététel magaban foglalja Steiner
tételét és annak Hadwiger-fde valtozatat (a 4.1 Tételt). Ez
utdébbihoz még jegyezziink meg annyit, hogy abban az esetben,
amikor mind a befelé, mind a kifelé mutatd prenormdlisok
hosszabbak egy-egy koz6s & ill. (> értéknél, akkor az
1?(@) = /\ro‘E,hAg fliggvény ugyanaz a polinom mind a [~«,0]
mind a [0,3] intervallumon (ez a 4.5 Tételbdl jol latezik).
Ugyanezen okbdl a Fététel is kifejezhetd a F6 Lemmdhoz ha~
sonlé alakban. Osszefoglaldéan kimondhatjuk tehat:

Létezik mindig olyan M mérték a dA felett olyan M -
mérheté Q... A, _,: dA— R fliggvényekkel egylitt, hogy

minden #rvf, -integralhaté ¢ :R™—>R  figgvényre

() =y |
(43*) S (fo{'v'vem_ =S‘ S LF(%"'?&)Z aé(k},ﬁ)g}o{gdﬂ(‘g,ﬂ)-}-qufwg
R™ dA KAy ,8.) 4=0 doA
teljesil, Az Qo+ -1 Dy fliggvények olyan tulajdonsé-

guak, hogy (barmely) rdgzitett (‘jnﬁ) cdA _raa 1043‘@(3) =

m-4

. . A
= Z a}-(%,&)-g? polinom a (—K_ (A},ﬂ), &f (43,&))
3=0
intervallumon pozitiv, és a 19,.9& csupa valds gyokokkel

rendelkezik, A M mértékrél azt lehet tudni, hogy a oA
irédnyitott feliiletnek az K™xR™  topolégisja szerinti
osgzes Borel részhalmazdn értelmezve van, és hogy a
Py g (Yl p (4, 8.) "polinomidlis mérték” o TA i11, d7A
|

m~—4 .
felett nem mas, mint Z ?} olv} (43,&) az 5.,l1-ben defini-
G0
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4lt V. eldjelezett mértékekkel. (Ez pontosabban szdlva azt

7
jelenti, hogy minden Qe[R ~re é8 minden Y ~szummdlhaté b

m-A

részhalmazara dtA _-nak i11, d"A -nak 220 gi.é a, 0{/«4=
m-A
= > ¢ v;(E) ) stta AAndA={(y) L] (4,8), 400y £) >0}
40

[R"‘-beli tartéhalmazan, az F = { M 34 (AQ,Q)GO{""A norA}
alakzaton A(}(—:F -Te ‘é(ﬁg) -nal jelolve az A -nak az M-
beli kifelé mutaté (egyediili!) normélisat, taldlhatéd olyan

W Kooy F—-R fliggvények, amelyekkel

141y ) Tm—

e Apln 8(9) = [A+1,0) ] .. [+ Wy (1) 0] ol ot (4)
irhaté. (Azaz minden 41'0‘6,,,\_,, —mérhets G<=F -re és ge”Z-

re

okef
S?g.&cy(?)d/"(*;}.@(g)) = ) Pyl dplyl) =
6 {ly,8(u): meG)

= g [4+lc4(49,)§] o+ luea(ts) o] a(«rvre,,‘_A(«}) 411, ) Végeze-

. A ’ A L3 , 7¢ - . rd L4
til a ‘K + és K_ fliiggvényekr6l annyi informécidéval ren-

delkezlink 4ltalaban, hogy dAA -t az K™xR™ topblégikus
térben tekintve, fellilrél folytonosak a dA halmazon (amely

az értelmezési tartoményuk), és hogy

ol {4 R (4804 (yf)eclA Y= ool (4 +42(58)4 (4 h)edA)}=C

7¢3. A FOtételnek kozvetlen folyoménya a Kneser-egyen-

16tlenség is:
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Ha az A<R™ korlatos és ¢ >0 , akkor az

£(g) = ooty ANA = sk, Ag—wl, A tiiggvényre

£(g) = WS\Z A dot,, =

A( lg‘) m-A .
=5 efka Ao ()2 as ()3 dSdulyb) =
R =

(46)
M4

= d§_A § 4(()'&?(%@)(3)-’T(olg)q); m}(g,&)}}oﬂo{/u (4,£) =

¢ .
m~-4A /P \ (})
= 3T Ay T Ant )

Mlvel egy olyan ?( ) fliggvény, amelyre 3,(0)=0 s, ponto-

san akkor M -edfoku Kneser-fiiggvény a (01002, -en, ha vala-
-4

mely ponton csdkkend x(.) -val %(?) = SO((T) ?M aﬂ (§>0)

0

irhaté (1d. [14), elég megmutatni, hogy barmely rogzitett

A-m
(%,&)EO”A -Ta az /1(01?\,4( 2)) () ’}°f3,£_( )-(. )
fliggvény monoton csokkend a (0,00) félegyenesen, Ehhez pe-
. § . M- ..

dig elegendd belatni, hogy a '}Oda‘g,(- )(.) fliggvény

csokken a (0, K: (?,ﬁ)) intervallumon., Mivel a /}o%& egy

valés gyokil és a (O, K+(g,&)) -n pozitiv értéki m—~4 -

edfokd polinom, el84llithaté pua(T) =a(S-+).. . (T-1 )

A
€ R N ( Ol 2"4 ('2,'&))

alakban, ahol a >0 ¢és ,,..., T

N—~A
yd r , A pd

olyan elhelyezkedéssel, hogy paros szamu ‘ﬁ+ (‘j,&) ~-nal

nem-kisebb van. Ebbdl pedig tistént latszik, hogy a

Amm ar A
/Plg,&(})' = oc(/)— T) E (4_ T ) fliiggvény valdéban monoton

cstkkens (O, fiﬁ(g,&)) felett,
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7.4, Onmagatél vetddik fel a kérdés ezutan, mit lehet
mondani a Fdtétel alapjan Sz8kefalvi-Nagy Béla [9] ~beli
eredményeivel kapcsolatban., Az vilégos, hogy a Fotétel koz-
vetleniil nem tartalmazza azokat. Azonban talan jél réd lehet
mutatni (néhény meglehetésen plauzibilis tény verifikélésa
utdn) a (9]-beli dontd szerepet jatszd Lemma heurisztikus
alapjaira:

Legyen A< R* és ¢ >0 . Vizsgéljuk az A,
paralleltartomdny hatdradnak a befelé mutatd prenormélisait

illet8leg az ezzel kapceolatos ol'Ag (= o[*(fR"‘\Ag)) iranyi-

tott feliiletet. Tegylik fel, hogy az hatédra korlatos, és
hogy van olyan 4°< Q¢ sgzam, hogy X, €3Ag esetén ftfx X,

halmaz mindig belefoglalhatd egy 4" sugari gombbe, Ez a fel-

tevés nem erés, mivel (nemcsak 2 dimenzidban) a aAg kom-—

paktsidga miatt nem mond tobbet annal, hogy X, € aA? ~ra
Ax, =lal jeldlve a Pz %o koré irt legkisebb kor

( m dimenzidéban m dimenziés gomb) sugarit, mindig T <Q o

(T.i. koénnyen lathaté, hogy az X +—> Tx fliggvény feliilrél
félig folytonos, igy pedig van olyan X, ahol felveszi a
maximumdt, de itt is A, < ¢ .) Mogtha ¢ >¢-T >4,

akkor a aAg_t gbrbe belemetsz minden (Ag,‘ﬁ,) e d7A

mellett az M+ [OI V?l-’f’l]'g« szakaszba, amely pedig tel=
jes egészében benne fekszik a QAS, -nak az “ pontbdl a 3

irdnyban indulé befelé mutatd prenormidlisiban, (Ugyanis a
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50. azt kapjuk, hogy vala-

6.5 Tételt Xo=H4 -ra alkalmazva
mely A,y Koy PRIz Xo pontpar
mellett az 44 + (0,00) & félegye-

nes az A +[00)(a,-4) és az

Ay + [0,00)(ar,~4) félegyene~

sek kozrezarta (Jr-nél kisebb) szog-

tartoményban fekszik., Igy & -vel
jeldlve az [a,, a,] szakasz és
az A +(0,0) & félegyenes metszéspontjat, a Dirichlet-
cellak konvexsége miatt [‘@,A}] < (a-“a«v_.‘g] < DR“\Ag% .

Ha pedig az indexezést Ugy vessziik, hogy ”‘@—a,l | € 1I6-a,l
legyen, akkor |la,-o, |l S24 miatt a K= a, +{v: vl <)

kdrlap az fAé,g‘] ~b81l egy nem-~iires [@,C] szakaszt metsz

ki, az ["3: 5—4%—35] ~-b6l pedig egy szintén nem-ilires

| O_b_%i&l c’] ~t. Mivel <& (c' ¢, 4) 27m—<(a,,c,c)2
zZ % , az [4,c,c'] haromszdg legnagyobb oldala

50,

Mivel 2 dimenziéban vagyunk, szemmel lathatd az olyan
to létezése, hogy éa%—lxoo(,{AW(.,A)>O pl. a, -gyel és
A, -=vel jelolve a fp/rz Xo két egymastdl legtavolabb esd

pontjat (ha csak <{a} = Pty X,y akkor a,=o,=a ),a

t, = (x-ot,) +(Xo—a,) vdlasztéds nyilvén megfelel

Fxy < 9 esetén, Ezzel kapcsolatban megjegyezzik, hogy

m dimenzidban is beldthatd, hogy Ay < Q¢ maga utan von-

ja egy ch « dirdamnce (.|A) >0 tulajdonssgt t, Létezé-
o] 0

sét, (Ez a 6.5 Kovetkezményhez érdekes.)
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| (A},C'] , vagyis [c-yf <lc'-yf . A= “_qlz'ﬁ&” -

ua +a,,_ ” ~t irva a Pythagoras tétel ketszerl alkal~
AT

mazéasaval ”C —4}” = \/8 — A2 W <
\[; Al +Wz+ A2

< ? i < ,r‘L ¢s igy lle-mli < W . De
\/—‘— \Jg

KeAr<cAgr -
Hzax’r /}oe(TAg+[O\/<§ /r]@.)naAg,t , akkor a harom-

gz0g~egyenlétlenség szerint W(’P,%) pd oUAWa(A},A)~
- JXAW(?,A) =7 « Ebb6l sejthetd, hogy az

<A3+'C'£ : (%,ﬂ,)eor/-\} =9(Ag)_,t gorbe rovidebb a —aAg_t
gérbénél. Ezt konnyli belatni:

Osszuk két részre a aAg pontjait: legyen 54 =
= <A363Ag : /prAA} egyetlen pont } és Sz_z <42}69A9 L pTx 43,
tobb pontbdl éll} o« Most 44 € S,, -re mindig pontosan
egy olyan & egységvektor létezik, melynél (Aj,'gy) GjZOFAg |
és ezzel a & -val {43+9&}=er M ahonnan kovetkezik,
hogy az A}-l-'t’& pontra O(MAMCL("Q +T£~;A)=f‘~
azaz 43+’t£ € aAS’"L’ 411, Ez mutatja, hogy K, -1al je-
151ve az U<y + [0, Vo2 1% - meS, és (yb)e d A}
savot,

@) AR, = AAILaR, |
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Az ,«,}eSZ pontokhoz tartozé KA} = U{"Q'F[O(V?l‘/fz]’&i

(n4,8) e d”Ag }

halmazok a 6.5 Kovetkezmény sze-
rint paronként diszjunkt korcikkek (9t -nél kisebb pozitiv
nyilasszoggel). Ezért az Sz -be csak megszamlalhatdan sok
pont tartozhat (az Rz szeparabilitdsa folytan). Legyenek

ezek a pontok Aj“A&,“... és Jjeloljik 'Q/L -vel a K,};

korcikket (&=4,2'... ) . Mivel a aAg_,t és a(Ag)-rc

gdrbék az A N (A ) e S U R gavon beliil fut-

o

nak, (47) ismeretében elég megmutatnl, hogy

(48) W(R;n ‘DAg—'t) 2> W( R&” Q(Ag)-—c) (4l=/1 2,.

Ez azonban vilagos, mert ha ¢4 -vel ,]eloljuk azt a lekepe-

zést amely az [, n dA g-T ~beli 4 pontokhoz a f/}o.»g‘_-]

szakasznak az A ; -t81 T téavolsédgra levd pontjait rende-

1i, akkor (a gondolatmenet elején mondottak szerint) a 42{,

képhalmaza ('\"Mg,z gb& ) az R,{ n Q(Ag)_T iv lesz
(4 =4,2,...) . s mivel &4ltalaban is akdrmilyen ’gz,', £

egységvektorokkal ¢s T'>T'>7T >0 szémokkal

< ([4: T g 48] (M, w2, yo+t'd']) 2 %— (t.d.

€z agz ["jL +'t'"£", Aéu-}-’t'"*é’, Y +'t"£.'] egyenldszara hirom-

hing ' ,e .o 4 > 7 - ’7 oo
820g M + " & -nél levd szogének a kiegészitd szoge)

. -ne)

miatt 0(;04'&/*\.& (f},;+"c"£", 4 +T! &,) > olintauce ('}z +T”‘é ”, “4i +’C”ﬁ,) 2

. h
> olistance (gi'*"té 1 M1 +T4') all, a 4>L leképezés kont-

rakcié (4=4,2,...) , amibdl kovetkezik ¢4(’3403Ag-fc)=
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= Ryn a(AS’)—'c alapjan (48).

Ezzel beldttuk, hogy amennyiben minden 44 € 3Ag -ra
P71z #4 Dbelefoglalhaté egy + (< g) sugaru gdmbbe (az A~
fiiggetlen az 44 ponttdél), ugy

(487) Lenght. OA,r = Lumght I(AQ)_, (O<T<g-)

= WV (d"A) +v,(d"A)-T | (48) segitségével kapjuk,

hogy
(49) /{A/WL W'F /&W\?’MQA ﬁ“\%"'&aAgt)— V,,(orAg).

Tekintve, hogy most az Ag minden befelé mutatd pre-~

normalisa legaldbb \/?7'— At hosszl, az 5.3 Tétel sze-

rint (azt az lRl\AS, halmazra alkalmazva) a orAS, irdnyi-

2
tott feliilet V szummélhatd, és igy \4(0{7\) ‘j't""

=4 gwa ppol3 = 0%/ fongl J(A) = bom 2 4| Aunght 2(A),

Ha O < § < \¢*-a" , akkor (2.6 szerint) az (Ag)_‘;
minden belsd prenormalisa legalibb \/9_1:? - & hossza,
ezért a 4.2 Tételt az IRZ\(A;»)_S =(”21\Ag)5 halmazra
alkalmazva kapjuk, hogy a Q(Ag)_é- egy kompakt 1 di-

menziés C"Jr -gokasdg, és (a 4,1 Tétel bizonyitdsanak az
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utolsé formuldja szerint) 0 < A < \}g"—,ﬁ -8  -ra

Zomgft H(AQ)_(5ryy = 3§A) (A4 2K 5) of Lomghh , ahol
?_g

k,a,(-) értelemszeriien a Q(Ag)_; -nsk az

(Ag)_‘; -~ba befelé mutatd normalisa szerint vett gdrbii-

- = im S K d in-
lete. Innen V4(01 A) Q0 S(AgL;& QM\?‘M‘ o Itt az in

tegral értéke a Gauss-Bonnet tétel segitségével a kovetke-
zOképpen szamithaté ki: Mivel a 3(Ag)_5 egy 1 dimene
ziés kompakt C?-alsokasag (hiszen C'* is) R* -ben, jo1
ismert, hogy az Osszefliggd komponensei kdrrel homeomorf gor-
bék és a szamuk véges, Egy ilyen komponensre a Ky integ-

rdlja -3¢ vagy 297 aszerint, hogy a 9<Ag)_§ ~-nak
az (Ag)“é- -ba mutatdé normilisa az R- \ 9(/\9)\; kor-

ldtos vagy nem-korladtos komponense felé iranyul,

Vegyiik észre, hogy (lévén az Ag belsd prenormilisai

mind legalabb \/o*- 4" hossztiak) O< & < Vo 4" ege-
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tén minden Z € J(As,); pontnak egyetlen vetiileti pontja
van csak 9Ag -ra, és8 hogy ¢(2) -vel jeldlve ezt (azaz

{b()) =Pty = J»a KyKg .- . kércikkek defi-
$

nidlasakor bevezetett 44,4, 6 ... pontokkal Ct)—/'('\};_)

nem mas, mint a K, n a(Ag)_s koériv ( & sugari)

. . ~4
(4=4,2,...), A}eaAg\(Aé,,“%,,_‘...}-re pedig a @ (~)
teljes inverz kép csak egyetlen pontbdl 4ll. Ez a tény mu-

tatja, hogy amennyiben C egy olyan (korrel homeomorf) kom-

ponense a a(Ag)_g -nak, amelynek az (Ag)_é- -ba

2
mutatd normalisa az R=\C korlatos nem-korlatos
komponensébe mutat, akkor a Cb(C) egy olyan korrel ho-
meomor: részhalmaza aAg -nak, amelynek az Ag ~ba mu-

tatd normilisa (a 2.4 Definicié szerinti értelemben) az

lR"\cb(c) korlatos [nem korlatos] komponensébe iranyul,
Igy tehat ha ')(+(E) -vel jeldljik egy korrel homeomorf (pa-
ronként diszjunkt) gdrbékkel hatarolt E<R®* alakzatra
a JE azon C komponenseinek a szamat, amelyekre a C -
nek az C -be mutatd normalisa az [RZ\C korldtos kompo-
nensébe mutat, ’)(_(E)-vel pedig a tobbi komponensek szimat,

akkor
(50) v, (d7A) =23 (=%, (A) +X_(A) .

Azonban korldtos E < R?%* halmazra ’)(_+(E>~7(~(E)éppen az

Euler karakterisztikaja, ezért (49) és (50) bsgmzevetésével

kimondhatjuk a kovetkezd tételt:
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Tétel, Legyen az A=R?%* «korlatos hataru. Tegylik fel,

hogy <§>O olyan, hogy minden A € aA? pontra a
1oty Y halmaz kdré ¢ -nal kisebb sugaru kor irhaté.

Ekkor

L sugp L[ Lumgl OAg ~ Ronff OAg ] < 251 KA

TV
Euler characteristicE ha az E korlétos
2
ahol EC[R -re')((E)={

Euler characteristick ha az R*™Exorlatos -
Analég médon az olyan ¢ < 0 értékekre, amelyeknél

A € 9/—\g mellett a Mm o koré irt kor sugara

mindig |e| -nal kisebb,
1

Lism, ind L[ Bl 3A g —Hanght 3AG) 2 2or x(A) U

T VO

Megiegyzés. A tétel altaldnositisa a [9] Lemmajanak,
igy beléle a [9] tobbi eredménye is kovetkezik, Ugy tiinik
azonban, hogy egyszeribb bizonyitdst a [9] -beli eredmények-

re ennek alapjan nem lehet adni (elsdsorban a (sl y -ra

tett kikotés miatt, amin a tlllépés topolégiailag nehézkes).
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FIZIKAI ALKALMAZAS

va
8.1. Legyen végig ebben a fejezetben az A=R kor-
, &
latos nyitott halmaz, és jelolje ekkor szokasosan Co (A)

a kompakt tartdéju C& -gima {A—%P figgvények halma-

z41t (&=O,4,---,°°) é8 :ﬁ e Lt‘/p(A) -ra RA(RE)

az ’.g figgvény Bayleigh-~koefficiensét, azaz RA(?F) =
af2
= (Slgmdf 1 doot, / §£7clvst,) . Legyen mn=42,... -
A A

re M, (A) a CJ(A) tér a dimenziés line4ris alterei-

nek Osszesége. Most az

(51) N (A)= i d{auwp{R,(): 0# L el }: LeM, A} (m=a2,. )

mennyiséget az A alaku, pereménél rogzitett rezgd test m -

edik sajatfrekvenciijanak nevezziik, (51)-et roviden

(s1) N, (A) = id sup R,() (=2, )
LeMm\ :feL
alakban fogjuk irni a tovabbiakban., Ezt a definiciét (vagy

inkdbb elnevezést) a klassgikus hullémelméletnek a kovetke-

z6 két tétele motivalja:

a)?t* Ha az A hatéra véges sok C’-gima feliiletdarabbél

osszetehetd, maga az A alakzat pedig Osszefiiggd (lehet t5bb-

5l Irodalmi hivatkozas: [23]) III. fejezet 8. § (58-59, old.)
[24] I. kdtet VI. fejezet.
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gzbrosen osszefliggd is), akkor talalhatd egy olyan

o0
{£4|£‘Ll"' } < Co (A> teljes ortonormalt rendszere az

L’L(A) (={£=§£7'o(mr€h< 00} ) térnek, hogy minden  indexre

és ezekkel az ﬁ,m fliggvényekkel az

wRxA—>R |, YVteR w(t,.)e CEA) (=

. ya . > _ 2{6(.) Lo €A s P 2 A
= {2eCr@:F0) ={ ) o=, = e CiRY)
O*u=0 (azaz M.(JC\X) —‘=M('(?.X,“.-.1X,,L) derékszogli koor-
s 3% 2% U
dintékkal at% ‘a;fv-“"“ax}fo)

hullédmegyenlet Osses megoldasai elééllithatoédk

o0

w (k%) =2 ol L (x) - cos(N (AT +4p,.)

Mm=A

sorfejtéssel. (Itt az &,, amplitudék és <f,. fazisszigek

az M(O| .) fliggvény altal vannak meghatérozva., Mindig

Y- -]
0. om <o 0
=4

most L, = San{Fs - B} (ALt 4 Ay A RY)

et irva nyilvan

/\/\M(A = R ( ML):"M“X RA( = M M=
) alf p f) mm%(ﬁ (m=12,...)

€L pm
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b)52‘ Az m -edik sajatfrekvencia (a /\M(A) kifejezés
rogzitett m -re) folytonos fiiggvénye az A halmaznak abban

topolégidban az R™ xorlatos nyitott részhalmazain, amelyet
a Hausdorff-metrika hataroz meg. (Vagyis ha az {A; - iely I

egy olyan korladtos nyitott JR™ _beli halmazokbodl 4116 &lta-
léanositott sorozat, amelyre /&ML?CW?Z-F dustance (A{;A)=O,

akkor o@vvsn /\M(AJ = /\M(A) )

Megjegyzés. Az A tétel igaz olyan korlitos nyitott A

halmazra is, amelynek mindegyik Osszefliggd komponensét véges
sok péronként diszjunkt Cz-sima felliletdarab hatarolja.
T.i. ilyenkor A,1 l Az ooe -vel jelolve az A osszefiiggt

komponenseit és <“€4"4 ‘:{-’,L;L - ..} -vel az A¢- ~hez tartozd,
az a)-beli {’.f,.,ffz i-.. y -nek megfeleld ortonormalt rend-
szert, be lehet latni, hogy a /\M(AA) sorozat m. 4> 0o

mindig oo <~hez, tart. Ezért az (AM.,AZ) indexparok atren-

dezhettk egy olyan (MA-4 ‘&4), (/M.U 'L?_) R gorozat-
t4, melyre /\m,, (A.L,‘) < /\/'M(A‘z) < ... . Ezutan
Ax) = .
f? 0 (2:4,21... )—
fa x¢A%
vel definidlva az -‘f,“f.z_ yooe fliggvényeket, vilagos,
hogy az {f“fl‘ .. } egy teljes ortonormalt rendszer

L’L(A) -ban, és hogy Af’jr ~/\i’%(A'{'3") f} =0 (3'=4,Z,... ) |

52+ [24] I. kotet 419-423. old. és [6),



- 122 -

ahonnan ismert médon kdvetkezik, hogy /\J(A) -_:/\M?(/h)
i/ -

Ez egy ujabb érv a A, (A) definiciéja mellett,
2
Sejtés, /\M (A) a nagysig szerint m -edik (a leg~
kisebbtdl kezdve és a multiplicitédst figyelembe véve) sajit-
12
értéke az £ € Ho' (A) | A}P—>\“-(r7 =0 sajatérték-prob-

léménak. Itt H:'Z(A) a CHA) 1ezartja a

W' (A ={£ ¢ L*(A) : Slgead £11%cl vk, <o) fiiggveny-
A

térben az ”f"wmdi § (£24 UW fﬂzob\nre,w norméja

szerint gy, hogy a differencidloperitorok (azaz a A és

a Woperétor) digztribucid-értelemben foganddk fel, vagy=~
is pl. a A:f— )\z£ =0 egyenlet jelentése
§(Atf-)\2ce)foivo‘(’m=0 Ve CT(A)

8.2. Jelslje ezentul D(A) azoknak azf:A—>R rfige-

vényeknek a halmazit, amelyek valamilyen ce € C: ( (0, 00))

mellett felirhatek 4 (.) = ¢p (didance (., 94)) (=
= tp ( adamce (., R™\A)) )

formdban és legyen m=42, .. .~
re M, (A) a D(A) tér, F,. pedig a C( (0,20))

Mm. dimenzidés altereinek az osztilya.

Lemma, Tetszéleges O F '€ € D(A) =hoz taldlhaté olyan

Z(,\ y ‘E’Lt ... € Cod (A) sorozat, hogy

(52) R (£) =R, () (i->0). (azaz D(A) = HJ™(A))
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Bizonyitis., d = MW(W{, oA) ¢és
£(.) = L{’(D{*AM( (9A))  -nal nyilvan
§= W(O.WL{’) >0 és igy vannak olyan

K,, | KZ |- € C:’ ([R%) magfiliggvények, melyekre

=0, WK,@C{xePM: ”X“<’§} e [RS’;K ool

_ o (d=12,. ).
Most f -gal jelolve az f O -val valdé folytatottjat az

A -n kiviilre (tehat :{f(x)—:(f(x) ha x<A |, és_
‘f(x)-——:O ha XGTRM\A ), 1legyen f‘&:f%K,{'

azaz :E_(X) S :ﬁ(‘f)K (x-t) ol wwf, t . Ekkor nyilvén
(53) W:€¢C<Wﬁ‘f)é‘/ = A (&=4,2|...),

és jol ismerxrt az is,53‘ hogy az {:f&} sorozat egyenlete-
— — 53.
Oo .
gen tart :€ -hoz, Masrészt f,.; eCo (RM) (¢=4|2.---), és

grac £l ~ grad 700 = § [FO-F00) g Kilx-t)elit, ) =
= § [T = Fx)] graol K (x-1) of vt (£) —> O

Hz xll<8/4 ~
minden X €lR pontra, ha 4A—>o , S8t az :f egyen-

letesen folytonos volta miatt (ami a W»vf’tzf kompakt-

84gdbdl kovetkezik) itt a konvergencia egyenletes. Igy
(53)-at figyelembe véve lathatjuk, hogy £4', -t az :—EL fligg-

vénynek az A halmazra valé megaszoritottjaként értelmezve

( i=42,... -ra), L, fu, ... € Co(A) s (52) a11.

25« 14, [23] III. fej. 10. § (60-61. old.)
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Tétel. Tegyiikk fel, hogy az A belsd paralleltartominyai
hatédranak a felszine majdnem sehol sem haladja meg az A na-

taraét (azaz majdnem minden ?<O esetén V"e«-}l 3A3 <
< U‘tfe,n_,, oA ).54’ Ekkor a pereménél rogzitett A m -

edik sajatfrekvenciija nem lehet nagyobb az egyik végpontja-

ban rogzitett és a madsiknadl szabadon mozgd /K=W€nA/’VTfeM-4aA

hosszusigu hur m -edik sajatfrekvencidjanil (m=42,...),

Bizonyitds. Legyen (0,9.)=¢< ¢>0: A_g #= ¢} f
pedig az a (O,?o)—'z’ (012) fliggvény, amelyre f(?) = ('U-UEM A_g—
- U&MA)/ 'U‘D’EM,_,‘ JA . Mivel a § fliggvény szigoruan monoton
novo a (O,g,) intervallumon, abban az esetben, ha még
folytonosan differencidlhaté is, az Osszes D(A) -beli f
4
fliggvények felirhaték valamilyen alkalmas Y e Co ( (010"))

segitgégével f( )=y (f (lisdeunce (. ,9/\))) alakban,

Az dltaldnossig megszoritasa nélkiil feltehetjiik azonban, hogy
a § folytonosan differenciilhaté, ugyanis - mint az kdzis-

mert55‘-—. az olyan Pc [RM' poliéderekre, amelyeknek az

She Be lehet latni, hogy ilyenkor sehol sem teljesiilhet
de ez tén tovabbi-
/vo’e%_/‘ QAS, > U"O’eM__A JA (g<0), a y a tova

akbsazempont jabdl nem érdekes,

55. Ezek az 4llitasok P, Halmos kifejezésével élve a matemati-

kai folklérhoz tartoznak. V.s. [6], (7], [8], [10].
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egyik lapparja sem parhuzamos, a VUE&_ABPY fliggvény
d

folytonos, és elemi geometriai okokbdl mindig O-E— 'U"D{M P_g

=

= '\""{M,-A ap‘S (9>O) . Marpedig ilyen tipusu polié-

derekkel tetszbélegesen kozelithetd akdrmilyen korlatos nyitott
alakzat, Ezért ha a tétel 4llitasa az ilyen poliéderekre igagz,
akkor a 8,1 b) tétel szerint sziikeégképpen igaz az altalanos

formajaban is,

Legyen teb4t mostantél a t(.) folytonosan differenciil-

haté. Ekkor a Lemma kovetkezményeként

ML) = ind g RECD) £ inf g RECD) =
LeM.., fel LeM,.

u%mcfnzolwem
() = 4 )

L:?&Mﬁ ; £% of wf,,

| § U graol p(§ (clisknce (- IAMI ol wols
= pxi § ¢*(% (obistance (. 2AN d s

Mivel [15] 3.2.12 (249. old,) szerint 56. egy tetszble-

1l

ges. ¢ C}((0,%0)) fiiggvényre

26 pz ottani f() helyébe OUAWOL(-,RM\A)—{ «3, W
M(f (W(-,RM\A)))-@ M. helyébe m ~et és m he-

lyébe 1 -et irva, és figyelembe véve, hogy ebben az eset-
ben az ottani 3'4 operacid a ”%moL ” -nak felel meg,
tovabba, hogy a 2.1 Kovetkezmény alapjan most 3,, f =

| %’maﬁ Audance (., RK\A)U =/ az A majdnem minden

pontjara.
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2
§ (8 (bishance (. 2AN) oA wot, = S &Nl A dg
A 0 :

411, (54) nem mas, mint az

L
§L¢ (L8 (6] wotl, _, 2.5
(541) /\ = 4f4£ AAﬁf — 2
L'ef,, ¢ § [?(?(f))] oty OA -9 g
(m=4,2,...)
egyenldtlenség. Ez pedig ?'(?) = «\rtfa,,v_A 9A—9 /4’0{,&_4 IA

miatt tovabbirhaté a ¢ = f(g’) helyettesitéssel

csamy N\ (A) Mg»w,o S (¢ ()1 Lot _,3A () /g[we ' {E)ds

alakba. Ezért a MM_AQAQ?S'M%_AQA (m.mm . g>0)gelte-

véslink kovetkeztében és a Aup ill, M\i operacidk monotonitéasa
folytan

(m=a,2,..).

Itt a jobb oldal éppen az egyik végpontjaban rogzitett
(a mésikban szabad) £ hosszusdgi hur m -~edik sajidtfrekven~-
cidja (v.6. [23] III. fej., 13. § 71. old.).

Megjegyzés. Az hosszusédgu, egyik végén ridgzitett hur

241
/;ﬂ;e:*- JT C/VW.:/]'Z'.--).

-edik sajatfrekvencidjanak értéke
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(2 m+4)r x }

Ez abbdl latszik, hogy a {L{,m(x)* 5 m=47,...

2
fliggvényrendszer ortogonédlis és teljes az l_ ( (0|Q,)) tér-

és tagjaira C{M(O)—-O Lﬁm(‘e) 0, ('f” - ( Zlm+4 JT) ¢ = 0

(o =A2,... ) teljesil,

8.3, A dolgozatban levd geometriai tételek segitségé-
vel jél haszndlhatd elegendd feltételt lehet adni arra, hogy
¢ < 0 -ra mindig Aro‘e%_,‘ c?A? Su—o'eh_/laAlegyen:

Lemma, Ha A>0,K,, .\ Ky >0 s (M+ic,0). . (A+1K, ) >0

minden g € (-£,0) -ra, akkor a p(g) =(4+Lc4?)...(/1+k,,n_4 9)
polinom monoton névekvé a [-4 ,0] £o16tt.

Bizonyitas., Legyen a g egy tetszblegesen rogzitett

pontja a (—&10) intervallumnak., Ekkor M. = 44—1&4;? -t

irva vildgos, hogy M;> O kell legyen (A=1,... n-41),
K, és /p'(g) értéke az M, ... M, _, szamok segit-
ségével a kovetkezbképpen fejezhetd ki: k, = M;_/’
(£=4,...,m-4) 111, 10'(9)=K4(4+ K, Q) - ..(4+\p%_4g)+..
m~A sl
> (e, 1 e =y ou, 2. 24
AL=4 je{‘/l,.‘.,m.-/i}\(i} S
Ezért a lemma 4llitédsa pontosan akkor igaz (Mq, Mgy >0

miatt), ha az
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m~{
_ST M .
Flacy: - tneg) = 2 > (itt Q<0 rdgzitett)

A=/ ?.u’i.
(55) My, .- M, >0
< -4
C(M.“...'M‘_\'_A): = :Cmt (?_.O)
A=4

varidciés probléménak a megolddsa nem-negativ. Ezzel pedig

ekvivalens az az &4llitéas, hogy a

—S F(M’Ar C Mmg) + m-A = ( ¢ < 0 rogzitett!)
m~4
A .
(55?) -
My May >0

?.C(M,ﬂ ) ..|Mh_4)+(m—4) = m,yi' = Wg +M-1) <m-1

varidcidés problémanak a megoldasa nem kisebb (AL—4) -nél,
Ez pedig igaz, mivel a szamtani és harmonikus kozepek kozti

egyenlétlenség szerint (55’)-ben a minimum is felvétetik,

4\
mégpedig MyTe e F My = o —re, és igy itt
m-A4 2
Z- m-1
..i = ( ), Z m—/ . D

Kovetkezmény., Ha a aA CZ -gima és nem-negativ Min-

kowski~-gdrbiileti (az A -bél kifelé mutaté normalis szerint

szdmolva a fégdrblileteket), akkor a 4’V€4v~19/x9 fligg-

vény monoton noévd a (~°o|o) intervallumon.
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Bizonyitéds. Jeldlje £(.) a JA «kifelé mutatéd nor-
malisat (AgeaA -ra a 'Q,(Ag) mindig egységvektor!), ﬂ(%) az
A},eaA pontbdél kiindulé befelé mutatd prenormalis hosz-
szat (azaz %(43) =’£\__ ("3,—&(%)) )y Tg az 43}—-3»/\3,—\-9&(43,)

leképezést (OZ ¢ >—00) | W, . .- Kp_, pedig &

oA fogorblileteit a £.(.) normalis szerint szamolva.
3.3 (11) szerint most (mivel a definiciék alapjén <§<O
esetén Tg'\g €3Ag pontosan akkor, ha 0>¢ 2 f(y))

{AéeBA 19 < -L(x))

= ) + )

{43~.9A=g<—!1(49)} {geaA=5’_=;£;(*3)}

= 5 (r kpe) (ke () o) ol arot -
{y:-R0y) > ¢) | s a0

+ 3 (W”L{‘}"'TV?‘:TS"J})‘A(/IHQ(A})-SJ)
‘(/}:—&(42)=37}

(MK, (y)e) dvet, ()

Igy fennall
§ (41e,m)9) - (ks (m) @) d b, _, (4) <
B((~g,00))

< o, A, S T (14, (y)g) L (ks ()Rl ()
’ (L=, 00))

(56)

(¢g<0) .



- 130 -

Mivel a Fé Lemma szerint (vagy hivatkozhatunk 7.2-re

is), ha az 43,99%\ pont rdgzitett, akkor ?,G:[-ﬁ(/&j,),()] -
ra 1+ K&(%)-? >0 (4=4,...m-), fennall az is, hogy a
—-&(42() <¢ <O szakaszon az (4+ “44(43)'?) (A Wm-s(4)€)

polinom pozitiv., Ezért a Lemmat alkalmazva az (56)-tal ekvi-
valens
(567)
< avl,, g S a; /\C—é«w.o} (?)(MK“(?’)'X) U kg
col el p ()
egyenldtlenségre, rogton addédik az allitasunk., D
A Kovetkezménybeli gondolatmenet nehézség nélkiil altala-

nosithaté a Fététel (ill. 7.2) alapjan:

Tétel, Ha a of A-n a V, elbjelezett mérték negativ57'
é8 V4, ... Vo mind abszolut folytonosak a YV}, =ra vo-

natkozban, akkor a pereménél rogzitett A alaka rezgl test

sajatfrekvencidi alatta maradnak az /€= 'V'U’C,NA /:g\;lrm VU{M__,,A
0

hosszisigli, csak egyik végén rogzitett hir megfeleld sajat-

57.
Motivacié: C™ -sima hatara A -nal O{V"IOI_A a be-

felé mutatd normalissal vett Minkowski-goOrbliletnek és a

elemi felszindarabja 'V'D’e,h__A -mértékének a szor-

zata, azaz O{V"lol’A (‘3,-&(/\3)) =~ <K4(%)+- --+"C4L_4(‘-3))‘
. O‘ 'V‘D’CM'_,‘(%) .
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frekvencidinak, azaz

(57) /\ (A) < (Lm-A)ar ’%‘;"’3 M""-’W AL

‘ 7 o (ra=4,2,... ).

Bizonyitas. Atvéve a 7.2-beli jeloléseket, (43?) sze-
rint egy tetszbleges (g€ L7(A) fliggvényre

m-4
Swwe = § c(;(wmza(ag,fax}dmﬂ(%m
dA -k (ug) 4=0
Specidlisan ¢ <O mellett a L(—-/f fiiggvényt véve
0
arst = a4 ( 2) =
whs olSA g_m.&) ("“"5” Z 8y O{m’” L) =
(58)
0o - m-A
— (
- § ) M(_ oy ;a HOTAR CHMAVAFL I

[15] 3.2. 34-b61 tudjuk (271. old.), hogy majdnem minden
ge[R -T€ MM_AaAf = j’{— Aro’e,,\Ag » igy (58)-bol
S

m-4
(59) /\nr@,k_,‘a/\g =OJ\SA4(“°°"'1.(*3&))(9) '; a.y-(%/ﬁ). 9}0‘/4 (A}/é)

M. M. g<0 .

Mivel feltettilk, hogy a dV} lol‘A =—-q}-oi/\4 mértékek abszo-

lut folytonosak a O{Vo -ra vonatkozdan, bevezetve az
Y ={(y8)edA: as(y,L)+0} (={(yk):a,(y,)>03!)

segédhalmazt és az

q'("jiﬁ ﬁa("j,ﬁ)e’u . . ) o
R A (o gygy 70 Segvenyoker, mindie
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m-A ’ m~A
/}D'»lﬁ(?)z Z %}(Ajl%)?}zao(%lé)z a}("é,é)?} .
é’,=0 4=0
Az ("3,5,) e U helyeken a O{V"\ol'A pozitivitidsa miatt

m-A ]
ao(%lé) >0 , és ezért Py 4 (p) =Z aé(/\é,éf?}
4=0
polinom itt 7ou4(9) =1+ ky(m)-g) ... (1 +Kpoy (g )
alakban 4llithaté eld valés g (4, %) értékekkel ilyen-

kor. 7.2-b8l azt is tudjuk, hogy most (azaz (Aé,&)c—: 4] -

L 2 (g)
ngl) /P%l.g_‘<?)= /P:o(&"g,‘é,) >0 minden —&_(g,£)<g<0-

ra. Vagyis a Lemmit figyelembe véve, a  Jouy (¢) poli-

nom monoton nové a [— f»_(ﬁg(ﬁ,) IO] intervallumon, ahon-
nan lathatjuk, hogy minden (Ag,ﬁ,) e d”A -ra (nyilvan
(Aé,’&,) ¢ 1/ -ra is, hiszen akkor <y g =0 az

m=A .
/] (~°°:~K_(A3,£))(?) ' Z “}(%(ﬁ) . 99' fliggvény monoton no-
4=0

v6 a (=o0,0) -n. Ez (59) alapjan mutatja, hogy a 41'0’6,,‘__4 9A9
mennyiség mint a 9 vadltozé filiggvénye a (=22 ,0) -nak egy
O mértéki halmazén kiviil monoton ndvé. Tehdt m.m . ¢<0 =
nal

g 3A, S lim ot 3A,

, ahonnan a 8.2 Tétel alkal-

mazésabs198° adédik (57). L]

8. 4 8.2 Tétel bizonyitésdbdl viladgosan latszik, hogy benne

vl dA  kifejezés helyettesithets esdsup vf, dA,-val
A £<0
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1. Megjegyzés. Az (57) egyenlétlenségben a
Lim vol, A, kifejezés nem helyettesithets wof, _JA -

TVO
val (mint azt esetleg sejteni lehetne). Példa: m=7 di-

T,
menzidéban legyen A%< {(xx"gmsz 1 =1<x<0,0<4< ayv{ (K,A})GR -
D<x<4,0<y<al.

Minthogy az A% alakzat két diszjunkt téglalap egyesitése,

—_ ayN
Ad7A  teljesiti a Tétel feltételeit. Ugyanakkor A\,(A*)=

59.
= /\4({(><(A9,):O<X</1l O<A}<Q}) = J7 V/H'A/az I

:IT>_2.3T=,&\M %ﬁi% reléacid
o> oo

azonban kizarja, hogy minden & -ra /\4 (A%) <

E 9’21. *U‘D’C,,,L_A c9AOL//\J'U’€,,L Aq lehessen,

2. Megjegyzés., Bebizonyithaté (az eddigi Stletekbdl a
bizonyités kénnyli, de nem r&vid), hogy a Tétel feltételei
mellett

Lim vol,_, dAr = S Waﬂ%{&: (4 2)eof Ay vt _, (4)

T~0 " PA

411, Ha az A alakzatrél azt is feltessziikk, hogy a hataran
nincs olyan M pont, amelybdl két egyméssal ellentétes iri-
nyl belsd prenormilisa indul ki az A -nak (azaz Vly c JA

7] 3’& (’\}lé)|<"},—~&) QO{‘A ), akkor még ’QA;,WL u‘o’eh_A ‘QA’I: <
T A0
< ANBM,AQA egyenldtlenség is teljesiil,

29 14. [24] I. kdtet 300-301. old.
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8.4 Befejezd megijegyzések

Bar a dolgozat fététele 6sézefog1alé jellegli abban az
értelemben, hogy beldle kbzvetleniil levezethetdk az 4ltalé-
nos [RW ~beli paralleltartomanyokkal kapcsolatos eddig is-
mert legfontosabb tételek, nem tekinthetdk a téma lezirisa-
nak, 36t, e legutolsé matematikai fizikai alkalmazis kap-
cedn Uj kérdések egész sora vetddik fel: Az A (cR™) hata~-
ranak gorbiileteire vonatkozd milyen feltételek mellett tud-
nak jo6 felsd becslést adni az A alaki rezgb 1ap60' ("vib-
rating plate") sajédtfrekvencidira, a kiilonbozd kényszerek-
nél, ill, - a 8.2 Tétellel analég mbédon - hogyan lehet
ezeket a sajatfrekvencidkat egy valamilyen tipusu kényszer
alatti rezgd rud megfeleld sajatfrekvenciiival becsiilni,
Vagy pl. milyen gorbiiletii 9A (AC r™) esetén adhatd
jé alsd becslés egy A alaka test torziémerevségére6l' a
Fététellel., De felvetddik majd a Fététel tovabbfejlesztésé-
nek szikségessége az izometrikus tétel iranyaba, hogy igy
lehetdéséget kapjunk a Payne-Weinberger féle [10]-beli ered-
mények n dimenzidés analogonjainak megtaldlédsira. Ugy tinik,
az eddig ismertetett problémédk kozil ez az utdébbi a legszebdb

és a legérdekesebb, azonban messze a legnehezebb ig, Vald-

gzinli, abhhoz, hogy itt tovabb tudjunk lépni, eddig még nem

60. » probléméhoz tartozd differencidlegyenletet és variici-

48 formulat 1ld. [23] V. 4.§ (93. old.)

6l. 4 torziémerevség ("torsional rigidity") 1d. pl. [5]
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ismert Uj globdlis differencidlgeometriai tételek felfede-
zége szikséges, Az eddigieken kiviil figyelmet érdemelhet a
8.3-ban kozponti szerepet kapott nem-negativ Minkowski-gdr-
blilettel rendelkezd hatdra testek osztalydnak a vizsgilata
-~ esetleg sikeriilhet taldlni szoros kapcsolatot kdztiuk és
a minimilfeliiletek kdzt (amelyeket tudvalevéleg az eltind
Minkowski-gOrbiilet jellemez). Végiil pedig érdekes lehet a
lokédlis Steiner tétel (4.4) kiterjesztése véges dimenziébs
Banach térre, (Sejtésem szerint ez utédbbi a dolgozatbeli
médszerekkel megtehetd, s6t a Banach tér normajat pétolni
lehet pozitiv értéki szublinedris funkcionidllal is a nyer—

heté tételekben.)
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Definicidk és jeldlések jegyzéke
A az A halmaz lezartja
2 az a belseje

area = vol, (1d. vol))

Ay = az A 9 sugaru = paralleltartomanya 1
B(S, g ) 68

B (S, ) 68

befelé mutatd }_ normglis 23
belsd (metrikus értelemben)

befelé mutatd }

belsd prenorméalis 23

Bouligand féle félérintd 1d. félérintd

Ck-sima fliggvény (leképezés) = olyan X(c mn)-»mp typ.
fliggvény, amely Osszes komponensfiliggvényeinek az
Ogszes k-adik parcidlis derivaltjai léteznek és
folytonosak

Cl

*_gima fiiggvény (leképezés) 43
¢® —gima = minden X -ra Ck ~gima

k
Co(d) 119

card = halmaz szamossiga

d = iranyitott hatar operator 58

9 = hatar operdtor R" -ben

Qo A 58 |

4 r24 ‘a
QAy = 9(Ag )-nak értendd (Pl. 9(Ag )on = 9[<Ag Yol s Ao
1d. ott)
9 f
dv | x

o)
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D(4) 122

da"a 63

ata 63

distance = a tavolsig (értelemszeriien a szdbanforgd
térben)

1B = a B halmaz karakterisztikus fiiggvénye 39

egyszeri irédnyitott feliilet 63

entier x = az X 8zim egész része

erbs extremalis (félegyenes) 96-97

er6s extremalis pont 96

f : G—» S olyan leképezés, amely a G halmazt az S -re
képezi rd

F(S,g ) 68

P

félérintd 92

grad = gradiens

by ,k) 58
A

h_l_(y ’k) 58

H(p,q) o

Hausdorff tavolsdg A,B ¢ R’-re inf{S>O : ACBy és Bc AS}

irdnyitott feliilet 62

Jag = Jacobi determinéns 13

JacTy (.) 36

E}fe}é mutatéd .} normglis 25
iilsd (metrikus értelemben)

kifelé mutatd }

Kiled prenormalis 22

Kneser-egyenlétlenség 8, 10
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konkav fiiggvény adott halmaz felett 89
(y,k) 58
N m(A) 119

length = volg (14. voln)

Lipschitz fiiggvény (leképezés) = metrikus terek kézti £ le-
képezés, amelyre dIM V x,yedom £ distance(£f(x),f(y))s
< M-digtance(x,y)

Lipschitz konstans = egy £ Lipschitz fliggvény s -a
distance(f(x),f
x,yedom £ istance(x,y

LP(A) AC R -re LP(A) ={f(voln-mérhet6 A—-R): j]flPd voln<°<>}
A

Mm(A) 119

~

%(A) 122
majdnem-diszjunktsag 20

1. = merbleges
metrikus kapcsolédas 5

mult == leképezés multiplicitasa %6

n - 1 zrektifikéalhatd 86
UOCO)’.OO’ Un—l(.) 6‘7
N A
Uo(o)’ooo, Un(o) 64
V-mérhetdség 65~66
V-szummalhatbsag 66

nem-iranyithaté része egy halmaz hataranak (1d. SOA) 58
“ ]l: egy vektor normaja

wp 1l
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paralleltartomany (-halmaz) 1
pereménél rogzitett test m-edik sajdtfrekvenciija
1d, sajatfrekvencia

er = projekcidé (az X halmazra) 17

prenormilis 23=24

R a valdés szémok halmaza

R® az n dim, tér

RA(') 119
?O(S) 63-64

range = egy leképezés értékkészlete
Rayleigh-koefficiens  1d. R,(.)

sajatfrekvencia 119

ggn dist = eldjelezett tavolsag 23
gima = Cl-sima (1d. ott)

skaldris szorzat jeldlése: t,u € R® -re
{t,u) vagy tu

(a<,> valtozat 4ltalidban hosszabb kifeje-
zések ko6zott)

suppsS 63
4 = kiilonbdz8 alakzatok ill, vektorok kdzdtt bezdrt szig
szublinedris fiiggvény [funkcionil] = pozitiv-homogén konvex
fliggvény
gszuperlinedris fliggvény [funkcionél] = pozitiv-homogén konkav
fliggvény
vs(e) 63-64

vetités (merbleges) 1ld. pr
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vetiilet 1d. er

vol = térfogat
voln = n dimenziés Hausdorff mérték (ez utébbi definicidja

1d.[151 )

vol = a vol, mérték altal generdlt kiilsd mérték






