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BEVEZETÉS

Egy А с [R^

mánya szokásosan az

^0 sugarú paralle ltart o-halmaz

Ал*. ^ > 0 

■^CL ^ < 0

О : oLíhUajülCXíA) <

{ X : C^ÓUíUvCje. (x ,IR&X'\A) >1^1}

halmaz. Az elnevezést a geometriai intuíció igazolja, ha 

-t igen kicsinek képzeljük.
Innen is eredt az első alkalmazásuk a matematika tör­

ténetében: Általánosítva azt a két észrevételt, hogy

a ?

ha 4r = 3 és A egy sima görbe, akkor az A hossza

Лмл. 0 
?V0 tí<$l

illetve ha ugyanigy a 3 dimenziós terünkben A

Cantor, Bouligand és Minkowski egy tetszőleges coO valós 

szám mellett az A halmazhoz a

</tr6 /4 S

egy
sima felület, akkor az A felszíne ;

ЧЛгС Aj 1.
számot

^>V0 60

" ex -dimenziós” mérőszámát (mér­
tékét), s igy kívánták a felszinmérés geometriai elméle­
tét kiépíteni (v.ö. Cl), Í2], [3]). Zárt elmélet ezen

s
asszociálták mint annak

a

CUß a ” ^ -dimenziós gömb ( (3 -dimenziós) térfogata” =

, ahol Г az Euler-féle fgv. (azaz ha 

/m = 0 J Д j... akkor P(/m) - лп.! 
sai elsőrendüek és a — *1,-2., ...

Г meromorf, pólu- 

helyeken vannak.
I
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téren azonban mégsem jött létre végül, sőt sejtéseiket az 

imént definiált °( -dimenizós ún. Minkowski térfogattal 
(Minkowski content of dimension) kapcsolatban paradox 

módon később a Hausdorff-mértékek elmélete keretén belül 
igazolták. Ennek az oka egyszerűsítve, de eléggé találóan 

úgy fogalmazható meg, hogy a paralleltartományok határa 

közel sem követi olyan pontosan a kiindulásul vett A kon­
túrját az általánosabb esetekben, még zárt A -nál sem, 
mint azt az egyszerűbb példák alapján sejtették. Tudni il-

alakú halmaz meglepően sima és felületszerü
maguk az A^

paralleltartományok pedig (differenciálgeometriai szempont­
ból) igen közeli rokonságban vannak a konvex halmazokkal.

A paralleltartományok igy érdekes új szerephez jutot­
tak: kezelhetőségük és a Hausdorff-mértékekkel való szoros 

kapcsolatuk folytán hatásos segédeszközzé váltak geometri­
ai mértékekre vonatkozó tételek bizonyításánál. Ez utóbbi­
ra példa [4]-ben az izoperimetrikus tétel bizonyításának 

módja.

lik egy
- ahogyan az a dolgozatból ki fog derülni, -

Minazonáltal, az eddig említett alkalmazásokat álta­
lában az jellemezte, hogy bennük az (A^} vagy a 

halmazseregnek csak a lokális (nevezetesen legtöbbször a 

^=0 hely körüli) viselkedésének különböző tulajdonsá­
gait használták ki, s a tételek nehézsége és érdekessége 

főleg az A halmaz határának „simaságától" függött. Van 

azonban olyan terület is, amely a problémának éppen az 

ellenkező irányból való megközelítését kivánja meg. Úgy 

tűnik, ezek a vizsgálatok jóval nehezebbek az előbbieknél,

{3A5}
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de szebbek és mélyebb eredményhez vezetnek. 1958-ban Makai 
Endre abból a sejtésből kiindulva, hogy egy kifeszitett 

membránon kialakuló legkisebb frekvenciájú állóhullám azo­
nos magasságú pontjai a hullám egyenletes terjedési sebes­
sége következtében megközelitőleg azonos távolságra vannak 

a membrán peremétől és magasságuk is körülbelül ezzel a 

távolsággal egyenesen arányos (vagyis várhatóan kevéssé
halmazoktól) igen jó felső

becslést adott egy kifeszitett konvex sikmemrán alaphang­
jának magasságára (ld. C7l)«

Tételének alapgondolata mechanikai részről az a több 

dimenzióra is közvetlenül általánosítható észrevétel volt, 

hogy minden olyan AC^ÍR1) 
függvény

kú kifeszitett membrán alaphangjának a frekvenciája nem 

nagyobb l/3 А/ -nál. Kicsit később Pólya
György bebizonyította (ld. C8]), hogy az előbbi egyenlőt­
lenségben a n/3 konstans ^ -re javítható (és hogy a 

becslés ezzel kiélesedik). A cikkében használt módszer nem­
csak matematikai szempontból figyelemreméltó: kis módosí­
tással fizikailag igen érzékletes eredményre juthatunk vele 

(ld. a 8.2 Tételt és a 8.2 Megjegyzést).
Egy A R*1" alakú pereménél rögzített rezgő test <tn- 

edik alaphangjának a frekvenciája felülről becsülhető egy 

olyan húr rezgésének az -tn. -edik alapfrekvenciájával, amely 

az egyik végpontjában rögzítettje másiknál szabad, és amely-
: ^<0} (,ул. =4,2 (. .

ЗА,térnek el alakban a

sokszögre, amelynél a
(-oo*0) _n, az A ala-monoton növő a

nek a hossza

• -U к dimenziós Hausdorff mértéket jelöli.aк
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A becslések az összes -re élesek,)
Ez a fizikai alkalmazás hivta fel a figyelmet a 

3A^ függvény menete globális (nemcsak egy adott ^ 

érték körüli) tulajdonságai fontosságára és speciálisan 

olyan kérdésekre, hogy hogyan becsülhető pl, 

fölülről az A alakzattól függően, vagy pl, hogy milyen 

feltételek mellett monoton csökkenő a 

(O,oo)-en stb. A válasz még a legegyszerűbb tipusú alakza­
tok (pl, poliéderek) esetén is igen nehéz, s úgy tűnik ki- 

elégitő eredményekkel ezideig nem is rendelkezünk 2 dimen­
zió felett, A legmélyebb információ ebben az irányban 

Szőkefalvi-Nagy Béla következő tétele (ld, [9])^** Hogyha 

alakzat egyszeresen összefüggő és korlátos, 

(fajujfrL ЭА^)-2зт^ függvény ( = 4Л5^)

inkább az alábbi - Payne és Weinbergertől származó (ld, 

[lO] ) - szép interpretációja mutatja: Az A\A^
mellett felszintartó módon olyan szabályos 

körgyűrűvé lehet transzformálni, amelynek külső kerülete 

megegyezik az A halmazéval (vagyis -val),
és másrészt adott ^ mellett a belső sugarát -val
jelölve ennek a gyűrűnek, fennáll a 0 - £ oí^

-vcf ЗА a

A^IRZaz

akkor a monoton

növekvő az halmazon, A tétel erősségét leg-

alakza-
<0tot ?

4.

3, A tétel ^1-ben másképp van kimondva, azonban egyszerű 

meggondolással igazolható (az 3*6 Megjegyzés segítségé­
vel), hogy ez a forma ekvivalens az eredetivel.

Azaz az 4"(.) függvény deriváltjára О < 't'1^) < Л

-nál.^> < 0teljesül minden
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reláció. Innen közvetlenül adódik az izoperimetrikus tétel, 

fizikailag pedig az következik belőle, hogy ha egy egysze­
resen összefüggő, A alakú <)A -nál rögzitett sikmembrán 

belsejébe lyukakat vágunk, akkor az igy keletkezett fizi­
kai rendszer sajátfrekvenciái sohasem haladják meg annak a 

körgyűrű alakú 

külső kerületű membránnak a megfelelő sajátfrekvenciáit, 

amely csak a külső határoló körénél van rögzítve. (Ez utób­
biak a Bessel-függvényeк segítségével kiszámíthatók.)

Jól ismert azonban, hogy a [9] -beli eredmények nem 

vihetők át már 3 dimenzióra sem, sőt még sejtések sem is­
meretesek arra vonatkozóan, hogy mi lehet az idézett 

Szőkefalvi-Nagy tétel -tt dimenziós analogonja.
A jelen dolgozat szerzője (14] -ben általánosította a 

(9] néhány részeredményét dimenzióra. A (14] legfonto­
sabb geometriai eszközét az egy adott halmazhoz metrikusan

(XAtOL A (— Л/trC A) területű

kapcsolódó^* halmazok képezték, és az a tény, hogy 

hez ÍR 

szerint

mindig metrikusan kapcsolódik. A definíció 

ß (^ÍR ) metrikusan kapcsolódik A (^ÍR*1) -hez, 

ha felbontható olyan egyenes szakaszok egyesítésére, ame­
lyek egyik végpontja - mondjuk - A -ban van, és az

p pontjai úgy helyezkednek el ÍR^\A -
oLUtUb-OLÍf, a) = сЫ^с£. (f,A) e [14]_

összes többi 
ban, hogy
ben lényegében ki van mutatva, hogy ha és a

^* (14] -ben ehelyett a "metrically associated" kifejezés 

volt használva.
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metrikusan kapcsolódik az A halmazhoz, akkor a

(£nc)Ao)függvény mindig monoton csökkenő a (0,o°) -
■П.-А j

en. A mostani dolgozat ennek az észrevételnek egy erős to­
vábbfejlesztésén alapszik:

(*) Ha
metrikusan kapcsolódó szakaszokból áll, akkor a

függvény egy -edfokú polinom a 0 < ^ ^ <^0 inter­
vallum felett.

Bár ez a tétel rendkivül egyszerűnek és a jól ismert 

Steiner-Cauchy formula alapján egészen plauzibilisnek tűnik, 

mindeddig még sejtésként sem fogalmazták meg, és egyedül ar­
ra a speciális esetre volt bebizonyítva (ld. (4]), amelyben

olyan integrálgeometriai módszerekkel, ame­
lyek természetüknél fogva eleve nem lehetnek alkalmasak az 

itteni változat bizonyítására.
A (x) tételhez vezető út a dolgozatban egyenes és 

könnyen érthető heurisztigailag, azonban technikai szempont­
ból a geometriai értékelméletnek - és ezen belül általában 

a Lipschitz feltételt teljesítő leképezésekre vonatkozó té-

%

*(>o)в hosszúságú, A -hozalakzata

7.

^ - A g0\ A I

teleknek - igen erős apparátusára támaszkodik:
Először észrevesszük, hogy ha a ß egy olyan infini- 

tenzimális vastagságú szakasznyaláb, amelyre R n <)A 

egy A -beli környezet egy olyan 

amelynek a főgörbületei K. 
mutató normálissal számolva)

-nak
c* -sima felületdarab, 

(az A -ból kifelé 

-nál, akkor

ICA 1 • • • 1 'K-A

ß П M

Általában is, ha egy mérték, Д\ 

nerált külső mértéket jelöljük.

V.ö.: 4.4

JA által ge--sal a

7.
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B^AS) = (4+ *„<}). .
О < ^ < <?o -nál. Ezután (*0 -ot bebizonyítjuk 

olyan A halmaz esetére, amelynek a határa lokálisan 

olyan -sima felületdarabokból áll, amelynek a normá­
lisa Lipschitz feltételt elégít ki. Ez történik az 1, és 

3. §-okban, közöttük a 2. § néhány geometriai lemmát tár­
gyal egy rögzített halmazhoz metrikusan kapcsolódó szaka­
szokról. A dolgozatban nincs is szó a metrikus kapcsolódás

minden

fogalmáról, mert mint a későbbiekben kiderül, ezeknek a 

szakaszoknak a -sima határú halmaz határa kifelé mu­
tató normálisaihoz hasonló szerepe a fontos a legáltaláno­
sabb tipusú A mellett is. A4. § súlyponti része a Stei- 

ner-formulák Hadwiger féle ( [2l] -beli) általánosítottjá- 

nak (a 4.1 Tétel) bizonyítása. Itt látható legvilágosabban 

a Lipschitz feltételt teljesítő gradiensü - amit a dol­
gozatban C',+ - simának mondunk - leképezések fontossága
a paralleltartományok differenciálgeometriai és geometri­
ai mértékelméleti vizsgálatánál. (■*) -nak a legáltaláno­
sabb tipusú A halmaz esetére való bizonyításához a kul­
csot a 4.1 Tételnek az a külön tételként (4.2 Tétel) kie­
melt lemmája jelenti, miszerint ha az A^o\A (> 0 )

paralleltartomány-rész csupa hosszúságú, az A -hoz
metrikusan kapcsolódó szakaszokból áll, akkor 0 < ^

Сл+ -sima felület. Egyben 

ez az a pont, ahol a dolgozatbeli eredmények továbblépnek 

a Steiner-Cauchy-Hadwiger féle formulák hagyományos integ­
rálgeometriai ill. ad hoc approximációkat tartalmazó bizo­
nyításain. Az 5. § a (*) -gal lényegében ekvivalens Fő-

mellett a alakzat egy
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tétel bizonyításához szükséges egyszerű technikai előkészí­
tést (az általánosított irányított felületek és azok szor­
zatgörbületeinek bevezetése) végzi el. Végül a paralleltar­
tományok konvexitási tulajdonságainak vizsgálatán 

6. § tárgya - keresztül jutunk el a Főtételhez (7.1,
ami a

7.2), amelynek állítását legvilágosabban a következő jelleg­
zetes speciális esetéből lehet megérteni: Legyen az

r~ 2.korlátos halmaz határa U 

tó & normális mellett vett főgörbületeit
, az elemi felületdarabjának 'n-'í dimen- 

Ekkor léteznek olyan

-sima, és jelölje a befelé muta-
-nak

К1 •• • I

ziós mértékét pedig dó" .
(0,oo] függvények, hogy minden 'LL € L (ÍR*V)-~re 

í ^(x+^(x'))H + ^K./,Cx))--.(d + 5^_A(x))ol5) dó(\) .
M ' -Я._(х)S и

Befejezésképpen a Főtétel közvetlen geometriai következmé­
nyeit (7.2 - 7.4) és egy alkalmazását a rezgő rt dimenziós 

testek alapfrekvenciáinak felső becslésére tárgyaljuk. A- 

zonnal kiderül, hogy a Főtétel nemcsak a Steiner-Cauchy- 

Hadwiger formulákat általánosítja, hanem a Kneser egyen­
lőtlenséget is, amely kimondja, hogy

0 < cK < (3>mellett A >'l és 

f - :£(Ao() £ A . Másrészt

esetén mindig

2 dimenzióra le­
rne nve , segítségével rá lehet mutatni Szőkefalvi-Nagy C9l- 

beli tételeinek a kapcsolatára a Gauss-Bonnet féle tétel­
lel a [9] fő lemmájának egy új bizonyításán keresztül (ld. 

7.4). A 8. §-ban elegendő feltételt adunk arra, hogy

(-oo,0)függvény monoton növő legyen a 

vallumon. Ez a feltétel különösen egyszerű, ha az



- 9 -
Г'határa egy ^ 

ha а
számolva) nem-negativ, úgy а лгх^'м.-л^^‘%

-en. Ennek alapján pedig rögtön tudjuk általá­
nosítani Pólya György már emlitett [.8] -beli becslését.

Mivel a geometriai mértékelmélet eredményei nem közis­
mertek, a dolgozat úgy van felépítve, hogy rájuk (elsősor­
ban a Cl5} könyvre) minél kevesebbet kelljen hivatkozni, s 

amennyiben (mint az természetesen elkerülhetetlen) ilyen 

hivatkozás van, mindig az emlitett tétel adott változatá­
nak a „szószerinti" idézésével történik (a jelölések meg­
felelő átirása mellett). Az ezzel járó terjedelemnövekedés 

miatt nem törekedtem mindig a teljességre, azonban lega­
lább utalva a még az adott ötletekből elérhető tételt (és 

esetleg annak változatos bizonyítását is) mindig igyekez­
tem megemlíteni (ld, általában a Megjegyzések).

-sima (vagy -sima) felület: eszerint
Minkowski görbülete (a kifelé mutató normálissal

függvény növek-
(0,«)szik

Köszönetét szeretnék mondani Szőkefalvi-Nagy Béla 

professzor úrnak e munkám megírásához nyújtott igényes 

támogatásáért.

Szeged, 1977* szeptember 6.
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1, § A STEINER-FORMULA DIFFERENCIÁLGEOMETRIAI
SZEMPONTBÓL

J. Steinernek (és Cauchynak) van egy nevezetes tétele,
amely azt mondja ki, hogy ha A és К konvex korlátos 

részhalmazai ÍR^ -nek, akkor a ллз^СА 4- függvény

a t0,00) -en egy Л\ -edfokú polinom ^ -ban. Ez az álli-
Q

tás nagyon erősnek tűnik az ún. Kneser-egyenlőtlenséghez * 

képest, ami a legmélyebb eddigi ismeretünk a +
függvényről, ha konvex helyett más tetszőleges 

tekintünk. Steiner tételének szokásos integrálgeometriai jel­
legű bizonyításai (ld. pl. [4] -ben vagy [15] -ben) nem 

tűnnek alkalmasnak arra, hogy adaptációjukkal a Kneser-egyen- 

lőtlenséggel rokon vagy annál jobb eredményt érjünk el. Cé­
lunk olyan formula találása lesz, amelyben a két tételhez ve­
zető utak találkoznak.

Az egyszerűség kedvéért végig а К = {xeíF?*'': llxll < \ У 

esetre szorítkozunk. Az alkalmazások szempontjából valószi- 

nüleg ez a legfontosabb speciális eset, mivel most az A+^K 

halmazok, mint ismeretes (ld. pl. (4]), éppen az 

lel tartomány ok ( ^>0.) . Kiindulási pontunk a következő
differenciálgeometriai gondolatmenet lesz:

halmazt

Aj párái-

в. Ld. [13] -ban К X eíR*1*: IIXil < , [14] -ben az origóra
centrálszimmetrikus nyitott К mellett. Általános konvex 

К -ra még nincs publikálva.
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1.1. Legyen A egy С00 -sima határú korlátos konvex
nyitott részhalmaza ÍR*1, -nek. Jelölje &(л^) a kifelé muta­
tó normálisát -nak az pontban. Vegyük észre, hogy 

most különböző ^,ec)A pontok esetében az aj,+£0,0o) $,(/^) 

félegyenesek a tér különböző irányaiban haladnak, igy nem
-val jelöljük az ^metszik egymást. Ezért, ha 

leképezést, kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést lé-
tesit a és felületek között, ha ^>0

ЭАд -nak egy -beli (л^еЭА^ kifelé mutató
Aj + [Otoo)

lesz. Sőt sejthető, hogy ha

, és
ekkor 5
normálisa az félegyenes irányvektora,

-nál egy
főirányhoz tartozó főgörbületi középpont

t főiránya lesz 3A^ - 

és hozzá az előbbi Z tartozik mint

e ЭА

(e -Ij+L- oo, o) k(>%) 1 ) . 
pontban,

akkor aZ
nak a

főgörbületi középpont. Vagyis, ha ^ 

leti sugár ( -í =
az -edik főgörbü- 

-nál és (az
ennek megfelelő főiránybeli) -i-edik főgörbületi sugár

A ,... ,+^-л ) еЭА

Ts*j (e c)A^ ) Re = ^ + S-nál, akkor 

nyit jelent, hogy az ^ -nál levő 

9A -nak a T?

. Ez any-
elemi felületdarabja 

Л, -edik főirányban

ol 6
leképezés alatt az

%Rí = ^ + -szoros nyújtást szenved.

-nál elhelyezkedő ^A 

elemi felületdarab 4\~A dimen-

<1
így az ő 

beli
képe, a $

ckő' = T.(cltf)S
ziós térfogata (Л + • • • C'l + ^)
a d ^

-szorosa lesz
-énak. Tehát azonosítva a felületdarab jelével az 4t-A 

dimenziós mértékét, Írhatjuk, hogy

Normális alatt mindig normális egységvektort értünk.



- 12 -

(í) 5 cU1 = $(4 + ^5) =
3AS ЭА

= + cAxnjC^Op
ami mutatja, hogyha <лгС, ЭА0 függvény a <?>0 sza-

'Ч-А j J

-ti.- 4 -edfokú polinom ^ -ban. Innen már rög­
függvény ugyanitt *v - 

, nemcsak kon-

kaszon egy
tön következik, hogy a 

edfokú polinom, hiszen általában is igaz 

vex A halmazra, hogy

лгЛ^ As
10.

S
= 5 'ШГ^ЭДгок ( ? - 0 ) • 

3 0
(2)

Figyeljük meg, hogy az (l)-es formula azonnal ad­
ja a Kneser egyenlőtlenséget is a gondolatmenetbeli A -ra:

1.2.

A [l4l -beli 1-es tétel után következő megjegyzés szerint
*\.—Aehhez elegendő bizonyítani, hogy a

függvény monoton csökkenő. Ez pedig világos, mert ha (l) 

igaz, akkor

= í(f+ + Odrf-^г<.л.>ЗА /$/r\.-A
s

Mielőtt megvizsgálnánk az általánositási lehető­
ségeket, igazoljuk az előbbiekben sejtésként megfogalmazott 
döntő fontosságú 

relációt. Ezt a későbbiekhez szükséges legáltalánosabb for­
mában tesszük meg:

1.3.

ok' = (4+K,?) • • • ('H-

10. Ld. Cl5]-ben a 3*2. 24-es lemma (271. old.)
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IR"-'1Lemma: Tegyük fel, hogy G az 

nyitott környezete, 

értelmű megfeleltetést létesítő függvény G és S között, 

amely

origójának egy 

, és F egy kölcsönösen egy-

a) C"1-sima és 9t 0^^* ,

b) sőt, ha az e 5
(amio)miatt létezik), akkor a 

vény komponensei totálisan deriválhatok a 0 pont­
ban.

Legyen ekkor ~T^ az a leképezés, amely
Ts^= ^ &.(^) -t rendeli, és = T 0 F .

Most fennáll, hogy

-beli normálist jelöli
vektorfügg-koF

eS -hez4
mindig

3^F$(0) = i Л 4- к;л . . . M 4- ^l*1b*jcF( 0)(3) I

az 5 felületnek a k. normálissal 
pontban.

ahol
számított főgörbületei az F(°)

^ 1 * ■ * J

11. ф : IRW —» IR^ CA -sima leképe-Általában is, egy 

zésre ЛТП- — esetén —
эФ.

-es mátrix3xj
oszlopvektorai által ( R^-ben) kifeszitett 'W. dimen­
ziós parallelepipedon >m dimenziós térfogata. (Itt 

szokásosan а ф veкtorfüggvény л, -edik kompo­
nense.) А [X5l 3*2.1 -ben (241» old.) bevezetett je­
lölések közül Goсф э-^Ф szimbólumnakmost a
felel meg.
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Bizonyitáa: Jól iámért az elemi differenciálgeometri­
ából, hogy egy ilyen állitást elég bebizonyítani arra a

'H-'t
speciális esetére, amikor S egy olyan C"1-sima ^-ÍR

és amelynek
ÍR

e^ftLOL ^ (0) — 0függvény grafikonja, amelyre 

parciális deriváltjai a 0 -ban totálisan differenciálhatok 

(ez az utóbbi feltétel b) -nek felel meg), és az F leké-
hozzárendelés, £,(•) pedig pl. az(X,Í0<))pezés az X ь-»

\ grafikonjának felfelé mutató normálisa (tehát 

(х^(хУ) -re a (— o^rajcL , A )
ba mutató egységvektor Лx (R -ben).

=
vektor irányá-

Tekintve, hogy a főgörbületek létezésére vonatkozó té-
-sima felületekre szokták igazolni 

^ felelne meg), először ezt a lépést tesz­
telt az irodalomban 

(aminek C -sima
szűk meg: 

Mivel £.((0,0)) = (0,/|) , 5 -nek az érintőirányai 
alakú vekto-(e,0)(0,0) = F( 0) pontjában aza

m.~ Ae e ÍR II ell = 'lrok, ahol 

dig a

( 0, 0)-ban éppen az 

beli (e,0) irányú &

és • Minthogy pe- 

S -beli görbének az érintője aA •-> F( Ae)
12.(e,0) , S “nek a (°I0) -

szerint vett Ke főgörbületének
vektor

értéke

< i*(RAe))|Ke = Л=о)£

IfT^xlRahol (. . . )

oU pedig F(Xe)-ből 

zimáiis vektor dX

a skalárszorzatot jelöli -ben,
F((А + сШе) -be mutató infinité- 

előjelével vett hossza, azaz

12. II e II - 1 most is fel van téve.
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cU =0(1 |í ■eif]',Ä o| X .

AolEbből adódik. Másrészről
<4л \-0 Ы Л О

4т *(RAe))(4) А А А = О

titi о'6"),0)( ( X Эх^Эх, о

(itt е* az е vektor 'i -edik komponense; л, = A{ 2. ,..., -n.

-I■ e4" г Эх^Эх) " ’ 1 Лг.-л

H),
ahonnan - mint az várható is volt -

ti1 „ /С -J.• e e*v<e(5) : Эх^Эх, ол-.3-

A |í függvények totális dif-
3Xj

ferenciáihatósága a 0 helyen adja, hogy ti
о

if az összes párra, ami biztositja

a főgörbület létezését.
Ezért az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük,

л\,—AIRhogy a koordinátarendszer 

tengelyei a főirányok, azaz hogy
-ben olyan, hogy a 

= 0 hati
эх^эх^ о

4= ^ és (5) szerintл.

ti ('i = A , . .. , 4^-4)ei(6) . ~ к dxl 0
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'i -edik koordinátájában + A komponensü egy-ahol az

ségvektor.
AЖ ШелTekintsük most а лг; =

Л*> 0 ol X ^

F?(XeJ) = F(XO + ^‘feCF(XeJ) = (Xe^ ,f(Xe^)) 

?MF(Xe^)

X=o
vektort.

+Mivel

а ау^ -re kapjuk (4) és (6) segitsé-+ 1

gével, hogy

лг. = (е*,о) + «ч^Се^О)
A Jacobi determináns definíciója szerint Fl ( О)

nem más most, mint a 

te л\.-4

hát ebben az esetben ~^c F^(o) = \A Кл<^\ . . А А А- Клу_л ^I

F=F0 .

)

vektorok kifeszitet-I • • • . /К- /f

dimenziós parallelepipedon -mértéke. Te-

I

ami adja a tételt, hiszen

Ezzel tökéletesen alátámasztottuk a kiindulási gondolatmene­
tet is.

Természetesen vetődik fel azután a kérdés, min mú- 

C°° -sima határú nem-konvex Д -ra 1.1. nem
1.4.

lik, hogy pl.
ismételhető meg. A válasz egyszerű: azon, hogy az ^+C0,oo)^.(^.) 

félegyenesek (ahol ^ e SA ) páronként diszjunktak voltak 

a konvex esetben, és hogy az 

ba tartozott.

Figyeljük meg, hogy itt az első feltétel implikálja a

pont mindig

másodikat:
Valóban, ha egy ^ес)А 

4. Co,©©)
pont olyan helyzetű, hogy az 

félegyenest nem metszik a többi
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e <)A -t-[0,oo) &(<^')-nál vett félegyenesek, 

ponthoz (ahol <3 0 ! )= y + 5&Ц0akkor az

c)A pontjai közül - és igy az egész A pontjai közül -
pontokra pe- 

. Ugyanis, ha volna

a
e3Aaz ^ fekszik legközelebb, a többi 

dig ^ *j} )

-tói eltérő g ЭА » melyre <hibkbKUL^,

akkor egy olyan ^ ?£ £ e ЭА pontra, amely A -ban mini­
mális távolságra található -tói, fennáll, hogy a
szakasz merőleges ^A -пак a 1L -beli érintősíkjára, és 

igy £ "2. + C0,oo) , ellentétben feltevésünk­
kel.

^/ + C0|oo)'fe(/^) féle-Az előbbi észrevétel az 

gyenesek vizsgálatába egy új elemet hoz be: -a metrikus tu­
lajdonságaikra irányitja rá a figyelmet. Ebben a § -ban eze-

2.1.

két a szempontokat fogjuk kimunkálni.

Definíció. Legyen А Ф ф 

ХбГ
nr tetszőleges részhal-az

^ e Amaza és • Azt fogjuk mondani, hogy az
pont X (egyik) vetülete A -ra 

bi pont A -ban az
, ha nincs az Aj, -nál közeleb- 

X -hez. (Az elnevezés a c -sima hatá­
rú A -nál fellépő geometriai szituációra utal.) Az X pont 

-ra való vetületeinek összeségét /р^д- * 

jelölni.
A -szel fogjuk

13halmaz madnem minden Xtb*
egyetlen elemből áll.

Tétel. A -re

Automatikusan úgy értendő, hogy az IR^ 

.0 mértékű halmazát kivéve.
/W szerintegy
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X G A -ra mindig nyilván >p+^ X ^-Cx) , 

ckoikxMycJL (x I A) >0

^ (.) = <ÁXb4&-+-СЛ, (• \ A }

majdnem mindenütt léte-

Bizonyitás.

igy rögtön tekinthetjük a 

Tudjuk, hogy az 

Lipsehitz függvény. Ezért

esetet.
függvény

zik (Rademacher tétele [15] 3*1.6. 216. old.). Megmutat-
x (e (RÄ\ A )juk, hogy a több pontból álló vetületű 

pontoknál nem lehet totálisan differenciálható az \ .
X ф Ф sohasem, evidens.)(Az, hogy

^'^2. e Vk x 

еЭА

Valóban. Legyen úgy, hogy лдлфл$г . 

, és hogy 2 6

0.И.2) .

<JOjAtkm.cjl (2. {A) =

Vegyük észre, hogy most

re mindig 2

2 e C^<_ ixl 

= cUybxM-OL (2t-^) teljesül. Ezért pedig

€ 1 X1 - Ez azt je­

lenti, hogy -re

- bevezetve az

jelölést (4.= 4,2) -nek aze-i = e-l11 /^4.“*H
Ц-l ixlirányú deriváltjára az szakasz összes 2 pont­

jaiban, és igy speciálisan X -ben, is fennáll, hogy

f = •—[^Ог + е.О --^(2)^ =
- ~[c7CiA4t^ct(2 + 8e<C|^)-c^4ílAxx(2(-M,<c)] =

eVO £ 0
■ (p-tuzl-f (x) ,

(eit ftzuLfMy = H

Эе* г

Ha tehát volna akkor

(Á-M.Z )

kellene, hogy legyen. Ez azonban lehetetlen, mert =■
n lí^-xll = 1Цг-х11 miatt az és ez különböző egy­
ségvektorok, másrészt pedig jól tudott, hogy az Lipschitz

e.
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konstansa a háromszögegyenlőtlenség folytán A -nél nem na­
gyobb, és igy

Következmény.

II (fírcucL £ (x)ll < A . 0

На ф ф A c. IR^ 

X e ÍR^xA

és = c^u4tuvce.(. ,A)

akkor majdnem minden -ra

c^f-a^cL ^ (x) =
II X - f^Á X I)

(Itt az előző tétel igazolja á formálisan konfúziv X — X 

jelölés létjogosultságát.)

Bizonyítás. Legyen X egy olyan pont, ahol fffticL f (x) 

létezik. A tétel bizonyításában már kiderült, hogy az X
pontnak pontosan egy vetülete van A -ra. Jelöljük ezt 

nal (azaz ^-^У = * e =
II ty-x II

), és legyen

^ e, tytrícl (x) у - - A 

tényt, hogy II (x)|| <A ,
rögtön adódik, hogy <^ck.Á.-^(x\ =

Azt is láttuk, hogy most 
kihasználva azt a

. Újra

innen
- e szükségképpen.

2.2. Lehet-e az A normálisának metrikus definíciót ad- 

-sima határú konvex A esetében az = ^ +

+ [0,o(tyedA)

ni?
félegyenesekkel fogható meg a kér­

dés: pontosan azokból a pontokból áll, amelyeknek a
vetülete A -ra. Másfelől, ha Aj, az A belső pontja, ak­
kor { X : л^, £ yrTj. X ") csak maga az pontból álló hal­

maz, nem félegyenes vagy legalább is olyan szakasz, aminek 

irányítást lehetne adni. Ez mutatja a következő általános 

definíció hasznosságát:
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Definíció. Legyen A CR^ tetszőleges és -j az A

szimbólumot az

da4
pont A -xa vonatkozó Dirichlet-ceHéjának fogjuk ne­

vezni. A terminológiát a diszkrét geometriából kölcsönöz­
tük, ahol (diszkrét A halmaz mellett) igy nevezik őket 
(ld. pl. (16]).

Ugyanúgy, mint diszkrét A -nál, mindig igaz, hogy
Dirichlet-cellák konvexek és zártak

egy pontja. Vezessük be ekkor a

(xe ÍR'*': e x У halmaz jelölésére. -t az

a) a

b) az A összes Dirichlet-cellái lefedik a teret (azaz

^6A> = ЛГ )
14.c) A Dirichlet-cellái majdnem diszjunktak egymástól.

A bizonyításuk is azonos módon megy, mint diszkrét esetre:

a) Mivel Од ^ a

: (MhÁvJKxA. (x,-^.) < éúJÁtXM-UL (Х\Л^)У

ieAzárt félterek metszete -ra

14. a k„k,cRa konvex halmazok egymástól majd-

к. lényeges belseje diszjunkt 

halmaz lényeges
core" az elfogoadott angol termi- 

a К -nak az őt tartalmazó legszü-

nem diszjunktak ha a 

Кг -tői és viszont. (Egy К c IR*1 

- "intrí'sicbelseje
nológia szerint - 

kebb affin altér euklideszi topológiája szerinti belső

V.ö. Г17] I. fejezet.)pontjaiból áll.



21 -

b) Mivel a tér minden pontjához van legalább egy leg­
közelebbi A

c) Mivel egy
-ban.

DÄ ^ cella lényeges belseje azok­

ból a pontokból áll, amelyek -hoz közelebb van­
nak, mint bármely tőle különböző e A ponthoz.

Könnyű látni, hogy a Dirichlet-cellák definiciója ekvi-
pontosan azokból az x (eim

pontokból áll, amelyekre
Ez utóbbi verbálisán úgy is kifejezhető, hogy

azok a pontok alkotják, amelyek A pontjai közül az 

fekszenek legközelebb (abban az értelemben, hogy még más 

beli pont is lehet ugyanolyan távol X -tői, mint ^ ). Vagy 

pedig Ds ^ azoknak a maximális zárt egyenes szakaszoknak

az egyesitése (félegyenest is beleértve az egyenes szakasz 

fogalmába), amelyek у -ból indulnak ki és rajtuk a 

oUb4tMuc&(-iÁ) függvényeknek az irányukba eső direkcionális 

deriváltjának az értéke Л.,

valens azzal, hogy

íLvAamJL (x,^-) = (x.A) .

-hoz

2.3. A fentiek egyszerűségűk ellenére sokatmondók. Ha

pl. az A (<=ÍR ) C^-sima határú nyitott halmaz, akkor sze­

rintük az A komplementere ( IR^XA) felbontható olyan 

páronként diszjunkt lényeges belsejü zárt egyenes szakaszok 

egyesítésére, amelyek а ЭА pontjaiból indulnak ki a ki­
felé mutató normális irányában. De az általános tipusú A

M e ЭА
° ^ о

cellák uniója ekkor is nyilván IR \A 

az A belseje), és mindegyik ilyen

esete sem bonyolultabb, mert az 

tozó
t adja ( A =

pontokhoz tar-
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Dirichlet-cella felbontható 2.2. a) miatt -ból kiinduló 

zárt szakaszok egyesítésére, c) következtében pedig ezek a 

szakaszok egymással legfeljebb csak közös végpontjukban 

érintkezhetnek.
E megállapitások alapjául ki tudjuk terjeszteni a ki­

felé mutató normális fogalmát egy tetszőleges A (0 ÍR41-) 

esetére is.

ec)A és L2.4. Definíció. Legyen R 

kezdőpontú (zárt) egyenes szakasz, 
hogy L az A határának (Д-ból) kifelé mutató (egyik) 

prenormálisa az Aj, pontnál ( ehelyett röviden általában
kifelé mutató prenor­

málisa" vagy az " A külső prenormálisa"), hogyha található 

egy olyan Aj, kezdőpontú L' zárt félegyenes a ^ -t

egy ^ 

Ázt fogjuk mondani,15.

csak annyit fogunk Írni, hogy "az

tartalmazó legalacsonyabb dimenziójú altérben, amelyre
pedig ha L. =L = L'r1Dí^ , abban az eset­vagy

= Од • Egyik k, egységvektoráról

ÍR -nek pedig azt mondjuk, hogy а <ЭА (egyik) Д -ból ki­
felé mutató normálisa (röviden: "az A kifelé mutató

ben, amikor

nor­
málisa") Aj. -ban, ha van olyan L nem-elfájuló (azaz nem 

egyetlen pontból álló) kifelé mutató prenormálisa A -nak,
pontból aAj (e ЭА) кamelyik az irányban indul ki.

15 Az egyenes szakaszok az egyenesek konvex részhalmazai 
(tehát egyenes szakasz a pont, a félegyenes és maga az 

egyenes is).
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Világos a következő: 
Lemma. Ha az А с fR nyitott halmaz- határa - 

felület (azaz {R^ egy Л\.-А dimenziós -alsokasága), és
sima

6 ЗА pontnál létezik az előbbi metrikus érte­
lemben vett kifelé mutató normálisa, akkor csak egy ilyen
ha az

van, és az egybeesik a szokásos differenciálgeometriai úton 

-beli kifelé mutató normálisával a ЗА -nak.Ddefiniált "í
Megjegyzés. Azonban valóban megtörténhet még a C^-

ЗА -nak nem létezik a metri-sima határ mellett is, hogy a 

kus értelemben vett kifelé mutató normálisa (jóllehet dif­
ferenciálgeometriai van) egy aj^ e ЗА pontban. Példa: л\=2.

3/2.
A = <(x,.xO : ,

tást Id. a 3*2. Korolláriumban.)

^. = (0,0) . (A bizonyi-

2.5. A befelé mutató prenormálisait és normálisait

Д cr [R*'' -nek természetes módon az ÍR \ A 

lé mutató prenormálisai- ill. normálisaiként definiálhat­
juk. így ez a fogalom technikai szempontból már nem jelent 

lényeges könnyítést. Ezzel szemben az együttes tárgyaásuk- 

kal néhány tény jobban megvilágítható.

kife-egy

Definíció. Vezessük be a

(^ла^-опое. (x\?Á) xfcA
(* iA) -

-cti>AtAM&(x\3A) xeA 

előjelezett távolságfüggvényt. (így ugyanis akármilyen 0 -
A^--(x :^иМ2>1(х,А) < .)

, és L-/7T

tói különböző J -ra 

Ha az A <= ÍR*Definíció. nem-üres egy
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olyan maximális egyenes szakasz, amelyen а ,Ä)
függvény 1 meredékségü lineáris (azaz L_ -re

mindig
akkor L -et az A (egyik) prenormálisának nevezzük. 
Ezt a következő motiválja:

Lemma, a) Ha az A -nak egy 

belső nem-elfajuló prenormálisa közös ЗА

JjLbltXSbdl = I -ЛфиАi^fe/A)!),

L. Lkülső és egy
-beli pont­

ból indul ki, akkor ezek egy egyenesbe esnek (egymás "meg­
hosszabbításaiként") •

b) Egy L egyenes szakasz pontosan akkor pre­
normálisa A -nak, ha felbontható egy közös A4 -beli 
kezdőponttal rendelkező (esetleg elfajuló) külső és belső 

prenormális egyesítésére.
Bizonyítás, a) Vegyünk egy 2 e 

tekintsük a G = ‘С X : < clib4tuuy.(X[^)y gömböt.

A befelé mutató prenormálisok definíciója alapján most 
Minthogy kisebb halmaz Dirichlet-cellái nagyobbak mindig 

(azaz, ha ф ф В °
az L+

=• ^ + C0( оо)(л^--^) félegyenesben, ami pedig az !__

pontot, és

akkor D-^l ^ ÍX WeB ),В
szakasz szükségképpen benne fekszik a

meghosszabbításában van.

b) Ha L = L+ и L
ЗА -beli pontból áll, akkor az

, ahol L+ n L_ egyetlen 

a) állitás szerint L_+ 

és L_ egy egyenesbe esnek. Innen a külső ill. belső pre­

normálisok definíciója rögtön adja, hogy ilyenkor az L_

egy prenormális.
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Az, hogy másfajta prenormális nincs, onnan jön, hogy 

ha 6 egy [_ prenormálissal párhuzamos egységvektor és X
I П CL

az !_ egy (tetszőleges) belső pontja *, akkor a prenormá-
£ > 0lisok definíciója szerint van olyan , hogy a

ej (-) — (. j A) függvényre
<fr( x -ьее) - <^.(x- se) = 2 

j(x + ee)~ cf.(x-£e) = -2
vagy (i) 

vagy (ii)
teljesül, ami (azért mert a ej Lipschitz-konstansa Л) azt 

jelenti, hogy X -ben a függvény totálisan deriválhatóД7.

L csak egyetlen pontból áll, vagyis L alakú,16-Ha
akkor az Aj, pont nem lehet sem külső, sem belső prenormáli- 

son, és igy ilyenkor Aj e ЭА és ^ ^У

Tehát rögtön áttérhetünk arra az esetre, amikor az 

fajuló egyenes szakasz.
nem-e1-

17*Általában is, 

függvény (azaz ha l<^(x)-Lp(^)| <М11х~^.Ц Vx^Gfß^) 

és adott ,‘2.2 -re ~ = M ft 2 ~ 2.^ \\ ,

: ИГ [R egy H konstansú Lipschitzha

akkor

pontjában (ffmA, ^ (~í) ~

^ (.) = y (^л) + M 11. ~
szakasz minden 2.

= и -Ь-Ь • Bizonyítás; Véve a

Yi(.) = - MII . - zjlill. függvényeket, a

vft > if > %, ,
= <-fO) =

CfrtVLcL % fe) = c^xaxL ^ ) = И

Lipschitz feltétel miatt 

2 e pontra
és az előbbi

Ъг.-ЪА
Minthogy aII z4--zj •
közrefogás miatt Lf? is totálisan deriválható itt, és
cjtvul cf Сг) = (jXxkxL % (t) = frraJ, Yz W *
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3. § A C**-SIMA HATÁHU HALMAZOK ESETE

3.1. A 2. §-ban kapott kép a távolságfüggvény visel­
kedéséről természetes módon vezet a következő sejtéshez:
Ha egy (általános tipusú) A c IR^ halmaz határának min­
den kifelé mutató prenormálisa legalább

függvény egy

>0 hosszú, 
/К,- A -edf okú po-akkor a

$

Со, intervallumon. Mint látnilinómja
1 о 1 (~'tL

fogjuk, ez igaznak is bizonyul *. Ha az A L -sima hatá­
rú és nyitott, rögtön látjuk az okát is:

-nak a%

ЭАЖ.) kifelé mutató normálisát
n 2.(a L -simaság miatt ez most mind differenciálgeometriai-,

-val jelölve a

mind metrikus értelemben létezik, és ugyanaz), és mint az 

előbb is 1.3-ban ^ ^ +• ^ &(л^) -t

esetén qz Fj, leképezés kölcsönösen

( ^ e ) ,

0 < 5 < So eg.y-

lö* Nem nehéz belátni, hogy ez az állitás 2 dimenzióra ek- 

H. Hadwiger £24] cikkének a főtételével, mert az 

összes külső prenormális 

ottani terminológiával úgy formulázható meg, hogy az
” ^>0 -unterkonvex". (А С2^3 gondolatmenete lényege­

sen különbözik az ittenitől.)

vivalens

-nál nem rövidebb volta az

halmaz
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egy tetszőleges L 

1— felírható L =
°° I (3 = °© ia megengedett), ahol o< ■£ 0 ^ (S

+ D*voH

Bizonyítás. Tekintsük A -nak 

normálisát. A 2.5. Lemma szerint az
pre-

alakban ( 

és к
o< = -

egy egységvektor úgy irányítva, hogy az ^ 

szakasz az A belsejébe, az (o, ^>1*4 pedig ]R \A --f2
ba essék. Vizsgáljuk most a

függvény menetét.

) Ha (* ä $ ^ , akkor a kifelé mutató pre-
szakaszra al- 

, és innen

a

+ Co, pű & 

e Ds ^
стС«л4л^гсгС^+ ^4 , A) = dtiAajujL (. ^

normális definícióját az 

kalmazva kapjuk, hogy

л Г

-+■ £ ÍR \ A ^tehát • Ezért most a sgndist függ-

-f 5 R^x А ?л) =vény definíciója szerint

-f ^ iL, Э A .

V6 3A*
^ 1(^.+^ ^-|Л) — c^&Ía-ajCj!.

és itt egyenlőség áll ^ -h ^ ( £ с) A ^ 1 )

+ ^ ^ i ^ ^

4^ = S-i- ? •

De minden -re

-re.

Eszerint pedig

ilyenkor, azaz

^ ^ 0b) Ha , akkor ugyanúgy, mint az
Jj^Áv^-CJL (л^ Í,A) = S .-helőbb 8 vagyis ebben az

^ ]Ц^\Дs* > s következtébenesetben
f'i
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<_j> ( <3 ) = + <5 & , o>A ^ 1és igy • Megint

/.J. e ЭА^ -et véve
Ц+ § k,y) >

11áll, mellett egyenlőséggel. Ebből^ S'
cAlíAn^ux (/j. + ^ I ЭА^) = %a~S = ‘fi?) •

0 > 5» > o<

Ъ+3*~ <t R^N AS„
= <?íói>4a^ae, C ^ + 5 ^ ^ ) •

^ £ A ,
. Tehát most ^ C ^ ) =

c) Ha , akkor

és igy

C^’, ^ + ^ 1 ne cMLegyen és e3 S-i

(az C^I szakasznak kell, hogy legyen metszés­
mert 'Э t A , mig ^, + ^^еД ).

C?6iő4t^ce.C^+ § a^1) = ctiMíuvce (^,-t- £ Я,,ъ)■+ сАл^Ьшсе.

> + Mj^tTUkOlÍ^ t^i\) = ^4+1^1= ^A~ ?

pontja az A határával,

>

/

úgy, hogy egyenlőség van ^ ^ ^ ^
H ^ szükségképpen). Ez mutatja, hogy

-nál (ilyenkor

cXovb^OL (^+ 5 H , - § = CfC?) .
<p(?) függ-Az a) b) és c) diszkussziók szerint a 

vény egybeesik 

vallumon, azaz a
p> 3 > «-val a inter-Чл-Ч

sbxßKcbj/l C., IR ^ А^) függvény Л meredek­

ig Lségü az

az A -nak, ez azt jelenti, hogy A halmaz minden L. 
normálisa benne van az

-en. Mivel az tetszőleges prenormálisa volt
pre-
L‘r-\ASi valamelyik

prenormálisában. Azonban a 2.5. Következmény szerint ez
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L=U mindig. Dcsak úgy fordulhat elő, hogy

Következmény. A Lemma feltételei mellett а В = ÍR

AA = (R^\ В teljesül. Az parallel­halmazra 5*
A hal­tartománynak is ugyanazok a prenormálisai, mint az

mázéi (t.i. A BC\A komplementere), igy azp az 5* Ja

Akülső prenormálisai -gyei rövidebbek azSí
külső- , és a belső prenormálisai 

A belső prenormálisainál.

-gyei hosszabbak azSí
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3. § a C4-SIMA HATÁRU HALMAZOK ESETE

3.1. A 2. §-ban kapott kép a távolságfüggvény visel­
kedéséről természetes módon vezet a következő sejtéshez:
Ha egy (általános típusú) A c IR^ halmaz határának min-

hosszú,

függvény egy /W- A -edfokú po-

>0den kifelé mutató prenormálisa legalább 

akkor a
So

(о, $„) intervallumon. Mint látni 

. Ha az A C^-sima hatá-

linomja -nak a3
18.fogjuk, ez igaznak is bizonyul 

rú és nyitott, rögtön látjuk az okát is:

ЭА&(.) kifelé mutató normálisát
, n 2.(a L -simaság miatt ez most mind differenciálgeometriai-,

-val jelölve a

mind metrikus értelemben létezik, és ugyanaz), és mint az 

előbb is 1.3-ban ^ ^ ^ -t

esetén qz. F^, leképezés kölcsönösen

( e ) ,

0 < 5 < So egy-

1 ft • Nem nehéz belátni, hogy ez az állítás 2 dimenzióra ek- 

H. Hadwiger СЗ'П cikkének a főtételével, mert az 

összes külső prenormális 

ottani terminológiával úgy formulázható meg, hogy az
" <^e -unterkonvex". (А С243 gondolatmenete lényege­

sen különbözik az ittenitől.)

vivalens

-nál nem rövidébb volta azSo

halmaz
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ЗА között. Azértelmű megfeleltetést létesit 

1.3-ból adódó

és
c\ő' - Anrt/ru-4 ^ ^ * = M + S I * ‘ * I ^ + ^-л fi

ÍA ofö” elemi felületdarabjára, most is aztreláció a

A = + Кк-Л <^[ oh б
ЭА

-1+ *ч $ > 0

лго'бadja, hogy M. —A

Ugyanakkor várható az összes 4. -re

tény, hogy Fs у 6

(ez abból következik,

hogy a feltevésünk szerint a kifelé mutató prenormálisok 

mind legalább hosszúak), azt jelenti, hogy az
középpontú sugarú gömb ilyenkor a 

az pontjában érintkezik. Ez a tény pedig azt sugallja, 

hogy а ЭA összes -beli normálgörbületi sugarai (a &(.) 

normálisnak megfelelő előjellel véve) nagyobbak -nál,
ЭА összes főgörbületeinek negativjai kisebbek -4—

5
nál, ahonnan tehát

A pontos bizonyításokat egyből a szükséges legnagyobb 

általánosságban végezzük el:

3,2. Lemma. Legyen az A az 

sima felülettel határolt részhalmaza, és 

kifelé mutató normálisa. Tegyük fel, hogy

> 0 

-beli
leképezés szerinti képe egy IR

és amelyre

( 0 - ^ , hamert az a

eM 0 < J <és

felülettel csak

azaz a

ÍR térnek egy C"1 -
k(.) ЭАa

e3A -ban

a kifelé mutató prenormális -nál hosszabb, és
sЗАhogy az 

olyan
beli G

pontnak egy környezete egy

Ro) =origókörnyezetnek, amelyre
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éa amelyг» állnak az 1.3. Lemma a) ill. b)
feltételei.

Állitás: ekkor 

számitott) normálgörbületei nagyobbak
M,0 -beli ( •&(.) -val 

~~r~ -nál.

összes

Bizonyítás. Hasonlóképpen, mint az 1.3. Lemma bizonyí­
tásánál, most is feltehetjük az általánosság megszorítása

F leképezés 

-sima
X>—* (x, ,nélkül, hogy az 

^ egy olyan
melynek a parciális deriváltjai totálisan deriválhatók a

ahol az 

IR függvény, a-л\*-ЛC f: IR ----5>

. 0 4.A }-= 0 , in0-ban, és amelyre 

nak pedig vehető megint az grafikonjának a felfelé mu­
tató normálisa.

'VL-/1(e,0) •e. e IRirányt (ahol
), és tekintsük а ЭА felület 

irányú normálgörbületének értékét a (0(0)=/^o
( Ae) függvényt

ésRögzítsünk egy
Hell -Л szerinti
(e,0)

pontban. Bevezetve a 

beli (5) alapján egyszerűen

, az 1.3-

Ke = - ^(o)(7)

^ függvényirható. Az 

tozó feltételt, hogy ЭА-nak az
viselkedésére az a tény szab korlá- 

^0 -beli kifelé mutató pre- 

-nál hosszabb. Figyelembe véve, hogy most
ez azt jelenti, hogy vala­

ki ^ ) £ [R x ÍR pont

S felület,

függvény grafikonjának minden pontja legalább ^ tá-

normálisa
4(>) = 4 ((o,o)) = (0,-1) 

S< > So
I

da>mely -ra a a

Dirichlet-cellába tartozik, és igy az azaz az
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(MO -tői. Ez a szituáció geometriai­
ig О, ^ középpontú

^ grafikonja felett he- 

<^л sugarú környezetében

volságra van a 

lag úgy fejezhető ki, hogy a 

garú gömbje ÍR 

lyezkedik el. így a

su-
/iv- Л *[R -nek az

/n.- Л0 e IR
minden X pontra

^(x) < §л - ( - IIXIIгУ/г(8)
1

vagyis

и/2f ^ 1 ?-> - \г)(8>)

c^zlcL ^ (О) rr o fofiГгитС ^ folytonos ésMivel a

v(A) = jyCW= f it^ll dr a CitÜl)
о о А 0 Ат 2.

< A < ^ ^ • Hasonló átalakítást elvégezhetünk a

^(А) = %л - (
v^(o) = уЧо) = О

függvényen is, hiszen

. így (8») a

Л
< Л < у,)(9)

X^o mellett (9)-ben az integran-

-hoz. Ebből

formában irható.
4>"(o)- y‘(o)dús egyenletesen tart

Cf>4o) < vf"(o) = -i 

ke > -— >

következik, vagyis (7)

-i- .□szerint
$л

A 2.4. Megjegyzésnél vett Д halmaznakKorollárium. \4 ч

j . •
& -4,
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(0,0) -ban nem létezik a kifelé mutató normálisa met-a

rikus értelemben, mert az ellenkező esetben volna olyan
ЭА (o,o)j > 0 , amelynél hosszabb a 

lé mutató prenormálisa, igy pedig (8) szerint valamely kör-
-beli kife-

3/2 f n 2. N ^/2.<Ixjnyezetében a 0 -nak

kellene, hogy álljon, ami lehetetlen.

3. §-ban, hogy az A01 ÍR 

korlátos nyitott halmaz, és a határa előáll véges sok olyan
kölcsönösen egyértelmű

leképezés кéptartományának uniójaként, melyekre
*i-4

Ezután tegyük fel végig a3.3.

A\r4С Л -sima RF FЧ I•• • I rV

а) ( R egyetlen pontjában sem;i=/lr-.?) 

F^ (x)-szel jelölve az

^ ) függvények korlátosak és
(első rendű) Lipschitz feltételt teljesítenek.

xeR FlM e [FTь) -re

pont 'Vn. -edik koordinátáját, a

ЛУ1és 3- = • 1I

Jól ismert rutinbizonyitással belátható, hogy a), b) 

korlátossága ekvivalens pl. azzal, hogy а ЗАЭАés a

olyan dimenziós kompakt C* -alsokasága az !R^

nek, amelynek az A
tér-

-ból kifelé mutató differenciálgomet- 

^‘Ces-IR :lMf^^iiormálisa LipschitzЗАriai felté­
telt teljesit.

Ту : ЭА—^R"Tekintsük ekkor a

■* ^ ^ (~ °° < s °°)
^ < oo)FI = T °F- s ' <■ (-í = 4,... ,v ill.és az — oo <

leképezéseket. Rögzitett ^ esetén a b) feltevés azt je-
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к..... .к mind Lipschitz leképezé- 

-be. Ismeretes, hogy általá-

lenti, hogy az

ÜT"
I

-bőisek

IR€ ÍR" Lipschitz leképezés komponensfügg-ban is egy

vényei (ezek IR^ 

denütt (

Ebből a tényből és az 1.3« Lemmából az következik, hogy

IR függvények) JR^ -ben majdnem min- 

szerint m.m.) totálisan deriválhatók .

:Wc IFT"1 majdnem minden helyén léte-az

zik, és m.m. -re értelmes és igaz a

(10) = X
(yi= 4, . . .ty)

egyenlőség, ahol , •. . , k'/yL_/l (у) а felület &(.)

szerinti főgörbületeinek értékei (pl. nagyság szerinti sor­
rendben elrendezve.

Megjegyezzük a következő számolásokhoz, hogy а З’(-) — 

= + füSSvények C ^ rögzített) a

Mi = M П Fi
jelöléssel (lO)szerint

X €

felett -mérhető. Ugyanis »*\.-A

ф • = Fr-11T<- *■ I Э- =^сК^*
iSI

°Ф.3-
(Ю») ( t = 4, ... ,v)Mi V &

19.
Rademacher tétele, ld. Cl5l 3.1.6 (216. old.)
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függvény nem-e1tűnő és foly-Itt pedig a
tonos, továbbá egy (tetszőleges) В Boréi részhalmazára az

-ú

RÄ-nek (= = FiC>X,Ce)nFl'',(MO)

AtA -mérhető halmaz Lipschitz képe, tehátegy 'K-/|

3=íUu--u^Lлпгб -mérhető, így a függ-/4.-4

AsxAvény szintén -mérhető az pontnál.4i£лу.-\

• •.(H + K'W &A továbbiakban az

vény helyett (formálisan) -t Írunk röviden. Célunk 

annak a szemléletes ténynek a szigorú igazolása lesz most, 
hogy rögzített

függ-

)£ (-5 -re00, оо

(íi) агА^_ЪА3 - ^ [/mA^tTs (7^)] A~&u.Tsty)c\ő(y,) 20*
SAnT^(3As)

feltéve, hogy а лу*лЛ£~Т^ (.) 

lett

AAfüggvény a

véges ( о/d'

halmaz fe-S
atA szokásosan 

-mértéke).
-majdnem mindenütt

elemi felületdarabjának a алАMa
Ehelyett kényelmesebb a nála általánosabb

Ълх, Ts C^.) cÁ 6 (a^)(11») jVdő' - J

ÍR olyan korlátosлг :formula bizonyítása, ahol 
Boréi függvény (tetszőleges), amely minden olyan "z. 6 Apont­
ban eltűnik, ahol лу«лЯ£ T^Cib) ЗА(c\d' pedig elemi— 00 a S

Egy tetszőleges ф leképezésre
^Бобспиф helyek számát jelöli, amelyekre

>muXt ф (°2,) szimbóluma
azon
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апг{, -mértéke).felületdarabjának а М.-/\

Ehhez induljunk ki a [15] -beli 3*2,3-as tételből (243* 

old,), amely speciálisan egy Ft

fR korlátos Borel-függvényre alkalmazva ad-

leképezésre és
A\~ A^ ■ R

ja, hogy

: У 2 {aj)
ÍR'"' x: F?x=4^

(12) 5 olvtfC
A\r~4

IR^
(л. = А I •. • |V) .

Helyettesítsük (l2)-be az

0 ha ХфЪ Aj

0 ha FI X = Fi. ^ valamelyik -i -nél kisebb 

egyébként

(13) ^(X) =
^ indexre

(л. = 4 j . .. ,v)
(F,,x)ЛГ

függvényeket (itt а ЛХ a (11*) -ben szereplő függvényre; 
minden A, indexre ugyanaz).

Kapjuk (10) segítségével, hogy

(14) ^4^(х) ЭъсТ^ (f^ x) ^ztoí^(x)o|-upCK_^(><)= § (2 (ß)

КГ1 Ms L ^
'i t MMAX. •• x =: x}

Itt a bal oldalt úgy Írhatjuk át c)A fölötti integ­
rállá, hogy újra alkalmazzuk [15J 3.2.3-at, de most az

pO-zUcTs (F^x)leképezésre és az függvényre:*4

^/U^Cx) У 2 ^(х)-Ъи:l^(^)o4vcrC C^)=
ÍR'*'/4.-^ÍR
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\ <^еГ-.-алСР;^)^0>

Ugyanis az utóbbi kifejezésben (13) szerint 

{ ^ : U,
és 4- a legkisebbike azon ^ indexeknek, melyekre

-vei jelölve^*€ 'tzu^jßZ Fj, У <= <)A . Ezért

Rí \ и^/Гяул^г. ^ 3”

= T °F- 1 !

('i = 'ir ' - t'v')halmazokat

F* miatt (14) mint
«5

j -w- (T, ^.) ■ э~о Tj ^ d =
(14») ^л^СЭАр

= ^ *r(*£,) • COsflL ^X £ lf\/t\j—л :FM*=1Í
ЭА ? Tekintve, hogy az leképezések ^"^leképezések,irható fel.

X=^ **OöiXTtL -Cx :
— ozkavL 'C'iG S^: 1~^Ъ= .

•S Ezt a tényt kihasználva, ha

(l4»)-t az i, indexekre összegezzük (emlékezve arra, hogy az
halmazok diszjunkt egyesítése ЗА ), a^ I ■ • ■ I $ v

végeredmény
Г WT?>u)-lUcTj(O^<níC^0^) - 

MnTf\9Ag)

~ í ЛГ (xp • {.Ъ ed A :~T^í-^y cÁ <гбС^л(^) .

Innen (11») azonnal jön, csak а лг helyébe а Ат/л«м$Х~Г 

függvényt kell tenni (hiszen ocisnL-О e 34* • =^} =• Avu^t 7^ (<p).

21 9 <rAz "0 most (alsó) index az szimbólumban, nem pedig
paralleltartomány-sugár.
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22.

Ennél azonban lényegesen többet is mondhatunk, 
hiszen eddig még nem használtuk ki azt a fontos tényt, hogy 

prenormálisok majdnem-diszjunktak (ld. 2.5» Következmény). 
Pedig ennek a tulajdonságnak lényeges kapcsolata van a (11) 

ill. (11*) formulákkal, mert emiatt az

3.4.

pontokra

^ > 0

(16) /тл(л^,) = az

nyilván esetén

-t tartalmazó A -ból kifelé muta­
tó prenormálisok számla23.

A (16) megállapitás viszont jól megfogható a következő 

gondolatmenettel:

ГЧ A olyan véges -mértékű
-nak csak véges 

sok A -ból kifelé mutató prenormálisa érinti. Ekkor [15I

Legyen В az 

részhalmaza, amelynek minden pontját ЭА

3.2.11 (248. old.) és [15] З.2.34 (271. old.) szerint

ллгб^ ß — ^ ( & n ЭА?) cl ^ -
0

(17)

Bevezetve a

24.V, ( <p0)5 У

22 * 3.3 közvetlen folytatása. Emlékeztetünk, hogy az összes 

ottani feltevés és jelölés érvényes az egész 3*§-on ke­
resztül.
Ez természetesen igaz akármilyen A-ra, nemcsak a most 
tekintett fajtára.

halmaz karakterisztikus függvényének egyik tra­
dicionális jelölése. (Azaz 'Ig^) - A 

0 egyébként.)

24. /j Вg a
ha e В és
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ЛАГ : (0( со) * ЭА IRés а

•ka. Т? ^ ф ЭА?0
(18) ЛАГ (<$ , Afr) = 4 ■£-а Т^еЭА S/♦HAcfct Т§ (Т,

függvényeket, (ll*) segítségével (17) irható mint
со

ллгб^б = У $ ЛГу (Т^ у) ЛАг(^х Л^) -JzvcTf (ty) d 6 ol ^ =
о Эл

= 5 ^ /ig(T^)/Ur(^,^)-l^u:T5C^)ol ^О^сЦ „
(17*)

О ЭА
Tekintve, hogy általában is egy kompakt metrikus tér­

ről való folytonos leképezés multiplicitásfüggvénye mindig
(0,oo) к dA-^]R függ-«25. , és igy Ллг is egy 

vény, alkalmazható (l7*)-re Fubini tétele, ahonnan
Borel-mérheto

oo

(17”) = \ ( $ ylg(T^)-tu(^1^) 'WT5(^.)ol5)cíö'(^)
ЭА о

!X25. X kompakt metrikus terek ésT.i. ha ill.

ф : X x folytonos, akkor az
\

оОьЛал^сА (x^ ,Xp > £= (x1 eX : 3 X
és ф(Хл.)~Х1}

{x' € X* • ф (x') > ^ У — «♦J-uz-rJ-M, ^
S=/1 ^

E-m,£

halmazok zártak, és
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еЭА pont mellett vizsgáljuk megRögzített 

ллг( . függvény menetét. Vegyük észre, hogy ha 

-nal jelöljük а ЭА felület
a

-nál vett A -ból4
kifelé mutató prenormálisának a hosszát (csak egyetlen pre-

ЭА CA -sima),normális megy ^ -on keresztül, mert a 

akkor

A -Lol 0 < <^ < A, Cg.)

1
(18 ) ААГ

rtYwJtfc. (T, ^)

0 > £ (и^)
Ugyanis a) a 0 < ^ (лр

L =
végpontja, igy egyrészt őt csak az L

L_ 0 miatt

esetben a pont az

külső prenormálisban van, de annak nem
tartalmazhatja a pre-

normálisok közül, másrészt

T? ^ g ЭА . Innen (16) adja, hogy mosts s azaz $

ллг (£, лр - 'í .
<^=R.(gA -ra is még Tg^j,e [_b) , igy most

Т^еЭА?
ЛАТ(^,Д^) = (/п^лл/tT^ (T? Л^)) 

с) ^ > JL(*y) -га

De igy 2.2. Ъ) szerint а
valamelyik pontjához, mint -hoz. Ezért

т?^ фЪк^
megint a tv definíciójából adódik —0 .

is ahonnan -tw definíciójából jön

L Ts^4 Ds ., ezért

pont közelebb van A -
ckjÁüAjCJl (Tj g. I A)nak <

сАллАажся_(^ ,< azaz ekkor . Vagyis

(18 ) alapján (17") az egyszerűbb
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Щ)
ЛТТгС.^5 = J f VT5^) -wr^^dljcl^) 

ЭА о

Anstoß

(17* **)

úgy is felfogható, mintformába megy át. De maga 

az ^ ЛГ\Аfüggvény integrálja 

véges szuperpozicióval adódik, hogy a
felett. Ebbőlß

&.(ч)

ЭА ОГлА

: Г\А IR egyszerű (vagyegyenlőség minden olyan Cj? 

lépcsős) függvényre igaz, amelyre

(20) c^Oü.) = 0 valahányszor CíwL “CLprenormálisa A -nak Z g1_} - 00

A Beppo Levi tétel szerint igy (19) fennáll egyben min­
den, a (20) tulajdonsággal rendelkező, 

telmezett
fíT\A -on ér-

-integrálható függvényre.

i. G R \A -ra Cct^rtL'CLprenormálisa A -

, a 2.1. Tétel miatt a

3.5. Mivel

L } = cc^rzi -fl/fi. Z
AT

nak •• Z €

(20) feltevés elhagyható az előző eredményből.

5 = ÍZ elR^M : сллА, fv/Гд Z = со УValóban. Legyen )

S = e IR*\A : >4}és Ц = -CTW^; у e ЗА} .

A definíciókból rögtön következik, hogy
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Л

S <= S c 'U •(21)

Ezután vegyünk egy tetszőleges

cf •• IR^xA
4V Ч’''Waus) •
(-fy_ -re teljesül (20), elég belátni, hogy

- integrálható 

függvényt, és legyen = Lf> • Л ^ ill.

Л\,

IR
= ^ + Ti - és mivelMivel

I
dA 0

ллгС S - 0
'fV У % =hiszen következtében

S
-0 . (22) persze már világos (21)-ből, *

0 < 5 <€ ЭАmert egy tetszőleges 

esetén az /U halmaz
pontnál

definíciója szerint Ty^G'U és igy

ilyenkor

Végezetül összefoglaljuk egyetlen tételben (amit 

a dolgozatbeli pozíciója folytán Fő Lemmának fogunk hívni) 

a 3» §-ban találtakat. A könnyebb megjegyezhetőség kedvéért 

előzetesen még néhány megjegyzést teszünk.

3.5.

C"1 A+cNevezzünk egy -sima leképezést -simának,
ha a komponenseinek parciális deriváltjai korlátos Lipschitz

U -sima leképezések kompozíciója isfüggvények. Mivel

jr4+ И+c tér C-sima, értelmezhetők az 

sokaságai. Könnyű látni, hogy ha az
-al-

olyan kor-
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látos nyitott halmaz vagy annak komplementere, amelynek ha-
CA+ -alsokasága (mond-tára az ÍR**1" egy /К-4 dimenziós 

juk ezt -sima felületnek), akkor ЭА

tó olyan , • • • ,FV

előállitha-

ПГ'-'/’4+C ЗА leképezé­
sek képhalmazainak uniójaként, amelyek kielégítik a 3.3- 

beli a) és b) feltételeket, vagyis speciálisan egy ilyen 

A halmazra igazak a 3.3 - 3.5-ben mondottak. Másrészt a 

3.3 - 3*5 gondolatmeneteit egy ilyen A komplementerére is 

elvégezhetjük, kifelé mutató prenormálisok helyett befelé 

mutatókkal. (Mindezt csak azért nem tettük meg előbb, hogy 

elkerüljük a felesleges jelöléseket és esetdiszkussziókat.
A 3. § megírható jóval rövidebben, de csak az olvashatóság 

rovására.) így egy (l9)-cel analóg formulát nyerünk:

-sima

№
£ vp Vye L^(A)(190

ЭА оО

A

T-5(itt a leképezéseket a kifelé mutató normálissal

vettük - innen a negativ előjel - nem a befelé mutatóval 
az egységesség kedvéért). És mivel egy C^ 

alsokaság mindig 0 térfogatú, */vnyt/^3A=0 £цв Ezért 

pedig (19) és (190 összefoglalható az alábbi közös alak­
ba:

-sima valódi

Fő Lemma. Legyen A az ÍR tér egy kompakt (0+-
&(.)sima felülettel határolt részhalmaza. Jelölje ekkor 

ЗА -nak az A
ЗА —n értelmezett

ts-ból kifelé mutató normálisát,a
4-^■'ÍL(^) leképezést.pedig a
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Legyen továbbá
ból kiinduló külső ill, belső prenormálisnak a hossza. Ek­
kor állíthatjuk, hogy

a) cM -nak 

főgörbületei 
léteznek és

ill. az pont-

*(.) Юnormális szerint vett K,a л г • • I ’ ''м.-Л 

pontbanAj, (e dA)<rv£ -majdnem mindenМ.-Л

A- —4“ - К,-(М,) -ад ^
b) Minden cp : ÍR —

§ <f(~Z)ck*nst^(Z.) =
(19”) ^ £+(^)

SÍ ^ + lCnfy> -f] • * ’$]

áll. (19") a konvencionálisnak mondható differenciálgeomet­
riai jelölésmóddal röviden az

(ЛМ,- . •, M.-A) 26.
-L_( 

5>IR -uisf -integrálható függvényre
Ль-A

к
5^>ез|лг- S J ^(Т5)(>Н- ICv?) ’ 

ЭЛ 4_
formában is felírható.

Megjegyzés. A Pő Lemmánál egy kicsit erősebb eredmény 

foglaltatik a (11*) formulában (ugyanis (ll*)-ből vezettük 

le a Pő Lemmát, mig az csak majdnem minden -ra implikál­
ja (ll*)-t), amelyet azonban technikailag kellemetlen kezel­
ni. Kiemeljük azonban (ll*)-nek a következő jól használható 

speciális esetét:

Átvéve a Pő Lemmabeli jelöléseket és feltételeket, ha 

a ^ olyan érték, hogy a 

pontján az A -nak pontosan egy prenormálisa halad keresztül,
felület minden egyesS

26. Ld. a 3.2. Lemmában.
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/\jtrC

^ = I V ^ + 'S)(^+ Kty 3) • ■ • (rH- ‘ sW -
ЭА

= 5 C/,+ ^(^)-S>--..C'l + K.<K_4(Ajf)-j)oí^^(^) .
-Сл^е^А ■• ^1г(лр еГ}-

-mérhető F részhalmazairaakkor a 'H.-/1

лпгб/К—/1
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4. § A STEINER-HADWIGER TÉTEL

4.1. Látszólag a Fő Lemma csak igen speciális esetekre 

terjed ki, hiszen az érvényességi köre alig megy túl a C2"- 

sima határú A halmazokon, s nagyon formálisan gondolkodva 

azt is mondhatná az ember, hogy még egy kockára sem alkal­
mazható. Hogy mégis itt van a kulcs a legáltalánosabb hely­
zethez is, mutatja, hogy segitségével egyenesen, minden szo­
kásos approximációs eljárás nélkül bebizonyítható Steiner 

tételének a nem-konvex halmazokra Hadwiger által talált (ld. 

[2l] ) változata:

Tétel. Ha az korlátos határú halmaz, és mind­
hosszúságú, 

egy 'И- -edfokú po-

>0egyik külső prenormálisa legalább 

akkor az ) függvény

(°i $•)
= A

linóm a intervallum felett, vagy ami ugyanaz, 
függvény egy -edfokúaz S

polinom a -on.

Bizonyítás. Az egyszerűbb hivatkozás kedvéért a tétel 
kimondásában szereplő A ill. helyett használjunk B* -t 

ill. f -t. Rögzítsünk egy

jelöljük a bizonyítás során а В

számot, és A -val

^ paralleltartományt. A 2.6. 

Lemma szerint most (mivel а В külső prenormálisai hosszab­
bak <fA -nél)

(23) az A -nak minden belső prenormálisa legalább 

minden külső prenormálisa legalább
és

hosszú



- 48 -

= A Уи*. О < f < •és (24) f-S-.
Jóval érdekesebb az az észrevétel, hogy szintén mivel 

а В külső prenormálisai hosszabbak ^ -nél,

(25) ЭА az IR egy уК-А dimenziós C/'+

Hogy ne szakitsuk meg a gondolatmenetet, (25)-öt dön­
tő fontosságánál fogva külön tételként bizonyltjuk a követ­
kező pontban. (25)-ből ugyanis már gyorsan adódik a tétel, 

hiszen igy alkalmazható A -ra a Fő Lemma a

-alsokasága.

Ч7 ~ ^ N F
függvénnyel (ahol a f változó tetszőlegesen rögzített a 

(0,^,) intervallumon). A Fő Lemma jelöléseit használva,
(23) annyit jelent, hogy

(26) А_Ц.) > ^ éa ^4.^) >
-

(24) pedig nem más, mint

О < 1 < 5.

(26) és (27)-böl pedig azt kapjuk, hogy

•voC ( ВЛ Б ) = S ''в.чИ^-п. =
5 lr\A\ SBT-

f-s*
= S ( 5 &Л. 0<f<?o/

ЭА -5.

(0 , <?o)

függvény f -benami mutatja, hogy a -tL -

edfokú polinom a -on.

В függvény egy *\,~4 - 

onnan következik, hogy

Az pedig, hogy a 

edfokú polinom a
f

(0, ?o)

-ra (26) szerint 'C € ЭА : +• G

-on,

f € (0, $o)
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e У - ЭА , és igy а 3«7» Megjegyzést alkalmazva

= jj И +Cf-fy) K*,fyY).. .Gl4- (С^-/'^)]о1б'(^).0Í-Зл
BA

4.2. Most bebizonyítjuk (25)-öt, vagyis a következő
tételt:

A c IR'*' olyan, hogy mindegyik külső pre-
pedig

halmaz az R^ tér

Tétel. Ha az
normálisa legalább <j>0 > 0 hosszú, 
sebb pozitív szám, akkor a 3/4 ^

C*

-nál ki-

egy
dimenziós -alsokasága.

Bizonyítás. Az /f\,-4 dimenziós alsokaságok definíciója 

szerint azt kell kimutatnunk, hogy található minden л^еЗА^

pontnak olyan ÍR -beli nyitott G környezete, amelyre vala­

milyen C^-sima nem-eltünő gradiensü ^ : G 

vénnyel
ÍR függ-

G n 3A^ = О • -fM =0> .
Most könnyű a helyzet, mert mint az egyszerű példák a- 

lapján várható, a G direkt lehet a 3A^

ra pl. a

összes pontjai-

5л + ?oG = G x : *2jL < (x,A) < 2 >

^ pedig azhalmaz,

^ (. ) = (LvAtwyi (. , A ) -

függvény. Mivel a 2.1. Következmény szerint mindegyik

X € G pontban
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27.
X-ф+Х

(28) cfftbA. 4 М -

csak annyit kell még bebizonyítanunk, hogy Q felett a (28) 

jobb oldalán álló kifejezés Lipschitz feltételt teljesit.
Ezt két lépésben tesszük meg: Először külön lemmában bebi­

zonyítjuk (Id. 4.3.)» hogy

(29) ha egy 6*° IR^halmaz külső prenormálisai legalább 

2_£ hosszúak, akkor 

mutató normális Lipschitz feltételt teljesit, és a 

Lipschitz-konstansa

b£ -ból kifelé-on a

A
&

Utána ebből a speciális esetből deriváljuk az általá-
■C ?i S*>~~ 9*1 "1 1nosat a következőképpen: Legyen £- = \ ^ j i 'V es

A -pedig a G két különböző pontja. Feltehetjük, hogy az
az A -tói valóíhoz a -p pont fekszik közelebb. Jelölje 

távolságuk különbségét, és legyen a sza-

27. 'prtfiX halmaz szükségképpen egyelemü, mertMost a

-re a Dirichlet-cellák definíciója 

és most amiatt, hogy 0<
1e 1°^X

*e da у .
,, у a D-y lényeges

szerint

<

belsejében fekszik, ami 2.2. c) alapján kizárja, hogy 

más pont is lehet X -ben.
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kasznak az a pontja, amelyik S távolságban van a tói.

természetesen 

-ra (megjegyezzük, hogy

^ = JJjAvmasl C^i A) -t véve, 

= cLdawii'l'iA)* sőt
Most

B = A S-«

<^ >£ lehessen csak) szin- 

és ez a közös tá-
az £ -t úgy definiáltuk, hogy

(y> I ß ) — (ÁvJrOMXJl (Vj ^ ) ,tén
volságuk В -tői éppen 6- . De az is látszik (v.ö. pl.
2-#6>-)> hogy а В halmaz В -bői kifelé mutató prenormáli- 

sai mind legalább 2. S 

niciója szerint)
hosszúak, hiszen (újra az £, defi- 

• Vagyis (29)-et alkalmazva'S + e < j.
kapjuk, hogy

(29») II pnAf (ip) - W/í 5
Ugyanakkor (28) alapján = <^то(£(т), igy

(29м) II <pa*L$(l>) - grrt-otf (<v)|| <|lf -^11

<T=0 -nál maga a bizonyítandó. Tehát feltehet­sz
S>o . a) ha II II 2.<T ésjük, hogy 

b) ha |j'jo —/fl| > 2. cT .
a)-nál 2.6-ot ( ^ helyett -val) az A ill. ÍR^NA^

Két eset van:

halmazra alkalmazva azt kapjuk, hogy a c^, pont rajta

-nak az Л* ponton keresztülhaladó prenormálisán.

van az

»TnAs

■r e Э(КГ\А$) = ЗА<j,e!l?*'\As ésMivel , ez aztS
jelenti, hogy a ej, benne van az 

az '+' -bői kiinduló (egyedüli) külső prenormálisán, azaz, hogy
paralleltartománynak

q, e D— + •
Y As(3P)

És minthogy ^ = cU^AoauJlC^\A) = A), (30)-ból azt

kapjuk, hogy
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(31) cf = с1иЛъм.сА (су ,4") < cU/Jrcu^ai (су, yp) . 

Most (29*0 és (31) felhasználásával
)| % (j°) ~ <%Tik.cL $ (°y) fl 1< <

EcTII /jo -/ffl

b)-nél a háromszög-egyenlőtlenséget alkalmazva (29")-
ből

~ ll'p-zl-ll-ll'p-CyU 

G tartományon -§- =

IIcprcuL-f fyO - fTZLci f (cyj II 44 'l< JL< cT£ 4 “ EII f - су II
f függvény

> “ Ъ J
Tehát az a Мл,ах IS*
konstansú Lipschitz függvény. {Ц

4.3# Ezennel bebizonyítjuk a 4.2. Tételhez szükséges, 
de önmagában is érdekes (29) állitást. Azaz 

Lemma. Ha A c ÍR^ 

málisai legalább
olyan, hogy az összes külső prenor- 

hosszúak, akkor az2.8 (>0) ^еЭА£
-nal je-pontbeli Ae -bél kifelé mutató normálist 

lölve ,a К: ЭА,—>1R"28. leképezés teljesiti a

У^,геЭА£
Lipschitz feltételt. 

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül fel- 

(hiszen a lemma állítása ekvivalens 

-szorosra nagyítottján a 

~ konstansú Lipschitz leképezés).

tehetjük, hogy £-A
3A£ d &(.)azzal, hogy a 

mális -4- -szorosa
nor-

£

^•Létezését és egyértelműségét 2.6. implikálja.
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Mivel tehát feltettük, hogy az Д külső prenormálisai 

legalább 2. hosszúak, 2*6. következtében a 

felület pontjainak egyértelmű a vetülete az A ill. ÍR \A^

halmazokra, ezért értelmesek a o^ill. д°Ч,

U= >i,z ^ (a2e3A^) definíciók. Sőt 2.6-ból az 

is látszik, hogy a ^ , cl^ és . pontok egy egyenesen 

fekszenek egymástól A távolságban, úgy hogy középütt az 

található (2=4,2) , és hogy

és

= D_ fi
A

hogy [a* c^J c D_ a-
A /L

Ezért ha - (X^ (= СЧ “ fO

ill•»

-t Írunk ( Ä, = 4,2
mellett), akkor nyilván

~ ~~ ~~ ^*2

2.= cUbÄfrAXA- (<ХЛ—&((ХЛ) — о(йуЬ*Ж.Се. S

S otayta^jaL — о^ял4гслхе. (a/,-^(oL/J)| az--^(аг)) e*

2 = fa.z- , аг4- kCa.^)- dhAa^&L <

< (fn, , c^,) = ch/A**XX- (oLz- &(cLt) | CLj-t- í(^í) .

U ='1,2.)=

így a lemma állításához elég belátni, hogy általában
is a

II -&M--&J/
/|сц-аг11

(32)
H^íl = //&2|f = ^ j °L^CLZ 

11 (аг-&г) — (сц-+^)1 ^2
^-^-^+•^>11 > г

(^-/,i42| сц ,аг e í? )

ha
/
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variációs problémában a supremum értéke "1 , vagy annál ki­
sebb, Az сц-а2 kifejezés helyébe X -et Írva oldjuk meg 

először (32)-nek a következő részproblémáját:

rögzített, (l&JI — IIУ - 4) I И X ~~ II ^ 2-4 4.'S I i I

(32»)
Ih X-V--M >z |fX íj --- > /ИЛлА,

Egyszerű kompaktsági érv mutatja, hogy (32*)-nek mindig van 

megoldása x -re (azaz van értelme helyett -»W-ot irai). 

De (32*) még tovább egyszerűsíthető = C -t véve az
(ahol c adott, llcll "£-2 )UX ± ej > z

(32") 11X11 ЛШМ.

IR'*' origó középpontú nyitott egy-alakig, К -val jelölve az

séggömbjét, a (32”) feltételi része azt jelenti, hogy X -nek 

а 2.K+C és 2K-c gömbök uniójának komplementerében kell 
lennie. Az ilyen X -ek közül pedig nyilván a két gömb hatá-

metszetében (azaz а (2.<Ж+с) n(2.3K-c) Jl'Z.icll =2.}

halmazban) találhatók vannak a legközelebb az origóhoz. 

Minthogy egy u (2Эк+с)л (2.ЭК-с) pont
góval egy olyan derékszögű háromszöget alkot, melynek átfo-

ilyenkor llxll =\]2г- Hell2- •

a

rának a

a C -vei és az ori­

gója az [x,c]
Tehát ha -vei jelöljük a (32*)-ben rögzített és

szakasz,
кTC2

egy s égve kt or ok által bezárt szöget, akkor (32")-ben llc || =

= |Í44 + ~ Z- * ®a a (52") megoldása a minimum ér-

2- .

nek is, és innen (32)-vel kapcsolatban azt mondhatjuk, hogy
Természetesen ugyanez a megoldása (32*)-tékére
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ll&JI = Шгlí - 'i i «vj Ф a2.i ^2.'

£0
2.‘^п"57 __ A

— Л1МР n LP '0<(f<3r
, akkor II&4-&J = 2 -. D

líl.,- 4J1 ш
1К-<Ч(1

iivVK+^и s z")
hiszen ha <£ i 4^) = lj>

A Steiner-Hadwiger tételnek ez a bizonyítása 

igen valószínűvé teszi azt a sejtést, hogy igaz a következői
4.4.

Lokális Steiner Tétel. Ha az A az [R*' tér egy nem-ü-
IR^ \ A -nek egyrés tetszőleges részhalmaza, В pedig az 

olyan -mérhető részhalmaza, amely előállítható A-nak
(alkalmas) legalább <£0 > 0 hosszúságú külső prenormáli- 

saiból egyesítéssel, akkor a
intervallumon egy ль -edfokú polinom.

Olyan A halmazra, amelynek a határa korlátos és az 

összes kifelé mutató prenormálisai legalább ^>0 hosszúak, 
a Lokális Steiner Tétel világos, hiszen a 4.1. gondolatme­
nete szerint ilyenkor pl.

лпгС^С ß л A^) függvény a

[o, sO

(53) ллу£^(Вл A?) - У J (А+к,л(у)
ВпдАо О м

( 0 < 5 < So)

ahol egy tetszőlegesen rögzített hely а (О,^) inter-
Э\

-bői kifelé mutató normálissal

I

A+vallumon, k,„ , .. . , ^-A 

lület főgörbületei (az A 

számolva).

( c -sima) fe-a

Vizsgáljuk meg először (33) következményeit. Ehhez 

technikailag könnyebb visszatérni a Fő Lemmának az ( A he­
lyett) A

Ъл
-re alkalmazott
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$ =

ír
(33’) f +*ЧКХ'1+^ ty-?') ■ • •('1+ <_„($)?') ей $’ olff'y )

Víf eL-HT)
Э/Aj, (C+-

ЭА.-%)

4’фalakjához, ahol értelemszerűen a

sima) felület -bői kifelé mutató normálisa

(»£) ill. A'i (e 3/V> -nél, az S-i

bői ki- ill. befelé mutató prenormálisok hossza ugyanitt,

k-,4.),... , <-,(•) ЭА
görbületei, cl O'. pedig a ЭА^

au szerinti fő--nek a
ÍA

elemi felületdarabjá-

лл& -mértéke. Célunk az, hogy (33*)-t egy ^0-

tól és ^ -tői független alakban fejezzük ki, hogy igy a 

Fő Lemmabelivel analóg alakot kapjunk. Ez minden további 
nélkül megtehető akkor, hogyha az ^

pezés kölcsönösen egyértelmű

nak a M,-A

ъ'-&Ч)'Чл 

dA és <2A

leké-

között.

IIlyenkor csak egy 

tanunk, s máris elérkezünk a Fő Lemmának egy (egyelőre elég 

kis hatáskörű) kiterjesztéséhez. T.I. a Fő Lemmabeli jelö­
léseket használva az A halmaz külső ill. belső prenormáli- 

sainak a hosszára, a c)A -nak az elemi felszindarabjára

helyettesitést kell végrebaj-?=?-?<

és az A -ból kifelé mutató normálisára, most a 2.6. Követ­
kezmény szerint a ^A -beli *i= *i'~ ^'b')

■M^) = £•+ ) + s-, , ty) - s* I
-gyei

definiált helyen

, és végül az 1.3. Lemma alapján
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d б{^ = {Л-К'л(ь£) .. . (А — К áll* Ezért*v-/|

pq
formálisan 7 (.)*,(•),■- л* úgy definiálva a függ-ъ-л

vényeket _n, hogy

^)
(л = АI • ■ -1 л^~а)(34) **4^) "

legyen, (33*)“Ь01 pontosan a Fő Lemmában levő (19”) formu­
lát kapjuk vissza (ha a
zük, és az iménti azonosságokat kihasználva a

*-söket), csakhogy az ered­
mény immár a Fő Lemmabelinél egy fokkal általánosabb tipu- 

sú A halmazokra is érvényes.

helyettesitést elvégez- 

*-tlen meny-
nyiségekkel helyettesitjük a

A legutóbbi gondolatmenetből kiolvasható, hogy 

egyrészt hogyan járhatunk el az általános esetben az ered­
mények célszerű megformulázása szempontjából, másrészt pe­
dig, hogy létezik a Fő Lemmának egy olyan kiterjesztett a- 

lakja, amely ekvivalens a Lokális Steiner Tétellel. Egyelő­
re azonban csak egy gyengébb változatot mutatunk be, amely 

mindazonáltal a dolgozat Főtételéhez kiindulásul szolgál, 

és ennek kapcsán új jelöléseket ill. fogalmakat vezetünk be.

4.5.

pq Meg lehet mutatni, hogy 

főgörbületei ( Artft
valóban а ЭА. • •• . *

-majdnem mindenütt) differen- 

ciálgeometriailag, de a dolgozat további menete szempont-

ЛЛ.-/1

М.-Л

jából ez a tény érdektelen.
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(AA -val ( Ф{= A^fR^)Definíció. Jelöljük a továbbiakban 

azoknak az (^,&.) pároknak az összeségét, amelyekre léte­
zik olyan nem ponttá fajuló L prenormálisa az A halmaz-

és ^ az L -lel párhuzamos két 

pontnál а ЭА -nak egy 

A -ból kifelé mutató normálisa vagy egy A -ba befelé muta-

nak, hogy = Lnc)A ,
egységvektor közül az, amelyik az 4

tó normálisának a negativja. (A definíciót az a tény moti­
válja, hogy ha az Aj -ban van a dA -nak mind kifelé mind 

befelé mutató normálisa, akkor a 2.5. Lemma szerint ezek 

egyértelműen meg vannak határozva, és egymásnak ellentett­
je!.) a of A IR^* IR^
és ezzel összhangban a 30A = л^еВА : A -nak az Aj -t tar­
talmazó prenormálisa =
dig az A határa nem-irányitható részének fogjuk nevezni.

alakzatot az A irányított határának,

-val értelmezett halmazt pe-

az A -nak az(^,H) 6 c\A -ra jelentse

Aj. -ból a iL irányban kiinduló külső,
— b irányban kiinduló belső prenormálisának a hosszát,

&Í. Д) pedig a
és

LA (^,4) az + , &+ (^Л)]legyen szakasz.

2.5. alapján világos, hogy az A prenormálisainak 

halmaza nem más, mint laua)uS0Á .
Ac=[R^Tétel. Ha az korlátos határú nem-üres hal­

maz minden külső prenormálisa legalább y0 > 0 hosszú,

c(A felett (azaz egy dk-akkor létezik olyan уц mérték 

beli részhalmazokból álló d -algebrán) és léteznek olyan

; : cl A ÍR (у = о ak- A ) /А -mérhető függvények,I • • • I

amelyekre
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«it#,*)
(35) Í if= 5 J / .а}(^Л) ^’Н/Ч'^-Л)

dA -Kite,«

Л\г К

IR" >=0

Vtf e L4fJR'K)

(-Jüu,t)

(*j. Д) e d Аés minden rögzített -га а

polinom csak valós gyökökkel rendelkezik, és a I

<(**)) intervallumon mindig pozitiv értékeket vesz

föl.
Bizonyítás. Lényegében szintén egyszerű helyettesités:

számot. Mivel aze (0,^)Fixáljunk egy tetszőleges 

A külső prenormálisai mind hosszabbak -nél a feltevés

Э0А = 0 vagyis az A bármely prenor-szerint, egyrészt 

málisa előáll most valamelyik (tyfé) e c(A párral ЦЧ^Д) 

alakban, és igy a prenormálisok definíciója szerint +

/

: (у Д) e dA } = , 3\másrészt a egyik pontján sem

halad át az A -nak egynél több prenormálisa. Ezért ha most 
T -vei jelöljük azt a transzformációt, amely az Д) e c/A

LA(y,l) prenormálisnak a <5A fe-pároshoz mindig az
lülettel való metszéspontját rendeli, akkor a T A-A leké­
pezés lesz oíA és között. Tekintve, hogy (33*)

most is igaz (megint használjuk az ottani jelöléseket!), a
közötti kölcsönösen egyértelmű voltaT dAu és dA

alapján rögtön tudunk mondani egy megoldást a /А mértékre

függvényekre:és az . . , CL^о / • 'К- л
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— ~Г(^i^) -t

ill. (yl - Чл = (*&,&)

& ( ^ ) — &

Mivel a 2.6. Következmény szerint,

véve,

6'oJ mérték^®*és /4 -nek vehető aI

az ct^ függvények (^., 4.) (e olA)

S'~

('l+ic^C^.') ^')... 0+ j')(=[-1 + k.J (T(-9,•&.))( ^ - y,,)] • •.
.. .C'1+^-/T(^14)) (?-^])

*y~A
TT (4 4- g'-K^°T) = /L*®-}A definicióból azon-

<ÁA -n,
értékéül pedig választható

-nál felvett
mellett az

polinom ^ -edik együttható-
Л\.~4

ja. Azaz
i=0<=4

M.—A

nal látszik, hogy ^
T°

tik a gyökeik elhelyezkedésére kiszabott feltételeket.D

0 < $4 < **4

polinomok teljesi-

Korollárium. Ha , akkor a tétel-

M -nek választható az a mérték, amelyreben

SczJíA pontosan akkor /Л -mérhető, ha az

ЛЛгСalakzat -mérhető,'Ч.-И

A transzformált mérték általános definícióját ld. pl. 

[27]-ben. A jelen speciális esetben egy 5 dA halmaz 

definíció szerint pontosan akkor 6 0 T~ -mérhető, ha a
-mérhető),1 лг&СT (S) képe 6 -mérhető (azaz 4v — A

e°T(S) = <r'(T(S)) .és ilyenkor
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és egy ilyen /л -mérhető 5 halmazra

уч(5) = + eS> .
<x^ függvényeknek megfelel a következő vá-Ekkor az

lasztás:

ill. (^Д)ео1А mellett

~ ?V ?/l í)
függvények a CA* -sima 

-hői kifelé mutató normá-

és ^ = A, ■ . . ,/K'~A
I ■ II

CeUiLl = 4.
(. ) I • • . I C •)

/

1 el

ahol a

Afelület főgörbületei (az 

lis szerint^
Зл
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5. § általánosított irányított felületek

5.1. Természetesen (35)-ben а /л mérték és az
függvények nincsenek egyértelműen megha­

tározva, hiszen pl. egy tetszőleges pozitiv yM -mérhető f 

függvényt véve használhatjuk d/A

mértéket és az oc^ függvények helyett pedig az

ап,-4) függvényeket. De látszik ezzel szemben, hogy

d0 'И—и

helyett az ^dfA 31.

i
(3.= °,

előjelezett mértékek már csak 

egyféleképpen választhatók úgy, hogy (35) teljesüljön. Ve-
Vj. = CLj, d/4

kiszámításához nem szükséges az A halmaz tökéletes ismere­
te, elegendő ismerni d/K -t. 

szerű a Vj, mértékeket az A halmaztól teljesen függetle-
dA -hoz hasonló struktúrájú üR^x IR**' -

az

gyük észre, hogy a előjelezett mértékek

Ezért technikai okokból cél-

nül definiálni a 

beli halmazokon.

Definíció. Legyen az S c ÍR'4'-* IR^ 

alakú rendezett párokból álló halmaz, amelynél 1Ю = A 

dig. Azt fogjuk mondani, hogy az S egy irányított felület,

olyan (Ap,-íUegy
min-

Általában is, ha Д1 egy mérték és ^ egy J4 -mérhető 

függvény, akkor az ^d/A szimbólum azt az előjelezett 

V mértéket jelenti, melyre definíció szerint а У - 

mérhető halmazok azonosak а /л -mérhetőkkel, és min— 

dig V (E) = ИИ* • /

E
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(л^,4) G S párra található olyan £ >0 , hogy
0 < ^< £

ha minden

fy&') 6 5
djjJrturJVl (- dXhkxXMtSL Oty, ^4 ^ &)).Az ÍR

ée esetén mindig

-beli

: (^Л) e S > alakzatot az 5 tartójának fogjuk 

nevezni, és -nek fogjuk irni.

Tipikus példa irányított felületre egy tetszőleges 

nem-üres határú "C: л^едА ,1HLII=*1A^IJT halmaz esetén az

és az pontból a & irányban kiindul az A -nak egy nem­
elfajuló külső prenormálisa^ alakzat. Ez utóbbit a továb­
biakban mindig d+A -val fogjuk jelölni. A olA 

ellenére, hogy a neve sugallja - nem irányított felület 

minden esetben ebben az értelemben. (Példa: Д c IR^X{О}- ) 

De az is látszik, hogy két irányított felület segítségével 
a következőképpen előállítható: Jelöljük a továbbiakban 

<Á A -val а с!+(ГЧА) 

nyilván o|A = c^+A KJ &) : (^Д)е ol A} .

Az a^oí/и előjelezett mértékek analogonjait két lé­
pésben definiáljuk:

a) Nevezzük egyszerűnek az olyan S irányított felüle­
tet, amelyre található olyan > 0 , hogy

és 0 < < 5>0 esetén mindig

annak

irányított felületet. Ekkor

(*i,í) , (aj.',«.1) eS
^ 4 I ^') ^ ^ I

az -fa^4§1: 0<$< ^ és (^Д) e S alakzat vert. -
«♦V

mérhető,

minden S Д $ Ц.(^) 0<T<j>-re a
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4л Е S "} -vei értelmezett^* függvény a ÍO, <^0]

intervallumon egy 'ft, -edfokú polinom (véges értékű!). Az 

értékek supremumát jelöljük a továbbiakbanalkalmas

Ч.&) -sei.
Mielőtt továbbhaladnánk, figyeljük meg, hogy (az előb­

bi jelöléseket használva)

0 < 5 < 5.(5) , akkor Д) e S' -re 

» igy 0</t<5 «о

(л^(4) eS'} = { ^ 4-T It: 0 < T <g0(S) eb (^Л)е5 } n [('Vu^S)^\ (/h^S)] 

(ii) 0-^ ~ 50(S) -re a (i) tulajdonság miatt 

Vs (5) = "C ^ + X 4 : О < 5
0 < l/5. (o)< Vs(o) = o.

Legyenek ezután V0 (S) f . . . | Чг. (S) a Ц. J

(i) ha

ел (л^Д) e S }

(iii)

Co,sk(s)]
polinom együtthatói, tehát azok a számok, amelyekre

AvA
0< 5< J.(S)v5(?)=ZVsh} . (Itt ter-ha

mészetesen az S egy egyszerű irányított felület, ?o >0
pedig egy olyan szám, amellyel teljesülnek a definicióbeli 
kikötések S -re.) (iii)-ből tudjuk, hogy VG = 0 mindig.

b) Világos, hogy az egyszerű irányított felületek és a 

rajtuk definiált Vl 
az alábbi tulajdonságokkal:

halmazfüggvények rendelkeznek

^* Általában is, ha egy mérték, akkor f\ 

tál generált külső mértéket jelöljük.
-sál а /л ál-
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(iv) На $4 

akkor S„ n és \

és Sz egyszerű irányított felületek, 

is azok, és Vs^so =
-tu )= Vso (j = 0, ■ • /

(v) Ha S4 =5 S2 ^ - egyszerű irányított felületek­
nek egy monoton csökkenő sorozata, akkor a közös részük is

VjíflS/) = &vtV,(sj
* *4 /С—>oo ^

egyszerű irányított felület, és
/к)(•j-=or • • I

[0,?,(S,)1 V.(Ugyanis (ii) miatt a -en П Sí-1=л
pontonként. De 4\, -edfokú polinomok egy intervallumon ponton­
kénti konvergens sorozatának az együtthatói is konvergálnak 

a limeszpolinom megfelelő együtthatóihoz.)

s„s(vi) Ha 

rányitott felületek és
páronként diszjunkt egyszerű i- 

is egy egyszerű irá-
z •

S.-US
л.=")

nyitott felület, akkor a -^,=0 M, indexek mindegyiké-

zw sor, és az összegere abszolút konvergens a
■L=4

%(S0) [o,. (Bizonyítás: A -on most is
СОHv az (ii) tulajdonság következtében. így a

А/ — ^

ZvA) =4 polinomok együtthatóira 

7. y^(5j = V^CSJáll feltételes konvergenciá­
éi So

= 4,(5J,..
<C=/1

• I
k.~A

val. Csakhogy ugyanez az eredmény adódik az <L indexek akár­
milyen átrendezése mellett, igy valóban abszolút konvergen-

Ё % (s,) sorok.)
Ezután nevezzük V -mérhetőnek azokat a részhalmazait

sek is a
K.—A
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HTxIFT' térnek, amelyek előállíthatók megszámlálha- 

tóan sok páronként diszjunkt egyszerű irányított felület 

uniójaként. Ezt az elnevezést az motiválja, hogy (iv) és 

(v) következtében az imént definiált V -mérhető halmazok 

alkotják egyben az egyszerű irányított felületek által ge­
nerált € -gyűrűt (a bizonyítás egyszerű, ld. pl. C27)-ben). 
Az olyan V -mérhető /UcR'vv'xlRyWV' -eket pedig, amelyeket a- 

kárhogyan bontunk fel S4)S

az

egyszerű irányított fe-г \ • •'
co

páronként diszjunkt egyesítésére, mindig 1 (S;)| < colületek
Л.-А

lesz az összes 0, ••
fogjuk mondani.

ль indexe kre, V -szummálh at óknak• í

A (vi) tulajdonság garantálja, hogy 

(vii) az egyszerű irányított felületek V -szummálha* 

tók,
(viii) ha az АЛ V -szummálható, akkor bármely két

= = egyszerű irányított felü-

j=° I • • • \letekre való partíciójára
Ли. =4

(T.i. most (iv) szerint =/1,2.

ciója az AJ -nak egyszerű irányított felületekre, és igy

A.~\

is parti-\ •

t v^ZÍZVs.nSiJ) =
* ^ А,= Л

= Ё V5=Z (Zv^SinSD) =
rögzitet'í'j. e {0,... (4t) mellett.)

(vi)-t használva

s*vl=A -i=/1A.|/Wt =4

(j- -0| • •CLjcÁ^ATermészetesen, az 

mértékek analogonjai nem a
előjelzett

Vi halmazfüggvények, hanem a 
0

• I
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Vs| polinomok deriváltjainak az együtthatói . 

Ezek azonban nem mások nyilván, mint az /1y,(S)í 2*V2(S) r.
V

halmazfüggvények, ha egyszerű irányított felületekről van 

szó. Ezért kézenfekvő, hogy hogyan definiáljuk az egyszerű 

irányított felületeken kivül is az oijoi/4-k helyébe lépte­

tendő előjelezett mértékeket:

Со, SoCsKI
•4js)л\

• I

Definíció. Legyen az 'U egy V -szummálható halmaz
C IR^xlR'* -ben), és vegyük az 'U -nak egy tetszőleges egysze-

• • J- partícióját, 

rendre a

rü irányított felületekre való .
v.OO, •••,4^,01)Jelölje ekkor

Vj(U) + /w—A)(^ = 0,- • • í

számokat. (A definíció önellentmondásmentessége (viii)-on 

alapszik.)

A Vy halmazfüggvényeket mértékelméleti szempont­
ból a következőképpen jellemezhetjük:

5.2.

Lemma, a) Egy egyszerű irányított felület minden V - 

mérhető részhalmaza egyszerű irányított felület,

és ha az <= 1R^X IR*'' egy tetszőleges V-szummálható 

halmaz, akkor

b) az 4J -ban levő egyszerű irányított felületek által 
generált ő' -algebra pontosan az i( у -mérhető részhalma­
zaiból áll,

c) 'U c \J pontosan akkor V -szummálható, ha V -mér­
hető,

halmazfüggvényeк az 1Л V -mér-d) V, Va л
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hető részhalmazainak a 6 -algebrája felett (azaz a

V0 1 • • • I Xv-/t 14J 

jelezett mértékek.

halmazfüggvények) korlátos variációjó elő-

Bizonyitás. a) Triviális.
b) Mivel (iv) és (v) miatt a V -mérhető halmazok pon­

tosan az egyszerű irányított felületek által generált 6 - 

algebrát alkotják (mint már említettük), és mert az W de­
finíció szerint V -mérhető.

c) Tegyük fel, hogy az iÁ <=■ U halmaz 

b) következtében V -mérhető az yU'4'U

az “C S„ 4 , •• • У
partíciója W -nek, } pedig az /U\/U’
akkor az {_SA ,Srr .. }u{. S^S

lületekre való partíciója az "U -nak. Tehát az Í4 V 

málhátósága folytán

V -mérhető. így
halmaz is. Ha most

egy egyszerű irányított felületekre való
-nek,

• •} egy egyszerű irányított fe-г ' •
-szum-

xiv^i < Sivm +•
л,=Мсо

Ц=0 *0 .оо I • • • I

halmazfüggvények 6 -additivitása с) 

ismeretében (vi) és a definíciójuk következtében már világos. 

Ez pedig a [28] 1.3.2. Lemmája szerint (35. old.) maga után 

vonja, hogy korlátos variációjuak is. D

v* \md) A

Érdekesebb a halmazfüggvények vizsgálata geo-5.3.
metriai szempontból.

5Jelölés: Ha egy irányított felület,

(ty,k) e 5 }legyen 5 , ^

B*(S^) ={л^+т11-. 0<г<^ é* és

I

(^Д) e S } .
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Lenma. Tegyük fel, hogy A c ÍR*'’ •

esetén azео^Л :■%,+(*£,'&) ^is} halmaz zárt.

b) Ha az A minden külső prenormálisa legalább g0 >0
pontosan akkor Boréi (az

a) € > 0

Se cíMhosszú, abban az esetben

ПГх ír- top о lóg iájában) , hogyha tetszőleges 0 < £ < -ra 

a B(S,$) alakzat Borel-mérhető ( 1Г topológiájában), ami
0 < 5 <pedig azzal is ekvivalens, hogy tetszőleges mel-

F(s1?) (cM,) felületdarab Borel-mérhető.lett az
(**) 

£ (>0) •

Bizonyítás, a) Legyen { (^г,4г)| • ■ ■

egy olyan sorozat cl+A -ban, hogy
1=^,2.,...

33.

Természetesen, mivel mindegyik L -re e ЗА és = 1

£ ЗА RII-4 0<S< £és . Véve egy 

pontot,

számot és
6 (a kül-Aegy tetszőleges e 

ső prenormális definíciójából), és ezért cU>ÁtxsuJL(tyii~yb/L rtfx.) -

-t = и.-г,...az összes -re.

—re djktJrajfiKSL ^ i ^^ ^ i ^)

^4- 5 iL e Da . Mivel
ez azt jelenti, hogy az ^ + CD,£)
LA(y,lhÁ

Innen
adódik, azaz 

hettük a C0,£j
bárhol felve-3

-on,
szakasz benne van az külső prenormálisá-
ban A -nak. Vagyis definíció szerint (fyá,) e oíM és

— £ .
b) Ha az S zárt, akkor B-Cs.j.) is zárt, mert egy

ГхГ szeparabilitása miatt nem szükséges álta­
lánosított sorozatot használni (v.ö. [Í9] 18. old.) 

továbbiakban sem.
a
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/^.+'Г A sorozatra-beli ,^+Tzi

0<^<
b*[s&)
IHJM és

г »■ "

. >miatt az soro-г 1 •

zat is korlátos, ezért pedig létezik olyan ^ •••
indexsorozat, melyre valamilyen 4,' eR^ és f еГО^З

T1 ^.-^öo)Az S zártsága

0 <V' <

4’' 4
ty,4J)e5 ,

^Чт'41 e ß(S^J

(hiszen ^ volt).

mellett r,̂з-
-lal mutatja, 

nyilván ^ -t-v’-fi =

folytán ami

hogy Azonban

-ra B(S,£) a B*(S)n(A^A ) »Tetszőleges 0< ^ ^ 

tehát ilyenkor a B(sl?) Boréi halmaz, ha az S zárt. De

b(0s^) =
A.-A

. ol+A0 < $ ^ esetén 5,, , S2 , • •

~ U ,<f) B(S/f\SZlf) = B(S/r[<^)\B(S7^)teljesül mindig, mi­

vel a külső prenormálisai A -nak legalább hosszúak. E-

irányitott felületeknek a halma-
alakzat

d+A összes zárt

S <c d+Azért azoknak az
% e (0, B(S,?)za, melyekre minden -nál a

Boréi halmaz, egy olyan d -gyűrű, amely
részhalmazait tartalmazza, vagyis a d^A összes Boréi rész­
halmazaira a B(S^) Borel-mérhető, ha 0 < S * ?° .

Vegyük észre, hogy (a prenormálisok és a 

finiciója szerint) 0 < $ < 3°
szám de-

-ra F(5,j)= B(S,y„)n 3A?

két Boréi halmaz metszete mindig.

Visszafelé: Legyen ye(0, j>0) tetszőlegesen rögzitett,

az a leképezés, amely az párt azés <j> •' o|+A 3AS
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дi + ч^ pontba küldi. Most a prenormálisok páronként 
majdnem diszjunkt volta miatt а ф 4-4 leképezés, és

ф(5) = F(S, , Ф ^FÍS,^) min-S A
dig. Mivel а ф folytonos, ez azt jelenti, hogy ha F(S,g) 

Borel-mérhető, akkor az S is Boréi halmaz szükségképpen.

-ra azaz

B(S(?) 
FÍS,^) = B(s,^) п ЭА^

Végül, ha 0< ^ 5>ö
0< f'<

és a Boréi halmaz, ak- 

szintén Borel--t véve

mérhető, ahonnan az 5 Boréi halmaz most is. D

kor

Tétel. Ha az A <=: (R^ egy olyan korlátos határú hal­
maz, amelyiknek az összes külső prenormálisai legalább $0>° 

hosszúak, akkor a d+A 

cHA= ol^A és (bármely)

riumban megkonstruált d/4 mértékkel és

vényekké la - VjJ ^ ( £ = 0,

tékekre

egy egyszerű irányított felület,
-at véve, a 4.5. Korollá-

függ-I • ■ ■ I

м, - А) előjelezett mér-

JviU - CLjd/A ( ^ = 0, ••• , -A )(36) I

Vj, halmazfüggvények abszolút folytonosak egy közös 

mértékre vonatkozóan dA -felett. Mivel а оГМ V -szummál- 

ható, az

azaz a

függvények /4 -integrálhatók is.Яо I ' • I О'ЛЬ-А

<ЛА = ЫМBizonyítás. а 2.5. Lemma direkt következ­
ménye.

S c alA —га 

ßfS,.) irható, és

F(Si?4) alak­

it

Vegyük észre mindenek előtt, hogy most

^(s) =
I

hogy а dAg minden részhalmaza előáll

-val (mivel az (л£,Ь) lS <= dAban alkalmas
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leképezés kölcsönösen egyértelmű cM és között).

egy olyan részhalmaza, melyre B(S^0) 

■írt-mérhető (tehát pl. ha az S c/A

Ha 5 a

alakzat egy Boréi

halmaz ÍR"4* IR 0< g < , akkor (35)-ből-ben) és

Сад|^>) - 5 J Д)т^о/г о/уч(^Д) =
2=0

S ?
= 5 Í X а;^Л)т^с|г с(/ч%А) = У

л•B(S1?)dA

S о 7*0 о

mert a 3«£. Megjegyzést A helyett -re alkalmazva,

'S"1 F(s,t)
34

• • • Í4+ o( *rat^_t(%)

5 'V(s,t)^ + (T'-S'’)^ X a'i ^Л)т>с(м (*,&) =
o<A i=0

/К.-4 M,~>I

r° s
34.

( 0 T < 5>0)<

34.
a 5A^ kifelé mutató normálisával 

tott főgörbületei, mint a 4.5. Korolláriumban.

M-V- számi»• I



- 73 -

Ahhoz, hogy a o|A egy egyszerű irányított felület, csak 

annyit kell még belátni, hogy S'^dA о-oí^ B(S', $)esetén

(<Mo)függvény egy Ль -edfokú polinom a 

Ehhez pedig elegendő megmutatni, hogy az előbbi S* -hoz ta-
intervallumon.

Boréi részhalmaza a dA -nak, hogylálható olyan 5 => S

attsÍ^ = W^£(S, <%0) ,

5) = B(S\ <$0)nA3 = VTrt^B(S,$0)nA - 

f
= <$) = ^ лп&^_л r(s,r)c(r

0 *

0< f < <?omert ekkor

ra is

és itt a

(°f$o) -on,a T változónak egy /in-A -edfokú polinom ja a

mint láttuk.

-hoz az S -et a következőképpen konstruáljuk meg: 
Legyenek • * olyan Boréi halmazok dA -ban, amelyre

s

^ B(si]?.) < f +1^4 ß(s", ?) S«
©O

s = П Sí

sA = s és

S’^S’} (л.= /1,2| •.. ) f és vegyük S -nek az irá-

nyitott felületet. T.i. ekkor véve egy olyan В Boréi rész­

halmazát IR^-nek, amelyre BCS,je)^ ß ß(S',^) és

35. Ъ

В = §
о

В n ^Aro|r1 *\.-4 /

35» Ilyen ß létezését alak­
zat benne foglaltatik dA korlátossága miatt korlátos

az garantálja, hogy a

0A)fo =>A So\A = B(olA » “ban, vagyis BfS', 5») < 00 /

másrészt, hogy a Hausdorff mértékek (kivülről) Boréi 
regulárisak (v.ö. C22I).
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és itt ВлЭАг c B(s,y0)n3— F(S,t) (0<T<go) • Ha 

То €(0,fo) -га ЛП^_„ Вn ЭАТо < VTst^AF(S ,r0)

So^olA -t, melyre ВоЭАт0 = 

= F ( S* , T0) t fennáll So ^ S , és igy a

(Olló)

azonban egy

volna, akkor tekintve azt az

intervallumon egy olyan 4 -edfokúfüggvény a

polinom, amely egyrészt nem nagyobb a

polinomnál, másrészt egy helyen ( тг0 -nál) az értéke hatá­
rozottan kisebb az utóbbi értékénél, ahonnan O-tól -ig 

integrálva azt kapjuk, hogy B(S0, f0)

ami pedig ellentmond az S definiciójának.
Vagyis a olA egy egyszerű irányított felület.
Ezután megmutatjuk, hogy а /л -mérhetősége egy 

irányított felületnek implikálja а V -mérhetőségét:
y4 -mérhető. Tehát most az FCS^,^)

-mérhető. így a Hausdorff

mértékek Boréi regularitása folytán léteznek olyan SQ és

irányított felületek dA -n belül, hogy F($0|£,) ^ F($,, /

F( S, 0

<

Legyen az S* <= o(A

ЛГcrCfelületdarabja -ne к

<= és .W^FÍ = .

-nál mindig az FfS-c/'t')T = 0,2. 0 < T <Most fo-re

Boréi halmaz és
Л\гА

" 5 S r>a3-^/u - í . . .



- 75 -

Mivel itt az integrálási tartományok csak 0 -mértékű halmaz­
ban különböznek, minden re (0,^o) -ra

= лл£^-л f(sZit) f

= В ($Z l$o) »

következésképpen irtf€/Vb ß(S0 i^0) -

ami a közbezárás miatt mutatja, hogy

-mérh e t ő .

annyit jelent, hogy az Sл egyszerű irányított felület, te­
hát V -mérhető.

B(S, , j.) halmaz is Ez pediga

A (36) reláció bizonyítása mostmár nagyon könnyű, hi­
szen a mérhetőségi problémák elhárultak.

Legyen S c dA V -mérhető. Most az S egy egyszerü- 

irányitott felület is persze (v.ö. 5*2. a) ), és
?

= Yt (?) — — § ,<rc^v-<1^~(s,*tr) olr
3 0

( 0 < 5> < 5>„) •

2 (j+J)%+A (syf = £ v^(s) =
T°

Rs,j) = J 2 •«-}.»1/1

=0J

Ezt differenciálva,

( 0 <5„) .; ЛЯ5\уЛл, —4
s }-0

5.4. Az előző tétellel elértük közvetett célunkat: a
V^, halmazfüggvények elegendően általánosak ahhoz, hogy a

esetén is át tudjákА^Гlegbonyolultabb szerkezetű 

venni azt a szerepet, amelyet a Pő Lemmában 

mellett a szorzatgörbületek játszottak, hiszen (36) alapján
-sima
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halmazfüggvények segitsé-már kimondható a 4.5# Tétel a Vj 
gével:

Э0А = Фkompakt határú és

> О , akkor az A irányított határa

beesik d+A -val, amely pedig most egyszerű irányított fe­
lület, és minden ллгб^-integrálható cp : ÍR^—> ÍR

4.5» Tétel. Ha az

és egy-

függ-
vényre

(350 У = zL I $ 4^+ '^ol . □
^ = D olA -^(^,1)

Av-/|

IR'4

De nem kevésbé fontos az 5*3# Tétel mértékelméleti kö­
vetkezménye az ellenkező irányból;

Világos, hogy minden S irányított felület beágyazha­
tó valamilyen ^+A alakú irányított felületbe (pl. mindig 

vehető A =^vujo^oS S <= oí+A ). Be fog-, mert ilyenkor

juk látni a későbbiekben, hogy a 

A (cl R*'-) esetén összerakható megszámlálhatóan sok páron-
egyszerü irányított felü-

(az Z

alakzat akármilyen

ként diszjunkt olyan
létből, amelyek mindegyikéhez található A^ IR'*'

^ > o, és C^. c ^j-ЬД .

( <, = 2., • ■ • ) legyen. Ezért ha az "(Л ( c ÍR'*)

■г. I ■ ■ ■

itt index) úgy, hogy

egy

A 2.5. Lemmából látszik, hogy a AA=^ feltétel az

-Ц ^ > о tulajdonsággal együtt ekvivalens azzal,

A(<= R*") minden külső?o >0hogy valamilyen 

prenormálisa legalább

-ra az

hosszú.
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V -szummálható irányított felület, akkor a V0 ^ ( • • • , ^

előjelezett mértékek mindig abszolút folytonosak egy közös 

ÍJ feletti /Л mértékre vonatkozóan. Azaz (36)-tal analóg 

módon

oí Уи CL :(36 0 * u

függvények az /U -n vannak ér-irható, ahol az d0 / • • • i^^-a

telmezve, V -mérhetőek és rendelkeznek a következő "kevert" 

pozitivitási tulajdonsággal: minden rögzített (^.Д) párra 

létezik olyan F,>0 (az (л^.Д) -tói függően), hogy

(37) Z - 0 0 1ha I

2=0
Л*.-И

Ztovábbá a polinom gyökei mind valósak, te-
T°

hát léteznek olyan 

hogy

e R\(0,1)к/le számok,>i I • • • I ЛУ.-Л

MrA

= 0 .
(38)

j<sXíL OLS(^.(C)^0 -+t

már nem játszanak azonos szere-Bár itt кл I • • • I ^ATL-4

pet a főgörbületekkel, még mindig lehet definiálni a szorzat­
görbületek analógonjait а V -szummálható irányított felüle­
tekre :

Сг -sima (differenciálgeometriai értelemben) irányítható

-mérhető mel-ллг£Fc ИГ felület esetén 'К.—/)
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'h(-) -vei jelölve az F egyik (folytonos) normáli-
Vj mértéke r

E szerinti főgörbületeiből alko-
mérték sze- 

-szummálha- 

előjelezett

lett,
sát, az irányított felület
nem más, mint az F -nek a 

tott tényezős szorzatok összegének a 

rinti integrálja az E -n. Ezért egy általános V 

tó S irányított felület esetén is a

Ariit
sh, —4

V«> S

mértéket az S ^ -edik szorzatgörbületi mértékének nevezhet­
jük. (Maga a ^ -edik szorzatgörbület egy а j s
mértékre vonatozó disztribúciószerü konstrukciónak felelne 

meg. Ez a téma a dolgozat céljaitól távol eső szempontokból 
figyelemreméltó, itt azonban a koncentráltság megőrzése érde­
kében nem tudunk rá kitérni.)

Természetesen egy általános tipusú A ^ IR^ 

mazra a (35’) formula nem teljesülhet, hiszen az egyrészt 

legfeljebb csak a nem-elfajuló prenormálisok által lefedett 

térrészre lehet igaz, másrészt a

5.5. hal-

halmazfüggvények sze­
rinti integrálás az egyes indexekre általában külön-külön 

nem vihető véghez. Sejthető azonban, hogy a (35) továbbra is 

fenn fog állni pl. az A külső prenormálisai által lefedett 

térrészen, vagy ami ezzel ekvivalens, az Ä komplementerén.
Megmutatjuk, hogy ez az utóbbi emlitett eset már visszavezet­
hető a 4.5’Tételre.

írLemma, Legyen A az tér egy nem-üres valódi rész­
halmaza. Ha sikerül taláni olyan kompakt határú A^|Aa|...
halmazokat, amelyekre

c/+A <= U оIXа) л.~л
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Ъ) ^ > О 4 = ф

(уЛ) ed+A

U=^I1'Z.,... )

с) minden -га

akkor létezik olyan /а mérték <Á+A -n, és léteznek olyan
yU -mérhető függvények, hogyÖL, 0 I . . . I CL<K—/1

(55") ПГлЛ

У VcfeUdmA)
d+A 0 ^ 4=0

és -vei jelölve a öl+A nc/+A^

lületet,

(36") dVj| = ^cJ/,|s,

I

egyszerű irányított fe-

Я. =A{1, •• • ) .. /*v- 4• I

c J+A^Bizonyítás, A 4.5* Tétel szerint a 

egyszerű irányított felületek, az 5*3 Lemma a) pontja követ­
keztében pedig a 

mérhető, és ebből (az 5»3 b)-t A helyett A^ -re és <?* 

helyében -re alkalmazva) a definíció alapján verifikálha­
tó, hogy az SK -k (^M,2,... ) 
tek. Ezzel egyrészt igazoltuk a lemma kimondásának a szóhasz-

alakzatok

Л(=ГлГ) irányított felület Boréi

egyszerű irányított felüle-

nálatát, másrészt innen rögtön következtethetünk arra, hogy 

V -mérhető (t.i. particionálható azdTA >S,i,a А I • •

Xl\U s* egyszerű irányítható felületekre), és

léteznek valóban olyan /4 mérték cl^A -n olyan °l0 t ••• iCL*,-K

függvényekkel együtt, amelyek ieLjesitik (36")-t. (Ehhez elég
rendszert külön-külön definiálni pl./Л , cl0 , .. . , cta М.-Л

s„, st\$,, ... A\u s. egyszerű irányított fe-az
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lületeken.) Ez természetesen azt is jelenti, hogy

(} = 0, • i*'-7*) *dv*l = a.jc/,4d*A
Véve egy C^.,4) 6 d+A 

hogy olyan indexre, amelyre (^, 4) G
párost, a 4.5. Tételből láthatjuk,

/К“Л2 • f . 0 < j < Л. *(^,A)polinom nem-negativ a
^=o

intervallumon. Ezért a c) feltevésből kifolyólag

Лу.—/\

JLcl 0< ^ \т%Д)еоГА(39) ^>0

T°
> [0,oo)Ezután telint sünk egy olyan 

melyre:£=•(. c,,, CZl..

függvényt,

^/V4 =• )• megszámlálható, és az

= ^ ("(C/vn^) ('W\. = '1IZ) ... ) halmazok mind Boréi mérhetők. Le-
gyen ekkor és

és 0< 51 ^(^,4)}~/R/K'\A)<r Д)e
Tétel alapján most könnyen beláthatjuk, hogy

ftfci) ^
J y(4+jí)2_, 0Li(A}i&)'f*clfal/*(Afr^ L^IR^vA)

«ÍA о '
azaz, hogy

S ч, /1б,с,'|л^* =
(40) ИГлА *

= í í ^(ч + ?1Иб/^ + ^)Z_,
d+A о * hí-o

V‘feL'(IR^\A).
Hogy ezt bebizonyítsuk, vegyük -nek a következő Gß^^i^HiZ,...}

. A 4.5*

Л\М

I
G. 2=0

Boréi halmazokra való partícióját: Legyen rögzített in­
dexpárnál =r*{(^.('4)e'UAvt: l a legkisebb olyan index, hogy
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» és = B( S;és

is!)37*.

О(ДД) e Sjí 

( c |1ГлД^

't'V*. I

ЦД) e d+AMivel most -ra

37. n s -Ф világos. Mivel mindegyikX.Wл.лп

ф A-А. < <VЛ

Se =S* (c R4XÍR*) Borel-mérhető, -et
Sj. A*. A,* ^

az Su*. “^nfá^XUSj.) reláció mutatja, hogy azÍrva,

S^-ek Boréi halmazok. miatt, az 5*3 Lemma

b) pontját 5>0 helyett -re és A helyett A^ -re alkalmazva 

jutunk ahhoz, hogy az összes B^ (c JR^\A) alakzatok Bo- 

rel-mérhetők. Az {. : 'i = 'l.'Z.,...} rendszer partíciója

j,<4.

Ö S^=d+Ad^A -nak, mert , és a fordított tartal­
mi, /vn= 4

(^Д) e 'U^
szerint van olyan legkisebb

ЦД) eÜS
i.=/|

ahonnal (lévén Д) tetszőleges az /Цк-Ьеп) c LJ •

OO I °°| C
pedig ebből °I+A = LJ 'Дч. *-* L-J 5-

'Цли_='1

minden 'í£.G^ pont pontosan egy 

= + alakban úgy, hogy Д) e c|M

legyen. Ez mutatja, hogy аг-^ + ^Д :

mazás onnan jön, hogy rögzített 'Vw és 

c) feltevés
-nél a

< С^Д)
amelynél Дс - f Lj-Д) ~ слм. ,index, azaz i.**. I

az 4v\. tetszőlegessége miatt Л./УЧ *
лк=А

Ezért, minthogy ^ 

módon irható ~L és

0< J
0<$ =í^ + ji:(^,ü)eS^^, 0<5<c^> =

" ^ I C/V*) =

(^Д)е s«*CHmv\_ I

alakzatok valóban particionálják G* -et.*
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és 0 < $> < ^(^,4)

^g. 0>+ ?^) = 'l
иА./УЧ J

0^,Д) ■ 'l

-^át

0 <** < О 

(■f függvény В= ^ (^) feletti, a Л.ЛЧ(o,c^)
A.4*i

integrálja

л\.~А

5 = X S Í *f ^(^Д) =
К^\д >=o о

(4i) =2. \ i lf(^ + jé.)--lg. (^ + ^4)^5 dy^(/j,fc) =
^-0 ot+A о 'с/>м-

Л\г4

я+(^,1) /^4 л
j j ч>(^+?ДИв. С^ + ?Д)

o(+A о л/т- 'j.=0 '

alakban irható fel. (41) speciálisan a <-|> függvény helyett 

a l<-p] -re alkalmazva is igaz, ezért a Beppo Levi tétel (és 

(39) ) szerint a

\ n л-ли- л.=0 /<yv*.=/| w о

<&*> ^

о j-o

d+A feletti függvény abszolút értéke /4 -integrálható, ahon­
nan rögtön következik (40), hiszen eszerint (41) összegezhető 

Д. -re és ап. -re a bal és a jobb oldalán:
со

лД 1 л,л*м ПГ\Д ^ és
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J J ^+ + 5 У Z оЦ dyuOu,&)
d+A о * >=<? > j

со &+(чД)

-Z 5 í 4^5^)
dt+A 0

л*.-А

М.-Л

(^ + 5,4)‘2j <^°í? с1уц(^Д)• 4g;Л.Лус

^=öЛ/(Л*. = /1

\/с(> е/ЛИГ-чД) .

(40) alapján mostmár a következőképpen okoskodhatunk: 

Az 5.3 Lemma a) pontja azt fejezi ki, hogy a :

(0,C£>Jа+л(сГ*г) felülről félig folytonos, azaz

speciálisan Borel-mérhető. Emiatt található nála kisebb nem- 

negativ egyszerű Boréi függvényeknek egy olyan monoton növő

bogy ^ S1

Z —> oo esetén). Vegyünk egy ilyen

(pontonkéntsorozata,

d+A -n mindenütt

U Gf. — : 0<^ (^i^) és

(ГМ)\В*

sorozatot. Most

(*%<&) e d+A "y
B^=-C«j+^^,4>4-.(>4)ed+A>(= КЧД!) .

, ami előállitható alak­

ot véve. Újraban

a Beppo Levi tétellel érvelve (először megint a ll<f 
térve) láthatjuk, hogy

-re át-

у ifW* = j J fűe^+?4)-
(г-чА)\г* 0 iTfc

‘Z у^ус/м(^Д) =
(40')

i=o

О»« ^
Г У y%+?&)-Z •

rf-Л 0 í“0



- 84 -

Ezért egyetlen kérdést kell megválaszolnunk (35")-höz: О 

mértékü-e (а ллгС^ szerint) a ß halmaz. Hogy a válasz po­
zitív, (és igy a lemma is igaz), a következő pontban mutatjuk 

meg . □
На és В*=-С^+<(>«&:ЦД)ео1 *A},

-та В* n

5.6. Lemma.

= 0 .akkor majdnem minden ^ >0 5

Bizonyítás. Vegyük észre mindenek előtt, hogy majdnem
halmaz лrtfCS>0 _ ЗА, mértéke d -vé-minden ra a M.-/1

(Ez abból következik, hogy egy korlátos^ A* (c IR'*')

-ra atcC^/^XA' = í § 4S
hal-ges.

máz esetén minden ^ > 0

(ld. [15] З.З.З4), és igy ilyenkor 

minden38, ^> 0

< 00 legalábbis

mellett. Mivel az ÍR'*' tér szepa- 

rábilis, az A halmaz felbontható megszámlálható

majdnem

sok korlá-
OO

. Ekkor ЭАf c(JXA!í.)i!- ihalmaz egyesítéséretos И'"
■i=/\

ЛггА,vagyis а mértéke d -véges valahányszorto,-a

(* = ^2-1 • • •) .< 00

Vegyünk ezután egy olyan (tetszőleges) > 0 -t, ahol

a következő binér reláció:

><r■ínr£ -ra ф? c R** R^

^ e * } •

& -véges, és legyen

Фэ ={(^ii):-ae3A 

Jól ismert (ld. £13], vagy részletesebben [26]), hogy а ф^

'K-—/(

S

^,K-4 3/^V< °° 

Megyjegyzésből kiderül.

<T>038‘Hogy minden -ra,a lemma utáni
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reláció mindig egy olyan leképezést reprezentál (vagy más­
képpen szólva, egy olyan leképezésnek a grafikonja), amely a

alakzatot ráviszi'ЪЛ'_ A ( d Э A r ^
Г Ag

-ra, és amely tel-S
jesiti a

Lipschitz feltételt.

Ha ^ > cT és P с: ЭА (П : 3 e cP"Aakkor
S

L (%Д)л F фф A^e 1_А(^,&)лЗА? } ~{^ + cT£-. (^,,4) £ol+A ,

Фу + &+(y,{,) = $У

-re (^,^><0

Ф,;| (в*лэаУ1)„ ф^ (= ф • а сф;4(ß?>о

Innen<5, е^}. I

ami mutatja, hogy mindig

halmazrendszer particionálja а ЭА^- -пак egy részhalmazát.

Ф;4(в*пэа,) 40.Mivel а , és mi­halmazok Boréi mérhetők

6 -véges, ez csak úgy lehet, havei

><rwO;4(8*nSAs) =0 megszámlálható sok g

lével. De a Hausdorff mértékek leképezési tétele szerint (ld. 

[22]) ezekre a <^> -kra

kivéte-

(ß*n Aty = Ф, (Ф'/ (В * л ЭА,)) <Ллз£

- (}Г* ^Фр^"эА?)=о .
Minthogy a <T értéke akármilyen kicsire választható, lát-

Az 5.3 Lemma a) pontjából következik, hogy az M(S) = 

<^+сГД: ^ (/^Д) >&} halmazok zártak. Márpedig ф“4( ß*n ЭА?) =

Sí: <ЦД)=?> = И(,)\0И(»4) .
Á.=y\ J А'

= { +
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láthatjuk, hogy v&£. (ß^MJ =0Лг.—^ у

minden, hanem megszámlálható sok érték kivételével minden

nemcsak hogy majdnem

-ra fennáll.^ > 0

Következmény. Az 5*5 Lemma feltételei mellett ЛГЕгС В = 0Лх.

В* Boréi mérhető (hiszen most ß* = ÍR^X (A ülj G.)
/L=M Ti

mert ekkor

Boréi mérhetősége általában- megjegyezzük azonban, hogy a
is kimutatható, nemcsak ebben a speciális esetben), és igy 

[15] 3.2.11-et a oUvWuxC . , A) függvényre alkalmazva

ллтб^ ß* = 5 /ь^С/ц__/) В* n <3A? o| = 

A c IR^

B*<= IR'NÄ következtében
0

Megjegyzés. Láttuk, hogy korlátos esetén majd-

ЗА ~
A S"

dik a kérdés, mi a helyzet az olyan helyeken, ahol a

függvény nem differenciálható. [141 -ben be van bi-

So >0nem minden Pelvető--ra

s
zonyitva, hogy e függvény bal- és jobboldali deriváltjai min­
den fo>0 -nál léteznek (és végesek), és hogy a

zat /И.-4 dimenziós Minkowski mértéke mindig ezeknek a szám­
tani közepe. A [13J 3«2.39-es tétel azt mondja ki, hogy az ÍR"4 

tér 'h.-'f rektifikálható részhalmazainak^'

alak­

mértéke/j

40-. Az, hogy egy FcrfR^ alakzat rektifikálható, azt je­
lenti, hogy található olyan kompakt К <= ÍR 

Lipschitz leképezés, hogy Р=ф(К) •
és ф: k'-->УК-'t
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megegyezik az 'k.-'I dimenziós Minkowski mértékével. Ebből
-re minden <^>0 mel-

alakzatok 'К.-'í rektifikálbatók, és igy 'inr€^_/l 3A^=
АсГsejthető, hogy korlátos 

lett а ЭА $

oT J ^*.A?4 • Hogy ez a sejtés igaz,2. \d$ $„
a következőképp látható be: (Csak vázolhatjuk a bizonyítást, 

- bár az nem nehéz, - mert nem tartozik a dolgozat közvetlen
-t,témáihoz.) Rögzitve egy korlátos A^ÍR^ -et és <^>0 

bontsuk fel az A halmazt véges sok -nál kisebb átmérőjű 

részhalmazára. Legyenek ezek A 

ni, hogy általában is, ha az A' <= IR'*'

a, e A'

■ *i AM . Meg lehet mutat- 

halmaz átmérője ^ - 

, akkor az Д paralleltartomány

л I '

nál kisebb és 

csillagszerű az CLa pontból nézve, és

о — LJ í CL0 I ~t~ (•'М'ЧР
3 Delhii ci в A1 ______________________

% (e) = (ct-cLo)-e + \J[(ct-cL0)é]2~+ ^ + llcL-a.Jlz

a középpontú ^ sugarú nyitott

К (ex) = U (e)e) és
IMI = 'í

A

ai>o!

(T.i. K(<x)-val jelölve az
«

gömböt, IIoL-oiJf<у esetén

AД' = AJ К (cl) .) г^ = сИеКЛ\ллМ-Г<Х. és 
S ae/V

íí CL - aLb II < d-

c = &‘[A+ l-et ir-

Hej = Hej = 4és mellett mindig áll

IMA (eA “ ег)| ^ C-jle^-ejl Lipschitz feltétel, és igy

I%(e<) -^p^(ej| < cje^-ejj 
CLS /4'

is teljesül állandóan. Mivel nyilván

= “C01 + ( 4eJe)) e : fell = "I }
cte/l1

va /

a

szintén llejl = -re
<xe/Y

I
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felület előáll az 'CeeJ!R'K: ilellM } = 5

egységgömbfelület Lipschitz-folytonos képeként. Mivel az S 

M.-4 rektifikálható, és mivel 'h.-A rektifikálható alakzat 

Lipschitz folytonos képe szintén rektifikálható, a

is - és igy a
N

zártsága adja LJ с^ч,)
л.=А -*

is м.-*4 rektifikálható.

ez mutatja, hogy most a

felületek is - rektifikálhatók.

-n keresztül innen, hogy

maga a

Megjegyzés. Az 5*5 Lemmát be lehet bizonyítani a (11*) 

formulából is egy a 4.5 Tétellel analóg tételen keresztül. 

Hogy mégis a kerülőutat választottuk, annak az volt az oka, 
hogy igy a paralleltartományokkal kapcsolatos vizsgálati mód­
szerek egész sokaságába bepillantást nyerhettünk. Másrészt 
ilyen módon jobban kiütközik, hogy a dolgozat Főtételében 

hogyan foglaltatnak benne a már eddig is ismert eredmények.
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6. § A PARALLELTARTOMÁNYOK HATÁRFELÜLETÉNEK 

NÉHÁNY KONVEXITÁS! TULAJDONSÁGA

Ahhoz, hogy bebizonyítsuk, hogy akármilyen AcR'*' 
esetén teljesithetők valamilyen АЛ,А 

rel az 5*5 Lemma feltételei, célszerű előbb tanulmányozni az 

A halmaz Dirichlet-cella struktúrájának néhány konvexitási 
tulajdonságát.

Kezdjük a
bél való vizsgálatával.

6.1.
halmazrendszer-z i • • •

сЦ/А&лл;cjl ( ., A) függvény ebből a szempont-

x0e!R*- fo >0

cMtvbjtf, (..к) - 7Г~ II. II1 függvény konkáv a G = { X : ,x„) > с>0*}
Z?o

ésLemma. Legyen . Ekkor a

41.halmazon

A G halmazon ДйЛкАия, (л, x0) 

koordinátáinak C00 -sima függvénye bármely derékszögű koordi­
nátarendszert véve. Számítsuk ki a második parciális derivált­
jaiból alkotott mátrixot egy ллeG

dinátarendszert használva, amelynek az első egységvektora az

Bizonyítás. az * pont

helyen egy olyan koor-

- X0 vektor. Könnyen látható, hogy ez az etr- • I
R-*J

(a többi bázisvektorok) választásától függetlenül a

^le Egy $ • * ÍR függvénynek egy H c:

letti konkávsága azt jelenti, hogy az ^ konkáv a hagyo­
mányos értelemben minden olyan egyenes-szakaszon, amely 

teljes egészében a H -ban fekszik.

halmaz fe-
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( ll\~XoU I 0, • • - ,0)függvénynek az helyen

vett második parciális deriváltjaiból képzett mátrix, ami 
nem más, mint

/ 0 04
IK-Xoll

0 A
IfxA-x0|| /

fj* (f«1 +... + f*)* - (- ?;)(Fi + • ■ - fi) 

(FÍ+ •••+ Ji)',/Z= — f-if +- • - +5Í)"3,Zha A * j-

-з/г ,(t.i. es

BSiäfj.

|1х1гMivel az függvény második parciális deriváltjaiból 
alkotott mátrix minden helyen és minden koordinátarendszer-

=2.

oU-ta>uC4(x, x0)-^ Üxll1

ben az egységmátrix kétszerese (t.i.

эг (f>- + ji) =0 i+j- ),és ha a

függvény második parciális deriváltjaiból alkotott mátrix (és
igy az illető függvény második-derivált tenzora) negativ de-

-nél (hiszen ekkor a sajátértékeifinit = X egy-
b

A A -szeres multiplicitással, mindszeres, és
K-Aj

negatívok). Vagyis ХлeG 

jól ismert, hogy negativ definit második-derivált tenzorral

So

tetszőleges volta miatt - mint az

а о(лл4гм^се. (.. x0) — —— Íj t H2
%2o

rendelkező függvény konkáv - 

függvény valóban konkáv G -n, Q
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Megjegyzés, A függvények konkávságának a definíciójából 
látszik, hogy a lemma állitása ekvivalens az -ti. = 2. dimenziós 

változatával. Ez a tény mutatja, hogy a lemma teljesül nem­
csak az IR*' véges dimenziós terekben, hanem akármilyen Hil­
bert térben. (Megjegyezzük még,hogy úgy tűnik, лл,=7. dimenzi­
óban is az itteni a legegyszerűbb bizonyítás. Esetleg annyi­
val lehet elemibben belátni a lemma sikbeli speciális esetét, 

hogy a második-derivált tenzor negativ definit voltára való 

hivatkozás direkt számolással elkerülhető. így azonban vészit 

a gondolatmenet a természetességéből.) Sőt elemi úton - bár 

meglehetősen nehézkesen - meg lehet mutatni, hogy áll a kö­
vetkező a lemmánál kissé erősebb egyenlőtlenség: Ha M, llx'll ,

I)«.—1| - A(>0) alckor IIхII + I/X'lí~ IIx+x'll - ^ í|

Alemma bizonyításából kiderül az is, hogy az -—

X-f X
>- ?г

konstans
nem javítható.

Tétel. Ha A <= ÍR44 adott halmaz, akkor a G = {. X : 

c?lü)4tiAboe.(x(/l) > halmazon oImAa^-cz (. I A) ~ II • 11^ függvénya

konkáv. ( >0 , mint előbb.)

A oLvÁkm-cjl (., A) - К . 112

{dLuAtUbce, (., x0) - II. If1: X0 g A } függvényesalád inf imuma,
L3° t

ami a Lemma szerint G -n konkáv függvényekből áll, és 

konkáv függvények infimuma mindig konkáv.Q

S’

Bizonyítás. függvény a

A ckxbktxy^cJL (. , A )Következmény.

leges K04A helyen léteznek az összes irány szerinti deri-
függvénynek tetsző-



- 92 -

ЭлгI= fto ^ i(Хо)]
cU/ÁibHXJi {. I A)

váltjai és ( e [R'*'\{0}

jelölés mellett) a

-ra

függvény rögzített
d\r x0

X0 esetén a aj -nek mint változónak pozitiv homogén konkáv 

(azaz szuperlineáris) függvénye.

hogy x0 ф ABizonyítás. Legyen adott X0 úgy, 1

= cÁáMh^CA. (Xo|A)"ra alkalmazzuk a Tételt. Ez mutatja, hogy
So

о(^и<1жое.(-,А) létezik, mégpedig az -£(.) - (., A)~

függvény segítségével *r—I о^Ло^сл. (. (A) =
сулг |x„

Элг/Х0

- A- ii-f

í- 43 . (Itt х0 лг az xe pont helyvektorá-
Э\г X0

nak és a <r -nek a skaláris szorzatát jelöli.) Tudjuk,42.

hogy akármilyen konkáv ^ függvényre (igy tehát f 

is, hiszen a G* alakzat nyitott)
-re

Э i a aj -nek&АГ IX0

Лг e [R^X-CO} -ra ér­

kifejezés pedig lineáris. [J
szuperlineáris függvénye (és minden 

telmezve van), az x0aj

és L egy x
kezdőpontú félegyenes. Azt mondjuk, hogy az L az X pontnál 
(Bouligand-féle) félérintője az S halmaznak, ha található 

olyan

S-JJT ХеГ6.2. Definíció. Legyen

eS pontsorozat, melyre a^—^x ésX * a^,
0 (ha 00 ). (A Gj-i-x, L ) szim-<(^-x,L) л.

bólum a jelen esetben úgy értendő, hogy az Aj^—X vektornak az

427 V.ö. а [17З 28. oldalán levő tétellel.
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L félegyenes irányvektórával bezárt szöge.) A félérintő el­
nevezést az a speciális eset motiválja, amelynél az S egy 

dimenziós felület.

C> X5>0 , ß = IR'K\As , хеЭА$,A= IR'1'lemma. На ß

L egy olyan félegyenes, amelyik X -beli félérintőjeés az
B-nek, akkor ^ '

Bizonyítás. Tegyük fel az ellenkezőjét, és legyen 

ХтЬХл,хг)... еЭД^ olyan sorozat, hogy <4í(x^-x ( L) —^ 0 (4->oo). 

Számitsuk ki az és pontok távolságát:

Цс -xj1» ||(х^-х1-(^-х)||г= llXi-xP + O^—xlP-2(^-x-)(^_x)
('i- = A, 21 - • ■ )

Az a feltétel, hogy<)C(x^— X, L)—>0 » úgy is megfogalmazható, 

hogy AT -vei jelölve az L irány (egység)vektorát, és ir± =

ЛГ (á, —>űo). Ekkor-X
llx^-x\\ 

látszik, hogy

-t véve ('t = /1,Z|...)l4r<t

^ IIX-^||z' + í|x^~x|[llx<c-x||-2/cr(/^-x)] C^ = /l,2.1 ... )
L) = <4 ~ , akkor (ty-x)v > 0 ,

, valamilyen у indexre már ||X^ — xj| 

miatt ll-Kj-X|| —< 0 áll, ami most Ix-/^,|/2'>|fx^-^J|'2-

x^ x^G В 

definíciójának.

5>0, AczJR*

De ha

és mivel /Dl 0lr

et jelenti. Ez azonban 

e
következtében ellent­

mond e.
és L

X -beli félérintője, akkor van olyan

a alakzatnak

X , hogy

Tétel. Ha

УеГ<к
^-xl L
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Bizonyítás. Legyen megint X -ф Xr , • •. olyan

sorozat, hogy . X^—^X és <£(х*. — X,L)—^-0 (ha A—^oo ). 

Tudjuk, hogy döJrOM.cz. (x^ ,A) = ^ (^=//,2,) miatt van olyan

, hogy HX-c = 4,2, •••'). Mivel az

sorozat konvergens, az sorozat korlátos. Ezért -C^}-

nek van konvergens részsorozata, vagyis az általánosság meg­
szorítása nélkül feltehetjük, hogy maga az {^4} konvergens,

*ii. e A

és . Minthogy e x^ most, a Dirichlet-

^ « D3A, 

azaz a

• Ezért x еЭДу 

H(X^ , X) féltér-

cellák definíciója szerint

('C = At2, •. • ) • Éhből következik, hogy

miatt

43. fekszikben

>0 . Vagy ami ugyanaz, AT^ -t és ír-t 

hasonlóan definiálva, mint az előző Lemma bizonyításánál,

és a limeszre áttérve лг(л^-х)>0^^-х)>о (х=-/11г1...) t 
'V 6 Ä £ AXJ) = sCsakhogy és ésmiatt

is áll, igy megint M. £ DИ^-хЦ = ^ ami a

Lemma szerint implikálja, hogy (л^-х)с <0 is teljesül. 

Tehát л^-x-Lat ,

X

A^-xj_ L . Dazaz

Tétel. Legyen ^ > 0, A ÍR'*', X0 e és C = *Ci: e IR^:6.3.

Э (. ,A) ^0} lKA} . Tegyük fel, hogy van olyanЭ-t x0

-re =

— ‘C ^ 6 /R*1 •. oíixvicLAvce. (tí , jo) £ (cy) J .

*A továbbiakban végig
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ib e C , hogy —

= X0 + [0,<»)•■(: félegyenes pontosan akkor K0 -beli félérin­

tője ЭА^-пак, ha —

(Ыма( •,A) > 0 * Most az L =

pU^4tuxce. , A) — 0 .
Ло

Bizonyítás, Mindenek előtt megjegyezzük, hogy mivel 

cIájAvl#xJL C ., A) szuperlineáris függvénye a t változó­

jának (ld, 6,1 Következmény), a feltevés miatt C egy olyan 

, amely nem adja ki a teljes IR^-et (de nem is 

üres), és amelynek a belső pontjaira

44.konvex kúp
-Д— I gLuAwujl A)>0
СГС 1Л0

3 (. [ A) < 0külső pontjaira határpontjaira
**

"гг* cLuAvbK-oi (. IA) — 0 áll. 
öt Л0 1

Következő lépésként megmutatjuk, hogy tetszőleges £>0- 

hoz található olyan xedA^ , amelyre 0<//x—X0||

(*-x0 ,-t) < £

és

teX .hogyha

Ez utóbbi bizonyítása: Mivel a C kúp, az általánosság 

megszorítása nélkül feltehetjük, hogy l}bll = 'f . Mostire^C 

miatt (és újra a C kúp voltából) van olyan "t, belső- ill. 

külső pontja C -nek, hogy ,-fc) , *4(^2, t) <■ £ és

сЛлл4л'»'ъс£ Г. IA) > 0 és5-b £ (-ь^-ь^). Tudjuk, hogy

oUvitxn>(X (. ,A) < 0 . Ezért található olyan \ > 0 és

Аг>0
Э

Э"Ь x<>
о(л>>4тяаъс?. (x0-+• IA ) ^» hogy és3

[17] az ilyet éknek (wedge) nevezi, de ez a terminológia 

tudtommal nem elterjedt nálunk.
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Sőt választható Ал és Аг olyan 

legyen. A cLibétx^cz (• \Á)

éújJkrKMxSL ( (A) < ^ •

IIA.-tJI , 11 Хг-у<еkicsinek, hogy

függvény folytonossága miatt létezik olyan x belső pontja
szakasznak, hogy о(лл4ч>ис&(Х[А') =• ^ .

xe3A? . Mivel az Хо-ьАД ill.

az

Tehát erre az X -re

Xo -b X^_"t.2 pontok E -nál kisebb távolságra voltak x0 -

. És mivel ^ ( CXo, X0 + X4-tJ Д ) = <$ (^,0 < £|[x-Xj< Stói,

ni. ((X , x0+Xzy ,0 = < Ac(x-x0,-t) <e

reláció is teljesül, amint állitottuk. Ez egyben magát a 

tételt is bizonyitja. П

6.4. Definició. Legyen К az ÍR^ egy konvex zárt rész­
ig erős extremális pont-Khalmaza, és • A pontot

jának fogjuk mondani, hogyha található olyan /и-A dimenziós

y e

támasztó (hiper) sikja К -nak, amely К -val csak a pont­
ban érintkezik. (Világos, hogy minden erős extremális pont 
tényleg extremális pont is egyben. Példa olyan extremális 

pontra, amely nem erősen extremális pont: К =
(0,0) pontja.)= { (*Ч,хг) e ÍR2 : хг>(хл + Ixj)2}

Analóg módon, ha К <= IR"4 egy zárt konvex kúp és L 

egy а К csúcsából (vagyis az origóból) kiinduló -ban 

haladó félegyenes, akkor L -et а К erős extremális félegye­
nesének (vagy csak röviden erős extremálisának) nevezzük, ha 

található olyan 'Vv-X dimenziós M sik ÍR^-ben, amelyre MnKs 

Az L irányvektorát (egyeégveкtor) ekkor a erős

-ne к a

= L •
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extremális irányának mondjuk. Nyilván egy <r egységvektor 

akkor és csak akkor erős extremális iránya а К -пё$ ha a 

К ortogonális komplementerében, a {Чг-t-u < o}
definiált kúpban egy és csak egy irány merőleges а ЛТ -re.

Tétel. Ha konvex és kompakt, akkor К -t gene­
rálják az erős extremális pontjai (azaz К a legszűkebb o- 

lyan zárt konvex halmaz, amely tartalmazza ezeket a ponto­
kat).

-val

Bizonyítás. Legyen а К erős extremális pontjai ge­
nerálta halmaz. Nyilván és a K, kompakt.

Tegyük fel, hogy a tétel állitása nem igaz, azaz van 

olyan -ре К pont, hogy y> £ . Legyen ekkor az a pont,
amely a -beli pontok közül a legközelebb fekszik 'jp -hez.
(k <y egyértelműsége a Кл konvexitásából következik, létezé- 

evidens.) Jelölje M azt az ^-/í dimenziós sikot, amely 

áthalad cy -n és merőleges a (р>(ср) szakaszra. Tudjuk, hogy 

K, abban az M által határolt zárt féltérben helyezkedik 

el, amely nem tartalmazza a pontot. (Ugyanis ha volna 

olyan 't pont az N határolta és 'p -t tartalmazó nyitott 

féltérben, amely -beli, akkor - mint könnyen látható -
-hoz a (cpi/1“) szakaszon olyan ó

se

4 5.elegendően közel <ya

^•“t-vel jelölve a 'p pont merőleges vetületét a

t a cy+ [OfOoX'f-c^) 

szakasz nem

üres. Most az L bármely pontja választható Л -nek a 

gondolatmenetben.

sza-

kasz egyenesére, < -?£■ miatt
L- (cfn^nCcytí)félegyenesen van, igy az
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Кл konvexitása mi-
, ami ellentmond a definíciójából kö- 

relációnak.)
Ezért található olyan G zárt gömb, amely K/j -et tel-

De apont, amelyre
att most 6 Кл 

vetkező

jes egészében a belsejében tartalmazza, ^ -et pedig a ha­
tárán. (Ilyen G gömböt pl. ügy konstruálhatunk, hogy vesz- 

szük а К, -nek az M -re való K„ merőleges vetületét, és 

mivel ez korlátos, vehetünk egy olyan G m,-A dimenziós 

gömböt 14 -ben, amelynek középpontja a ^ pont és amelynek 

a sugara nagyobb mind а Кл átmérőjénél, mind pedig |pp-<^[]- 

nál. Most G -nek választva azt a zárt gömböt, amelynek a ha­
tára tartalmazza ^ -t és a G M -beli határát, G nyilván 

a belsejében fogja tartalmazni а К alakzatot.)
Legyen a G középpontja. Tekintsük G -nek a - 

bői való nagyítottjait. Mivel а К kompakt és a G zárt, 

zek között a nagyítottak között található egy legkisebb su­
garú olyan, mondjuk F gömb, amelyik а К -t még tartalmazza.

e-

Ennek a határán biztosan fekszik legalább egy pontja a 

nak. Legyen igy ^eKn^F . Most
. Márpedig а ^>л pont erős extremális pont­

ja a К -nak, mert az F -et a -ben érintő м,-Л dimenzi­
ós sik az F gömböt nyilván csak 

igy annál inkább

é к » hiszen

K,cŐcF

pontban metszi,
-ben metszi csak K(crF) -et. 

Tehát kizárólag K=Ky, állhat. Q

Következmény. На К olyan konvex kúp, amelynek az ori­
gó (a csúcsa) erős extremális pontja, akkor a К-t generál­
ják az erős extremálisai (az erős extremális félegyenesei).

!S IIíi *: Süß® л/.ч'Ч
*f tó -У
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Bizonyítás. A feltevés szerint van olyan ^-'f dimenziós
И' sik, amely а К kúpot csak a 0 pontban metszi. Legyen H

egy olyan párhuzamos eltolja az К -nek, amely а К -t metszi,
46. Кл=КлМde nem az origóban. Ekkor 

alakzat kompakt konvex halmaz. A Tétel szerint KA -et generál-
- mint jól tudott a

ják az erős extremális pontjai. Vegyük észre, hogy amennyiben 

egy erős extremális pontja a K, alakzatnak (az M sikbeli 
értelemben), akkor а CO,00)'}3 = L félegyenes erős extremálisa 

а К kúpnak. (Hiszen ha egy N alakzat egy olyan dimen­
ziós sik M -en belül, hogy А/лК, ='C/|p} , akkor az М/, ”

= [p, °o)N -nel definiált л^-4 dimenziós beli sik а К -t
nyilván L -ben metszi.)

Mi vél К = [0too) K/f 
ják az erős extremálisai.

К kúpot igy valóban generál-» a

A következő tételt a paralleltartományok határfe­
lülete direkt infinitézimális geometriája alaptételének lehet 

nevezni:

6.5.

Tétel. Legyen ^ >0 , Д c: f^ X„ = ЗА

cÁÁMtU^CJL ( . I A ) > o'} u{o}

I Slt

c = <Чб1Г: 4 ésdt I X0
C* = { A(^-X6) • A 6 [O(oo) , £ DgXo}- (az X0-ból D„x0a в

Dirichlet-cella pontjaiba mutató vektorokat tartalmazó leg­
szűkebb - nem feltétlenül konvex - kúp).

46.
Id. pl. [17]-ben a 36. oldalon levő Lemma bizonyításában.
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ЭÁllitáa: На létezik olyan "to 6 С о(1л4яах^(.,А) >h0gy Ж Хо
akkor a Q* kúp és а С kúp egymás adjungáltjai> О

(vagy más terminológiával, egymás ortogonális komplementerei,
azaz

С* = {лл: V'teC bu.<0y

Farkas tétele szerint ekkor áll a forditott C-,С'Ь:\АьеС* 4,ц.<0У 

egyenlőség is, hiszen a C -rŐl tudjuk, hogy konvex).

Bizonyítás. Jelölje СХ a C kúp adjungáltját. Mivel az
X0 4. [доо)-Ь félegyenes mindig nyilván pontosan akkor fél­

érintője a В (= "Cx *- (x,A) ^ ^ =оО-бАгилуог.(х0|А)}-) alak-

о(лл4*-кое_ (. j A) > 0 a 6.2-beli Lemma azt fejezi
Ot IXo

• Tehát csak a C"1" C*

zatnak, ha

c-^c*ki, hogy tartalma-
DB X„zás bizonyításával kell foglalkoznunk. Mivel a 

Dirichlet cella konvex és zárt volta miatt a C* kúp is
в

/"> ^ /-Ч ^L c L -hoz a 6.4 Követelmény szerint
elegendő belátni, hogy a CX kúp minden erős extremális iránja
benne fekszik C*-ban, hiszen "te -nak egy egész környezeté-
ben minden t, vektornál pozitív a 7- _ oÜüJvuvuzl (• , A)

dt Xo

zárt és konvex,

direkcionális derivált, ami a 6.2 Lemmát figyelembe véve mu­
tatja, hogy a 0 erős extremális pontja C^-nek.

Legyen tehát ал egy erős extremális iránya a CX kúp- 

. Definíció szerint most van egy olyan
-beli Лх! egy ségve k- 

Természetesen, t, csak С -nek a

( Ш = A )nak
1"t, e C , hogy "t-Lu és a többi C 

torra pedig ~L ajl < 0 .
2 cÁXhJrOAUÜL (• t A) > 0határán feküdhet. Ekkor 

a C kúp határvektorai (határpontjai) irányában a

t.i.X0

47. Ld. 2.2 a)-nál.
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ddyWuoг. (-1 A) függvény deriváltja 0 a direkcionális deri­
váltjai szuperlinearitási tulajdonsága (Id. a 6.1 Következ-

L = x0 + [o,oo)-tményt) miatt. Vagyis az 

félegyenes (az előbbi t. -vei) félérintője
-vei definiált

-nak az X0
pontban. A 6.2 Tételt figyelembe véve kapjuk, hogy egy ^еД 

pontra oIú4«^ijíx(x0,^) = <3
ra (АмЛам-са, ( X о j A) = ^

^-x0± Lés . Csakhogy erre az
e D g x0-bél most , azaz

cx1-^C‘ következik. De igy -XD e is.

^-x0i L ^-x0 -L tÉs mivel az xx vektorazaz

definíciója szerint az

ХЛ G C*

vektor nem lehet más, mintVх-
. Ez az utóbbi tény pedig, mint márVagyis

előzetesen megjegyeztük, biztosítja a tételt. Q
у I f' xKorollarium. Ha az XX vektor L

+ xx1 € Dt,x0 .
egy hosszúságú-nak

extremális vektora, akkor в
Bizonyítás, Az alaptétel bizonyításából adódik, hogy ez 

igaz, ha az xx erősen extremális. Az pedig, hogy egy konvex 

halmaz erős extremális pontjainak a lezárása az extremális , 
pontjait adja, nyilvánvaló. D

halmazt (a Tétel jelöléseiKövetkezmény. Ha a X0
és feltételei mellett) bele lehet foglalni egy у (= сЛйАггмхх. (х0,Д))

D X0 = ) DB X0 Dirichlet cellasugarú gömbbe, akkor a Ъ

-nél nem rövidebb X0 kezdőpontú

Г\Д3
pontú kifelé mutató prenormálisa legalább rfZ

előállítható

szakaszok uniójaként, azaz -nak minden x0 kezdő­

hosszú.
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Bizonyítás. A Korollárium szerint az "( X0 } иX0

továbbiakban jelöljönT — benne 

-ban és metszi az összes olyan
halmaz konvex burka - amit a 

foglaltatik D

X0) félegyenest, amelynél ^ e 

ahhoz, hogy az állitást bebizonyítsuk, elegendő belátni, hogy

*o • így

wT alakzat összetehető 

kezdőpontú szakaszokból.
Tehát adott a következő geometriai szituáció: T egy o- 

lyan alakzat, amely előáll egy xa pont és az X0 középpontú 

sugarú gömbfelület egy P (ami a

meg) zárt részhalmazának a konvex burkaként, és a P alakzat 

benne fekszik egy ^ -nál kisebb & sugarú gömbben. Kérdés: 
Legalább milyen hosszú egy 

eT -re?
A válaszhoz az általánosság megszorítása nélkül korlátoz­

hatjuk a vizsgálatunkat az X0 - 0
véges részhalmazai konvex burkaként előáll 

poliéderek uniójának a lezártja, feltehetjük, hogy a P véges, 
vagyis, hogy a T egy poliéder. Ezután még egy megszorítást is 

tehetünk minden további nélkül Caratheodory jól ismert tété-
ZlQ —t—le # alapján: a l alakzat vehető

kú ponthalmaz konvex burkaként (emlékeztetünk, hogy a di­
menziószám), ahol II^JI = . . . = !! = $ és a
pontok köré irt л^-А dimenziós gömb sugara legfeljebb ^< $

-nél nem rövidebb X0a

-nak felels

T П [x.+tO.o^-x.fl szakasz

4

esetre. Sőt mivel most
<0}uPT a

У ala-{.0,^ ■ifegy Л I ' /K.— 4

рл I •• • 1T«-

48. Ld. [20], vagy [l7] 1.8 e) feladat (40. old.).
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nagyságú. Most a kérdést úgy tehetjük fel, hogy milyen távol 
kell legyen legalább az origótól a , • •., 'ja 

közelebbi pontja. Ez nem más természetesen, mint a következő 

szélsőérték-probléma s

] lap leg-лг-л

/w-/í

Z A; МллЛг.ifi

(42) < llfj=.. ■ =tfv_J = s, 3 % =.. .=£

A A >0 és A • - AM I • • - I ж-4 — ^ <£__ , /\д, ‘ '

hogyha.

< +
A. = 4

Egyszerű kompaktsági érv mutatja, hogy a (42)-ben való­

ban felvétetik a minimum valamilyen A,, , •

(megengedett) konfiguráció mellett. Legyen Cfy* a [Ap/,*, • •• i/|p*-/1J 

dimenziós szimplexnek a 0 -hoz legközelebbi pontja, 

A/i 'p/i -4* ■ • • + ^/к-л

feljebb akkor esik egybe valamelyik 'p*

• • 1 / VK.-/t I I • • • I ^Аа.~/\

av-A
* / VIP-к-/, pont. Nyilván a <y* pont csak leg-

-gal, ha ^=0 (de 

Ezért minden további

azaz a

akkor persze - . .. = 'p^t 

nélkül feltehetjük, hogy = A*^ + ■ ■ ■ + A& -ffc >

ifi

* V ).

ahol a

49. , 2<&<^-Apontok általános helyzetűek

Ar,-..,Xt >0 • Z A* = 4és ill Azaz a
/(_ =4

€
tíl)A4 > о , Z A^ = 4 } (- ff*a p*42m>:-<.=/1

: A,,. • • 1
Л.= /|

49. (A £ < £,) alakú vektorok közt vanAzaz a

4-4 lineárisan független.
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által definiált %,-A dimenziós szimplexnek egy belső pontja.

(Orf) szakasz merőleges a P*-ot tar-
MK *dimenziós n lineáris alsokaságra (sikra). (Az

Ez mutatja, hogy a
4-/ftó

szakasz M*-ra eső ve-ellenkező esetben ugyanis a 

tületének az irányában a q* ponthoz elegendően közel volna 

P -nak a 0-hoz op-nál közelebb fekvő pontja.) Ezért

I°V*- V*\\ - • • • = ftI = \kZ- HcflZ vagyis a f4* ■,ft

qp pont - a. ff,...,
I •

köré irt M*-beli gömb középpontja 

pontok konvex burkán belül fekszik. Jól ismert, hogy ilyen e-

pontok köré irt M*-ba eső középpontú

- a

>fi
dimenziós gömb a legkisebb sugarú mindazon ( 'K dimenziós) 

gömbök közül, amelyek tartalmazzák ff , ■ ■ ■ , mindegyi-

ц*« > \[f^
bizonyltja a tételt. (Természetesen, valójában J|<q,*|j =

mert látható a gondolatmenetből mostmár, hogy 4 = 2. és
ff- \\f\\ =5>} gömbfelületen egymástól 'Z't' tá­

volságra elhelyezkedő pontok, és Ä, > 3 -ra 

áll mindig.)

Megjegyzés. Könnyen látható, hogy ha maga az A halmaz is
sugarú gömbbe, akkor íL -vei jelölve 

az illető gömb középpontját, a Tételbeli tD -nak vehető akár­
milyen x„ e ЭAp mellett "Ь0 = X.~~í . így a Következmény

setben a ff

-f< Kcfll1két. Ezért , amiazaz
I

fi
ftill. a

?*=Ъ vagy
Л * Afi = fz

belefoglalható — тр

%

•

(Bizonyítás: Vegyünk egy tetszőleges <x e A pontot, 

és tekintsük а háromszöget rögzített X0 € -

>szerint ilyenkor
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. Az oldalaira ennek II cl-ilI) 1 Л* < —

lUo-zll > IK0-a||- IK-^ll 

tö =х0-г

IIXo-cl|| > ? 

áll. így "Ц. ^ fe ,x0 ,cl)

nál

< И*'-«11 <±
IIXo-^ll "" 2.

1.

4 2
esetén (x0 4- A"fc , K0, a.) = IT - <£ (t ,x0 ,£0 > ŰT-c^innen pedig 

oto4tmMx(x„ + Дт„ ,o.) = [llx^-all1 + Дг — 2.Л l/x„-a||-|ft,,||-

X >0segitségévelésEzért cX = o/tr.

— ($г+Аг + A oí

dUb^ZXAC*. (Xo+Aio.A) — ^ял4лжх^(х0 I A) = /Lfv^ сЬчАажЛЯ. (Ao-bAt^O.) ~ 
Г/Аг ЛбА

-s - ?' [tér + А

^/2.< (xo+Atp ,х0,а)]-Oto Ebből

vagyis dXbktuujL (•, А) ^
Эхь Х„

. А

• сж?<Х 4- I

^ — £*ГЗО(> i -и) 2— > 0• СсгэсК?•о(А 1о
függvényre való állitás egyszerűen а 4.5 Definició szerinti 
átfogalmazása a Következménynek. Q )
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7. § A FŐTÉTEL ÉS KÖZVETLEN KÖVETKEZMÉNYEI

Az előző fejezet eredményei alapján mostmár könnye­
dén meg tudjuk konstruálni azokat az Л,,, Аг i -

A c; -hez, amelyeket behelyettesitve az 5.5 

Lemmába a legáltalánosabb eredményhez jutunk.

7.1.
halmazokat

bármilyen

AclR'4Főtétel. Tetszőleges nem-üres határú 

mellett létezik olyan /л mérték a 

és léteznek olyan /4 -mérhető

halmaz
d+A irányított felületen

cl0 , • • • / ^ függvények,М.—Л

L^ÍIR^nA-) -rahogy minden <~p в

4? (>9,4)
(43) $ c= S 5 <f /L, .

ПГ\А

/K-'l

p(+A 0 ^=0

a pozitiv racionális szá- 

-re rendre legye-
Bizonvitás. Legyen .

moknak egy felsorolása, és
nek a B^ halmazok az A sugarú paralleltartományának a

függvény definíciója(0|"]határai. Azaz a
szerint most

(44) B^ = dA^=í^.-f у-Л : (^(&) ed+A e* £+(^ = '1,2.,... ).

Fedjük le ezután mindegyik -t megszámlálható sok

Sí sugarú gömbbel, és jelöljük ezeket a gömböket2.г
-vei =4,2 , • • • ) • DefiniáljukКл Кг4 i

-et ekkor a következőképpen:-nel
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= ИГ \ (В>^)и =legyen £^л = П és

= {у: oUaAmm (у.,В1л) > Vegyük észre, hogy ha

d+A -nak, amelyreaz (^|&) pár olyan eleme

^ + SK e
éjjÁtKMXJL (*£ + %yi &, Á^4 ) =

, akkor (ezzel az А., л indexpárral)és

és igy (ДД)

ebben az esetben.

US; = 8- A,
, ez (44) miatt azt jelen-De mivel Л. ^л=л

ti, hogy

(45) "СС^Д) £°í+A Д) ~> <f^y cr (дН/г,...)
4=И

ahonnan pedig következik, hogy

d +A ^ 0 d +
=л

Ugyanakkor mivel ЭА^= /R^\(ß^)^ .) = ЭСВ»^./,) 

halmazt tartalmazó К,-

és mivel

B, gömb sugaraa 4.^

a 6.5 Megjegyzés szerint (az ottani A helyébe -et,
-t téve) azt kap-q helyébe ^ -t és Л* helyébe

^ = **4
2.-t

-sei definiált számokrajuk, hogy a

'1>м5г --
4 ( >0) (<.,4=4,2,... ).W

Ez (45)-tel együtt azt adja, hogy

{Д^ : С^Д) e ^ tyA)
Tekintve, hogy az (t-i-i) indexpárok halmaza megszámlál-

Veiled* A
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ható, alkalmazhatjuk az 5.5 Lemmát, ahonnak következik (42).D

7.2. Természetesen, a Főtétel magában foglalja Steiner 

tételét és annak Hadwiger-fáe változatát (a 4.1 Tételt). Ez 

utóbbihoz még jegyezzünk meg annyit, hogy abban az esetben, 
amikor mind a befelé, mind a kifelé mutató prenormálisok 

hosszabbak egy-egy közös ill. ß értéknél, akkor az
függvény ugyanaz a polinom mind а С-°<,ЭД 

mind а ГО,(2>3 intervallumon (ez a 4.5 Tételből jól látszik). 

Ugyanezen okból a Főtétel is kifejezhető a Fő Lemmához ha­
sonló alakban, összefoglalóan kimondhatjuk tehát:

Létezik mindig olyan fA mérték a dA felett olyan /л -
ÍR függvényekkel együtt, hogy

-£(<?) =

: dAmérhető cl 01..., a *.-л

minden Ллг^ -integrálható ^ : ÍR"4—> IR függvényre

сад /*.-4

(43») V (fol^nrí^ = £ $
ЛА -«*(*,«.) d0hT°ПГ

teljesül. Az 

gúak, hogy (bármely) rögzitett C^i^dédA

= 2 ^

függvények olyan tulajdonsá-
-ra a

polinom a
2=0

intervallumon pozitiv, és á csupa valós gyökökkelЪ,1
rendelkezik. А /л mértékről azt lehet tudni, hogy a dA

IR^k ПГirányitott felületnek az topológiája szerinti 
összes Boréi részhalmazán értelmezve van, és hogy a

"polinomiális mérték'1 d^A ill. d-A
/Vv—/j

Zfelett nem más, mint az 5*1-ben defini-
Ъ=0
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ált Vi előjelezett mértékekkel. (Ez pontosabban szólva azt 
0

jelenti, hogy minden <^e[R 

részhalmazára oPA -nak ill. d A -nak

-re és minden V -szummálható E

Z • 5 s ^=
i°0 E

. ) Sőt a

p = 3 4, (/i^ (4) 6 d ”^4 n d A }

^eF -re 4.fy) -nal jelölve az A -nak az

= 2 ?>VE)
2°°

R^-beli tartóhalmazán, az 

alakzaton
beli kifelé mutató (egyedüli!) normálisát, található olyan

függvények, amelyekkel; F ÍR•к4 I ■ • ' I

=C/| + S('Í) ?] • • ■ [/|+
4nrC -mérhető G <= E -re és ÍR.—irható. (Azaz minden 4n.-A

re

oU| s
G

“ 5 + - • ■ &+ dvtrC^Cu)
G ®

1Чл(?)о,/м(^ =
•(^.iCC^)) '• у G}

áll. ) Végeze-

*4 éS
delkezünk általában, hogy o(4 -t az 

térben tekintve, felülről folytonosak a dA halmazon (amely 

az értelmezési tartományuk), és hogy

függvényekről annyi információval ren-

R^xR*'

tül a

topológikus

/irtrC^ 4" ^ + 4* (^-,4) 4, '• (^,4) ed A }- + ‘.(^(&)еоЦ},!г0

A Főtételnek közvetlen folyománya a Kneser-egyen-7.3.
lőtlenség is:
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AcrffT ^ > о
^ (?) = AS^A = ллгС^А?-дгт/^А függvényre

W =
ЯГ\Д §

korlátos és , akkor azHa az

<£(«,&) Ví -i= 5 j v^Z =
ol+A о ,y 2=0

3" ^

- s г-и [ 5 /I0 L eí+A

(46)

146 j (^,l)]d$ .(Г) A(o,«-í(^,l))
függvény, amelyre <^,(0)=0 f ponto-

'Ц,—И1
Mivel egy olyan <^(.) 

san akkor 4-v-edfokú Kneser-függvény a (0,oo^ -en, ha vala­
ki?) = ^ o<(]')|/K_'<c?l^ (f>0) 

0
mely ponton csökkenő <* ( .) -val

irható (ld. [14]), elég megmutatni, hogy bármely rögzitett
Л—/K.

(0,Oo)

f>«,4Í-K.)

(y,-b) e d+A -ra az

félegyenesen. Ehhez pe-
'l-'K,

függvény monoton csökkenő a

függvénydig elegendő belátni, hogy a

intervallumon. Mivel acsökken a Ъ,& esy
-n pozitiv értékű ■'K-A -(о,

edfokú polinom, előállítható ~ ^ (Т“4\,) . - .C^" —

< h, v

valós gyökü és a

alakban, ahol cl ^ 0 és Л- 'Tл I • • I ‘К— Л

olyan elhelyezkedéssel, hogy páros számú 

nem-kisebb van. Ebből pedig tüstént látszik, hogy a

-nál

Л-М. = «-('1-y-) • -Й-у1-)
( °l

m?-fa.t függvény valóban monoton

felett.csökkenő
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önmagától vetődik fel a kérdés ezután, mit lehet 

mondani a Főtétel alapján Szőkefalvi-Nagy Béla f9] -beli 
eredményeivel kapcsolatban. Az világos, hogy a Főtétel köz­
vetlenül nem tartalmazza azokat. Azonban talán jól rá lehet 

mutatni (néhány meglehetősen plauzibilis tény verifikálása 

után) a C9]-beli döntő szerepet játszó Lemma heurisztikus 

alapjaira:

7.4.

A <= IRZ és ^ > 0 . Vizsgáljuk az Aj

paralleltartomány határának a befelé mutató prenormálisait
Legyen

d Aj (= ol + (íR/Vv\A?)) irány i-illetőleg az ezzel kapcsolatos

határa korlátos, és 

esetén
tott felületet. Tegyük fel, hogy az 

hogy van olyan /f'< szám, hogy X„ g ЭA ?

halmaz mindig belefoglalható egy 't' sugarú gömbbe. Ez a fel­
tevés nem erős, mivel (nemcsak 2. dimenzióban) a 

paktsága miatt nem mond többet annál, hogy

dAj kom-
x0 g дА3 

köré irt legkisebb kör
-ra

-lal jelölve a

( «tu dimenzióban dimenziós gömb) sugarát, mindig 'Tk0 < <$ •

(T.i. könnyen látható, hogy az X*—* 'Г*
félig folytonos, igy pedig van olyan x0 ahol felveszi a 

maximumát, de itt is

függvény felülről

.) Most ha ^><з>-Т>'Г 

(^,-L) e рГуА

< f*o 1

2Л görbe belemetsz mindenakkor a

+ C 0, ] ■ &mellett az szakaszba, amely pedig tel- 

xj, pontból a
irányban induló befelé mutató prenormálisában. (Ugyanis a

dAjjes egészében benne fekszik a -nak az
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azt kapjuk, hogy vala- 

pontpár 

félegye- 

éa az
félegyene-

(xr-nél kisebb) szög- 

tartományban fekszik, így -6" -vei

6.5 Tételt ^o=/^ -ra alkalmazva

^ I I

^ + CO,«) á. 
+ СО,

^ + C0,oo)-(«.z- 

sek közrezárta

mely
mellett az
nes az

szakasz ésjelölve az 

félegyenes metszéspontját, a Dirichlet-+ Co, «э) кaz
C С‘*-паЧ'^] C ■'í •

K-fr-aJ
cellák konvexsége miatt

Ha pedig az indexezést úgy vesszük, hogy 

legyen, akkor ||a./|-a2|| ^ 2.<f miatt а К = с^л +'Саг: IIvII </f)-

С#, с]körlap az 

ki, az

-bői egy nem-üres szakaszt metsz
cla + clz 1 -bői pedig egy szintén nem-üresI 2

[ °l1+'a'L „I
г ’

> tp , az

-t. Mivel ( c\ с, (сц ,c,c') >

] háromszög legnagyobb oldalac, cг
50. Mivel 2 dimenzióban vagyunk, szemmel látható az olyan

Эt oUb4cLA^cz(> lA)'>0 pl. -gyei ésо létezése, hogy clacH0l*o
-vei jelölve a X0

pontját (ha csak <Ca} = 'jo-T- * 

-to = {x - clA) + (x0 — clz )

két egymástól legtávolabb eső

)»a

a2

akkor cla = clz = clО У

választás nyilván megfelel

esetén. Ezzel kapcsolatban megjegyezzük, hogy
< <£ maga után von-

сАЬЛажся (. i A) > 0 tulajdonságú létezé-

+X. < S
/к, dimenzióban is belátható, hogy

9ja egy
di0 X0

sét. (Ez a 6.5 Következményhez érdekes.)
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**-А &-Z.

vagyis |f c-yll < J/c' — л^Ц . 4- =C^,c'l - 2.
CL* 4~ CLj 

CL — ------'-----------л г -t Írva a Pythagoras tétel kétszeri alkal-

llc'-^ll = - '№*' <•2. =mazásával -4-
\jf~- 4-'г +ф:ъ+'ГТг 

. De
г~L< s és igy ||c-^]j ^

IК-**
К d c A .)

/)o e (/^. + [0, ] &) П ЭАHa , akkor a három-S-T
dÄ/At>m*jcjL(^(^/A) -szög-egyenlőtlenség szerint

— о(лб ('ja / A) — 'T

•{ ^4-ТГ^e cl A ^ = ЭГА?)_Т görbe rövidebb a

• Ebből sejthető, hogy az

DA S-т

görbénél. Ezt könnyű belátni: 

Osszuk két részre a DA^ s, =pontjait: legyen

= A. ^ £ 3 A £ : ^ egyetlen pont } és S^= “С : ^Ид.

több pontból áll }• • Most

egy olyan egységvektor létezik, melynél (ч,4,) cd A

-re mindig pontosan

? /
és ezzel а ^ 'C'^ + já,} = ^ » ahonnan következik,

^ + T ÍL pontra c?Cöv4u>ucx C ^ -J-T" á, (A ) = J - T"

^+t! g <)A

+ [0, |/§г-4'г ]& • 6 S„ és e d Aj }

-val

hogy az /

áll. Ez mutatja, hogy R0 -lal je-azaz s-t

lölve az

sávot,

n R0 - D(A^r n f?0 .DA(47) S-r



114 -

Az e Sz pontokhoz tartozó К

e ol A^ "У halmazok a 6.5 Következmény sze­
rint páronként diszjunkt körcikkek ( TC -nél kisebb pozitiv 

nyilásszöggel). Ezért az S2 -be csak megszámlálhatóan sok 

pont tartozhat (az ÍRZ szeparabilitása folytéin). Legyenek

I t • • •

körcikket (. ^ ='l,'!,. ) . Mivel

és jelöljük R^ -vei a 

és ^CA§)_x

ezek a pontok

2A
OO

= U R*görbék az sávon belül fut-

nak, (47) ismeretében elég megmutatni, hogy

(48) ( R* П <?A^_r) > JUmx^Í. ( ^(A?)_x) (-£«4,2, -.. -/te)
( •— krtrCyj ) »

Ez azonban világos, mert ha ф* -vei jelöljük azt a leképe­
zést amely az R^ n ЭА ^ pontokhoz a-beli

szakasznak az -tői T távolséigra levő pontjait rende­
li, akkor (a gondolatmenet elején mondottak szerint) Ф<
képhalmaza ('thukj^l ф^ )

• )

R* n 3(Af).T iv lesz

• És mivel általában is akármilyen
'C'/ > t" > r >0

az

egységvektorokkal és

Í^+t'1’, yi+e'-i.']) ^ у Ct.i. 

+T/,&V| л^+-Т"''4/, ^ +v'á.'] egyenlőszárú három-

^-C +'C" A’

miatt ^ > cWtu.oe.(^.i4-'C',/'á,/,^.{+'t/'é.í) >

}t eUshbfijCf -\-t4J) áll,

rakció ,2,.- ) , amiből következik фл- ( r\ 9A

számokkal

ez az

-nél levő szögének a kiegészítő szöge)szög

ф^ leképezés kont-
) =

í-'c
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= R*o 5<Л)-Т alapjául (48).
Ezzel beláttuk, hogy amennyiben minden ^ 

y|д ^ belefoglalható egy ^ (< sugarú gömbbe (az 't* 

független az Aj, ponttól), úgy

e ЭА -ra

(0 <r < 't')(48*) Áümx^A

/1,
nyilváin Íslk^L <P(A?)_t = 2 ^ Z^oty^^/b) =

^=0 oTA?

(48*) segítségével kapjuk,

у-т

Mivel itt

= V„ ( d A) 4- 4, ( <d-A ) - T /

hogy

(49) ~ дА^ - ЭА^Т) < - ул (ol7\?) .
T \/ о

Tekintve, hogy most az A^ minden befelé mutató pre- 

legalább \ffz- ^

rint (azt az ÍR^X/L halmazra alkalmazva)
hosszú, az 5«3 Tétel sze- 

d A ^ irámyi-
normálisa

?

éa igy V.WVl)»^ 0

|o £ ^ 2(As)_r

ОлЪа.А^ x^A§)_r=tott felület V szummálható,

 cf
oÍT2-

o < <r < V?1-^
minden belső prenormálisa legalább ^ — & 

ezért a 4.2 Tételt az 

alkalmazva kapjuk, hogy a 

menziós C

, akkor (2.6 szerint) az

hosszú, 

halmazra

egy kompakt Л di- 

-sokaság, és (a 4.1 Tétel bizonyításának az

Ha

IRMAfU =(П?г\А^

A +
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utolsó formulája szerint) 0 < A < -ra

^ + A• к^) cA

<2( A?)

, ahol9лмхфк 2(A§)_(Í>A)
ЭСА,)^

k,j(-) értelemszerűen a -nak az-сГ

-ba befelé mutató normálisa szerint vett görbü-

Ы A) = 4^ ^ -<rcT О Э(.Ау)_
c|v,lete. Innen Itt az in­

tegrál értéke a Gauss-Bonnet tétel segítségével a követke­
zőképpen számítható ki: Mivel a 

ziós kompakt C"1 -alsokaság (hiszen C"14*

A dimen-wegy
is) IRZ-ben, jól 

ismert, hogy az összefüggő komponensei körrel homeomorf gör­
bék és a számuk véges. Egy ilyen komponensre a integ­
rálja -'Ist vagy 2^т 3(As)_gaszerint, hogy a

-ba mutató normálisa az ÍR7- \ Э(А^) j-

-nak

kor-az

látos vagy nem-korlátos komponense felé irányul.

Ki Ro%

% К<hn
S VAí A• í

.í $ЭСА.)Г-SA S4 ™ 9A$
/ /

AsVegyük észre, hogy (lévén az 

legalább

belső prenormálisai

0< S < \Jsz-/rz- d-7" hosszúak)mind ese-
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Z e J(Af)s pontnak egyetlen vetületi pontja 

-ra, és hogy фСО -vei jelölve ezt (azaz
tén minden 

van csak ЭА 5
), a K,,k<ф^)> = p+Ms í. körcikkek defi-11 • •

pontokkal ф ^(^i) 

köriv ( cT sugarú) 

..У -re pedig а ф

niálásakor bevezetett г i • •

Ki n 9 (A?)_ j

• • ) i

nem más, mint a

(л. =4,2 T- \ ■I •

teljes inverz kép csak egyetlen pontból áll. Ez a tény mu­
tatja, hogy amennyiben C egy olyan (körrel homeomorf) kom-

-nak, amelynek azd(As)-,f -baponense a

[R4C korlátos nem-korlátos 

ф(C ) egy olyan körrel ho- 

-nak, amelynek az -ba mu­
tató normálisa (a 2.4 Definició szerinti értelemben) az

mutató normálisa az
komponensébe mutat, akkor a 

meomorf részhalmaza ЭА ?

\ф(с) korlátos [nem korlátos] komponensébe irányul. 
X+(E) -vei jelöljük egy körrel homeomorf (pá­

ronként diszjunkt) görbékkel határolt
így tehát ha

E<=RZ alakzatra

azon C komponenseinek a számát, amelyekre a Ci­

nek az E -be mutató normálisa az [Яг\С korlátos kompo­
nensébe mutat, X_(£)-vel pedig a többi komponensek számát,

9Ea

akkor

V, (d A) =2ir (~X+(Af) +%_(A?)) .

Azonban korlátos E ez halmazra \ (E)-X_(E) éppen az

(50)

Euler karakterisztikája, ezért (49) és (50) összevetésével 

kimondhatjuk a következő tételt:
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Ac R2- korlátos határú. Tegyük fel,Tétel. Legyen az

^ e dA?hogy > 0

Ekkor

olyan, hogy minden 

halmaz köré
pontra a 

-nál kisebb sugarú kör irható.

^Хлл. /yoj^ — 2-Зт■ X^f)

Ec/Rz -rex(E)=

)

Euler characteristicE ha az E korlátos 

Euler characteristicE ha az íR^Ekorlátos -
ahol

Analóg módon az olyan ^ < 0 értékekre, amelyeknél

e ЭА mellett a 'jaW'" 

mindig |^1 -nál kisebb,

köré irt kör sugara4J R^A

Mj] > 0.5Г %(A$) . □ЛлЛУ1 äA
Ч. о

Meg.ieg.yzés. A tétel általánositása а [9] Lemmájának, 
igy belőle a Í9] többi eredménye is következik. Úgy tűnik
azonban, hogy egyszerűbb bizonyítást a [9] -beli eredmények­
re ennek alapján nem lehet adni (elsősorban a -ra

tett kikötés miatt, amin a túllépés topológiailag nehézkes).
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FIZIKAI ALKALMAZÁS

A^R7-Legyen végig ebben a fejezetben az8.1.
látoa nyitott halmaz, és jelölje ekkor szokásosan C^(A)

kor-

c* A IR függvények halma-a kompakt tartójú
(4 = 0,A, ..

az függvény Bayleigh-koefficienaétf azaz

-sima
g Lisp (A)Oo )zát és -ra• /

RA(f) =
= ( 5 lí II.

4 A A

re M^(A)

Legyen Лтл.=/l, Z,... _ 

а Со (A) tér /vw dimenziós lineáris alterei­

nek összesége. Most az

(51) Aywi(A) = : 0^= ^gL}; Le M/Vn(A)'} i ■ •■)

mennyiséget az A alakú, pereménél rögzitett rezgő test/m.- 

edik sajátfrekvenciájának nevezzük. (51)-et röviden

( /Vn — ИtZ I - ■ ■ )Ллл(А) = лл! ^ RA(f)
^eL

(51*)

alakban fogjuk Írni a továbbiakban. Ezt a definíciót (vagy 

inkább elnevezést) a klasszikus hullámelméletnek a követke­
ző két tétele motiválja:

a)^# Ha az A határa véges sok C^-sima felületdarabból 

összetehető, maga az A alakzat pedig összefüggő (lehet több-

Irodalmi hivatkozás: Í23) III. fejezet 8. § (58-59. old.) 

[24] I. kötet VI. fejezet.
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szőrösen összefüggő is), akkor található egy olyan

} <= СГ(A) teljes ortonormált rendszere az

L^CA) (={i
A

^ - Л^САКл.

}• ) térnek, hogy minden< oo indexre

és ezekkel az függvényekkel az

VteR e CoZ(Ä) ( =: R * A RM.

U.c:«),?(.) .(t'-’t :‘.Vsa eC(D))

(■t ,x0 (azaz /и-(-Ь^х)=/и
_ У/О. 

Э£г Э x.^

• • i XJ derékszögű koor-

3V°)
-11 •

dinátákkal

hullámegyenlet össes megoldásai előállithatók
OO

/u-W,*) =2 °<.*Л-ЛХ) (A^(A)t +cfj)■ ,CaТП

лк=4

sorfejtéssel, (itt az 

az лл. ( 0 , .)

amplitúdók ée fázisszögek

függvény által vannak meghatározva. Mindig
PO

О0(£ C Oo

i--- --  -if.,,--.if-nO-C-i А Л*Most

et irva nyilván

= RA(f*J Ra^) ~ А*илг. auaX RXí) (/vh.= 'Í.Z.... ) 
LeM^f.L 1 •

= AM.OLX
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52. Az -m -edik sajátfrekvencia (а Л^(А) kifejezés 

rögzitett /tw. -re) folytonos függvénye az A halmaznak abban 

topológiában az IR^ korlátos nyitott részhalmazain, amelyet

a Hausdorff-metrika határoz meg. (Vagyis ha az "CA+ -./Lej} ,

olyan korlátos nyitott IR<K -beli halmazokból álló álta­
lánosított sorozat, amelyre i.A^iA)— 0,

akkor

b)

egy

A** (AJ = A^ÍA) .)
'tej

Megjegyzés. Az A tétel igaz olyan korlátos nyitott A

halmazra is, amelynek mindegyik összefüggő komponensét véges 

sok páronként diszjunkt C^-sima felületdarab határolja, 

-vei jelölve az A összefüggőT.i. ilyenkor АЛ[А z I • • •
komponenseit és •£:£{, .■У -vei az A* -hez tartozó,'Ч > ‘

. . У -nek megfelelő ortonormált rend-az a)-beli z I-

/Uguszert, be lehet látni, hogy a

mindig со -hez, tart. Ezért az ) indexpárok átren­

dezhetek egy olyan {л*-л^л)1

sorozat у1м. , <i-> oo

sorozat-

A*,(A0 */L^Oá ...
JLk. xeA;-

La. X $ Ai- 
&

tá, melyre . Ezután

f-4*)
=

о

vei definiálva az $л,г ,. . . függvényeket, világos,

- • } egy teljes ortonormált rendszerhogy az , f 

LA (A ) -ban, és hogy Д ~fj, = ° (^'b2-

'Ll ■

•• )
I ’

[24] I. kötet 419-423. old. és Гб}
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hogy A^A) =А^(А^.) .ahonnan ismert módon következik,

A*,ca)Ez egy újabb érv a definíciója mellett.

a: (a) a nagyság szerint лл. -edik (a leg-Sejtés.
kisebbtől kezdve és a multiplicitást figyelembe véve) saját-

fel-C'VA) (

Ho'Z(A) a

W',,1(A)={^£Lz(A) ■ Sll^fll^*^
A

= S ( ^ + lí CftWicL ^ llZ cL ^
A

A^- Af= 0 

C(A)
értéke az sajátérték-prob­

lémának. Itt lezártja a

} függvény­be oo

oLl£
II fiitérben az normájaU/V

szerint úgy, hogy a differenciáloperátorok (azaz а Д és 

a operátor) disztribúció-értelemben fogandók fel, vagy­

is pl. a Af-\Zi =0
S(ü<f-AVf ol^ = 0 Vof в Cf (A)

8.2. Jelölje ezentúl D(A) azoknak azf:A-^R függ-

egyenlet jelentése

íf £ СЛ (0(Oo))

-$( .) = ip ( cihJrtxj^oL (. ,ЭА)) ( =
vényeknek a halmazát, amelyek valamilyen

mellett felirhatók

= ip ( cLükxMscX. (., ÍR^\A)) ) 

re M^(A)
formában és legyen ллл.= 4,2.,...-

D(A) tér, pedig a C* ( (0,**))a

Лук, dimenziós altereinek az osztálya.

Lemma. Tetszőleges О ф ^ G D(A)

*f-1 í I • ■ • e C0 (A)

(52) &,(£.)—*RA(f) (-t->oo). (Azaz DC4) <=Но'г(А).)

-hoz található olyan

sorozat, hogy
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£ = cLibArasUsce- (ft9A) ésBizonyítás,

^ ( . ) = (_j? ( cÁX^4t\MJJL ( . I 2A ) ) 

cT = cllbAa^cJi C 0, <-f) > 0 és igy vannak olyan

-nál nyilván

eCrCR") magfüggvények, melyekrek,,kг I •

K*>0 , *u^po-pt Kj, <= “С x e IR^ : II x|| < 4- } еь J o( vrst^ = A
® 1ГЧЛ.R- U=/i^,... ).

1 -sal jelölve az 0 -val való folytatottját az
X € A , és 

legyen f * Kt

Most
A -n kívülre (tehát ^(x) = ^(x) ha 

f(x) = 0 ha иГМ ), I
■£{/*) “ $ WK^(X--t) dvTst+S Ekkor nyilvánazaz

Г*
-^A^yo-rt d ( ^^jcve-rl £ d A (^ = /l,Z(.-.)(53) /

és jól ismert az is,^* hogy az sorozat egyenlete-

tart ^ -hoz. Másrészt 6 ^ ) (^=/l|Z,.-.)( és

cpraA. ^(X) — (fyt-axL ^ Cx) = S Cx)] ^mpí K^(x-t)c(wi/Vb(i) =
IR*-

If-fe-xli < <57^

S3.
sen

pontra, ha 't—> oo , Sőt az ^ egyen­
letesen folytonos volta miatt (ami a

ságából következik) itt a konvergencia egyenletes. így 

(53)-at figyelembe véve láthatjuk, hogy ^ -t az ^ függ­
vénynek az A halmazra való megszorítottjaként értelmezve

minden X 6 [R^
kompakt-

e CM)-ra) 1 I " '( л = 4,2, ... és (52) áll.

53. ld. Г23] III. fej. 10. § (60-61. old.)



124 -

Tétel. Tegyük fel, hogy az A belső paralleltartományai 
határának a felszíne majdnem sehol sem haladja meg az A ha-

esetén —

* Ekkor a pereménél rögzített А Лл. -

edik sajátfrekvenciája nem lehet nagyobb az egyik végpontjá­
ban rögzített és a másiknál szabadon mozgó 't- A /-vert

hosszúságú húr лп. -edik saját frekvenciájánál =

táráét (azaz majdnem minden у 0

< ЪА

ЭА/И.-/1

I •

о : A_? 1* Ф } , f

(0,£) függvény, amelyre f (<?) = (лг&л*. ""

Bizonyítás, Legyen =

(°.?o)pedig az a

- atvÍ^A)/Aratod A . Mivel a f függvény szigorúan monoton 

intervallumon, abban az esetben, ha még

folytonosan differenciálható is, az összes 0(A) -beli ^

У e C, (

növő a

függvények felírhatok valamilyen alkalmas 

segítségével

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük azonban, hogy 

a f folytonosan differenciálható, ugyanis
az olyan P c: fP'4, poliéderekre, amelyeknek az

^ ( . ) = Y Cf C <^AreUf<xJL (• IЭА))) alakban.

- mint az közis-
55.mert

54^ * Be lehet látni, hogy ilyenkor sehol sem teljesülhet
de ez a tény a további-Лтхг^^-л > ^ ^<0)>

akbszempontjából nem érdekes.

55. Ezek az állítások P. Halmos kifejezésével élve a matemati­
kai folklórhoz tartoznak. V.ö. Гб], [7], [8], ClO],
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Áru£ д P?
а.—1 j

egyik lappárja sem párhuzamos, a függvény 

& p-* “folytonos, és elemi geometriai okokból mindig

= a^'^-a ($>0) • Márpedig ilyen tipusú polié­

derekkel tetszőlegesen közelíthető akármilyen korlátos nyitott 

alakzat. Ezért ha a tétel állitása az ilyen poliéderekre igaz, 

akkor a 8.1 b) tétel szerint szükségképpen igaz az általános 

formájában is.

Legyen tehát mostantól a f(. ) folytonosan differenciál­
ható. Ekkor a Lemma következményeként

LeM^ ^eL
S II^ZCítC ^ |j ^ o| -VttC/jv 

yyuJo —£___________________________ =

/wt í6*“
A

S [f (cÁaA^.CZ.(. I t9A))) К"2-c>|

S (olúíWa (. d
Mivel Cl5] 5.2.12 (249. old.) szerint 56

Со ( (-0/00)) függvényre

=(54)
Leh

= /ÚJ?
L'ei «fel1

* egy tetszőle­

ges ЛЛ. £

56. helyébe о(лл-Ьъ*~са(. , Л^л A)-i ^

.u(f A)))-t,

Az ottani

«vvv helyébe /w. -et és /и. he­
lyébe 'l -et Írva, és figyelembe véve, hogy ebben az eset­
ben az ottani 3rA operáció a 

továbbá, hogy a 2.1 Következmény alapján most
-nak felel meg,

a,f =
I cftTDLoL cÁjjJreu^-CJL (., R^\A)| = A A majdnem mindenaz
pontjára.



126 -

l
§ ЛЛ-(| (oO^it^OL (., ^A))) o{ 5 C^)) Aj~tr^'^/^A oj
A 0 ”S ?

áll, (5A-) nem máa, mint az

ky'(r(;))f[l'(?f
o*) A>)< Л.1

Lei^. (pe
(лп = *f I 2 , . .. )

egyenlőtlenség. Ez pedig ^'(^)= Arct'Vv—/j

miatt továbbirható a f = f ( f) helyettesitéssel

,1V fSHf
L Gr Л V\

(54») -yCf)

лпг£. "ЗА л $ ЧлгС <5А ^>О)felte­

vője) ill. operációk monotonitása

alakba. Ezért a М.-ЛS<K-4

vésünk következtében és a
folytán

Z

l*'A^M) - ámI M*f T— 
L'eF^ <feL' J <fz 

0

( /vvl=t 4,2, ... ) .

Itt a jobb oldal éppen az egyik végpontjában rögzitett 

(a másikban szabad) %, hosszúságú húr /Ы. -edik sajátfrekven­
ciája (v.ö. [23] III. fej. 13. § 71. old.).

hosszúságú, egyik végén rögzitett húr
3T (/vn,=/1,2,

Megjegyzés, Az
2./VVH-/]-edik sajátfrekvenciájának értéke 2£
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(‘Ikk+A )jtx
Ez abból látszik, hogy а *C<^(х) ='Voh. I 'УК -АЛ-..2 I

LM (o,ju)
2лк + А

tér­függvényrendszer ortogonális és teljes az

Tí)ZCf = 0és tagjaira 4[/hS®^ ^ i 4^^ ^ I ~ í

- ЛД

2.£

.. ) teljesül.( /7V\, I •

8.3. A dolgozatban levő geometriai tételek segítségé­
vel jól használható elegendő feltételt lehet adni arra, hogy 

< 0 -ra mindig дА у - ЭA legyen:

>0 és ("1+k,^).

= (4f-5>). • • ('l+k.^g) 

fölött.

Lemma. Ha -&> 0, к.,,, . . bC• i М.-Л

Se(.-ÍLP)minden -ra, akkor a 

polinom monoton növekvő a

Bizonyítás. Legyen a ^ egy tetszőlegesen rögzített 

pontja a (-£,0) intervallumnak. Ekkor лк* - Л 4- ^ -t

Írva világos, hogy <u^ > 0 kell legyen (л. = A] . .. ) .

értéke azf>4?) számok segit- 

axí-A
és /U.Ki /LC- <11 ' • ■ I /Ц,—<1

ségével a következőképpen fejezhető ki: Ki =

ill. f($)=K{/l+ •. (4 + lc^^) 4...{a. = A, ■ ■ ■ I aa. - A)

. = Z De* TT (w?>] =
^ e'C-'í,. •. (<'H-<0 \{Ч1 

Ezért a lemma állítása pontosan akkor igaz ( ac 

miatt), ha az

Ли- 4zAA^. .. 'LL
Уи- \

?■ ’<4A-AA=A

>0AA M.• • • I
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Al-И
AÁ-i — 4^г(лА.л I - • • /

(itt ^<0 rögzített)л.
Л-=Л

> 0ил^Ч/ - I 'Я

<4-^
ил^-4)=Z =- Ccmxyt ( — О)CU1( ... I илЯ—4 ?л=ч

variációs problémának a megoldása nem-negativ. Ezzel pedig 

ekvivalens az az állítás, hogy a

) + *i-A = <0 rögzített!)( ?ИЛ.<Vv—Л• I
лг-И 1=z -л(.я<í= л4(55’)

>0илИЛ,, , • • . I Лл_— A

) 4- (m.-A) — O&^vvi1 = CtrK^4- ^ 4-(Иг.-'1)<£-C(ил.,, . .. ,ил

variációs problémának a megoldása nem kisebb (лк,-А) -nél.
Ez pedig igaz, mivel a számtani és harmonikus közepek közti 
egyenlőtlenség szerint (55’)-Ъеп a minimum is felvétetik,

I
. — AÁ,mégpedig — re, és igy ittалл~. • М.—Л Лк,- A

(ли- А )гz А М.-А . Ц>
cxrmd-1yU-LVs И

Következmény. На а <5Д -sima és nem-negativ Min-
kowski-görbületü (az A -ból kifelé mutató normális szerint 

számolva a főgörbületeket), akkor a ^m.-a <2A? függ-

(-ÖO,0)vény monoton növő a int e rva1lumon.
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Bizonyítás« Jelölje 4X-) 

málisát (л^едА -ra a 

и^,еЭА pontból kiinduló befelé mutató prenormális hosz- 

szát (azaz (^, -) ) , "Tg az i—

( 0 3: $ >-oo) , кл, . .., к.

PA főgörbületeit a -&,(.) normális szerint számolva. 
3.5 (11) szerint most (mivel a definíciók alapján ^ < 0

pontosan akkor, ba 0 > <£ > -^.(л^) )

PA kifelé mutató nor-
4,6ty) mindig egységvektor!), az

pedig aleképezést Av-/|

Tj ^ e ЭАesetén S

апг€^ PA? = $ ( ^ V • T? У * ^ ) Л ■ 3W Tj (*p
e 9A • ^

s.. . s+
^еЭА : S *“4X£)}

— ^ ( 4 + К>л (л£.) ^). . . (y\ -f- le
м.-л

+ $ («**-Су--Т5у=Тул^)-и(4+К1(>).?)

... (/i+ic^_/1(.^)5>)o(vö€/k^(^) .

így fennáll

S (d + ^(^ f) - • • 5»)
^ ^(Г—y,oe))

S ArtX

í»>*AT.-/)

(56) PA < 5 í A+ \сл (^-p) ... (4+

(S<o) ■
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Mivel a Fő Lemma szerint (vagy hivatkozhatunk 7.2-re 

is), ha az pont rögzitett, akkor y. e O'] -

га A 4- ^ — 0 (^=/l, ..•,'4-'Q ( fennáll az is, hogy a

-Щ) < ? < 0
polinom pozitiv. Ezért a Lemmát alkalmazva az (56)-tal ekvi­
valens

(A+ Юл(^.)■%) • ..(/1+-к,*г_<,(^)^)szakaszon az

S 'i (?) (^ + • ?) • - ■ ^
ЭД

(56’)

ЭА < $4 ( %){A± k.^)-... (4-f< лпгС
ЗЛ

'К,—4

egyenlőtlenségre, rögtön adódik az állitásunk. D

A Következménybeli gondolatmenet nehézség nélkül általá­
nosítható a Főtétel (ill. 7.2) alapján:

Tétel. Ha a o( A->k. 57.előjelezett mérték negativV,a
mind abszolút folytonosak a V0 -ra vo­

natkozóan, akkor a pereménél rögzitett A alakú rezgő test 

sajátfrekvenciái alatta maradnak az

és V V.A I • ' • I -4.-/1

/С = A / -£Cm. -tnrC A-1-L- A
Vsr 0

hosszúságú, csak egyik végén rögzitett húr megfelelő saját-

57.
-sima határú A -nál c\\^ j ^_дMotiváció: a be­

felé mutató normálissal vett Minkowski-görbületnek és a
-mértékének a szor-апуСelemi felszindarabja 

zata, azaz
-h.- л

°tv1 ctA = ~
• ol •
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frekvenciáinak, azaz

(57) Л^(А) < 2 ( /VVL =5 'l I 2 , . . . ) .
лгсгС^Д

Bizonyítás. Átvéve a 7.2-beli jelöléseket, (43*) sze-
e LЛ(А)rint egy tetszőleges függvényre

0 /w-4

A d~A -ijyfi) j.= o

с^=4д^ függvényt véve

^

Speciálisan ^ < 0 mellett
о

= S í
* c!7\

(58)
Av.-'l

= U ДГ) - íA
-í cTA ^«=0

Cl5] 3*2. 34-ből tudjuk (271. old.), hogy majdnem minden
€ ÍR. -re /u-o€ ^AP = -4-ллу€^Ао > igy (58)-ból

* $ 3

Л\.-'1

<^A? = $ Д...(59) AnrC

<0 .

Л\_—4 A Г0
/Пс. /Hl . ^

Mivel feltettük, hogy a ^(Я^сйуч mértékek abszo­

lút folytonosak a

AJ ={(y,i)£ol~A : а-0Г^(£) =A 0> (=^(^.,-1) : >0 } ( )

segédhalmazt és az

f
0 (у,И)фЦ

olVo -ra vonatkozóan, bevezetve az

(j>0 ^■-A) függvényeket, mindiga-fyL) f it= <
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M.-4 av-4

"Ъ,«.(?)= HL 2L л^(^,4).?> .
i"°

helyeken a dv0|^_^ pozitivitása

f-^AÍ?) =S Я>

£=0
Az C^,^) € "M

CLoi^fa) > 0 »

miatt

és ezért
í"°

polinom itt =M+ . . . (^+1cav--1(^)'?')

S С^Л)
kor. 7.2-ből azt is tudjuk, hogy most (azaz (^ ,&.)<= "U -

= ±^tM}

ra. Vagyis a Lemmát figyelembe véve, a

alakban állitható elő valós értékekkel ilyen-

-•^_(/^i4) < <f<C 0 - 

(?)

nál) 1^,1 (?) > 0 minden

poli-

C-U^l) ,o]nőm monoton növő a intervallumon, ahon- 

-ra (nyilván6 d A 

T^l H 0

nan láthatjuk, hogy minden
-ra is, hiszen akkor(^,4) ф <J

H=°
0,0)

az
/h.-A

függvény monoton nö-

лгтгС^ DA? 

-nak egy
-n. Ez (59) alapján mutatja, hogy a

(~ 00 i 0)

vő a
mennyiség mint a ^ változó függvénye a 

0 mértékű halmazán kivül monoton növő. Tehát лп..лп. ^<0 -
nál

mazásából^®* adódik (57). Q

, ahonnan a 8.2 Tétel alkal-

A 8.2 Tétel bizonyításából világosan látszik, hogy benne
kifejezés helyettesíthető e^-íoja ЗД -vqt

о
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1. Megjegyzés, Az (37) egyenlőtlenségben a

kifejezés nem helyettesíthető /1Лт'С<к -
tvo

val (mint azt esetleg sejteni lehetne). Példa: •'h.= 2. di-

А^ = {(х,^)е/Кг : -/1 < x< 0,0<^Q.y (*i^)elRA
О <л< 'I , О < ^ < a } . 

Minthogy az A alakzat két diszjunkt téglalap egyesítése,
teljesiti a Tétel feltételeit. Ugyanakkor Ал(Аа')~

menzióban legyen

c{ A

59.
= Лл(А(*{у):0<Х <A} 0<^<-Я>) = 3T \p\ + A/ai•2.

I

Jr 3>a- 4-А ТГ • A -Ai-m ТГ ■ \Ja-\-s] jaj- =mig T- Ä

A*
- пт > Ъ. jt = ^

2-ci г
JT reláció4 2.«. 2

OL—>oo

А, (Д4) éazonban kizárja, hogy minden a, -ra

£. 5- лгстС <5ДЛ/Artrí ^ А* lehessen.2. 4л.—A

Bebizonyítható (az eddigi ötletekből a 

bizonyítás könnyű, de nem rövid), hogy a Tétel feltételei 

mellett

2. Megjegyzés.

3Ar = § c/xKtLtorwJbÁ^^^ •. (a^,4Í)goÍ A~} cÁ'irtríу^АЛЛ. 4/ТГ”С h)4л—/) *1-4

áll. Ha az A alakzatról azt is feltesszük, hogy a határán
nincs olyan A£ pont, amelyből két egymással ellentétes irá­
nyú belső prenormálisa indul ki az A -nak (azaz Vaj. e <5A

), akkor még Яалу\ -mrO сМг — 
т:Яо

egyenlőtlenség is teljesül.

34, I (yrb) G o{ A1

- ^4-ДА
59# ld. Г24] I. kötet 300^301. old.
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8.4 Befejező megjegyzések

Bár a dolgozat főtétele összefoglaló jellegű abban az 

értelemben, hogy belőle közvetlenül levezethetők az általá- 

-beli paralleltartományokkal kapcsolatos eddig is­
mert legfontosabb tételek, nem tekinthetők a téma lezárásá­
nak. Sőt, e legutolsó matematikai fizikai alkalmazás kap­
csán új kérdések egész sora vetődik fel: Az A (cfR*') hatá-

Гnos

rának görbületeire vonatkozó milyen feltételek mellett tud-
60* (”vib-nak jó felső becslést adni az A alakú rezgő lap 

rating plate”) sajátfrekvenciáira, a különböző kényszerek­
nél, ill. - a 8.2 Tétellel analóg módon - hogyan lehet 

ezeket a sajátfrekvenciákat egy valamilyen tipusú kényszer 

alatti rezgő rúd megfelelő sajátfrekvenciáival becsülni.
Vagy pl. milyen görbületü ЗА (AcfR ) 

jó alsó becslés egy A alakú test torziómerevségére 

Főtétellel. De felvetődik majd a Főtétel továbbfejlesztésé­
nek szükségessége az izometrikus tétel irányába, hogy igy 

lehetőséget kapjunk a Payne-Weinberger féle [10]-beli ered­
mények -к dimenziós analogonjainak megtalálására. Úgy tűnik, 

az eddig ismertetett problémák közül ez az utóbbi a legszebb 

és a legérdekesebb, azonban messze a legnehezebb is. Való­
színű , ahhoz, hogy itt tovább tudjunk lépni, eddig még nem

esetén adható 

61. a

A problémához tartozó differenciálegyenletet és variáci­
ós formulát ld. [23] V. 4.§ (93. old.)

A torziómerevség ("torsional rigidity”) ld. pl. [3]
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ismert új globális differenciálgeometriai tételek felfede­
zése szükséges. Az eddigieken kivül figyelmet érdemelhet a 

8.3-ban központi szerepet kapott nem-negativ Minkowski-gör- 

bülettel rendelkező határú testek osztályának a vizsgálata 

- esetleg sikerülhet találni szoros kapcsolatot köztük és 

a minimálfelületek közt (amelyeket tudvalevőleg az eltűnő 

Minkowski-görbület jellemez). Végül pedig érdekes lehet a 

lokális Steiner tétel (4.4) kiterjesztése véges dimenziós 

Banach térre. (Sejtésem szerint ez utóbbi a dolgozatbeli 
módszerekkel megtehető, sőt a Banach tér normáját pótolni 
lehet pozitiv értékű szublineáris funkcionállal is a nyer­
hető tételekben.)
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Definíciók és .jelölések .jegyzéke

A az A halmaz lezártja

Я az A belseje 

area = vol£ (Id. voln)

= az A ^ sugarú *• paralleltartománya 1A*

B(S,j ) 

b*(s,5 )
68

68

5 } normális
(metrikus értelemben)

befelé mutató 
belső
befelé mutató 
belső
Bouligand féle félérintő ld. félérintő

Ck-sima függvény (leképezés) = olyan X( c Rn)—> Rm
függvény, amely összes komponensfüggvényeinek az 

összes k-adik parciális deriváltjai léteznek és 

folytonosak

C^-sima függvény (leképezés)

C°° -sima = minden к -ra 

C„(A)

card = halmaz számossága 

d = irányított határ operátor 

9 = határ operátor Rn -ben

9ás = 9(Aj )-nak értendő (Pl. 9(A^ )_r = 9[(A^ )frl ; A^ 

ld. ott)

23

prenormális 23

typ.

43

ck -sima

119

58

58

9 f 929 v xo
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D(A) 122
d"A 63
d+A 63

távolság (értelemszerűen a szóbanforgódistance a
térben)

В halmaz karakterisztikus függvénye 391B = a

egyszerű irányított felület 

entier x = az x szám egész része 

erős extremális (félegyenes) 

erős extremális pont

63-

96-97
96

olyan leképezés, amely a G halmazt az S -re►> Sf : G
képezi rá 

P(S,P) 68$

Pm
félérintő 92
grad = gradiens 

bf(y,k)

Ь+Су.Ю 

H(p,q)

58

58

94

А.В c Kn-re inf { $>0 : A c Bg BcAj}Hausdorff távolság 

irányított felület 

Jao = Jacobi determináns

és)

62

13
JacTy (.) 36
kifelé mutató 
külső } normális

(metrikus értelemben) 

prenorraális 

Kneser-egyenlőtlenség 8, 10

22

kifelé mutató 
külső 22
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89konkáv függvény adott halmaz felett 

bA(y.k)

length = vol^ (ld. voln)

58

119

Lipschitz függvény (leképezés) = metrikus terek közti f le-
3m Vx,y€dom f distance(f(x),f(y))<képezés, amelyre 

< M-distance(x,y)
Lipschitz konstans = egy f Lipschitz függvény л/ -a

______ííl?lrdistance( x,у )
ÍÍ2Ú1distancesup

x,yedom f

LP(A) A C R^-re LP(A) = f (voln-mérhető A—>R): J|f|Pd voln<°o}
A

Mm(A)

МщСА)

majdnem-diszjunktság 

JL = merőleges 

metrikus kapcsolódás

119

122

20

5
leképezés multiplicitása 36múlt

» Id. f : G >> S
n - 1 rektifikálható 86

Vi(-)%(•) 67> • • • >

A
%<•) 641 • • • 1

У-mérhetőség 

I/- s zummálh a t óság 

nem-irányítható része egy halmaz határának (ld. 

II II = egy vektor normája

65-66

66

90A) 58

1соß
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paralleltartomány (-halmaz) 

pereménél rögzített teat 

ld. sajátfrekvencia 

pr = projekció (az J. halmazra)

1
m-edik sajátfrekvenciája

17
3£

prenormális 

ÍR a valós számok halmaza
23-24

(Rn az n dim. tér

raco 119

Í0(S> 63-64

range = egy leképezés értékkészlete

ld. Ra(.)Rayleigh-koefficiens

sajátfrekvencia 

sgn dist = előjelezett távolság

= C^-sima (ld. ott)

119
23

sima

skaláris szorzat jelölése: t,u € Kn -re
<t,u'> vagy tu 

(a< ,> változat általában hosszabb kifeje­
zések között)

suppS

= különböző alakzatok ill. vektorok között bezárt szög 

szublineáris függvény [funkcionál] = pozitiv-homogén konvex 

függvény

szuperlineáris függvény [funkcionál] = pozitiv-homogén konkáv 

függvény 

63-64
vetités (merőleges) ld. pr

63

Ts(-)

1
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vetület Id. pr
1

vol = térfogat 

voln dimenziós Hausdorff mérték (ez utóbbi definíciója= n

ld.[15] )
voln mérték által generált külső mértékvoln = a




