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BEVEZETES

A matematikai és a szdmitdstudomdnyli mddszereknek a kii=-
1onféle tudomdnydgakban vald alkalmazdsdra egy kiilonodsen szép
pdlda a vetiiletekbdl t6rténd rekonstrukcid problémakdre. Az
orvosi diagnosztikdban, a molekuldris bioldgidban és a radidé-
asztronémidban jelentkezett els8ként gyakorlati igény haté-

xony rekonstrukcid elvégzésére, amihez Ujszeriisége folytdan

nencsak bizonyos technikai kérdéseket kellétt megoldani, ha= "

nem - mint elméleti problémdnak - a matematikén beliili tisz-
tdzasat ise A komplex kutatdsok eredményeként alakult ki a
rekonstrukeids problémalkor matematikai eszkozdket felhasznid-
16 szakirodalma, illetve az 1970-es évek elejét8l kezdve az
elméletek konkrét megvaldsuldsaként jelentek meg és terjed-
tek el a kiilonboz8 tipusi és fajtdju szdmitdgépes tomogra- .
fok /computerized tomograph :CT/, amelyek bevezetése forra-
dalmi vdltozdst hozott a Rontgen- €s izotdp-diagnosztikdbane
A dolgozat ~ az egyes specialis alkalmazasi, teriiletek-

t81 Tiggetleniil - a két vetiilet alapjdn végzett rekonstruk-
cid matematikai mddszereivel foglalkozike. Az I. fejezet az *
irodalom és az alkalmazott mddszerek &ttekintését tartalmaz-
z2e A IIle fejezet az une x- €s y-irdnyi dsszefiiggd alakza-
tok rekonsirukcidjdra ad egy algoritmust /ezek az alakzatok
oz irodalombdl ismert rekonsirudlhatd formdknal dltalémnosabb
osztalyt alkotnak/. Az algoritmusnak megvan az az elvarhatd
tulajdonsdga, hogy azokat és csak azokat az alakzatokat 4l- -
litja eld, amelyek az adott vetiileteknek megfelelnek. Ugyan-
itt definidljuk az une. piramis-szerii alakzatok fogalmit, . a-
mely - az irodalomban taldlhatd CHANG-féle feltételhez ha-
sonldan - biztositja a rekonstrukcid egyértelmiiségéte

A III. és a IV. fejezet specidlis tulajdonsdgokkal ren-~ '
delkez8 mdtrixok rekomstrudlhatdsdgdnak a kérdéseivel fog=-
lalkozik. BEzen beliil a minimdlis terjedelmii illetve a szét-
vdlagzthatd vdltozdjd mdtrixok /képfiiggvények/ megolddsi a-

lakjaira vonatkozd dllitdsokat bizonyitunke
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C16S PROBLEIA ES AZ ALKALMAZOTT 110DSZEREK

A REKOHNSTRUXC

-
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le. A rekonstrukcids probléma

A rekonstrukcids problémat az egyes akkalmazasi teriile-
teken meglévd Tigikai hdttértdl és a kiiltinféle torzitd hatd-
~oktdl elvonatkoztatva a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk meg:

Legyen /Vuly) a sik egy véges 7, sugari, ¢ kozéppontu
?ﬂz ~5rén beliil értelmezett Fiiggvénymek az OXY derékszdgii
roordindta~rendszerbeli alakja és legyen OV egy misik koor-
dinédta~-rendszer, amely az el8z8bll U korili V%-szﬁgﬁ el-
forgatéssal a1l el / AXCU/a=7" /., Exkor az 74C55L) fiiggvény
ti~-fiiggvénye /vagy egysazeriien vetiilete/
igy xaphatd:

[4:) falu) = f/(",/)d
Természetesen, tovabbi veti leteket is elédllithatunk megfe-
leld szogii elforgatds és (1) segitségével.

A rekonstruizcids probléma alapkérdése: Adott véges sok,
<ilonbdzs irdnyd vetiilet, fp (us fi (H2)s ees Fin (o)

keresendd olyan két-vdltozds fiiggvény, aminek éppen a mega-

doit esyvdltozds fliggvények a 1% 5, ¥ 5 eee 5 Uy ~irdnyd

vetijletelie /Szokds a rekonstrukcids problémat dltalénosabban,
Lérbeli formak kidzvetlen jellemzésére alkalmas 3-valtozds
figgvényekre kimondani, ezt azonban rdgton vissza is vezetik
a 2-dimenzids esetre az dltal, hogy a térbeli struktira né-
ndny sikmetszetét rekonstrudljdk csupén és belllikk allitjdk
vigsza a teljes 3-dimenzids alakot./

4 kérdést matematikei szempontbdl elsSként RADONfiizs-
zdlta mez 1917-ben és egy egzakt megolddst adott rd. A to-.
vdbbi kutatdsok - akkor még valdszintileg az alkalmazdsi le-
hetdségek hidnydban - viszonylag sokdig varattak magukrae
1355=-ban BRACEWELL [2] egy olyan eljérist taldlt, amelyet
wztdn a mikrohulldmi sugdrzdst kibocsatd Nap-feliiletek képi
rekonstrukcidjdra alkalmazott. Kés8bb jelentds 1lépéseket

tett e témakdrben CORIWACK [3,4], aki a megolddsi médszeren
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¢s annak fizikai kisérlettel vald prdbajén kiviil hdrom lehet-
séges alkalmazdsi teriiletet emlitett meg: a radioldgiat /az "
emberi test szdvetek Rontgen sugaras abszorpcids egyiitthatd-

inak a meghatdrozdsdra/, az i1zotdp diagnosztikdat /a pozitron 9
megsemmisiilések eloszldsi képeinek a meghatdrozdsdra/ és a !
siiriiségnérést /az elektromosan t5ltott részecskék energia

veszieségeibdl/. Hasonld matematikail probléma jelentkezett

az elektron-mikroszkdpoknél a komplex bio-molekuldk vizsgd- 1‘3
ilatakor, zhol a molelkuldris struktirakat kifllonbszd szogii "
transzmisszids mikro=fotd felvételekbdl rekonstrudltdk /DE-

208I1ER, KLUG [5] /e Btt6l kezdve egyre t5bb médszer és kisér-

let eredmdnyér8l szdmoltak be. Kialakultak a rekonstrukcids \

alsoritmusok nagy csoportjal: a konvolicids eljdrdsok /RANA- |
CHANDRAN, LAKSHMINARAYANAN (6] /, az 4RT - algebrai rekon- LR
strukeids technikdk /CORDON, BENDER, HERIUAN [7] / és a Fou- '
rier-médszerek /MBRSZIREAU, OPPENHEILN [8] /, majd ezek legkii

1:nfé1ébb valtozatai, rendszerezésiikk €és Osszehasonlitasaik

[9—15]. Az irodalomban mar nemcsak kozvetleniil az algoritmu—A
sokkal kapcsolatos kérdések szerepeltek, hanem olyan elvi
oroblémdk is, min. pl. egy meghatdrozott pontossagil rekon-
strukcidhoz sziikséges vetiiletek szdma [17,18].

4 Teilddésnek nagyon lényeges Adllomdsat jelemtette az
elsé transzmisszids szémitdgépes tomograf, az EMI Scanner
megjelené: [ 9 20}. Lz a késziilék az cmberi koponya és agy
kbe 1 cm vastag transzverzdlis rétegének /sikmetszetének/ a LR

képeit dllitotta eld 180 kiilonbdzd iranybdl felvett vetiileti

adatok segitsérével. Azdta egyre pontosabb rekonstrukcidra
késziflékexet fejlesztettel ki [21,22], cgyuttal tovabb

szdlesitették a rekonstrukcids problémaksdrt az egyes sztoc-
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hasztikus jellemzlk hatdsdnak a vizsgdlatdtdl kezdve egészen

2 szamitdgépes szimuldcid kﬂrdeselg[?i] e




2. Iterativ rekonstrukcids mddszerek

4 rekonsitrukcids mddszereknek erre az osztalyara az a
iellemzd, hogy a provlémat egy nagy méretii linedris egyenlet-
rendszer /rendszerini cszk kozelitd/ megolddsdra vezetik visz-
szae £zt a megolddst specidlis alaku fliggvények, matrixok
Zormdjidban keresik, vagyis feltételezik, hogy a rekonstrud-
Landd fiiggvény értelmezési tartamanya lefedhetd egy olyan mn-
es négyzethdldval, aminek a négyzetein beliil a keresendd /{x,y)
fiiggvény konstans, a négyzethdldn kiviil pedig f(x,_/)— J/1.
dbra/. Legyen ez a matrix f = (f.y)mm. BEgyuttal a vetiiletek

i

T, (x)
le Abra. 1/’ -570g1l 1’ vetiileti vektor l- dik
e,lp mének a képzése

‘1) szerinti def inicidja helyett egy masik vetiilet fogalom-

581 indulnak ki, amely a tényleges alkalmazasokkal szorosabb

osszhangban van. Az (1) szerint eld8dllitott ]{»(ﬂ;) 7[,,- (),

o ny(él )vetiileti fiiggvényeknek most az f {m §

" f('“” vetiileti vektorok felelnek: mege A k-dlk vetiileti
vortar,-{ f-dix elemét -f -et Ggy kapjuk meg, hogy /le.
abra ”

P / {(U ;Z:: [é/)' fy

anol d;-’() arianyossagi uenve;’éé' a’;‘l. mutatja meg, hogy az (ﬂ}/‘)
négyzetnek hdnyad része esik a k-dik vetiilet £-dik sdvjdbae

Srre a vetiilet fogalomra ille. definicidra és a (2) 4ltal
meghatdrozott linedris egyenletrendszerre épiilnek az un., al-
mebrai rekonstrukeids technikdk /roviden: ART/, amelyeket

GORDON, BENDER és HERMAN kozoltek 1970-ben [7]. (2)-ben az




. (k) np 5 (4?)
tij ~x az ismeretlenelk, {¢ =k a mérésekbSl adottak, &,

X &
= a vetiileteknek a négyzethdldhoz vald geometriai viszo;;ébél
-lezdmithatdke Az egyik iterdcids eljdrds rovid ismertetése
a kovetkezd:

Induljunk ki egy tetszéleges /ple f’=Q / .matrixbdle Ve=
ik a k =dik vetiiletet, j(k—t és a k -dik vetiilet minden egy8s

s
=

vj-ban annyival ndveljink minden egyes mdtrix elemet, hogy At

" . ) ; o k) g
ezutdn a sidvokban éppen az eldirt {g / 0=12,2,..,M] legyen &y
a (2) szerint képzett Usszege Pé}déul, ha a k=-dik vetiilet £

_ - (&)
dik s&vjaban a vetiilet érteke {E most, akkor legyen

k) T(h 4««
/3) {53*12: _quz_ Te '*‘{J ) | o
- J J N ‘

minden olyan (iuj).-re am=1y benne van a k-dik vetiilet /-

dik sévidbane (3) -van N jelzi a k-aik vetiilet l-dik sav-
iZban levs négyzetek szdmdt. Utdna a £+7 -dik vetiiletre vé-.
zezzik el ugyanezt. Az Medik vetiilet utdn ismét az elsd vetii= Py
letet vesszike Bizonyithatd, hogy ez a médszer konvergens :

{12,15,24], ha létezik a megadott vetijleteknek megfeleld mat=-

Igazolhatd, hogy ha a (2) egyenletrendszer hatiarozatlan J@
/N-M<n.n/, akkor (3) a lehetséges megoldasok kdziil pont a
ainimdlis varianciijuhoz fog konvergélni[15,24,25]. Az eljd-
rasnak ez a tuléjdonséga adta aztén az otletet egyéb médszerek

kidolgozdsdhoz, hogy a (2) egyenletrendszerhez mar eleve bi-
g ? =} g i

zonyos eldirt tulajdonsigi mdtrixokat /matrix-képeket/ kerese

senek, mint pl. maximdlis entrdpiajut, "simat", stb. [15,25,

?o]. Az ART (3) formajat tovabb finomitottdk azzal, hogy fi- -:{
cyelembe vették a rekonsirudlandd mdatrix nem—negativitését[g]

- ARI'2, a kiilonféle zajok jeclenlétét - ART3 [27], a matrdix- ]
kép varhato "simaségét".[&B] " ;
Az ART k5zé tartozd médszerek szama tovabb ndtt, amikor o

a2z egyes vetiiletekhez tartozd savokban a médositdsokat (3) i
helyett szorzasokkal végezték el: 5%
), @) 4

{j = {5 ' Tfﬁb ' E;

Izt nevezik az ART multiplikativ_fogméjénakI;s], szemben (3)_ :E
%]



mal, amely az ART additiv formadjat jelentie.

Az ART mddszerekhez hasonldk az ugyancsak iterdcids jel=-
legii une SIRT /szimultdn rekonstrukcids technikdk/ algorit-
musai /GILBERT, 1972 [11]/, amelyek - az ART-t61l eltérden &

a kovetkezld iteracidhoz valamennyli vetiiletet egyidejiileg,
egyszerre haszndljdk fele. A SIRT-nek is van additiv és mul-
tiplikativ vdltozata. /Az iterativ mddszerek dltaldnos bsz-

szehasonlitdsara lasd [12-1§L/

3. Két-dimenzids Fourier-rekonstruikcidk

A Fourier-rekonstrukcids médszerek /BRACEWELL, 1956 [2]/
a keresendS /(X4 fiiggvény Fourier- renszformaltjdt, N Y.) -
% hasznéljékAfel a megoldashoz. Az /?%hyﬂ és az FLX, V) ko=
z5tti kapcsolat:

{4) F(XY) = ff/(x //,)(j &X*//y) ./

Az Tyxy) tugovénymek az A (r,Y) Tigavény vetileteibfl vald
neghatdrozdsdra az une "vetiilet-szelet" tétel nyijt lehetlsé-

get.

Vetiilet-szelet tétel [8,17,29]: Jelsljik az f (%) -
szdgii vetilet egy-dimenzids Fourier-transzforméltjét 5r22/)_
val, akkor a Fourier-térben az origdén athaladéd P sztgit ¢/
egyenes mentén, ;f/[@b‘ré)—ra teljesiil /2, &bra/, hogy

Fl v=0) = F ()

¥
/‘ f-('X,f/,;‘

; N

2. Abrae. Vetiilet-szelet tétel szemléltetése

Tehat az ;/ZL§(7 fiiggvény Fourier-transzformdltjanak ér-
tékeit egy egyenes mentén megkaphatjuk, ha a megfeleld vetii=

let Fourier-transzformdltjdt vessziike Az egyenesek menti ér-




tékekbSl, szeletekbdl aztdn interpaldcid segitségével dllit- |
natjuk eld a teljes F¢X r)-te Végiil az inverz Fourier-transz-
formdcidt felhaszndlva kapjuk a keresett fiiggvényt:

"7 -2zl (Kxt Y .
frrnyr= [/ Fxr)e e (2 I Z//mr.

Mivel fixy) és FCX YY) xbz5tt kblcsondsen egyértelmii
kapcsolat van, ezért _fk&jb) pontos rekonstrukcidjdhoz az
F(x, ¥) teljes Fourier-térbeli alakjét ismerni kellene, ami
a vetiilet-szelet tételbdl lathatdan csak az Osszes irdnyl ve-

%iiletbdl lenne elddllithetd. A gyakorlatban azonban csak vé-

ges sok vetiilet 4All rendelkezésre. 2

Tovabbi nehézséget okoz még az is, hogy a véges sok vetiis

letet csak véges sok pontban ismerjikk. Ennek aztén az a kove b=
kezménye, hogy az eredményként kapott kép felbontdsa romlik

¢s o folytonos Fourier-transzformdltak helvett az un. diszkrét
Fourier-transzformacidt /DFT/ kell hasznalnunk [8,16,18].

A FPourier-transzformacids mddszerek akkor bizonyultak
kiildncsen hasznalhatdnak, amikor valamilyen szimmetrikus alak-
zat rekonstrukcidjat kellett elvégezniiia], mint pl. kiilonféle
bioldgini makro-molekuldk térbeli formajdt elektron-mikroszkd-
pos felvételekbGl[b,BQ]. Egyébként, elegendben nagy szami
/128-256 db/ és felbontdsu vetiiletb8l akdr fénykép finomsdgi s

wépeket lehet rekonstrualni [8,17} ezzel a médszerrel.

4o, Konvolicids filterezés

%
¥

Izt a mddszert elsdként BRACEWELL és RIDDLE mutatta meg
1957-pben, késd8bb LAKSHUINARAYAWAN és RAMACHANDRAN t8lik fiig-

getlentil publikélték[S}. A konvolicids filterezés lényege az

O
3
(3]
fon
D
ct

i f}}hy) fiiggvény egy filterezett vdltozaténak az eld-

Tilasszuk az egyik legegyszeriibb filter-fiiggvényt, aminek
s fourier-térbeli poldar-koordinatds alakja: jf
L , , ha [2]-:¢4/2;
5 (R)- 5. (0)- |0, na 12]2A/2.

/
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/A valamilyen eldre vdlasztott konstans/ és akkor az /?ng)
fiiggvény Tilterezettjének, £ (x ¢’ -nak a Fouriep-térbeli po-
lar-koordindtds alakja: |

{(5) LR P)=F (R &) E,(R),

£bbél a filterezett fjggvenj polar-koordlnatés alakja igy kap-

hatd:
2 Rree (p-g)

77 2o
firp)= 17 (e, PRle AP

/5) behelyettesitésével

2 tr 2= 1 | Eirg)(re/E e ¥ b et
/ / P P

Ttt a belsd integrdl felfoghatd dgy is, mint két, Fourier-tér-
ben levd fiiggvény / f’;j_/,?,gﬁ) és R/ B,(R) / szorzatdnak az in-
verz Fourier~transzformicidja. Ez viszont a konvolicids tétel

szerint egyenld az azoknak megfeleld normdl-térbeli Tfiggvények

ronvolicidjaval, vagyis

) 7 oa
(6) RIS PG m/;ﬂ -G~ 1 )elr, A,
0 - x>
ahol
pi 27l .
7) his)= [ir/8 )" / ety

A (72) pedig a ¢ -szbgli vetiiletét ;;elol::. f(x,y) -nsk, amire
pediz a mir emlitétt vetiilet-szelet tétel folytan igaz, hogy
[EmRPE G e = 45 0.
Tehat mﬁ/fﬁ) és egyutta7 )/711/> (o) szerinti eldallitdasahoz
(7)-et kell eldre kiszdmélni, 7#(7) -ek pedig mir adottak.
iivel csak diszkrét pontokban ismerjik /kidzelitdleg/ a véges
sok vetiiletet, ezért (7) kiszdmitdsdhoz numerikus matematikal
mddszereket kell alkalmaznie
Ennek az eljardsnak tobb olyan tulajdonséga is van, ami-
nck révén a 2. és 3. pontban ismertetett két masik eljdrasndl
is gyakrabban haszndljdk ezt, féleg a transzmisszids szémitd-
gépes tomografoknal [21,16]. Ezek a tulajdonsagok:
1/ (7)-ben a bels§ integrdldst minden egyes vetiletre
kilsn-kiilon is el lehet végezni a tobbit8l fiiggetle=

W




niil /vagyis mar az adatok - az egyes vetiiletek - be=~
gyiijtése ktzben elkezdddhet a feldolgozds/;

2/ az 7(;//‘, f) fiiggvényt tetszbleges rész-teriiletén ki-
szdmithatjuk anélkiil, hogy a teljes fiiggvényt rekon-
strudalnunk kellene;

3/ ez a médszer konnyen kiterjeszthetd mas tipusd, gyor-
sabb adat-begyiijtési mddokra im /legyezl8-nyaldb alakd
sugdrzds/ [31, 32].

Az ismertetett mddszerek gyorsasagdnak az Osszehasonli-

-

tdsdra szolgdl a kovetkezd tdbldzat [16]:

a médszer a szorzdsok szdma

ART 617N /iterdciénként/
. ‘ 2z

Fourier 7.3 é’pyz 1) n?

Konvolicids 16 N 2?

iids szempontok szerinti Ssszehasonlitdsokat is tdrgyahnak még
[0-15]-ben.

Az emlitett hdrom slaptipuson kiviil még jénéhdny rekon-
strukcids modszer ismeretes {33-38], azonban a gyakorlatban ezt

a hérmat haszndljak a legtobbet.




w I

IT. HOMOGEN REKONSTRUKCIO KuT VETULETBOL

1. A homogén rekonstrukcids probléma

A rekonstrudlandd fuggvény szempontjdbdl az algoritmuso-

kat két osztdalyba lehet sorolni:
a/ inhomogén rekonstrukcids algoritmusok,

b/ homogén rekonstrukcids algoritmusoke

Az a/ osztdlyba azok az algoritmusok tartoznzk, amelyeknél f?&gy)

értdkkészlete tetszdleges /dltaldban nem-negativ/ értékekbdl
41le A b/ osztdly algoritmusait az a/ olyan specidlis eseté-
nak lehet tekinteni, amikor f7ﬁzy) csak O vagy 7 értéket
vehet fel /karakterisztikus fliggvény/. Igy a homogén rekon-
struiccids algoritmusok homogén anyagu targyak sikmetszeteinek
a rekonstrukcidjdra alkalmasak, ahol /Ykgy) definicidja:
) oy [f » ha (x, ) eleme a targynak,
(8) L8 A | 0 kiilsnben.

Kézenfekv3, hogy eét a fiiggvényt a sikban egy gérbe vo=
nal dltal hatdrolt sikidommal szemléltessiike 1973~ban kdzdl-
te CHANG és CHOW azt az algoritmusti?9], amellyel olyan homo-

zén tdrgyak sikmetszetei rekonstrualhatdk az

(9) #ely?= [ fOngrax
‘ X7,
és az
(13\ Fy (X = /-f(k/b”éy
vetiiletekbll, amelyek egyenes szakaszokkal hataroltak, kon-

vexex €és két, egymasra merdleges tengelyre nézve szimmetri-
kusake Mddszerikk - a meglehetdsen specidlis feltételeket ki~
haszndlva - geometriai megfontoldsokon alapszike
A (8) figgvény sikidommal vald szemléltetése helyett al-
kalmazzunk most egy F = (ﬁjzun bindris mdtrixot is. A bind~
ris matrixok esetében (9) és {10) vetiiletek éppen a matrix sor

és OSflap-osszegelt fogjdk jelenteni:

X) _-, ? o~ ,
(11) fi =27f:; =az ¢ -dik sorban levs J-k szdma;
=7 d .
(12) {(5), e J -8 7 ~dik oszlopban levd 7-k széma .
(} £ 12 ¢

Z=z






































































