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BEVEZETÉS

A számitástudománvban nagy jelentőségük van azoknak a 

vizsgálatoknak, amelyek összetett adatoknak automatikus, azaz 

felépítésük szerint rekurzióval való feldolcrozására irányulnak. 

Ezek a kutatások számos gyakorlati problémával kapcsolatosak. 

Ezek közül mindenek előtt a programozási nyelvek szintaxis ve­

zérelt fordítását említhetjük. A rekurzióval definiálható ösz-

szetett adatok feldolgozásának, transzformálásának matematikai

modellje valamilyen automata fogalomra épithető. A dolgozatban

egy ilyen automata-fogalmat vezetünk be, amely a szekvenciális 

gépek kategória elméleti általánositása. Ez az automata-foga­

lom Arbib és Manes £2] automata-fooalmán alaosz.ik, annak egy 

módosított változata, amely módositás során felhasználtuk 

Alagic ]_l] által bevezetett természetes állapot-transzformá­

ció fogalmát.

Mig a szekvenciális gépek adatok feldolgozásának olyan 

modelljét adják, ahol a feldolgozandó adatok szerkezetét egy 

monoid, pontosabban szabad monoid adja тест, esetünkben a jóval 

általánosabb monad, illetve szabad monad játssza ezt a szere­

pet. Ilyen modellel már megadható az utóbbi időben intenziven

tanulmányozott fa-transzformációk is. Ebben az esetben a szer­

kezetet meghatározó monadot szabad algebra szolgáltatja.

A dolgozatban vizsgált automata-focralom egy másik tekin­

tetben is általánositása a szekvenciális gépekének. Nevezete­

sen, az automata állapot-funktora tetszőleges funktor lehet, 

mig a klasszikus esetben ez szorzat-funktor. Ez többek között

azt eredményezi, hogy a fa-transzformációknál bevezetett 

féle feldolgozás egységesen kezelhető.
ih. « .aA7Pf *
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kétféle feldolgozásnak a direkt illetve inverz állapotú auto­

mata felel meg, amelyekről bebizonyítjuk, hogy az inverz ál­

lapotú automatával megvalósítható transzformációk mindig meg­

valósíthatók direkt állapotú automatával is.

A két automata osztály alapvető tulajdonságait vizsgálva 

bebizonyítjuk, hogy mind a direkt, mind az inverz állapotú 

transzformációk osztálya zárt a kompozíció művelésére nézve, 

továbbá, hogy egy automatából szimulációval nyert automata 

ugyanazt a transzformációt létesiti.

Külön fejezetben foglalkozunk a szekvenciális transzfor­

mációkkal, és ezeknek egy automatáktól független jellemzését 

adjuk. Szekvenciális automatán itt olyan direkt állapotú auto­

matát értünk, amelynek állapot-funktora szorzat-funktor. Ez az 

osztály azért is fontos, mert az eddig vizsgált automaták mind 

ilyen állapot-funktorral rendelkeznek.



4

1. Alapvető fogalmak és eredmények

Ebben a fejezetben ismertetjük azokat a kategória elmé­

leti fogalmakat, amelyeket a dolgozat során használunk. Ezek 

megtalálhatók Mac Lane {ój és Manes J.6J könyvében. Ismertet­

jük továbbá az univerzális algebrák Arfoib-Manes JVj-től szár­

mazó általánositását, és bebizonyítunk néhány alapvető ered­

ményt. Ezeknek az eredményeknek egy része megtalálható Alagic 

fl} munkájában.

1.1. Definíció

Egy kategórián a következő adatokkal és axiómákkal megha­

tározott rendszert értünk.

/i/ Adott az -val jelölt osztály, a ^-objektumok

osztálya.

/ii/ ^ -objektumok minden rendezett (a, b) párjához adott a 

^(a, b) osztály az A objektumból а В objektumba való 

-morfizmusok osztálya.

Az f morf izmusra az f : A

használjuk.

/iii/ Minden A ^-objektumhoz adott egy megkülönböztetett

id a) ^-morfizmus, amelyet А-egységnek /identi-A
tásnak/ nevezünk.

/iv/ -objektumok minden rendezett (a,B,c) hármashoz

■+~B jelölést is

adott a

I{(a,c)X(a,b) y'íKb,c) ;

(f>9) ^

függvény, amelyet kompozíciónak nevezünk.

■*- g. f
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Axiómák:

AI. A kompozíció asszociatív, azaz bármely f <£. ^(a,b) , 

g £. K(b,c) és héÜ'^ÍC'/D) esetén 

h. (g.f ) = (.h.gVf 

A2. Bármely f esetén

f.id^ = id^.f = f.

Ha (A,B) ф (a',B') akkor Y(a,b) fit{(A',B') =Ф •A3.

1.2. Definíció

Legyen és tetszőleges kategória. A kategóriából az JL 

kategóriába való F funktoron a következőt értjük. Adott az

Ob j ( £ )F^ : Ob j (V ) ;

A FA

objektum függvény, valamint minden rendezett (a,b) párhoz az

** y.(FA,FB) •
Ff

Fm: J{(a,b)
f ^

morfizmus függvény, amelyek teljesitik az AAl. és AA2. axió­

mákat.

F^ megőrzi az identitást, tehát bármely A ^-{-objektumAAl.

esetén

F idA = id

AA2. F^ felcserélhető a kompozícióval, azaz bármely f:A

és g:B---- ► C morf izmusok esetén

F(g.f ) = Fg.Ff .

Az F:^{.---- jelölést használjuk a *${. kategóriából az

kategóriába való F funktor esetén.

FA *

£
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1.3. Definíció

'и.— két tetszőleges funktor. Az F funktorbólLegyen F,G:

a G funktorba való oC természetes transzformáción olyan függ­

vényt értünk, amely minden A 'í'í -objektumhoz hozzárendeli az

"sE -morf izmust, és ez a hozzárendelés kielégi-

'"Í£-morf izmus

GA: FA

ti a következő feltételt. Bármely f:A- ese­

tén

oíB.Ff = Gf. o^A

Az F funktorból a G funktorba való el természetes transzfer­

ed : F —G vagy F —máció jelölésére használjuk az G je­

lölést .

Konvenció. A továbbiakban kategóriák jelölésére általában a 

latin ábécé Írott nagybetűit, funktorok számára a nagybetű­

ket az F-től kezdve, objektumokra pedig a nagybetűket F-ig 

bezárólag. Természetes transzformációk jelölésére a görög 

ábécé kisbetűit használjuk.

A d: A ч»В, e:B C , f:A ь» D és g:D т» C ' morfizmu­

sok esetén az e.d = g.f egyenlőség kifejezésére használjuk

a "kommutativ az
d

A В
£ e

V\t gD

diagram" kifejezést.

1.4. Definició

tetszőleges funktor. F és 

funk tort értjük, amelyre 

(GF)a = G (fa) minden A !«{.-objektum és (GF)f = g(fí) minden

\L—± és G:Legyen F:

G kompozícióján azt az FG
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A ^-objektum, és (gf) f = G(.Ff) minden f:A morf iz­

mus esetén. Könnyen belátható, hogy az igy definiált függvé­

nyek kielégítik a funktorokra vonatkozó axiómákat. Hasonló

В

módon definiálhatók természetes transzformációk kompozíciói.

1.5. Definíció

Az ;F —- > G és (2>:G—természetes transzformációk kom­

pozícióján azt a fitei ;F—H természetes transzformációt

értjük, amelyre

minden A ^-(-objektum esetén, ha F,G,H:^- £
funktorok.

Nyilvánvaló, hogy a kompozíció kielégíti a természetes

transzformációkra megkövetelt feltételeket.

1.6. Definíció

Tekintsük a G,H:Íí-----és F : £

:G • *■ ■— H természetes transzformációt. Ekkor FoC azt az

ÁL funktorokat, és az

FG——«— FH természetes transzformációt jelöli, amelyre 

CF»C ) A = F (oí A) :FGA 

Hasonlóképpen, ha F:}L 

a természetes transzformáció, amelyre definíció szerint

{oCF ) A = (FA) minden А К -objektum esetén. Látható, 

hogy mind Foí mind o^F valóban természetes transzformáció 

lesz. Jelöljük I^-val a kategóriához tartozó identitás 

funktort, tehát amelyre ^ A = A és 1^ f = f minden A ^-ob­

's». В ^4-гаог^izmusra. Ha nem okoz félreértést,

FHA minden A 'j^-objektum esetén, 

funktor, akkor <>^F:GF—- u*HF az

jektura és f:A

akkor az I jelölést használjuk.

F : *í{.—*>£, funktor esetén az id,.:Nyilvánvaló, hogy minden 

:A|-----i»idFA hozzárendelés idptF—-
f

F természetes transzfor­

máció lesz .
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1.7. Definíció

A kategóriában a T = (т,уЫ,^) hármast monadnak nevezzük, 

ahol

T: к—-к funktor,

: TT —-—>. T

természetes transzformációk, 

ha kielégítik az (1.7.1) és (1.7.2) diagramok kommutativi- 

tását.

1: 1 ^ T

тгtTЯТ
TTTTTT

T jX,

I A I'
T TTT

1.7.21.7.1

1.8. Definíció

^, u-.í---s£ adjunkción az F: 

funk torok és a V : I —-—UF, £ :FU—^>-1

Az (F,U,V,£) iU
természetes transz-

formáció által meghatározott rendezett négyest értjük, amelyek 

teljesitik az (l.8.l) és (l.8.2) diagramok kommutativitását.

FVvu
FFUFU

ü£

V
F

1.8.21.8.1
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Az F funktort U bal adjungáltjának, az U funktort pedig F 

jobb adjungáltjának nevezzük.

Azt mondjuk, hogy F / \5 f funktornak létezik jobb /bal/ ad- 

jungáltja, ha létezik az (F,U,\/,£) adjunkció.

Á továbbiakban definiáljuk az univerzális algebrák 

Arbib és Manestol származó általánositását, amely alapvető

szerepet játszik vizsgálatainkban.

1.9. Definició /Arbib-Manes £*2^ /

funktor. Ekkor a Din(x) kategórián azt 

a kategóriát értjük, amelynek objektumai (A,f) rendezett

A T-6-morf izmus. Az (A,f) párt X-dina- 

mikának /röviden dinamikának/ nevezzük. Morfizmuson a Din(x) 

kategóriában, pontosabban az (A,f) dinamikából a (B,g) di-

-morf izmust

Legyen X:

párok, ahol f:XA-

namikába való morfizmuson olyan h:A 

értünk, amelyre kommutativ az (l.9.l) diagram.

»B

g
в *■«? XB

I. i
h Xh

f
A -XA

1.9.1

Ekkor h-t X-dinamorfizmusnak, vagy dinamorfizmusnak nevez­

zük .

Jelöljük Set-el a halmazok és függvények alkotta kategóriát. 

Tehát Set olyan kategória, amelynek objektumai a halmazok, 

morfizmusai a függvények a függvények szokásos kompozíció­

jával .
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Legyen F az univerzális algebrában szokásos módon defini-

ált műveleti jelek halmaza, azaz F = \J F , ahol
i=0 n

F^^n Fj = 0 ha i ф j , ahol Fn az n-változós műveleti jelek 

halmaza. Ekkor F egy funktort indukál a Set kategóriában a 

következő módon;

• »n)}= ífUa{> . v<an>)|f £Fn, a±é A U = 1 

minden A halmaz esetén, továbbá bármely h:A 

^FB; Fh (f (<a^>

Azonnal látható, hogy F valóban funktor lesz. Az ilyen funk­

tort műveleti funktornak nevezzük. Az (1.9) definícióból kö-

FA 9 • / • •

-».B függvényre

• '<Man)>) .<an>)) = f«hta1)>Fh :FA 9 ••• 9 9 • •

vetkezik, hogy az F dinamika fogalma egybeesik az F tipusu

univerzális algebra, a F-dinamikák közötti morfizmus fogalma 

pedig az algebrai homomorfizmus fogalmával.

Az Arbib-Manes megközelítéstől egy kissé eltérő, de ve­

le ekvivalens módon definiáljuk most a szabad X-dinamika fo­

galmát .

1.10. Definíció

Legyen X:

Az (X,m,g) hármast A feletti szabad X-dinamikának nevezzük, 

ahol Lh,m) X-dinamika, g:A—»-X 'íjj-morfizmus>ha bármely (B,f)

X^-morfizmus esetén létezik egy egy­

értelműen meghatározott h^:(A,m)*----^(B,f) dinamorf izmus ,

h^*g, tehát amelyre kommutativ az (l.lO.l) diagram.

tetszőleges funktor, A pedig ^-objektum.

X-dinamika és h:A----»B

amelyre h =
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f
в хв

* Xh#h

ш-e-A' XA

1.10.1

1.11. Definíció

funktort input funktornak nevezzük a ka­

tegóriában, ha van olyan X^: ^funktor és 

^X#
p \máció, hogy bármely A objektum eseten az (X A,yWcA;^A) 

hármas A feletti szabad X-dinamika lesz.

Ekkor a ytf«, természetes transzformációt szabad műveletnek, 

<£-t pedig a generátorok beágyazásának nevezzük.

hármast az X input funktorhoz tartozó input-

X:){Az -=5*

Ф .
---- “»Л természetes transzfor-valamint ^ :IyHo: xx

Az

-struktúrának nevezzük.

1.12. Megjegyzés

Az input funktor eredeti definíciója, amelynek ekvivalenci­

ája könnyen belátható, például Manes [VJ 122 о.(2.18)Tétel 

alapján, a következő.

funktor- input funktor /input process/ az 

felejtő funktornak, amely minden Ca,í) X- 

-dinamikához hozzárendeli az A objektumot, létezik bal 

adjungáltja. Tehát ha létezik az (f,U,\Z , £) :Din[x) 

adjunkció.

X:liAz

U:Din(x>

*4
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1.13. Megjegyzés

A Set kategóriában az F műveleti funktor esetében a szabad

F-dinamika fogalma megegyezik az F tipusu szabad algebra fo­

galmával. Tehét F input funktor lesz, mivel a szabad algebra 

mindig létezik. Jelöljük T^A-val az A halmaz feletti F tipu­

su szabad algebra tartóhalmazát. Tehát T„A azokat és csak
Г

azokat az elemeket tartalmazó halmaz, amelyek az /if és fii/ 

szabályok véges sokszori alkalmazásával kaphatók.

IH ha a£A akkor <a>£ TpA 

/ii/ ha p1

f ÍP±

p íTrA és f éF , akkor *пc F n

* *'Pn) ^^F^ *
Látható, hogy az A|—^TpA hozzárendelés funktor lesz, ha a 

függvényeken a következőképpen definiáljuk. Bármely

/ • • • 9

9 •

В függvény és p£TpA eseténh :A

Tph(p ) = <h(a)> ha p =<£a>,a£A;

f Ch(p1) ,. . . ,hCpn)) ha p = Нрх

•TpA szabad művelet definíciója akkor igy
•*,pn)'9 •

A yU0 A:F TpA 

adható meg;

<Pn>) = f(Pi' • • • 'Pn)

^Pnv>)€F TpA esetén. Az

yUo A(f , .

minden p = f(<lp^>,.

• • 9

A: A h—*>TpA• • /

generátorok beágyazása pedig ^A(.a) = ^a> függvénnyel de- 

finiált. Tehát az F műveleti funktor esetében F = TF. A TpA

halmaz elemeit, mivel fákkal illusztrálhatok, А-feletti F

tipusu fáknak /polinomoknak/ nevezzük.

1.14. Definíció

Legyen X input funktor a kategóriában, és jelöljük az A

hármassal. Le-(^A,yi0 A; jr A)feletti szabad X-dinamikát az
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gyen továbbá (B,g) tetszőleges X-dinamika, és h:A 

'X^-morf izmus.

Ekkor azt az egyértelműen meghatározott :X^A 

namorfizmust, amelyre az Ц.14.1) diagram kommutativ, h-nak 

a (B,g) X-dinamikára vonatkozó szabad kiterjesztésének 

nevezzük.

-S-В X-di-

CT
В XB

#h Xh

Д Л
XX^AA <■

1.14.1

A következő tétel azt mondja ki, hogy az (l,14.l) diagramban 

az A és В objektumok helyett funktorokat, a g és h morfiz­

musok helyett pedig megfelelő természetes transzformáció­

kat véve hasonló kiterjesztés létezik.

Legyen X input funktor a ^kategóriában, és je-1.15. Tétel

lölje (x^Ay/*A;/£ A) az A objektum feletti szabad X-dinami- 

kát. Legyenek továbbá F és H tetszőleges endofunktorok

:XH —- II tetszőleges természe-ban, valamint cJ- :F >-H és 

tes transzformációk. Ekkor létezik egyetlen olyan

ь>Н, amelyre az (1.15.1) diagram kommutativ^:X*F
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<Г
ХН

Л #

/й% F
XX F

1.15.1

Bizonyítás. Jelöljük tZ^h-val azt az egyértelműen meghatáro-

íp»HA morf izmust, amelyet az (1.15.2) diagram 

definiál. Tehát szabad kiterjesztése cL A-nak a (HA,<5~a)

dinamikára vonatkozóan, amely minden A-ra létezik.

zott :X^FA

<5 A
XHA

. >
Ф,A Х*ГА

/4>FA
-e XX FA

1.15.2

Elegendő tehát megmutatni, hogy o/^A természetes А-ban, azaz

■»»•B morf izmus esetén teljesül az (1.15.3) egyen-bármely f:A 

lőség

Hf.v£#A=^#B‘X^Ff

1.15.3

(1.15.4)Az (1.I5.3) egyenlőség igazolása végett tekintsük az 

és (I.I5.5) diagramokat.
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HB хнв
I'

Hf ///. XHf

Jä
ХНА

A
л x A//Ff A

A FA
>■ X^FA XX FA

1.15.4

<f в
HB XHB

Л
# x/b///.ь/В

afe XX^FBFB

Л IA
#.X*Ff //.

A FA
Ff /. XX Ff

tFA ^ X^FA XX^FAFA

1.15.5

(1.15.4) diagramban а I. és II. részdiagramok ^A defi­

le termé-
Az

niciója szerint, a III. és IV. pedig illetve

szetes volta miatt kommutativok, tehát (1.15.4) teljesen

kommutativ.

(I.15.5) diagramban III. és IV. részdiagram </*B definí­

ciója folytán, I. és II. pedig és 

miatt kommutatívak, tehát (1.15.5) is teljesen kommutativ.

E szerint a Hf.o^A és ^^B.X^Ff morfizmusok egyaránt szabad 

kiterjesztései az c/B.Ff morfizmusnak az XHB 

mikára vonatkozóan. De a kiterjesztés egyértelmű, tehát

Az

A természetes volta

4-HB X-dina-
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Hf.*/*A = ^#B.X#Ff.

1.16. Tétel. Az {x*,JtA,^') hármas monod lesz a ^ kategóriában, 

ч» X» természetes transzformációt az (l,16.l) 

diagramnak megfelelően az id,^ szabad kiterjesztéseként de- 

finiáijuk a :XX X természetes transzformációra vonat­

kozóan.

ha a

A=(;V>#
A«*

ФX X

XA

»» x^x^ xx#x^X

1.16.1

Bizonyítás. Bizonyítsuk be először az (1.7.2) diagramnak meg­

felelő azonosságokat. Az (l.7.2) baloldali részdiagramjának 

éppen az (1.16.1) háromszög részdiagramja felel meg, igy en-

Nevez-nek kommutativitása ^ definíciója szerint teljesül.

id^ = yü* x\ egyenlőség teljesülését, 

niciója szerint kommutativ az

#Az X 2 defi- 

(I.I6.2) diagram. Ezt az (1.16.1)-

zük az

el összevetve kapjuk az (1.16.3) diagram kommutativitását. 

yM’X^ az (1.15) tétel alapján szabad kiterjesztése £ " 

sXX*

zóan. Az nyilvánvaló, hogy id^ is szabad kiterjesztése ^ 

ugyanerre az X-dinamikára vonatkozóan, tehát

Azaz
ф

—»-X természetes transzformációra vonatko-nek a

-nak

= idjjjf.

M*
*----------

tx#
X*X* XX* X*X

. it ^ #X £ XX#2,г
2, X*I XX

1.16.2
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megfelelő уИ'ХуЦ =JA '■ja X^egyenlőség 

bizonyítása végett tekintsük az (1.16.3) és (1.16.4) dia-

X -e------—

Az (1.7.1) diagramnak

gramokat. XX*

A
X/lA к.

JAqX
<=----------x# x*x* xx#x*

A
XX^U-I/.X^íHlA

2x#x# Дх*х*
x¥ Х^Х^Х^-чб- xx*x#x*>

1.16.3

Ax* *XX

>•/I

x^A'
Ax**x* ^ xx*x*

ДА*
x*x*x*.< xx#x*x^X

1.16.4

Az (I.I6.3) diagramban I. és II. a JA természetes transzfor- 

III. és IV. -pedig az X*

felelően kommutatívak, igy (1.16.3) teljesen kommutativ. A

funktor definíciójának meg-máció,

definíciója, valamint a JA- =^U'id^^ egyenlőség alapján az 

(1.16.4) is teljesen kommutativ. így JA^/A# „ esyU.JlA X egy-
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;XX*_1^X* 

. Az (L. 15) tétel szerint tehát ^a.JIAY? =

aránt szabad kiterjesztései a J4 morfizmusnak a 

dinamikára vonatkozóan

/о

= JlA . X*V . □
A következő (1.17) tétel bizonyítása más formában meg­

található Alagic £íj cikkében. / 3.10 tétel/

1.17. Tétel. Bármely X: w input-funktor,

■ ^ funktor esetén, ha 

Q-nak létezik jobb-adjungáltja, akkor minden TT:QX—-—TQ

Tf= (ТуЫ,^) mondd és Q:*X{

természetes transzformációnak létezik egyetlen olyan 

%:QX* 

kommutativ.

(1.17.1) diagram1—*■ TQ kiterjesztése, amelyre az

TQ TTQ TOX

Q ръff -c ffQXX
1.17.1

Bizonyítás. Mivel Q-nak létezik jobb adjungáltja, igy lé-

adjunkció. Tekintsük a 

—-^.QTQ természetes transzformációt. Legyen

tezik a (Q,Q,V,£) :ÍC
^L>qqx5>:X

g*:X*——».QTQ az a kiterjesztése -nak, amelyet az 

(1.17.2) diagram definiál, tehát g* szabad kiterjesztése

QTQ természe-a Q^Q.^ -nek a S= QfJQ. QT^TQ. jQTQ: XQTQ—1 

tes transzformációra vonatkozóan, amely az (1.15) tétel

alapján létezik.
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t?QQ XQTQ^ QTQ

xs*f ÍLI.1
A1__ ^ x* ^ XX *I

1.12.2

Megmutatjuk, hogy a ^ = £TQ.Q az egyetlen olyan termé- 

transzformáció QX**-ből TQ-ba, amelyre teljesül az 

(l,17.l) diagram kommutativitása

szetes

a. /

Felhasználva az (1.12.2) I. részdiagramja kommutativi-

I természetes voltát, érvényes a kö-tását, valamint £ és

vetkező átalakitás:

= £TQ.Q^*.Q£ = £TQ.Q(<^.j) =

= ^TQ.Q(Qp.W)= 2fTQ.QQp.Qi) =

“ ^ Q-£Q*Q>>

A (Q,Q,V,£) adjunkcióra vonatkozó £Q.QV = id^ azonosságot 

alkalmazva kapjuk, hogy

r#*QZ = IQ*
= ^ Q.T^# . ^ХГb. /

Felhasználva definícióját, valamint az (1.17.2)

II. diagram kommutativitását, kapjuk, hogy 

2^-Qy^o = £TQ.Q£*.од = ^TQ.Q( = £TQ.Q( Б.Х ^4 =

= /TQ.QÖyÍQ.QQTeTQ.QjjQTQ.QX^ =

= £TQ. QQ/ÍQ. QQTCTQ. QtyZQTQ. QvXQTQ . QX =

.QQ^Q.T*TQ.fcQTQ).(h/XQTQ.QX§* .

Mivel £ :Q(J—természetes transzformáció, az átalakítást

= £TQ

чЧ
Xigy folytathatjuk:

Q.T^TQ.íQTQ.íQXQTQ.QVXQTQ.QXj^ . l.-
V •í
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Alkalmazzuk most a (0,0,^,£) adjunkcióra teljesülő £Q*Q^ = 

= idQ azonosságot. Tehát íQXQTQ.QVXQTQ = idQXQTQ = idQXOTQ'
igy

.Q/to = fi q.t^tq.^qtq.qx ^ .
Használjuk most fel az (1.17.3) diagram kommutativitását,

amely -^T természetes volta miatt teljesül, továbbá %f, de­

finícióját. így

^.QyWo =/MQ.T£TQ.TQ ^.-гх^ =/Zq.T(£TQ.Q$*).vX* =

=yíQ.T2>. ЪХ*-

Tehát ha ¥# -et az £TQ.Q^ kompozícióként definiáljuk, 

erre a £^-ra teljesül az (l.l7.l) diagram kommutativitása.

Hátra van még az egyértelműség bizonyítása. Tegyük fel, 

hogy valamely <^:QX^—TQ természetes transzformációra 

teljesül az (1.17.1) diagram kommutativitása, azaz

^ Q = .Q ^
= yWQ.Tr.-гх

*-QTQ. Mindenekelőtt lássuk be, hogy

akkor

és
*• QуЛЛо 

:X —Legyen'Y = Q'X.VX*

<fTQ.Q{" = ^ . Tekintsük e célból az (1.17.3) diagra-ekkor

mot. A (Q,Q,V,£) adjunkcióra teljesülő id^ 

ság folytán а I. részdiagram kommutativ. А II. pedig <£ és T

•F= Г • idQxJÉÍ

= £Q.Q V azonos­

természetes volta miatt, tehát = £TQ.QQ .Q X =

= TQ.Q .

'tо X* TQ

/QX# //. ifTQ

QQ 2Г
QQTOQQQX

1.17.3
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Mivel ^ = ^TQ.Q^1*, igy a *2^ = £ egyenlőséghez elegendő 

belátni, hogy \ = J*. A = S* egyenlőség bizonyítása végett 

viszont elegendő megmutatni, hogy az (1.17.2) diagramban 

£*-ot "^-val helyettesítve az igy keletkező diagram is kom­

mutativ, mivel az egyetlen olyan, amelyre (1.17.2) kom­

mutativ.

/i/ A ^ = Q^Q.V egyenlőség bizonyítása.

í*t = Qf-VX*. 2 = Qf-QQ^.V = Q(f-Q^). V = Q^Q.V.
A fenti átalakításnál felhasználtuk V természetes vol­

tát, valamint a feltételezett -^.Q^ = •»£ Q egyenlőséget.

/ii/ A ^ .ylío = ^ .X^ egyenlőség bizonyítása.
^-.yUo= 0£.*Х#.Д, = Qf.QQytf0.4>XX* = Q(f.Q/ic).VXX^

A feltételezett ^.QyWo =jÜQ.TZ.rX* egyenlőséget felhasz­

nálva

Q/WQ.QTfeQtX#.vXX#

Alkalmazzuk most a már bebizonyított T= £TQ.Q^ 

egyenlőséget, ekkor kapjuk, hogy 

.yUo = QyMQ.QT£TQ.QTQf.QrX#.VXX# = ^UQ.QTí-TQ.QTQf.<?X# 

Felhasználva, hogyés § természetes transzformáció, az 

(1.17.4) diagram kommutativ, tehát érvényes a következő át­

alakítás :

= q^q.qt£tq.§qtq.x| =

QTQ-íf
QTQX* QTQQTQ

£X# ^QTQ

XX* XÖTQ

1.17.4
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Ezzel az (1.17) Tételt bebizonyítottuk. □

1.18. Tétel

Legyen X ésY input funktor a ^ kategóriában, Q olyan 

funktor, amelynek létezik jobb adjungáltja, továbbá 

•2T:QX—tetszőleges természetes transzformáció.

egyértelműen meg-Ekkor létezik 't -nak olyan :QX*—-

határozott kiterjesztése, amelyre kommutativ az (1.18.1)

diagram,

/WoQY#Q #
YY Q YOX*

h

Q/*oP —«r-Q nxx*

1.18.1

pedig az(x*,/„;£) Уimput-funktorhozahol az X,

tartozó hármasok.

%A =Bizonyítás. Tekintsük az У funktornak az 

beágyazását az Y* funktorba. Mivel (1.10) Tétel szerint az

igy alkalmazhatjuk azhármas monadot határoz meg,

(1.17\ Tételt. Tekintsük a ($ = ^Q.‘£:QX—1-természetes 

transzformációt. Az (1.17) tétel szerint létezik egy egyér­

telműen meghatározott ^ :QX^—természetes transzfor­

máció, amelyre az Ц.18.2) diagram kommutativ.

*4/a Q
Y^Y^Q-«^ Y^qx^

r,x*
Q/fe

QXX#t-

1.18.2
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Megmutatjuk, hogy az igy definiált teljesiti a keresett

^-re vonatkozó (1.18.1) diagram kommutativitását. Ehhez, 

figyelembe véve ^ ^ definícióját, elegendő megmutatni, hogy 

az (1.18.3) diagram kommutativ.

JÄ Q
y*y#Q* Y QXY Q «■

/>
/7oY#0ЧI./ioQ

Y^Q
YY*Q YY*Y#Q u.

Y£Y*Q

YQX#з?эг*з

1.18.3

А II. diagram természetes transzformáció volta miatt

kommutativ. А I. és III. diagramok kommutativitása következ­

ménye az (1.18.4) diagram kommutátivitásának, amely JÄ defi-
/

niciója szerint teljesül.

/0
Y* YY

Y/A’
/Ty*

YY*Y#

1.18.4
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Hátra van még az egyértelműség bizonyítása. Tegyük fel, hogy
. ф , ф

valamely -Г :QX------ Y Q természetes transzformációra teljesül

az 1.18.5 diagram kommutativitása.

Yf
Ф YQX#y/q —Y Q

li

QXX*
Q/o

#■ ^

1.18.5

így az (1.18.6) diagram I. és II. részdiagramja kommutativ. 

Figyelembe véve •jj' természetes voltát, valamint ^ 

cióját, a III. és kommutativ. A IV. és V. pedig ju 

dójának megfelelő (.1.18.4) diagram szerint kommutativ.

defini-

defini-

Y#rJA Q Y*QX*Y^Y^Q -e-#YQ

11/«Y Q

£T ox*YY^Y^Q ///.

YQX#

Q y^O
QXX*

1.18.6
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Az (1.18.б) diagram teljesen kommutativ volta azt jelenti,

természe-= ^Q.^QX

tes transzformációnak, amelyre az (1.18.2) diagram kommutativ,

tehogy olyan kiterjesztése a

az egyetlen ilyen az (l,17)helyébe -t Írunk. De 

tehát □

ha

tétel szerint,
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2. X-Y automaták

Célunk ebben a fejezetben olyan automaták definiálása és 

vizsgálata, amelyek adott X és Y input-funktorok esetén X*—— 

természetes transzformációt számítanak ki. A kiszámítás az Alagic*

*

£l3 által bevezetett természetes állapot-transzformáció fogalmán
ff—*-Y Q természetes transzformációnak lé-

-—■>-Y*Q kiter-

alapszik. Minden z::XQ 

tezik az (1.15) Tétel szerint egyértelmű 'zr^íX^Q

jesztése. Ekkor o^:I—l kezdo-állapot és p* :Q—i-*.I végálla­

pot transzformációkat megadva a p»Y*. kompozícióval X —-y-Y*

természetes transzformációt kapunk, és igy jutunk a direkt álla­

potú automata fogalmához. A kiszámítás t :QX—1-fc.Y^Q természe­

tes transzformáció kiterjesztésével is meghatározható az (1.17)

Tétel alapján, ha a Q funktornak létezik jobb adjungáltja, 

ugyanis ekkor létezik a 2^ :QX -
jф A.az automata által kiszámított transzformációt az Y |Ь . . и. X

kompozícióval definiálhatjuk.

Ez a megközelités alapjában abban különbözik Arbit) és 

Manes £23 automata fogalmától, hogy az automata kimenetét meg­

adó objektumról is feltesszük, hogy {Y*,) 

túrával rendelkesik, továbbá a kiszámítás során a "részered­

mények" megőrzésére funktort alkalmazunk.

4Y Q kiterjesztés, és igy

monad-struk-
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Definíció. Legyen X és У input funktor a K, kategóri-

(y*2 ) input­
kor direkt állapotú X-Y automatán egy fii = (Qnégyest 

értünk, ahol: /i/ Q endofunktor, a automata állapot

funktora,

/ii/ u :I - --^.Q természetes transzformáció, a 

kezdeti állapot transzformáció,

/iii/ ‘ZiXQ—természetes transzformáció, 

az átmenet-kimenet transzformáció,

/iv/ fi>‘Q—természetes transzformáció a 

végállapot transzformáció.

A (2.1.1) diagramot az X-Y automata automata-diagramjának 

nevezzük, ahol az Cl.15\ tétel állitása szerint létező egy­

értelműen meghatározott Y&Q■■ *QY* természetes transzformá­

ció, amelyre a 12.1.1) diagra kommutativ.

2.1.

(X V« * t) struktúrával. Ek-illetveábata.. az)

i

Y#

*

y#Qfi &
QY yQY* XQY#

к/|
4 (s X

/оП# XX#QQ X Q

Л

X#

2.1.1
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2.2. Definíció. Legyen X és Y input funktor a^{ kategóriá­

it illetve (Y*,ytí0;Í£) input-

= négyest inverz állapotú X-Y automatának ne­

vezzük, ahol: /i/ Q endofunktor, amelynek létezik jobb-

adjungáltja, a automata állapotfunk- 

tora,

/ii/ (/: I

struktúrával. Ekkorban az

a 'tJl

Q természetes transzformáció, a 

kezdeti állapot transzformáció,

/iii/ 'ZiQX—'-^Y*Q természetes transzformáció, 

az átmenet-kimenet transzformáció,

I természetes transzformáció, a 

végállapot transzformáció.

A (2.2.1) diagramot a *Cl inverz állapotú X-Y automatához tar­

tozó automata-diagramjának nevezzük, ahol ^ az (1.17) tétel 

állitása szerint létező egyértelműen meghatározott QX# * ^ Y*Q 

természetes transzformáció, amelyre a diagram kommutativ.

-í>-

/i v/ p:Q~

Y*

‘1 . xt

UY %^ Q
Y#QX*Y#Y*QY#Q -rr

/>
rx*%

Q/4ó
QXX*#

x*
2.2.1
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2.3. Definíció А 'Й-= (Q ,£, j})

transzformáción a = j^Y*. ^r^X^ :X*-—természetes

transzformációt értjük, ahol '7?-e.t a (2.1.1) diagram defi­

niálja.

2.4. Definició A :X

automata transzformációnak nevezzük, ha van olyan X-Y

X-Y automata által indukált

* . Y természetes transzformációt

automata, amely <p-1 indukálja. 

2.5. Definició = ( QW, inverz állapotú X-Y automataA ^

%i “ y#f —
természetes transzformációt értjük, ahol ^ -et a (^2.2.1) 

diagram definiálja.
Jli»Y természetes transzformációt inverz állapotú au-

által indukált transzformáción a

:X*A Ц

tomata transzformációnak nevezzük, ha van olyan x-Y inverz 

állapotú automata, amely а у -t indukálja.

2.6. Definició Legyen Y input-funktor а V kategóriában, és 

jelöljük az A objektum feletti szabad Y dinamikát a 

CY* A ,jx0 A; ^ A) hármassal. Ekkor a :XQ—^QY^ / QX—'-&~Y^Q /

természetes transzformációt hosszmegőrzonek nevezzük, ha van 

olyan :XQ—t^,QY /QX—i—-*YQ / természetes transzformáció,

hogy Z = Q ^ / = íiQ • ^ 1 Л aho1

* A Y*y^yy

2.7. Definició К = [ Q,t/,2T,p) /inverz állapotú/ X-Y 

automatát hosszmegőrzonek nevezzük, ha a átmenet-kimenet

: YU

transzformáció hosszmegörzo.
# . Y /inverz állapotú/ automata 

transzformációt hosszmegőrzonek nevezzük, ha megvalósítható

2.8. Definició A (p :X
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/inverz állapotú/ hosszmegorzo X-Y automatával.

Legyen X és Y input funktor a kategóriában.2.9. Tétel

Használjuk a megfelelő szabad dinamikák szokásos jelölését. 

Legyen továbbá “Z :XQ -- s-QY4^

valamelY ZiiXQ

formációra. Ekkor Z? = '2Ti^, ahol

határozott természetes transzformáció, amelyre a 12.9.1) 

diagram kommutativ.

hosszmegorzo transzformáció,

tehát Z= QY természetes transz-

az az egyértelműen meg-

Q yíío XQY#QYY^QY*

XT*fi%

yUoQ
XX#Q

2.9.1

Bizonyitás

Mivel definíció szerint az az egyértelműen meghatá­

rozott természetes transzformáció, amelyre a (2.1.1) diagram 

kommutativ, igy elegendő bebizonyítani, hogy teljesül a 

(2.9.2) egyenlőség.

Qp0. Z^* = (у, ЪY* (2.9.2)
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*QJA 'T'í
QY Y*W XQ Y*QY*

aq XX^QQ ♦

2.9.3

AY* YY

Vz4
/» Y*

yy^y^#Y «=-

2.9.4

Mivel a (2.9.4) diagram yü definíciója szerint kommutativ, 

igy felhasználva *2" = Qi^.'ZT^ egyenlőséget, kapjuk az aláb­

bi egyenlőségeket

QyU.?rY# = Q/í. (Q^.r^Y* = Q(yí*.J1Y#).2r1Y# =

= Q(/»./TeY#.Y|Y#).^Y# =

= Q (^o.Y^.Y^i.^Y^ =

= QÍyWo.Y^.^Y*)) Sl^L* =

= Ql^.Yid^V^Y

Az előző tétel tehát azt mondja ki, hogy hosszmegőrzo 

<sr:XQ—QY^ természetes transzformációk kiterjesztése a 

(2.9.1) diagram szerint végezhető el.

* = QA-^jY*. □
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Hasonló állitás igaz inverz állapotú hosszmegorzo 

Y*Q transzformációkra.QX —

2.10. Tétel Bármely X és Y input funktorok, továbbá 

■^QX—^Y^Q hosszmegorzo transzformáció esetén, ha a Q

funktornak létezik jobb adjungáltja, akkor 

~ > ahol = 1^ * ^”l' az (1.18) Tétel

állítása szerint létező egyértelműen meghatározott kiter­

jesztése amelyre az alábbi diagram kommutativ.

yliü Q *Y*Q YQX*YY'Q *•

Л
2r,X*a##

Q/Uo
oxx*

A tétel bizonyítása megegyezik az (1.18) Tétel bizonyításá­

val .

2.11. Tétel Legyen ^ inverz állapotú X-Y autó­

ig :X*—a automata által indukáltmata, továbbá

transzformáció.

А transzformáció megvalósítható direkt állapotú X-Y

automatával.

Bizonyítás A feltétel szerint létezik a Q állapot-funktor- 

nak jobb adjungáltja. Jelöljük az ehhez tartozó adjunkciót

négyessel. Ezen adjunkcióra vonatko­

zó azonosságok ekkor a következők:

a (Q,Q,V,í):U
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VQ QV
nQQQ^QQQQ

Q
/Ь//а/

QQ

2.11.1

ahol V:I—^QQ, £ :QQ ■ * ^I természetes transzformációk. 

Tekintsük a = ( Q, U ^ , <£, Х-У automatát, ahol

^ _ Q* _
o^:!-----■»QQ Q

QY*"0 XQ Q-2-Q
QY*QQ% :XQ ^QY*-QQXQ

«/Q
pl'.Q QQ----»I.

f«7i =Megmutatjuk, hogy , ahol

A természetes transzformációt a. 'Ül ^ automata (2.11.2)

diagramja definiálja, azaz egyértelműen meghatározott 

•t^QY* természetes transzformáció, amelyre a (2.11.2)XQ

diagram kommutativ.

*/Го 5>Y XQY*QY*Y**QY*

A
XJ)#

JI.Q
XX* QQ

2.11.2

\
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Ф -JtDefinició szerint = Y^ .Q^.UX, ahol az az egyértel­

műen meghatározott természetes transzformáció, amelyre a 

(2.11.3 ) diagram kommutativ.

* /°Y*Q ----1 Y*Y#Q Y^QX^

*4lQ
Q/io oxx*Q

2.11.3

Megmutatjuk, hogy kifejezhető a valamint a (Q,Q,V,£)

adjunkció segítségével, pontosabban

3#= QY*? iQ vX*Q 2.11.4 .

A (2.11.4) egyenlőség igazolásához elegendő belátni, hoay 

а (2.11.2) diagramban ^ -et az egyenloséa jobb oldalán álló 

természetes transzformációval helyettesítve ismét kommutativ
M

diagramot kapunk, ugyanis у egyértelműen meghatározott, 

hát igazolni kell a

Te-

= QY*e .Q ZjQ. v X*Q. 1^Q

QY#£ .Q^Q.VX^Q.^eQ = .XQY* .XQ^Q.XvX#Q

egyenlőségeket. Tekintsük a (2.11.7) diagramot

(2.11.5 )

(2.11.6)
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Q/U
qy'y*QY#

k
QY#£ #QYY"£

QY%Qq^QQ
QY#Y#QQ-eQY#QQ -e QY^QX^O

A
///. Q*X*QQE Q^Q

QQX*Q
QQ/0Q

QQXX*QQQQ

h
/. VXX^QVX#Q //.VQ

AQ£ Q
■> Xе Q XX оQ

2.11.7

А I. és II. részdiagramok v> természetes volta miatt kommu­

tativ. А III. és IV. kommutativitása következik a ^ -et de­

finiáló (2.11.2) diagram kommutativitásából. А VI. 

pedig Jíá természetes volta miatt kommutativ. Tehát a (2.11.7) 

diagram teljesen kommutativ. Felhasználva a (2.11.l) azonos­

ságot, kapjuk hogy

Q-í = Qt-idQ = Qf Q^-VQ = QY^.Q^Q.vx#q.^q.

Tehát a (.2.11.5) egyenlőség teljesül.

Továbbá a (2.11.7) kommutativitása miatt teljesül az alábbi 

(2.11.8)

а Ví'

QY*£ • Q'J^Q.vX^Qyű.Q = QjJ.QY*Y*£ Q .Q«X*Q. >>XX#Q (2.11.8)

egyenlőség.

Tekintsük most a (2.11.9) és (2.11.11) diagramokat.
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QY^T Y#
QY#®# QY#QQY*•s-

QY#Y*£ QY? QOYw.
QY^£ Y*QQ

QY*Y*QQ -*■ QY#(?QY#QQ

Ai
1И

QY*QX*Q QY^QQ^Q

Qx*<3
///.íüls-ах*йх*®

QY#Qi/X#$
QY*QX*Q ~öy*qqqx*q

/> У1
//.QzX*Q Q*QQX*Q

QQXvX*Q
Q®XX*Q ^ QQXQOX#Q

A J

/. vXűQX*#
XvX*Q

XX#Q ^ XQQX*Q

2.11.9

А I. és II. rcsydiagramok ^ természetes voltát figyelembe 

véve kommutativok. Ugyancsak kommutativ а IV. és VI. £ ter­

mészetes volta miatt. А III. részdiagram pedig az adjunkci- 

óra vonatkozó (2.6.l)b azonosság miatt kommutativ, tehát 

(2.6.9) teljesen kommutativ, igy teljesül a
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QY*Y#£ .QY#%Q.Q£X#Q.VXX#Q =

= QY*£ Y*. QY* QQY% . QY*QQ^Q. Q2QQX*Q. VXQQX* Q. XyX*Q

12.11.10)

egyenlőség.

Q2:QY# VXQY*
QY4QQY*~* QQXQY* XQY*

I
XQY*£//QY QQY

QZQY#QQ У XQY#QQ
XQY#QQQQXQY QQ -*QY QQY QQ-*

Л
Qy4qq?#q / XQr^ű

Q2^QQX* Q  VXQQX*Q
QY QQQX Q XQOX QQQXQQX Q

2.11.11

Könnyeb belátható, hogy a I. diagram ^ , a II. pedig £ 

természetes volta miatt kommutativ, tehát

QY#QQY*£ .QY#QQ^Q.QzQQX*Q.vXQQX*Q =

(2.11.12)
= Q<rQY*.VXQY#.XQY#r .XQT#Q 

Felhasználva a (2.11.8), (2.11.10) és (2.11.12) egyenlősé­

geket, kapjuk, hogy

QY*£ .Q^Q.VX#Q.^0Q =
(2.11.13)

= ОД-QY^Y* .Q$rQY*.VXQY .XQY*£ .XQ%Q.XvX*Q
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A (2.11.13) egyenlőségből, £ definícióját figyelembe véve 

kapjuk a kivánt (2.11.6) egyenlőséget. Figyelembe véve a 

most bebizonyított (2.11.4) egyenlőséget, valamint a 'Ol ^ 

X-Y automata kezdő és végállapot transzformációnak definí­

cióját, kapjuk a következő egyenlőségeket:

= Í4Y#* /,Х#о/1 = .Q£Q.vX*Q.X*Qf.X#i/

A (2.II.I4) diagramban а I 

részdiagramok rendre az ^ ,

II., III. , V

* ' P ' ^
formáció volta miatt kommutatívak. А IV. és VII. részdiagra­

mok pedig a (Q,Q,V,£) adjunkcióra vonatkozó (2.11.1)b 

nosság miatt kommutativ, tehát (2.11.14) teljesen kommutativ.

VI. , VIII.• 9 • /

természetes transz-

azo-

Tehát = Y#^ . % . U X# = ^ . D



2.11.14

Ф
Y*

i „

-=s~Y"QOQ

£.Y^
£Y#QQVili.(Ti

Ы V.m

t QX#Q

#7? VK-  QQY*<fQX*V QQ^QQ^ QX*QQ ^QQY*QQQX# *■“ QQQX^Q QQY

A
A olQV*

V X#QX 0X*V q/<íQf Q^Q► X*QQ X#Q QY~QQ^ QQX*QX#
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'ÜL = ( Q, </, T,(L) inverz állapotú 

X-Y automata hosszmegorzo, akkor a (2.б)tételben szereplő

2.12. Következmény Ha a

'ÜL ^ automata is hosszmegorzo, akkor

hosszmegorzo automata transzformáció. 

Bizonyítás Tegyük fel, hogy 'T hosszmegorzo, tehát X - 

= ^lQ.^i valamely :QX—^.YQ esetén. Elegendő megmutat-

hogy ekkor a ^ = QY*£ .QzQ.vXQiXQ—

<&vx-

QY^is hosszmegorzo. 

Tekintsük a J ^ = QY£ .QT^Q• VXQ:XQ—^-s-QY természetes transz- 

formációt. Mivel a ^2.12.1^ diagram '2" ^ egyenlő­

ség, valamint ^ ^ természetes volta miatt kommutativ, azt 

kapjuk, hogy Q^l’^i' tehát £ is hosszmeaőrzo. jjf

ni,

Q QY
*- QYQQQQXQ ^ QY

Q^QQ QiZi
V

QY#QQ ^-QY#

2.12.1

= (r,^,^, p)2.13. Tétel На a 'üt X-Y automata R állapot- 

funktorának létezik bal adjungáltja, akkor a ^ által in­

dukált transzformáció megvalósítható inverz állapotú

X-Y automatával, amelynek állapotfunktora R bal adjungáltja. 

Bizonyítás Jelöljük Q-val az R állapotfunktor bal adjun- 

gáltját, továbbá jelölje a (Q,R,v’ ,£) négyes az ehhez 

tartozó adjunkciót.

Definiáljuk a ^

tomatát, ahol

inverz állapotú X-Y au-
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fQv
Q*-RQ

#
QXv> QrQ #*-QRY Q^sQX ■>QXRQ

Q* £
fl8Q QR I

Bebizonyítjuk, hogy = • Felhasználva a(2.1l) tételt,

elegendő bebizonyítani, hogy az a konstrukció, amellyel a 

tétel bizonyítása során inverz állapotú automatához megal­

kottuk azt a direkt állapotú automatát, amely ugyanazt a 

transzformációt létesiti, mint a kiindulási, a ^automa­

tára alkalmazva a ^ automatát eredményezi.
■n4 . л £• лTehát tekintsük a ;&2,= (R,«>4.^,£^,(b ) direkt állapotú X-Y

automatát, ahol

^1 = R f i- V '
= RY*£ .R ^R.yXR

fi = l% ^1R-
/чMegmutatjuk, hogy 

A (2.13.1) diagramban а I. részdiagram «í és V természetes 

volta miatt kommutativ, а III. pedig ^ és / természetes vol­

ta miatt. А II. részdiagram éppen a (Q,R,y,£) adjunkcióra 

vonatkozó egyik azonosság. Tehát (2.13.1) teljesen kommuta­

tiv.

/N

*1

fi= oí, "E y = ^^s
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•JI RO

RQo^
rY VR (IQR

R ^QR

R £ £

Y0>
^*1R

2.13.1

А (2.1З.1) diagram kommutativitását felhasználva

A = Rd.RQ^.V = R£. VR . = idR. o* =px-v
- f.Rí.VR = f-iaR - f.

A i_ra vonatkozó egyenlőség bizonyitása érdekében lássuk

U1 = R

be а (2.1З.2) diagram kommutativitását.

QT itXR >RY

Лí ^

RY1^I ^XES

ÍdRY^ORXVR 'TQR
>• RY*OR ^RY^RXR ^XRQR

in.
Zy*orV RY*QR"J XROR/• //.VXR

V ♦VRQXVR RQZQR
RQRY*QR^►RQXRQRRQXR

2.13.2
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A I. részdiagram , a II. v' és /2' , a IV. pedig £ és '2Г 

természetes volta miatt kommutativ. A III. és V. részdiag­

ramok a (Q,R,V, £) adjunkcióra vonatkozó azonosságok miatt 

kommutativak, tehát a (2.13.2 ) diagram teljesen kommutativ. 

Ezt a tényt, valamint a 'T^ természetes transzformáció defi- 

nicióját felhasználva kapjuk, hogy

'T 1 = RY*£ .R^R.VXR = Kí*£ . RiY*QR. RQ*2QR. RQXVR. VXR =

- r.id

Ezzel a (2.13) tételt bebizonyítottuk.Q

2.14. Következmény A (2.Ili és (2.131 tételek felhasználásá­

val könnyen belátható, hogy bármely X és Y imput funktorok,
Ль 0

Y természetes transzformáció esetén 2" = T# . 

Azaz ¥-nak a direkt állapotú és inverz állapotú kiterjesz­

tései megegyeznek.

2.15. Következmény

A q> :X-—1^.Y* természetes transzformáció akkor és csak akkor 

inverz állapotú automata transzformáció, ha megvalósitható 

olyan direkt állapotú X-Y automatával, amely állapotfunktorá- 

nak létezik bal adjungáltja.

2.16. Lemma Legyenek X és Y input funktorok a kategóriá­

ban, és használjuk a szabad dinamikák szokásos jelölését. Ek­

kor bármely ^ :XQ- * *».QY* természetes transzformáció esetén 

kommutativ a (2.16.1) diagram, ahol a :X^Q —* »QY* kiter­

jesztést a (2.I.1) diagram definiálja.

= 'ZXR

valamint *T :X—-
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Q/л 4 #OY Y X*QY*4
QX

h \I

**

yU Q
* X*X*QX*Q -

2.16.1

Bizonyítás Tekintsük a (2.16.2) és (2.16.3) diagramokat.

v4 
2" YQfQY* QY Yf #XQY

Лh *-
QX /л V/hQJa //.

9*Y* ‘2TY*Y1f
4 QY*Y*Y* ■XQY#Y#Y

2*Y# /*

#ytfoQY
=► X*QY* ■XX* QY*

A AA
2r* /. X#'2r*' //. XX* 2Г*

^,X*Q Ax#Q
X^X*QX*Q ХХ#Х^О

2.16.2

A 2.16.2 I. és II. részdiagramja ^ illetve jk 

volta miatt kommutativ. А III. és IV. diagramok kommutativi-

természetes

tása a -et definiáló (2.1.l) kommutativitásából követke­

zik Y*-el való definíciójából"jobbról szorzásával". A V.^4
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adódóan szintén kommutativ. Az (l.l6) tétel szerint az

(yhármas JA .Y*JU =jŰ.J*Y*,monadot alkot, tehát így a
VI. is kommutativ. A VII. részdiagram ^természetes volta 

miatt kommutativ, tehát (2.16.2) teljesen kommutativ.

A (2.I6.3) I. és II. részdiagramja JA definiciója szerint, 

IV. pedig definiciója szerint kommutativ, tehát (2.16.3) 

teljesen kommutativ.

•S-Y*# Q/T
QY*-e----- QY#Y*W XQY

A
X *1K

aq XX*QQ -*■

II. yo./Q
/íX#0

X^X^Q-^X#Q XX X Q

2.16.3

£ = QJ^»*zY* jelöléseket be­

vezetve, alkalmazhatjuk az(l.l5) tételt, amely szerint pon-
é #tosan egy olyan <*/ :X F— 

tezik, amelyre az (1.15.2) diagram kommutativ. Tehát felhasz­

nálva a (2.16.2) és (2.I6.3) diagramok kommutativitását, azt 

kapjuk, hogy

Az F = x^Q, H = qy^ , oL — és

H természetes transzformáció lé-

r*fQ = Q/. ^Y#.X*^*.
(2.16.1^ diagram kommutativitását bebizonyítottuk. CJEzzel a
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2.17. Tétel Az automata transzformációk osztálya zárt a
# . #kompozícióra nézve. Azaz bármely (jf^:X—^->Y X-Y és 

# £:Y-----Z Y-Z automata transzformáció esetén^2
#:X —>ZT X-Z automata transzformáció lesz.ъ-%

Bizonyítás

^1' fi)A feltétel szerint van olyan 

letve ^22 = (q2 , <*12 ' ^2 ' f*2^ Y-z automata, hogy

X-Y, il-1'

és Cp2 =
Jelöljük az A objektum feletti megfelelő szabad dinamikákat

(X#A yí/cA ; ^ aJ , (Y^A ,ДА;£а), illeta következő hármasokkal;

(z#A,yl4A; ^a).ve

Ekkor a feltevés szerint

ф = ^Z*. £|.Y*o/2,

és

ésahol a

természetes transzformációkra teljesül a (2.17.1) illetve 

(2.17.2) diagramok kommutativitása.

42

^,Y#c Qí/4# 0,Y#Y*-* xq^y*QwY
ЛI

%% X

Ч°л # XX^QWx Ял ^Ял

2.17.1
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Z*Qz/t ч.Q^Z^Z* *YQzZQa-Z
h

Y'cfQif <-z

JAf&Zi2± # YY^Oz*- Y QzQz

2.17.2

“Ä = {Q"£,T,^) 

Q1^2

X-Z automatát, holTekintsük a

^1
^Q1Q2'^ sí

Q - QxQ2 ,

Q1 *2^1Q2
Y^ Q Iх u2 ■w QxQ2z^ sXQ^ -Q )

P 1°2 h%f :Q1Q2 -q2 I .

Megmutatjuk, hogy <^>2. Cp^ = . Vegyük először a (2.17.3)

a II. és III. pe­

dig természetes volta miatt kommutativ, tehát (2.17.3)

teljesen kommutativ.

Y*4

a-#diagramot, amelyben a I. részdiagram *Z 1'

#
*2 *Y* Q2Z=*. Y Q2

I
I 1

Z** P<Q*
* Q-лг?Ф QnY-4 #* •**- Qyf Q2 z^QyY «2

A;
*

^Q2
#x'Q,^

x CL
2.17.3
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és Cf2 előállítását, valamint а (2.17.3) diagram komm.u- 

tativitását felhasználva kapjuk a következő egyenlőségeket.

<f2-¥1 = hz* • Z*2-Y*°i 2- =
1q2z#.q1^.'2r^Q2.xítQ1o^ 2.x#oé1 =

= ((í>2* ^1^2) Z '271Q2.'X (Q1^2*°^i)
= fZ#.Q1^.‘2^Q2.X^ .

Mivel (jfó- igy elegendő bebizonyítani, hogy

**= Q1^2*^1Q2-
Definíció szerint az az egyértelműen meghatározott termé­

szetes transzformáció, amelyre a 12.17.4) diagram kommutativ.

= ?2Z4

Q/<*
QZ оЛ'- jÍ*xnz

A
Х<Г#

yttoQ
xx^n

2.17.4

Tekintsük a (2.17.5) diagramot, amelyben I. és II. kommu- 

tativitása következik a (2.17.1) diagram kommutativitásá- 

ból. A (2,16 ^ Lemma állításából hasonlóan követkzik а III. 

és IV. diagramok kommutativitása. A V. részdiaaram egysze­

rűen természetes volta miatt kommutativ.

// 4Ву
■ О: si--

\\ 8//

''i-V."'’
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Фп* #5QzZ*Q„^TZQ* о*** — 

Q

Ét *■*QwY^QzZ -e

*%'*!

■X0fY^Q2

Ь

xzfo2
*x4 o2

Q^Q,z z
I ^

^ 41 .- /9* Qzl 0,Y £iV.

Qr^Qz Q,/QzQ^\

Фг

q„y*y*qz-QA
\

I. il.^ Q.i Qi

y^íPPi

2.17.5

Mivel definíció szerint 2Г = Z'^Q-? / és Q = Q^Q?, igy

a (2.17.5) diagram kommutativitását figyelembe véve azt
jé"

kaptuk, hogy a Q±T 2*% i®2
szintén teljesiti a (2.17.4) diagram kommutativitását *Z*

•0t ^helyén. így ^ egyértelmű voltából következik a bizonyi-

*= Qi^r^. z^2 egyenl5ség*

2.18. Következmény A hosszmegorzo automata transzformációk 

kompozíciója is hosszmegorzo automata transzformáció.

természetes transzformáció

tandó *£

Bizonyítás A (2.171 tétel alapján elegendő bebizonyítani,

—b*-Q2Z^ hosszmegorzoY*Ql éshogy ha /2T^:XQ-^—- 

transzformációk, akkor -Z :XQ^Q2
^2:YQ2 - Г 1q2 #QxQ2z is

az. Tegyük fel, hogy 2^ és T2 hosszmegorzo, azaz ^ • ”2T]_

Q^Y illetveilletve ^ = Q2 ^1' ^2 valaraely 2Ti:XQi—1 

■^r2:YQ2~
Megmutatjuk, hogy teljesül a (2.18.1) egyenlőség, ami azt

Q2Z természetes transzformációkra.
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jelenti, hogy X hosszmegorzo.

(AZÍ )‘Ql2r2 ,г102

Tekintsük e célból a (2.18.2) diagramot.

(2.18.1)Q±Z2'TlQ2 = QiQ2

Q

#■

Q^Z
Q YQ z

j к

// Q/%z* ü 7*///.о,** Q, V.
! o,q2zÍz*11'

Q.Q.ZZ*0<Я? z

2.18.2
# 4 _ ~

А I. részdiagram a kiterjesztésre vonatkozó 'Z'^

egyenlőség miatt а II. ^2 természetes volta miatt а III. 

pedig a 2'2 = ^ 1' ^ 2 e9Yenl°s®g niiatt kommutativ. A
(2.I8.3) diagram kommutativitása következik a kiter­

jesztést definiáló (2.I7.2) diagram kommutativitásából.

QA 7*A< Q* QsM
q„q2z^—— *-c*- Q* yq2 z

Л
O^Y^

Q,Y4^ % yy*q2

2.18.3
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Felhasználva a (2.18.2) és (2.18.3) diagramok kommutativitá-

sát, kapjuk a következő egyenlőségeket.

Q1 *^2 * ^1^2 = Ql2rí* Q2 =

Ql^52 *QlAQ2 *Q1YÍ Q2 ' ^1Q2

= Q1Q2/*,Q1<2: 2Z^*Q1Y r2‘QlYÍQ2' 'rlQ2 =

= q1q2^.q1q2^oz^.q1q2z^z*.q1q2z^.q1T'2.T1q0 =

= Q^/A.^Z ..ZQ^*2T2 • •

A további átalakításoknál vegyük figyelembe, hogy^tf defini-
— — ^ — 

ciója szerint ^ yU0 Z = 7,ju és ^ Z = id Ekkor kap-Z* •

juk, hogy

Q1?**2ÍQ2 = QlQ2^Ä*Z/*ZfZ^,Zf ^*Q1^2*^1Q2 =

= fo-Zidy# ’%!})'0.^2=

— ^1^2 íy^o’ Z^) *^1^2 *^1^2 *
Ezzel a (2.18.1) egyenlőséget bebizonyítottuk.

2.20. Tétel Bármely (p^ :X* * ъ> cs 

lapotu automata transzformáció esetén a (p—* 

pozició is inverz állapotú transzformáció lesz.

<?2:Y-
•~1

Bizonyítás

Tegyük fel, hogy a (p^ transzformáció megvalósítható a

(i = 1,2) Х-У illetve Y-Z inverz ál­

lapotú automatával. A (i = 1,2) funktornak létezik a Q 

jobb adjungáltja, igy jelöljük a meafelelő adjunkciókat a 

(Qi,QirV t,£ ±) (i = 1,2 ) négyessel.
r> .A — д Л,A 2.20. tétel értelmében létezik olyan 55^ =< oC^ /Cb 

direkt állapotú X-Y illetve Y-Z automata, hogy (p ^

(i = 1,2). Ekkor, felhasználva a(2.15) tételt, létezik olyan 

direkt állapotú X-Z automata, hogy ~ Ví&i •

~Üt ^ ( Q± ' °^ i i' Z0 i)9 *2

i
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ahol а а4. automatának az állapot funktora a Q^Q2 összetett

funktor.

Hivatkozva a(2.13i tételre elegendő bebizonyítani, hoav а

funktornak létezik bal adjungáltja. Azt állítjuk, hogy 

a ^2^1 '^1^2 ' ^n®9yes adjunkció lesz, ha У-t és £ -t a 

következőképp definiáljuk.

Q1 ^ 2Q1

Q1Q2

-)l
QlQ2Q2Ql\) :I-----

Q2 £1Q2 ^2
^:Q2Q1Q1Q2 * Q2Q2 -9- I

Be kell tehát bizonyítani, hogy teljesülnek az adjunkciókra 

előirt háromszög azonosságok. Ez azt jelenti, hogy elegendő 

belátni, hogy a (2.20.1) és (2.20.2) diagramok teljesen kom­

mutatívak .

Q4 Qz
Qj, Va Q„ Qj

Q^Q2 °2£Лqa Qz //.

V0. Q2
02 0.2Я;9*

QA

2.20.1
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Q^Q^zQw
Qz 9Л QíQ2qx Од.0-(

/í.Oi^«f Q^QiQw

V Q2V2Qh
Q^QaQaQ^ Q2Q^

£zQ2Q^ í«.
dQA

QZQW

2.20.2

A C2.20.1) és Í2.20.2) diagramban а I. részdiacrramok a

V <? adjunkcióra vonatkozó háromszög azonossá­

gok miatt kommutativ. Hasonlóképpen a III. részdiagramok a 

(Q2/©2/V2/ ^2^ adjunkcióra vonatkozó háromszög azonossá­
gok miatt kommutativ. A II.-vei jelzett részdiagramok is 

kommutativok, mivel V2 és £^ természetes. Ez azt jelenti, 

hogy = idQ1Q2 ds = id

teljesülnek a megkivánt azonosságok.□

2.21. Következmény Hosszmegőrzo inverz állapotú automata 

transzformációk kompoziciója és hosszmegőrzo inverz álla-

®2~1' azaz

potu.
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Tekintsük a és a

A :Q-^—-—•» Q2

2.22. Definíció

^2 CQ2 2 '^2 '(^2^
mészetes transzformációt a automatából a 'Z^-be való

X-Y automatákat. ter-

automata morfizmusnak /szimulációnak/ nevezzük, ha teljesül 

az alábbi diagramok kommutativitása

°.Xs § Ъ
u2

I
2.22.1

*Xf
V V

^ Q*Y*XQZ

2.22.2

'2

2.22.3

Ha létezik , U 2,QTj , p

^2'1^2^ X“Y automat^ba automata

X-Y auto-г. 23. Tétel

matából a = L ^ 2

■fc*.= ^morfizmus, akkor

Bizonyítás Tegyük fel, hogy -^:Q^—-—»s-C^ autonata morfiz-

't'^-bol 'Z^-be, tehát teljesül a 2.22 definíció három 

diagramjának kommutativitása ^-ra. Jelöljük az A objektum

mus

(X*A,yí/0 A; ^ A ) il-feletti szabad X illetve Y dinamikákat



55

letve (Y^Ayßi-A; ^ A)-val. Ekkor Cf^ = p^Y^.^.X*^ és Cf^ =

- p2^2f.x^2,
transzformációja, azaz olyan egyértelműen meghatározott ter­

mészetes transzformációk, amelyekre rendre a (2.23.1) illet­

ve 12.23.2) diagramok teljesen kommutatívak.

a pedig a $2,ahol automata* 1

*
XQ^Y*Q, Y*Y # ^

« I

X-*/
7

JtpQ*
xx*q„O,

2.23.1

XX- y ^Qa#
QZY q y^Y* 

-í XQ^Y*
(i

/V ^
‘"Z X2£*

Q< xx*q2^ X*Q4Qz

2.23.2

Nyilvánvaló, hogy a (2.23.3) diagram kommutativitásából

tehát elegendő bebizonyi-4*1*= e?Yenl6ség'következik a

tani (2.23.3) kommutativitását.

*2 Q„ Xí

II.

'*4 *Q Y4 A

2.23.3
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# a
A(2.22) definíció szerint ut 2 = így x^2 = X ^ *^l) =

= X^.X^, továbbá = рг*? igy fjY* = ((** =
= а I. és III. részdiagramok kommutativak.

Hátra van még а II. részdiagram kommutativitásának igazolása. 

Tekintsük e célból a (2.23.4) és (2.23.5) diagramokat.

#■

Qv" tQzY*Y*-*~

‘SYY*

XQ^Y
4 #x<r#SY /К ///.

£,Y*
xn

хъ*
qAY*Y*Ф

ll.

f*о XX #Q
AA

2.23.4

*^rzY
# it-

Q^Y Y Xn2Y*

К ft ' x 'zfrr#

y^cO-Z
x X^Q

1
Q *=-

xs *5XXs
x?o, XX* О,0-A

2.23.5

A (2.23.4) diagramban а I. és II. kommutativak, mivel éppen

ezt fejezi ki a (2.23.1) ábra. А III. kommutativitása követ­

kezik a i^-ra vonatkozó (2.22.2) feltételből.

természetes volta miatt kommutativak, te-

A IV. és V.

részdiagramok ^
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hát a (2.23.4) teljesen kommutativ.

A (2.23.5) diagramban a IV. és III. megeqyezik a (2.23.2)-

. pedig természe­

tes volta miatt kommutativ, tehát a (2.23.5) diaqram is tel­

jesen kommutativ. Vegyük észre ezek után, hogy és

a ‘Z*2’^S тог^izmusok mindegyike а az *P 2Y#-——>Q2Y*

Х-dinamikára vonatkozó szabad kiterjesztései. A kiterjesztés 

azonban egyértelmű, tehát A (2.23) tétellel

analóg állitás mondható ki az inverz állapotú automatákra, 

amennyiben a homomorfizmust a következőképpen definiáljuk.

2.24. Definició Legyen a = (q^ > 1 • ) és a

*^2 = (®2 ' °^2 ' ^~2 ' 2 ^ inverz állapotú X-Y automata. A
Q2 természetes transzformációt a inverz állapo­

tú automatából a automatába való automata-morfizmusnak

nevezzük, ha \ -ra teljesül az alábbi diagramok kommutativi- 

tása.

vei, tehát kommutativ. А I. а IIaz y /

Г

2.24.1

/V-
íz Y Q,0*Х

Ji h

rY*

y*qaо„х
2.24.2
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я-
Qi

I

2.24.3

Legyen ^ ± ^ ^ i ) és
inverz állapotú X-Y automata, továbbá

2.25. Tétel

í ^2 ' 2 ' ^2 ' 2 ^
;Q^. * » Q2 morfizmus a jOí^-bői .^2-be* =%&•Ekkor

Bizonyítás A feltételek szerint a és állapot funk- 

toroknak létezik jobb adjungáltja. Jelöljük a megfelelő ad-

junkciókat a (Q1'Q1 illetve a (Q2 ,Q2 / V 2 • £2 )

négyessel. A (2.11} tétel szerint létezik olyan zbz^ =

= (q±,£±'fi) 0- = ь2) , hogyX-Y automata

és = ^2 , ahol
/S

- Qi ? i* VjL»
= Q.Yí5É£i.Qi^iQi. y.XQ-., 

i = 1,2 .

/4

2Ti
fi =£i‘ ^iQi'

A (2.23} tétel értelmében elegendő megmutatni, hoay létezik

•^£-2 {^;’Lre^t állapotú automatából aautomata-morfizmus a

automatába.

®l^QiBebizonyítjuk, hogy a :Q2 

természetes transzformáció teljesiti a (2.11) definíció három
°1Q1Q2 QjQjQj

diagramjának kommutativitását, azaz automata morfizmus lesz 

a 3^22 automatából a Sz^ automatába.
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/ч А
/ i / А "Г. ^2 = egyenlőség igazolása végett tekintsük а 

(2.25.1) diagramot.

ÜQz Qi**bfQz _ _
-------------------- П 9/ ^2. ^2*"Q<Q;Q*Qa

//4W.

QA 9^4. Qy QjL

4^2V<
Q4fQAQ. К/.

Vz•vlt Q a
^Q<■ Q/iQjQzQj

A II. részdiagram a •J' természetes transzformációra vonatko­

zó (2.24.3); ^ egyenlőség

összes többi részdiagramról, a bennük előforduló természe­

tes transzformációk és a rájuk vonatkozó kommutációk fi­

gyelembe vételével, könnyen belátható, hogy kommutativok. En­

nek alapján teljesül a (2.25.2) egyenlőség.

miatt kommutativ. Az

*QíTQ2*>,lQ2,Q2pl'^2 Q1?2*Q1£2Q2* Q1Q2^2 *Qlf *4lQl*2

(2.25.2)

A (Q2 ,Q2 , V2 , £2)adjunkcióra vonatkozó ‘^2^2

azonosság miatt a (2.25.2) egyenlőség a következőképpen ir-

®1?2-Qif V 1 = ®1 P 1 * ^ 1 *

= id
°2

ható:
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A A/ii / A /i/ esethez hasonlóan bizonyítható a ^

egyenlőség is. A (2.25.3) diagram I. részdiagramja a 

(2.24.I), *V* ^1 = ^2 e9yenl°s®9 alapján kommutativ. A töb­
bi részdiagram itt is a természetes transzformációkra vo­

natkozó felcserélhetőség miatt kommutativok.

V, Q2 Q *Zz
qäq*.

^/l°A
Q/í

—Q^qaq2 tv. ///.20^2 ^2

r
Q* 0.4 £z

0. Q,-n_Q-.-4 “4 ■ 2'1
OO

2.25.3

Felhasználva a (2.25.3) diagram kommutativitását, kapjuk a 

(2.25.4) egyenlőséget.

£l. ^Q2 = f2-iÜ2*^Ä-QlVÄ^Ä
2.25.4

Figyelembe véve a (Q-^Ö^ adjunkcióra teljesülő id^;=r

^l^l’^l^l e<?yen^nséget, valamint а I. diagram kommutativi­

tását, a biyonyitandó

£l .^Qi •Q1£2 *QiÍQ2 ‘ VxQ2 = ^2 ’^2®?.

egyenlőséget kapjuk.
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/ iii / A 'Z. .X -J- Y*. 2"2 egyenlőség bizonyítása véaett te­

kintsük a (2.25.5) és (2.25.6) diagramokat.

A (2.25.5) diagramban valamennyi részdiagram a termé­

szetes transzformációkra vonatkozó négyszög diaaram kommuta- 

tivitása miatt kommutativ, tehát a diagram teljesen kommuta­

tiv. Ennek alapján

= Q1£2Y#.5;ijQ2YÍf.V1Q2Y#*^2Y^:2*^2íi:2^

= Q^'kj.Q^Q.

‘,2X02 =

5l£2Q2Xf?2 •®1Q2V2X(T2 -5iíxiT2'^2

2.25.7

Felhasználva a (Q2,Q2 »V2'^2^ adjunkcióra teljesülő <^2^2‘^2^2 = 

_ azonosságot, valamint a I.
Uo

z — л /\ _ ф _ * _
egyenlőség a következőképpen Írható: ■j'YT^ = Q^Y ■^2*^lY"f^2* 

•Ql^-l'^2 ‘^1XQ2
A (2.25.6) diagram kommutativitása hasonlóan látható be, 

mint a (2.25.5)-é. Itt а III. kommutativitása következik

amely az első adjunkcióra

kommutativitást, a (2,25.7)= id

1,2.25.3)

azonossáaból,
U1

vonatkozik. Tehát teljesül a

£ 1 -xí • Ay*f°2 -¥Ä • *lx62
Figyelembe véve a (6.4.8) egyenlőséget, ‘4^ •x'j' = ^"Y. . Q

az éiQi-Q±Vi = id

egvenlőséa.
/4Л
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ОчЪО-г *QAYQ^Q4XQ2

V#YtQ*Qyf^X-Q^
#f Q^YV2O-fz QÄ ** 0Л'• Q^QaQ*Q4Q2xq2

Q.t£2CpQa

Q4Q2Q2y'
QjQAQiW z

QjQzv*Q4fÖ£Q2XQ2

#OAVQ4 Q// q2 q2 x^ 2
Л

VAY#'JjQ 2Q2XQ2
#o2y^2Qz^Qg ^ n2Y^Q2Q2xqz

QjQ^zXQz
Q^Qzxq2Q^QaQ2Q2XQ2-

Q,tXQ2

q^q^xq2

h) ,
^ XQ2Qj Q2 xq2

V2 xq2
XQ2Q2Q2xQ2

2.25.5
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V4xq2
nX02 °1°1Х02 1

XM^2

'1

Q.Y^O о n ö2XC.^^2

''V'íV':;Х0^02 Q 1

Y VV
ö,y^°?n2QiY^i0i02Q2XQ1Q2Q2 il. 1

o у*fi 1 *2QlY*QlO,e2XQlfZ

\r VV ^1Y%
-n -------—-—=^-s Q,Y*Q,Y^01^1Q1Q1XQ1XQ 111

2.25.6
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3. Szekvenciális transzformációk

■F CT
Tekintsük a kategóriában 

diagramot, amelyet szorzat diagramnak, a P objektumot pedig

3.1. Definició P ♦ Ba A

*-A ésA és В szorzatának nevezünk, ha bármely f':C'

—» В morfizmushoz van olyan egyértelműen meghatározott 

•*- P morfizmus, amelyre az alábbi diagram kommutativ:

g' :C'~

h :C'
f g ВA

C

Könnyen belátható, hogy ha az A és В objektumoknak létezik 

szorzata, akkor az izomorfizmus erejéig egyértelműen megha­

tározott. így bevezethetjük az А X В jelölést A és В szor­

zatára, továbbá a A-<^—AX' В szorzat-diagram jelet.

Tegyük fel, hogy létezik az A^ X és az Ä2 X B2 

Ekkor az f:A^------ =»-A9 és g:B^-

------■>A2 X B2 szorzatat az alábbi diagram definiálja

szorzat.

■»> Bz morf izmusok f X

4 a2X b2 R2
Li i

f f Xo er

\ X B_2
3.2. Állítás Tegyük fel, hogy ''Ví kategóriában léteznek az 

A1 X Bi' A2 X B2, A3 X B3 szorzatok. Ekkor bármely

fi:Ar
morfizmusok esetén az (f2 X д2)‘(^1 ~ ^2^l)X(a2^l)

ви

^2' f2:B2B3 és g^:B-^ ^B3">A2' f 2 :A2
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állítás következik az alábbi diagram teljesen kommutativ vol­

tából, valamint az (f^fi) X l^^i) sz°rzat morfizmus egyér­

telműségéből .

¥«3
A3X B3A3 ^ B3

A 4
f2 f2* °2 °2

%
A2 X B2A2 ** P2

A, i

fA x ъ CT
A

"a. 4
x 13,'A В

Azt mondjuk, hogy a kategóriában létezik 

szorzat, ha bármely két A és В objektumnak létezik szorzata.

3.3. Definíció

Az A objektumot terminális objektumnak nevez-3.4. Definíció

■*-A morf izmuszük, ha bármely В objektumhoz egyetlen t:B

létezik.

Mivel a terminális objektum izomorfizmus erejéig egy­

értelműen meghatározott, bevezethetjük rá az 1 jelölést, il-

■»•1 jelet.letve az A-ból 1-be mutató morfizmusra az V/»A: A

3.5. Definíció Bármely A objektumhoz tekintsük az

U X -) :Obj(^) Obj ("Ц);

В I----^ А у В, illetve

В А X В
(А X “ ) : f J

С
idA* f* I

A X С

hozzárendelést. Az (£-2 ) Állítást felhasználva könnyen be­

látható, hogy a fenti két hozzárendelés endofunktort határoz
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kategóriában, amelyet /az A objektumhoz tartozó/meg a

szorzat-funktornak nevezünk.

Tekintsük az X -) és (В X - ) szorzat-

■^B morfizmust. Mivel bár-

3.6. Definició

funktorokat, valamint az f:A

morf izmus esetén azmely h:C^

id X h
AXC, -axc2

f Xid
'-ч

f X idp 
cz

V V
BXC^ ^BXC2

id„ X hВ

X f X idc hozzárendelés 

természetes transzformációt definiál (А X -)-böl (.В X - ) be.

diagram kommutativ, igy az f:C i

3.7. Definició Tegyük fel, hogy а kategóriában létezik

funk-Def iniá Íjuk ekkor bármely F és C-:^ 

tor esetén az: F X G: 'Ü

szorzat.

funktort az

(F X G)A = FA X GA 

CF X G)f = Ff X Gf

összefüggésekkel. Nyilvánvaló, hogy igy tényleg funktort ka­

punk , továbbá, hogy

F X G

szorzat diagram lesz a 

illetve oí 2 az 

den A objektum esetén FA 

lesz a 'X. kategóriában.

3.3. Definició Jelöljük A -val az I X I funktort, továbbá 

legyen 4> :I——‘»A az az egyértelműen meghatározott, termé-

F -*

funktor-kategóriában, ahol oí ^ 

a természetes transzformáció, amelyekre min-
c/z A ■5» GA szorzat diagramFA X GA
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szetes transzformáció, amelyre az alábbi diagram kommutativ,

^*-1 szorzat-diagram«Slahol I«e I X I

CXz.I
I ^ I

1r
idI

I

4 5* 4аЛ3.9. Állitás Ha U s. I szorzat diagram a ka-

teaóriában, akkor bármely F: И
„ "S* AT1 ÄFF -*=----- AF-----

funk tor esetén

kategóriában. 

i->F tetszőleges

^ F is szorzat diagram a 

Bizonyítás Legyenek ol: G F és 0^2

természetes transzformációk. Megmutatjuk, hogy van olyan egy­

értelműén meghatározott <>/ :G— v^F természetes transzfor­

máció, amelyre (^.9.1) kommutativ.

F<LfF F =5- F

^z
G

3.9.1

áms» FA szorzat diagram aAFA = FA X FA

kategóriában, igy van olyan egyértelműen meghatározott oLA- 

val jelölt morfizmus, amelyre (3.9.2) diaaram kommutativ.

Mivel FA
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<£fa <£fa
FA

GA

3.9.2

Elegendő tehát megmutatni, hogy ^ A természetes А-ban, azaz 

bármely f:A

A bizonyítás érdekében nézzük a (3.9.3) diagramot, amely 

figyelembe véve (3.9.2) kommutativitását, valamint ésU.?

természetes voltát, teljesen kommutativ

->>-B morfizmus esetén AFf.oíA = o^B.Gf.

<íi FA FA
AFA

FfFf GA

Gf

Y4 V o/2B
FB

FBkFB

3.9.3
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Mivel AFf definíciója szerint ^FB. AFf =s Ff.J^A és 

^FB. AFf = Ff.^FA, igy (.3.9.3) kommutativitását felhasz­

nálva

^FB. AFf.^A = Ff.J^FA.o<’A = Ff^A és

LfE. Afí. ЫА = F£.J,FA.^A = Ff.^-A

it?ß d2fß FB szorzat diagrair és (.3.9.3 )Már most FB ^ FB X FB

kommutativ, tehát

Д Ff . o£ A = c/B.Gf . D

3.10. Definíció Legyen A tetszőleges objektum a 'jj! kate­

góriában. Jelöljük Сд-val a konstans A értékű endofunktort, 

azaz amelyre tetszőleges В objektum és f:B 

esetén

D morfizmus

CLB = A és Ckf = id,. . A A A

Látható, hogy igy valóban funktort definiáltunk. 

3.11. Definíció Jelöljük minden f:A

-*► f hozzárendelés által definiált f:C^-

B morfizmus esetén

f-el az f:Df ^CB

természetes transzformációt.

3.12. Definíció Ha a \-í kategóriában létezik terminális ob­

jektum, akkor az az VAJ hozzárendelés, amelynek értéke bármely 

A objektum esetén az V/JA:A

nális objektumba való morfizmusftermészetes transzformáció

■s»l egyetlen A-ból az 1 termi­

lesz az I funktorból a funktorba, ugyanis az alábbi diagram

kommutativ, mivel OOA az egyetlen A~ból 1-be ható morfizmus
OaA

** A= 1A

C„f=idf -1 1
V vUoß

c4 B= iв
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3.13. Definíció Tegyük fel, hogy a kategóriában léte­

zik szorzat, és legyen A tetszőleges objektum -ban. 

kintsük ezt a TT^ és TT^ hozzárendelést, amelyre tetszőleges 

В objektum esetén

Te-

TT^sia*. h hp , ahol1'

Jiz^-B szorzat-diagram. Mivel tetszőlegesА X ВA -«=
, XX=»B' morf izmus esetén, ha AWf :B ■> В' szorzat-A X В

diagram, akkor a

hlA А X В В

ldA idAX f f
VV

hl V
в’A «■ ■А X В

3.13.1

1 2diagram definició szerint kommutativ, tehát és ter­

mészetes В-ben, azaz kapjuk a

TT^:(AX

ТГд=(А X -) I

természetes transzformációkat.

A konstans funktor definiciója alapján könnyen igazolható, 

hogy érvényesek a következő állitás azonossácrai.

3.14. Állitás Tetszőleges A objektum, X,Y endofunktor és 

^:X—természetes transzformáció esetén
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/а/ ХСД = С ХА

/Ь/ с_х = с.А А

/с/ ^Сд = Ж

Iá! С = id_А

- ldA

(iXCA = YCa)= с t» сХА YA

/е/ id
СА

3.15. Állitás На а 'К kategóriában létezik szorzat, akkor

bármely A objektum, XfY’.'ti.-----funktor és

természetes transzformáció esetén 

/а/ (AX-)X = C.XX
Jc\

~—^YoC : X

/ь/ дх = XXX

/с/ (AX- )<X= id X ^
CA

Ezen fejezet további részében feltételezzük, hogy a ^ kate­

góriában létezik szorzat és terminális objektum, és ezekre 

az eddig bevezetett jelöléseket használjuk.

A = (Q,X,r,e) x-Y automatát szekvenciá­

lisnak nevezzük, ha a Q állapot funktor szorzat-funktor, te­

hát Q =(00X~)valamely Q6 objektumra, továbbá =

a végállapot transzformáció a szorzatban a második komponens­

re való projekció.

3.16. Definició

, tehát
Qc

** . természetes transzformációt szekvenciális au-A (^ : X - Y

tomata transzformációmk, vagy röviden szekvenciálisnak ne­

vezzük, ha megvalósitható szekvenciális X-Y automatával. 

Legyenek X és Y input funktorok а К kategóriában, és jelöl­

jük a megfelelő szabad dinamikákat a szokásos módon.
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A rövidebb Írásmód kedvéért vezessük be а Г = (x^lX-)funk- 

tor jelölést.

Legyen továbbá (p :X —-

formáció és tekintsük az ehhez tartozó
* Xlxf

Г tetszőleges természetes transz-

#-
m :X * X^C^X Y* = P Y*Ь> ДХ

természetes transzformációt.

Ekkor igaz a következő
* . Y természetes transzformáció akkor3.16. Tétel A (p :X

és csak akkor szekvenciális, ha van olyan -4C ;I --^»1 és

—*»• Y^ természetes transzformáció, amelyekre kommu­

tativ a (3.16.1) és (3.16.2) diagram.

*;ХГ-

Y^X*
11 гг

■» iI

3.16.1

(p Y#X#

4 J.
/о M

f\Y*Xy
XPY#XX*

3.16.2
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Megjegyzés A y? :X —^-»-Y természetes transzformációt iden­

titás, illetve kezdoszelet megőrzőnek nevezzük, ha van olyan 

M. és Д természetes transzformáció, amelyre kommutativ a 

(3.16.1} illetve (3.16.2) diagram.

Bizonyitás Elegendoség: Tekintsük az I
,-Л# Л u; ^'b X c = cX*1 '“3* 1

valamint az

= xx*c.x Г = x(x*ix -) ^xc 1 слX*1

természetes transzformációkat, és ezek figyelembevételével

definiáljuk az

= ГoL :I------^A= IX I ^ CX*1* 1

X Y* =pY#>-<ДхГ = ХГ X xr:XP X*1

:P = (X*1X-)---1^ тг! ♦.I
X*1

természetes transzformációkat. Definiáljuk ezek felhasználá-

-€i =(Г,^,гг, ft) X-Y automatát. Megmutatjuk, hogy 

, ahol d 2Г kiterjesztése, tehát

VY* természetes transzformáció, amely-

sával a

az az egyetlen X у— 

re а (З.16.З) diagram kommutativ

'EY*
xPy#P Y*

r' X*2T#
/оГ xx*TГ

3.16.3
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Mindenekelőtt megmutat juk, hoery teljesül a

Cf = (3.16.4)

egyenlőség. A (3.16.4) diagram teljesen kommutativ (3.16.3) 

kommutativitása, valamint 2 és természetes volta miatt.

Tehát 'o*. szabad kiterjesztése а p-з) .oC természetes

transzformációnak.

-IZ *2rY
# f7 Y^Y* X Y

- '
2Г*

X <rr
>/сГг •f- xx

) •

XX ^A*4

г XX #X*I

3.16.5

A szabad kiterjesztés egyértelmüséaét kihasználva elegendő 

bebizonyítani a (3.16.4) teljesüléséhez, hogy (3.16.5)-ban 

-t (jp-al helyettesítve a keletkező diaaram is 

tativ, tehát, hogy fennállnak a (3.16.6) és (3.16.7) egyen­

lőségek .

kommu-

P i>oC =9-1

(f.jA о = P/í • 2rY*.X p

(3.16.6)

(3.16.7)

Figyelembe véve ck definícióját, a £. .d azonosságot, va­

lamint a tétel /i/ feltételét, kapjuk a
<1 í

4\\ÍV//,» cl;.Д a i
///*» •
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(idc ^ X^). (X^UJ. ^Xi<). i - 
X d

= (X*co .4- = ( X*tü. ‘4- egyenlőséget.

P^.«Í= (x*4 X'-) ^ . (x*oj. ^ X*0 .4- =

у definícióját, valamint a (3.16.8) diagramFelhasználva

kommutativitását, kapjuk a

<p . ^ = (X#(JUX ФХ*.у = (x*oj X (f). Ay-4 =

= (x^ujyyК^хуи= {x%. lXíf.\) .4, egyenlőséget.

Ezzel a (3.16.4) egyenlőséget bebizonyítottuk.

fr
A=IXII

ArVI *• fr X*
ЛХ#= x*xX

3.16.8

A (3.16.7) egyenlőséa bizonyítása vécrett tekintsük а (3.16.9) 

diaaramot, amely 4- természetes volta miatt kommutativ.

frX*
ДХ#X

и

/^o ЛД
.4 XX*

# ■i* ДХХXX

3.16.9
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tp .Д = l X*oo X <f). 4, X^.JU0 =

= (x*u> X y>). Дд .*-xx* = ( х*ы.Д X (p Д) . .4. xx* 

átalakítás. Alkalmazva most a tétel /ii/ feltételét, kapjuk, 

hogy

Érvényes tahát a

= (х#ы.дхд x^).*.xx# 3.16.10

A (3.16.7) egyenlőség jobb oldalára a következő egyenlőségek

(3.16.11)érvényesek, felhasználva 

diagram kommutativitását, amely természetes voltának kö-

definicióját, valamint a

vetkezménye.

ХГУ*' ДХГУ#

X(p ЛХ у

*XX
# ■^ДХХ*XX

3.16.11

r^.TYtx^= Г/<. (ДС^ХТТ^ХА) Y#. ^ХГ Y*.X ^ =

= YJa .(^0c1.xitJ#1y^x^yр).дху.л xx* =
= Pyu . (ДСд^.ХТГ^ Y*.X(fX AY*.Xf) . * XX* =

= ( ДС1.Х1Г^У#.Х^Х/• ^Y#.x^) . 4.XX*

Az utolsó egyenlőséget onnan kapjuk, hogy 

VjÄ= (x*l X -)JŰ = (Сх#1Х1)уи = id 

/а/ pontja szerint.

Figyelembe véve a (3.16.10) egyenlőséget, a (3.16.7) egyen­

lőség teljsüléséhez elegendő bebizonyítani, hogy 

ДС1.Х ttx#1Y*.X^ = Х^'.Д

a (3.15) Állításr X yUcxti /

3.16.12
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A y> természetes transzformáció definícióját alkalmazva 

.Xir^Ytxyr = ACrX(iT'x»1Yty) =

= ^„C^X) íT^jY‘‘.(x'^x^i.^x*)

A (3.9) Állitást figyelembe véve, a (3.16.13) diagramban a 

négyszög részdiagramok kommutatívak, a horomszög részdiag­

ramok pedig i, definíciója szerint kommutatívak, igv 

Tí^Y#. ( X*ív X<f>). 4sX* = X#to

AC1

#X

idx*
£,x#

*X

X*u> К# 4>
VV v

X Y#X*C
c" 1 <*iY*
cx*i ^----------

* <*1Y*IIViXy Y*

3.16.13

ХХ*ьо = X*w .yW0 , azaz teljesül a (3.16.12) 

egyenlőség, és igy a bizonyítandó (3.16.7) is. Ezzel bebi­

zonyítottuk a = TT^.xV egyenlőséget. Ezt felhasználva, 

valamint figyelembe véve a (3.16.13) komroutativitását, kap­

juk a következő egyenlőséget;

<fe= p*- '**■**•* -ií xnY#- ¥ = * x* - f
Ezzel az /1/ és /ii/ feltételek eleaendoségét bebizonyítottuk.

Tehát /*« C2. *
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II. Szükségesség

természetes transzformációTegyük fel, hogy a y?:X 

megvalósítható a

Y

(Q,o* , 'Г,^) X-Y automatával, ahol

Q = QÖX- és p= TTq^ íQ—^

Tehát у = , ahol a transzformáció magja,

azaz kommutativ a (3.16.14)

I, valamely Qb objektumra.

Q/T TTY
OY^Y^ XQY#QY*

X 'Г*

>ioQ
xx^oQQ

3.16.14

Tekintsük azt az ^ :X*-----t-4

amelyre

S:Cx*<
Tehát (HÍ. Y#.r#.Xit^)ci .

Uo J-
Legyen ezek után a keresett I—4— I, r^XP—j.

szetes transzformáció a következő:

természetes transzformációt,CQ

1га,У*С< c#= X*C1 — QY*CX ocCl CQ0 *X^QCj^

Y# termé-

X i) ---*L x(CQyi) = XQ-^-QY*- 

Q-^I.

* :ХГ = X(CX#4

^ : 1
Megmutatjuk először, hogy teljesül a tétel /i/ feltétele,

. .P-2-Vfazaz
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A (3.I6.I5) diagramban a I. és III. részdiagramok £ 

illetve ^ természetes volta miatt, a II. pedig et defi­

niáló (3.16.14) kommutativitása folytán kommutatívak, tehát 

Y*. Ъ* .yfiot . . oí . 'K? = t - г
f4ог

i i

tQ/.г
X*o<

X* *X QY Y

3.16.15

Hátra van még annak igazolása, hogy a tétel fii/ feltétele 

is teljesül, tehát hogy

(f-fic = fi- ?>Y*.X ц>
Figyelembe véve a f3.16.14) diagram kommutativitását, Vala­

is> természetes voltát, kommutativ a (3.16.17) di-

3.16.16

yW0 ésmint

agram.

fi Y#YfrY*
l11

(íY# flY*Y#

#"2TY
XQY*QY^Y*

i
х-гг*Ír*

Q
XX*QQQ

/'/,

XX^x5^

X# —* XX*I

3.16.17
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A (3.16.17) diagram felhasználásával kapjuk a (3.16.18) 

egyenlőséget.

yi.yWo Y#. l0 =pf Y^Y*. 'Z’Y* .*%) (3.16.18)

Mivel (p = (X*Vj X(^) . Ar X*, igy ^ definícióját alkalmazva 

fi . ?\ Y*.Xcp =j} .'(^Y^.-г .X((> X idj) ) Y#.x((X*u>X Cf ). -ÍX*) =

= j\ . f Y* Y#. rY#.X(( fe-Y#XidIY4j. (X*w X^). 4 X# =

= )Í7.|bY*Y*. Г Y#.X((^ Y#.x1a)X^) . -i- X*).

A (3.16.18) egyenlőség, valamint a (5y^ = K egyenlőség alap­

ján a bizonyítandó (3.16.16) egyenlőséghez elecrendo bizonyí­

tani , hogy

Ъ*.Х*и = íX#

Felhasználva ^ definícióját, valamint a (.3.16.20) diagram kom-

(3.16.19)

mutativitását, amely oO természetes volta miatt teljesül, 

kapjuk, hocry

(^.X#iAiX(/>). ^X^ = (c tu. ni. Y*. Ъ*.X^oL XCf).^ X*.
* Уо Уо

**ci ЪУу*~с<
^cqfi c0o*-X QC1 QY ClX c

x*w 4 й5itXV
>“ QY**■ X QX

3.16.20

konstans funktor definíciója

. Ъ* .X*oL ,

Figyelembe véve, hoay а C_Уо
szerint С •#«2., valamint, hoay =‘ÍT n YУо= idQo^0 CQo
teljesülnek az alábbi egyenlőségek:
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= (iTq Y#. Т*.Х*и. XíTq Y*

= (TTquy*X TT^Y*)*!^*^ X Ъ?хии ) . ,px* = 

Y*).Al Ъ*.Х*о1). iX* =

с* =

.T*.X*ot) . PX* =

= ^Y'Xí1^

= (ir^Q X TTqJ y*. 4-QY#. r*.x*

“ CUT-Q. *1Гго WQ)Y*-2'#-x’k

Tehát a (3.16.19) egyenlőség teljesüléséhez eleqendo most 

már belátni, hogy

Itq. x igj • <•Q - ldQ
Tekintsük e célból a (.3.16.21) diagramot, amelyben а I. és 

II. részdiagramok az -i természetes transzformáció definí­

ciója szerint kommutatívak. A 3.9. Állitás szerint a
sí A XQ szorzat-diagram, igy a Tn X TTn

>2 о «с

definíciójának megfelelően а III. és IV. részdiagramok is 

kommutativok. Tehát l3.16.2l) teljesen kommutativ.

AQ szorzatQ-*

2—47Tqw TÍCÍo
c

Qo
■*- IQ

AA
Tíoe*> Q„ XII20. 

<^2 Qí Q
QQ

Q

3.16.21

•% A■s*.I szorzat-diagram, igy egyetlen olyanMivel C

^ :Q ‘--a-Q természetes transzformáció létezik, amelyre

Q- V-t’és Ti* .id■ tehát
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1То,ХГп)-*° ■id (.3.16.19) ecryenlosécret, ésEzzel аQ*
ezzel a tétel szükségességét bebizonyítottuk.

3.17. Következmény

A 3.16. Tétel szükségesséaének bizonyításából következik,

hogy az X*1X - szorzat-funktor univerzális állapot-funktor

У természetes:X*-abban az értelemben, hogy bármely (p 

transzformáció, amely megvalósítható olyan X-Y automatával,

amelynek állapot-funktora szorzat-funktor, megvalósítható 

olyan X-Y automatával is, amelyet állapot-funktora az X^IX-

funktor.

3.18. Következmény
m. itА (р :X —^-Y természetes transzformáció akkor és csak akkor 

hosszmegorző szekvenciális transzformáció, ha van olyan

ЛС: I—és Д:ХР—'-—*-Y természetes transzformáció, amelyek­

re kommutativ a (3.18.1) és (3.18.2) diaaram.

4> 9 #•X#X* ^Y# Y
ЛA 11 - ‘

AAг г
X(p <\YM.

*”ХГ Y^ YY*xx*-II

3.18.23.18.1

3.19. Tétel

A szekvenciális transzformációk osztálya zárt a kompozíció

műveletére nézve.
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Bizonyítás

:X-—Y* és
jGf

szekvenciálisf 2Tegyük fel, hogy 

transzformációk.

Ekkor létezik olyan = (Q^,o^

^2 = tQ2,c^ 2' ^ 2'f* 2^
C^l = és (^2 = * A [2.17) Tétel szerint létezik olyan

(0x^2 ' ) x_z automata, hogy Ц 2' У1 = Ч'Ф *
Elegendő tehát megmutatni, hogy a Q^Q2 állapot-funktor ek­

vivalens egy szorzat-funktorral.

A feltevés szerint = Q^X~ és Q2 = Q^X“ valaiT,elY Q* és 

^-ob j ektumokra.

Ekkor nyilvánvaló, hogy minden A ^-objektum esetén

: Y

fi"1 és
szekvenciális automata, hogy

1'

°2

Q1Q2A = q^q^xa) = QxX(Q|XA).

^ kategóriában létezik terminális objektum, icv a 

szorzás asszociatív /lásd MacLane Eri 

tétel /.

Tehát Q-^C^A = (О^ХФ^ХА* UcTYani<?Y morf izmusokra is 

QlQ2f = (Ql* Q2)f-°

Mive1 a

"-f 3 ■ old. A'
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4. X-Y transzformátorok

Ebben a fejezetben a fa-transzformációk, kategória elméleti 

megfogalmazását adjuk. Célunk olyan eszközök definiálása, a-

melyek adott X és Y input-funktorok, valamint A és В objektu-
0-

j*~Y В morf izmust számitanak ki.mok esetén f:X*A Itt is meq-

különöbztetünk direkt és inverz állapotú kiszámítást, amelyek 

közül az első az úgynevezett bottom-up, a második pedicr a 

top-down fa-transzfprmátornak felel meg Encrelfriet [_4^ értel­

mében. Az X-Y transzformátor fogalma abban tér el az X-Y auto­

matáétól, hogy a kezdőállapot hozzárendelést egy i:A 

morfizmus szolgáltatja a direkt állapotú esetben, illetve az 

inverz állapotú transzformátoroknál a végállapotot egy

В morfizmus. Ezen fejezetben felhasználjuk az X-Y 

automatákra a dolgozatban nyert eredményeket.

^QB

t :QA

4.1. Definició

Legyen X és Y input-funktor a kategóriában.

Ekkor X-Y transzformátoron olyan 'CZ ~ ( А,В ,Q,i , <2T , ^) 

rendezett hatost értünk, ahol

/i/ A és В ^-objektumok, a generátor objektumok,

funktor, az állapot-funktor,

QB -morfizmus, a kezdő állapot morfizmus 

QY^ természetes transzformáció, az átmenet- 

-kimenet transzformáció

/ii / Q:M
/iii/ i : A

/iv/ 2Г :XQ
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■*»1 természetes transzformáció, a végállapot/v/ (S:Q

transzformáció.

4.2. Definició

A (A,B,Q,i,? ,,&)

4л:Х#л
ziciót értjük,

máció, az átmenet-kimenet kiterjesztése ugyan úgy definiált,

X-Y transzformátor által megvalósított

Y*E. '2’^B. x^i kompo-
* ft *

ahol •2' :X 0. ' »-QY természetes transzfor-

Y^B *^(-morfizmuson az f

mint az X-Y automaták esetében.

4.3 .Definició

X és Y input-funktorok esetében inverz állapotú X-Y transz­

formátoron olyan J^L - (А,В ,Q, <=L , 'Z ,t ) rendezett hatost ér­

tünk, ahol /i/ A és В ^-objektumok,

/ii / Q:V.—funktor, amelynek van jobb

adjungáltja,

/iii/ ;I- ".w О természetes transzformáció, a

kezdő állapot transzformáció, 

/iv/ 0: :QX—i-«*.Y*Q az átmenet-kimenet transzfor­

máció ,

/v/ t:QA—В ^-morfizmus, a véaállapot

morfizmus.

4.4, Definició

A l'Z = l A,B,Q, и , 2Г ,t) X-Y transzformátor által megvalósított 

f-fil ;X^A—p-Y^B morf izmuson az Y^t .£J.A. ^ X*A

értjük, ahol az inverz állapotú X-Y automaták esetében defi-

Y^Q természetes transzformáció.

'it -morf izmust

niált ZpiQY?----

4.5, Definició
yjf -

Az f :X A-----*Y' ß 7<{-morf izmust /inverz állapotú/ X-Y transz-
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/inverz állapotú/ X-Yformációnak nevezzük, ha van olyan

transzformátor, amely f-et valósítja meg.

4.6. Tétel

Y*B inverz állapotú transzformáció a ^Bármely f:X*A 

kategóriában megvalósítható X-Y transzformátorral.

Bizonyítás

A feltétel szerint van olyan ^ = ^A,B,Q,c/ , 'Z ,t) inver álla­

potú X-Y transzformátor, hogy f = f/^ .

Mivel a Q állapot-funktornak létezik jobb adjungáltja, igy

adjunkció. Tekintsük azt a 

X-Y transzformátort, ahol

létezik a (Q,Q, il , £ ) 

= ( A,B,Q,i ,2^ ,(5^)

Vft QQA-TLl^QB 

--Ä QQXQ 

/iii/ ^-.Q-Ä-QQ

/i/ i:A

 qAOY*Qq/ ii / ■^QY

£ I.

ahol definíció szerintMegmutatjuk, hogy f/p^= f^ , 

f/ÜL

A ^sQX—természetes transzformáció а/X transzformá­

tor definíciója szerint az az ecryér telimen meghatározott 

természetes transzformáció, amelyre a 14.6.1) diacram kommu­

tativ .

= Y*t .Г*А. UX*A.

#
JA Q Y ^ #•

Y Y*Q# Y X QY Q -*«

Q/Л*
'QXX*«e-Q

4.6.1
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Az x és Y input-funktorokhoz tartozó input struktúrákat most

) illetve (Y ) hármasokkal jelöljük.

= Y*B-%#B.X*i,

is az

Y^B definíciója szerint f

ahol a természetes transzformációt a (4.6.2) diagram de-

Az :X A

finiáija.

Q/' QY#Y*— it QY^ — XOY*

X^*
%

yt/oQ
XX*Q

4.6.2

Figyelembe véve •T' definícióját, valamint a(2.1l) Tétel
^4

rán bebizonyított (2.11.4) egyenleséaet, azt kanjuk, hogy 

= QY#£,.Q^Q. VX*Q

f^ = ((J^.QY^ .Q^Q. V^QjB.X^i =

= ( £ Y* . oí QY* . QY*£_ .Q^Q. VX^B.X^t.X^VA =

= Y#t.(£Y#Q. QY*Q.QY*£ n.Q^QQ. V X#QQ . X *v>)A =

= Y*t .(£Y#Q.QQY^’ Q .QQ %QQ.Q V X*£Q.QX’V. o< X*)A.

Y*t.^A.^X#z\ =-f^ 

egyenlőséghez elegendő bebizonyítani, hogy kommutativ a 

(4.6.4) diagram.

so-

(4.6.3)4

Tehát

A továbbiakban elegendő bebizonyítani az
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á.Y*Q
P&QQY^Q Y Q

11

QQY*C q 

£Y#QQQ
QQY*QÖQ #^y*qqq YQ

I
11

Z^QQQQ2^QQ

QX QQ
QOQX^QQ QX*QQ

*

Q1X*QQ idQX*QQ

QX*V
QX*QQ QX*

4.6.4

A (4.6.4) diagramban a két háromszöc részdiagram a (Q,Q,V, £) 

adjunkcióra vonatkozó azonosságok miatt, a többi részdiagram 

pedig a megfelelő természetes transzformációkra vonatkozó 

felcserélhetőségek miatt kommutativ. Tehát (4.6.4) teljesen 

kommutativ.О

4.7. Tétel

(A,B,Q,i, ^

torának van bal adjungáltja, akkor a 

mus megvalósítható inverz állapotú X-Y transzformátorral. 

Bizonyítás

X-Y transzformátor Q állapot-funk-

:X^A----»-Y^B morfiz-

Ha a

ißr = (a,B,Q,o4 , 2r,t) inverz állapotú X-Y 

transzformátor, ahol (0,R,V »0 adjunkció,

: I——-^QQ

Tekintsük azt a

Ql _
t :QA------ »■ QQB------=■»- В

# ^ ö #■
^ Y*QÖt-QÖX^

=» QQY Q^ :QX ■^QXQQ
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Az egyenlőséghez eleqendc megmutatni, hogy a Jn-

transzformátorra alkalmazva a(4.6) Tétel konstrukcióját, 

visszakapjuk a transzformátort. A (2.13) Tétel szerint a 

'S átmenet-kimenetre alkalmazva a(4.6) Tételben a /ii/ 

konstrukciót, visszakapjuk ‘X -t. Az / i / szerint 

i' = Qt. VA = Q( £B.Qi). VA = Q£BQQi. VA 

A (4.7.I) diagram

adjunkcióra vonatkozó azonosság szerint kommutativ, tehát 

i' = id^B.i = i

természetes volta, valamint a (.Q/Q/^ » £.)

Q

QQi Qe В
*7QBQQA ^QQQB

A h
S A VQB id«QB

i
^ QBA

4 .7.1

A (4.6) /iii/ kompozíció szerint

^.Q£ . VQ = f *idQ = ^= £ .UQ = QQ. V Q =£ .
4.8. Definíció

Tegyük fel, hogy a kategóriában létezik szorzat. Ekkor 

a /&C= (A,B,Q,i , 't ,(У) X-Y transzformátor és az általa meg-

Y^B transzformációt szekvenciálisnak 

nevezzük, ha a Q állapot-funktor szorzat-funktor, továbbá 

a ^ végállapot transzformáció projekció, tehát p= [f q 

Q = QÜX- valamely Q„ ^-objektumra.

Az 4 :X*A---->Y#B

i
:X*Avalósított

, ha

^-morfizmus szekvenciálisnak nevezzük,
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ha megvalósítható szekvenciális X-Y transzformátorral.

A továbbiakban tegyük fel, hogy a kategóriában létezik 

szorzat. A szorzattal kapcsolatban használjuk a 3. fejezet­

ben bevezetett jelöléseket.

4.9. Jelölés

Bármely X input-funktor és A { -objektum esetén használjuk 

= Х^АУ- funktor jeölést, tehát

Га = S***1 = x*cAXi-
A következőkben a szekvenciális morfizmusoknak egy automaták­

tól független jellemzését adjuk.

3 ГА:

4.10. Definíció

Legyen X és Y input-funktor a ^4 kategóriában, és jelöljük a 

megfelelő input struktúrákat az 

hármasokkal. Az

(Y )(X^,y</e;^ ) illetve

Y*B izmust

/i/ generátor-megőrzőnek nevezzük, ha van olyan ^ :A 

’^{,-morf izmus, hogy kommutativ a (4.10.1) diagram;

f :X*i
В

/ii/ kezdőszelet-megőrzőnek nevezzük, ha van olyan

tj:X P —'—>•Y* természetes transzformáció, hogy a (4.10.2)
ri

kommutativ.

f
^ Y*B#X A

nA

гвzA
3 вA

4.10.1
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f* tX' A Y В

ДА В

Gty^bXf
X rAY^B - Y*Y#BXX^A

4.10.2

A (4.10.2) diagramban szereplő morfizmus definíciója

: X*A Х*А X X#A X#A X Y*B = Г Y*B .

4.11. Tétel

Az -f : X^A--- >Y*B

ciális, ha generátor- és kezdoszelet-megorzo. 

Bizonyítás

-morfizmus akkor és csak akkor szekven-

i :A----%>-B V -morfizmusra ésElegendoség: Tegyük fel, hogy a

Y természetes transzformációra teljesül a
>

а ^:ХПА—
(4.10.1) illetve a (4.10.2) diagram kommutativitása.

Vegyük azt a /0t= (a,B, PA,i,

?AX^

Ar X-Y transzformátort, aholо /

4-19 >■ X*A X В = Гдв >^ ДАi :A

- ГдА^ДХГА^:xrA

Р= "х*а! Га“ I.
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Megmutatjuk, hogy -f" = -^, ahol definíció szerint
# É- jfrP Y В . Y* В. X*l .

Először is megmutatjuk, hogy 

<Z*B.X*i = Hf

A (4.11.2) diagram a <?*természetes transzformáció definíci­

ója és 2 ' Д természetes volta miatt kommutativ, tehát a 

2r^B. X*i morf izmus szabad kiterjesztése a 

morfizmusnak a 

kára vonatkozóan.

'W “

4.11.1

к = r őtb.í

s» ГдУ*"в X-dinami-g = ГАуйВ. 2;Y*B:X ГдY*B

tY ВГа б x Pay#bPy*Y#B
Ав

X’£, в

ДГАв
хх^ГдВвА Ал Аh

X#i XX #ii

Л А'Ь А----- ь. Х#А ХХ#АА

4.11.2

А (4.11.1) egyenlőséghez elegendő tehát bebizonyítani, hogy 

kommutativ а (4.11.3) diagram.

g *# X r^Y BВ

/А xff

A A
XX*AA

4.11.3
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7 T= h egyenlőséget. Az j-

morfizmus definicióját alkalmazva kapjuk, hogy

A = (idx#A* f)‘ ^X#A* t A = (idx*A*f A-^A. ^.A =
= UdxiírA Xf j . A A) . ^,A = (id^.^AXf^A). Й = 

= ( A X'f* ^ A ). A.

Felhasználva a tétel feltétele szerint teljesülő (4.10.1) 

diagram kommutativitását

Bizonyítsuk be először az

•f - IA = (^AX^B.^l-^A 14.11.4)
A h morfizmus definíciója szerint

Рд1^в).1^АХ^ ). 4,Kh = ^а|ВЛ = Га?в*^ау’}^ A =

= X^AX-A (3.151 Állítás /с/ azonosságát alkalmazva а Г*

szorzat-funktorra kapjuk, hoay

h = (,idx*AX^B) .(-£ A X^ )• jr A = (idx#A. ^ A X/^ B.^j) . 4. A = 

= ( |AX^J B.p .4. A. Tehát (4.11.3) I. részdiagramja kommu­

tativ .

Lássuk ezek után a (4.11.3) II. kommutativitásának, azaz az

4 .ДвА = g.X-f egyenlőségnek a bizonyítását.

-f. ДА = (idx#A Xf) . ^Х#А.Д0А = (id^Xf ).ДДА. *XX*A = 

= (id X f J - (/. А УДА ) . i XX* A = 

= (ДоА X f -уИрА) XX*A.
X A

Alkalmazzuk a kezdoszelet megőrzést kifejező (4.10.2) diag­

ram kommutativitását.

{.ДА = (yU0AX^B. fc Y*B.Xf ). 4 XX*A (4.II.5)

A g morfizmus valamint a Z természetes transzformáció defi­

nicióját figyelembe véve teljesülnek a következő egyenlősé­

gek:
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g.X-f = ГД/ЙВ.^У#В.Х| =

.X ТГ* X & ) ..^Х Гд Y*B.Xf == ГА/ав.((дсА
= ГА^ВДуЦсСАУДВ.ХТТ^х#АУ^ВХ ^ Y#B) . ^í,X rAY#B.Xf.

Х*А

А (3.15} Állitás /с/ azonossága szerint 

ГдуиВ = Ud^^xy^ß), tehát 

g.Xf = (ДСдУ^В.Х TT4x#aY#B yyŰB. Y*B) . 4. X ГДУ*В.Х?

természetes volta miatt 4.X ГдУ#В.Х? = Д Xf. *pXX*A = 

- Ixf xxf ). -*XX#A. A (3 .2 1 Állitás szerint a kompozició

disztributiv a szorzás felett, tehát

g.Xf = (/4<,CaY*B.X »^дУ^В.Х?X JÜB. (5 Y*B.Xf ). 4 XX*A 

Ez utóbbi egyenlőséget egybevetve a (4.11.5) egyenlőséggel, 

elegendő a továbbiakban bebizonyitani a (4.11.6) egyenlősé­

get .

yU0A = ^СдЛ.Х ?r x#AY*B.Xf 

Tekintsük e célból a (4.11.7") diagramot.

(4.11.6)

#X^A“* X#A X X*A X A

ldx*4 * f
1ГХ*АХ'В + •n2X‘AY'B 

----------- X*A X Y#B-------------

ldX*A f
V V

^ Y^BX # A*^

4.11.7

A (3.13) Definició szerint a üi természetes transzformáció-X*A
ra teljesül а III. és IV. részdiagram kommutativitása, а I. és
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II. pedig 4, (3.8) Definíciója szerint kommutativ. Tehát 

'fi^x*AY#B. (id

óját felhasználva kapjuk, hogy 

/о СДУ*В .(X (ír x# ay *EÍ. Xf ) =yU0 cay^b . X ( ír'

= (idx#AXf) . =

= /MBCAY#B.Xidx*A = yM0CAY#B =ДА.

Ezzel a (4.11.6), és egyúttal a (4.11.1) egyenlőséget bebi­

zonyítottuk. Tehát

\&T ^Y*B.^B.X*i = T'VaY#B* í =

= ТТ^дУ^В. (idx#A X f) . ,^Х#А.

így a (4.11.7) diagram II. és IV. részdiacramjának kommutati- 

vitása éppen a keresett f egyenlőséghez

az elegendoséget bebizonyítottuk.

Szükségesség

Tegyük fel, hogy az -f:X*A 

ható a /% = (A,B,Q,i,

Q.X-i és (b = Tí2^

X f) . X^A = id Ezt, valamint f definici-X*A X#A'

Y*B.f) =X*A

vezet. Ezzel

^Y#B ^-morfizmus megvalósit- 

X-Y transzformátorral, ahol 

valamely Qft -objektumra. TehátQ =

4= ТГ* Y*B . r*E.X*i
xe

Megmutatjuk, hogy a (4.11.9) illetve (4.11.10) által defini-

4.11.8

ált } illetve kielégíti a Í4.l0.l) illetve (4.10.2) diag­

ramok kommutativitását, tehát -j- generátor- és kezdó'szelet-
meaőrzo'.

TTÖoßг. (4.11.9)}:A t-BQB
“П"1

4t "Ű«í- Y* (4.11.10)fc :X i\A **■ XQ^-^QY

Az Л morfizmus definíciója:

тфв^X#QB (4.11.11)*-Q„^ :X A

I ч

..Vч r ‘fr
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illetve тг^
>iV

természetes volta miatt, II. pedig T* definiciója szerint 

kommutativ. így (4.11.8) miatt

f. A = '^B.Tq B.i = B.>j. Tehát a (4.10.1)

feltétel teljesül.

A (4.11.12) diagramban I. és III. X ’

X i
* # *^X Y ВX A

I l

I.lA
i

QBA

4.11.12

A (4.11.8) egyenlőséget felhasználva, valamint figyelembe 

véve, hogy i és "Z teljesiti a (4.11.2) diagram kommutati- 

vitását, kapjuk, hogy

f.yH„A = Tr^YrfB.^B.X#i.yWeA =

= TTq Y^B.Q^ŰB.rY^.X/E.XX^i =

= Jk B.TTq Y#Y*B. rY^B.XU^B.X^i)

4.11.13

Tekintsük a bizonyítandó egyenlőség másik oldalát. A & 

mészetes transzformáció (4.11.10), valamint a f morfizmus de­

finícióját felhasználva kapjuk a

ter-

p В .Va Y^B. Xf" =уй ВДТГ^ Y^.t.XlsXiclj)) Y*B.X ((id^Xf) ..^X#a) = 

=Jk В ЛГд Y# Y*B . TrY^BíK ((sY*B JKf ) . *Х^А)
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egyenlőséget. Azonban s (3.11) definíció ja szerint “sY^B = s, 

tehát a fenti egyenlőséget (4.11.13)-al összevetve elegendő 

bebizonyítani a továbbiakban a (4.11.14) egyenlőséoet. 

Ъ*В.Х*i = (sXf). *X*A 

4.11.14

Az s és az f morfizmus (4.11.8) definícióját felhasználva

(s Xf ).4X*A = ttrj; Y*B.Hb.X*í XTn Y*B.?*B.X#i) . 4, X#A =
Uo У 0

= (ri Y*B XTn У#в) .(y'B.xix T^B.x^i) . £X#a =
Vo

= I^q^ITqJ Y#B. ^QY*B.<X*B.X*i =

*B.Í^B.X#i .

A Q3.16.2l) diagram kommutativitása szerint (TTq X 7T q ) • ■# C! =

(4.11.14) egyenlőséo. Ezzel= id^, tehát valóban teljesül a 

a feltétel szükségességét bebizonyítottuk.

4.12. Definíció

A St ~ ( A,B,Q,i , 't ,|3 ) szekvenciális X-Y transzformátort 

hosszmegőrzőnek nevezzük, ha a 'T átmenet-kimenet transz- 

formáció hosszmegőrző.

4.13. Következmény

A (4.11) tételből és a (3.18) következményből egyenesen követ­
étkezik, hogy ha az f:X A — 

hosszmegőrző, azaz ^ :Xrá­

cióban, akkor van olyan /tít hosszmegőrző szekvenciális X-Y 

transzformátor, amely megvalósítja f-et, és forditva.

4.14. Definíció

A (£ q2 természetes transzformációt a =

-■»•Y^B szekvenciális morf izmus

Y* hosszmegőrző a (4 . lü) def ini-
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= (.A,В ,Q^ , ,ft-^) X-Y transzformátorból a //#2 =

X-Y transzformátorba való szimuláció-— I.A,В,С>2 г ^2 /^"2 * ft2 ^ 
nak /röviden szimulációnak/ nevezzük, ha teljesül az alábbi

diagramok kommutativitása

Q1B ^Q2b

4
A

4.14.1

*■2

~Q2y'xq2
/I!•

%Y*

XQx
4.14.2

S
Q

4.14.3

4.15. Tétel

— С A, E , , i^ , l 2^, fi

2'^2'P2 ^

X-Y transzformátorbólHa létezik a ,A2-^

а = (a,b,q2,í

akkor f

X-Y transzformátorba szimuláció,

= fßl 4 Ъ7г *
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy ^ :Q-^—- szimuláció.Q2
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Tekintsük a (4.15.1') diagramot. Ebben a I. részdiaqram a ^ 

szimulációra vonatkozó (.4.14.1) a III. részdiagram oedig a 

(4.14.2) miatt kommutativ. A (2.2 3)Tételben bebizonyítottuk 

a (2.23.3) II. részdiagramjának kommutativitását, amely sze­

rint tehát (4.15.1) II. részdiagramja és kommutativ. Tehát

XY B. 1 B.X^ = fazt kaptuk, hogy f Y В 2в.х2

JÉ В
Q2y*bx^q2b

X*i~

X#A

X*^

Д
X*gB 4-

?*"£>
/1

Y*B///.к

X^f^B Q]Y*B

4 .15.1

4.16. Definíció A —-—>■ Q2

а Д1 = (A,B,Q1,o(1,2-1 »tj^) inverz állapotú 

mátorból a 2 = (.A,E,Q2 ,<^2 ,“2:2 ,t2) inverz állapotú X-Y 

transzformátorba való szimulációnak nevezzük, ha teljesül a 

[4.16.1 ) - (4.16 .3) diagram kommutativitása.

természetes transzformációt

X-Y transzfor-

YQ1 Q2X A

■^YI QXX

4.16.24.16.1

4.17. Tétel

Ha létezik a ^ inverz állapotú X-Y transzformátorból a

/Л 2 inverz állapotú X-Y transzformátorba a 

szimuláció, akkor f ^ -
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Bizonyítás Jelöljük a illetve Q2 állapot-funktorhoz tar­

tozó adjunkciókat a ^ Q]_ ,QX ^ illetve Cq2 '^2 ,V2 2^ né~

gyessel. A (4.6) Tétel szerint van olyan

■'£2.2. ~ ^ A' ®' ®l' "^1 '*^1 ’f“ l) 2 = C A t ® > Qp • i 2 ,г*~2 '^2 ^

X-Y transzformátorok, hogy =

Ч = \VVkA;
ZTk ®k Y ^k*Qk^’KQk,^kX^k; 

fk = ^k’^k^k'

és ff— Д/72 f-^£

(k = 1,2),

U = 1/2 ),

, ahol

(k = 1,2).

Tekintsük a ^ :Q2Q1Q1Q2 ~!^~^^1Q2Q2 

szetes transzformációt.

A(2.25)tétel során bebizonyítottuk, hogy az igy definiált 

-ra teljesül a 'ir^.X^~ =-^'Y*.^ egyenlőség, 

a (4.14.2) kommutativitása. Megmutatjuk, hogy kieléai-

ti а (4.14.1) és (4.14.3) diagramoknak megfelelő eayenlo-

0Aíz termé­ül*5^

azaz teljesül

ségeket is, azaz szimuláció lesz a /$ 2“ból -^^-be.

De akkor a (4.15) Tétel szerint f -s= = f— , tehát f
4Z« -üíL f'Z72

(4.17.1) diagramot.Tekintsük a

A
Q1QjQ-jAA

Q1Q2V2AX?2 A
У

^1^2^2^2A///.Q2Q2A 1"2

~lfc2^1^2^2^2Q2fc2 //.

V M°2® - .vb Q9B
Q^BQ1Q2Q2BQiQiQ2bq2b

4.17.1
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A I. részdiagram a (q2'®2’^2'^2) adiunkci^ra vonatkozó azo-
természetes volta, a III. pedig 

Q^. ^ természetes volta miatt kommutativ, tehát figyelembe 

véve, hogy a feltétel szerint t2^A = t^, kapjuk a

ii= = Siv^-V =

nosság miatt, а II. Q^£2

= .±2 egyenlőséget.

• Ь-Т = ?2 egyenlőség bizonyítása megtalálható aA harmadik

Í2.25) tételnél.

4.18. Tétel

A transzformációk osztálya zárt a kompozícióra nézve, azaz 

bármely f:X^A 

formáció esetén g.f: X^A 

Bizonyítás Tegyük fel, hogy van olyan /fyZ ^ = (.A,B,Q^,i^/í^,^ ) 

X-Y és sCl2= (B,C,Q2,i2pr2)fi2)

f47zz

* Z*C Y-Z transz-# X-Y és g:Y В

Z*C és X-Z transzformáció lesz.

s-Y В

Y-Z transzformátor, hogy f =

. Tekintsük ekkor azt а 4Л = ( A,C,Q^Q2,iг~г /2)és g == la.
X-Z transzformátort, ahol

0,^2
i: A Q-^C ,

Ол*г*

QXB

'X.Oa-QlY*Q2 ^ Q^Q-jZ2T:XQiQ2 ■■

&
^ : ^L^2 -Qi ä.i.

Megmutatjuk, hogy f= g.f.

Nézzük a ^4.18.1^ diagramot, ahol а I. részdiagram, i, III. 

pedig (& definíciója szerint kommutativ, 

tását a (2.I7) tétel során már bebizonyítottuk. А IV. és V. 

részdiagrammok ^

А II. kommutativi-

A -T*P 1*1 természetes voltának megfe-illetve
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lelően kommutatívak.

c-2 U
1

4 Ü*>■ Y#Q2C ** z cY В •
ft L№ Б * IK £*Q2zpc 

ОлТ/с
bY Q2C

Q, Y^B ^ Z #C

>2r* c

Q1Y*Q2C
1k. II.Tfo2c*y *Rв

X*Qii2
x* x#q1q2c

x*%
X"h

4.18.1

= f2Z#C.ír*C.Y*i2.(i1YtífB.X<ti1=(iZ#C.r/C.X*l = £.□ 

Figyelembe véve, hogy szorzat-funktorok kompozíciója Is szór-

Tehát g.f

zat-funktor, igaz a

4.19. Következmény

Szekvenciális morfizmusok kompozíciója is szekvenciális, azaz, 

ha a kategóriában létezik szorzat, és az f:X^A 

a g:Y#B

^Y*B és

Z*C morf izmusok szekvenciálisok, akkor a 

■=*- Z*C is szekvenciális. Ha f és g hosszmeaőrző, ak­ii*-g.f:X*A

kor a g.f kompozíció is az.

Tekintsük a Set, azaz a halmazok kategóriáját, és legyen

F tetszőleges műveleti funktor, T pedig szintén tetszőleges

funktor ebben a kategóriában. Jelöljük az első n változó

halmazát V -nel, tehát V = j v, n n t 1
számra. Legyen o£n:Fn'

sorozata (n = 0,...). Ekkor az ^ (n = 0

„4 :F—>-T természetes transzformációt indukál a következő

..,v \ minden n természetes n J
TV^ függvények egy tetszőleaes

. . ) sorozat egy

9 •

f •
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értelemben. Bármely A halmaz esetén 

el A:FA------ 5» ТА;

UA-.f (^a^,. . . ,^an>)(---- =&. Th (cín (f ) ) , ahol

hrV^-----A olyan függvény, hogy h(v^) = a^ .

Könnyen belátható, hogy iay valóban természetes transzfor­

mációt kapunk, tehát, hogyo/AtFA-----»-TA természetes A-ban.

Arbib-Kanes ]V] 12. tétele szerint minden и :F—ter­

mészetes transzformáció megadható ilyen módon, ha F műveleti 

funktor. Ezt a tényt figyelembe véve azonnal látható, hogy 

a halmazok kategóriában minden (A ,E ,Q ,i ,'2", ß) F-0

transzformátor, ahol F és G műveleti funktorok, Q pedig szor-

zat-funktor, egy úgynevezett boitom-up fa-transzformátort

határoz meg. /A fa-transzformátor fogalmára nézve lásd J.W. 

Thatcher JXJ és J. Engelfriet £4^ cikkét./ Forditva, minden 

boitom-up fa-transzformátor, amely generátor-megőrzo, amin 

azt értjük, hogy a generátorokra vonatkozó átirási szabályok 

■V» QB függvénnyel adhatók meg, megadható valamely

F-G transzformátorral, ahol a Q állaoot-

egy i:A 

4Л = (A,B,Q,i,^r, (ü
funktor szorzat-funktor. Fa-transzformátorok esetében általá-

■^-QG^B alakú átirás a generátorokra.ban megengedett i:A

A generátor-megorzo top-down fa-transzformátor fogalma 

szintén egybeesik az inverz állapotú F-G transzformátor fo­

galmával. Generátor-megorzonek nevezünk egy top-down fa- 

-transzformátort, ha a végállapotot megadó átirási szabályok

halmaza megadható t:QA-----В függvénnyel, mig általában ez

t:QA----- С**В alakú lehet.
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Megjegyezzük, hogy az eddig elmondottak csak 

determinisztikus fa-transzformatorokra ervenyes.

Az X-Y transzformátor definiciojaban a kezdőállapot

QY*B

az inverz állapotú X-Y transzformátoroknál a véaállanot 

morf izmus lehetne ■ t*. QA

morfizmus ilA alakú is lehetne. Uavan igy

#Y В alakú is .
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