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BEVEZETES

A szamitastudomianvban nagy jelent8ségiik van azoknak a
vizsgalatoknak, amelyvek Osszetett adatoknak automatikus, azaz
felépitésiik szerint rekurzidval vald feldolgozasidra iranyulnak.
Ezek a kutatasok szamos gyakorlati problémiaval kapcsolatosak.
Ezek koziill mindenek eldtt a programozasi nyelvek szintaxis ve-
zérelt forditasat emlithetijiik. A rekurzidval definidlhatd &sz-
szetett adatok feldolgozasanak, transzformildsanak matematikai
modellje valamilyen automata focalomra épithetd. A doloozatban
egy ilyen automata-fogalmat vezetiink be, amely a szekvencialis
gépek kategdria elméleti Altalanositésa. Ez az automata-foga-
lom Arbib é&s Manes [Z] automata-fogalmdn alapnszik, annak eay
moédositott valtozata, amely médositds sordn felhasznaltuk
Alagic Ii] altal bevezetett természetes &llapot-transzformi-
ci6 fogalmat,

Mig a szekvencidlis gépek adatok feldolgozasanak olyan
modelljét adjdk, ahol a feldolgozandd adatok szerkezetét eqy
monoid, pontosabban szabad monoid adja meqg, esetiinkben a jsval
Altaléanosabb monad, illetve szabhad monad jatssza ezt a szere-
pet. Ilyen modellel mar megadhatd az utdbbi id&ben intenziven
tanulmanyozott fa-transzformidcidk is. Ebben az esetken a szer-
kezetet meghatarozd monadot szabad algebra szolgiltatija.

A dolgozatban vizsgalt automata-fogalom ecv masik tekin-
tetben is altalanositasa a szekvenciélis gépekének. Nevezete-
sen, az automata allapot-funktora tetszdleges funktor lehet,
mig a klasszikus esetben ez szorzat-funktor. Ez tdbbhek kHzdtt
azt eredménvezi, hogy a fa-transzformacidknal beve"eteﬁt, S\\
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kétféle feldolgozasnak a direkt illetve inverz &allapotu auto-
mata felel meg, amelyekrdl bebizonyitijuk, hoay az inverz &al-

lapotu automataval megvaldsithatd transzformacidk mindig mec-
valdésithatdék direkt allapotu automataval is.

A két automata osztdly alapvetd tulajdonsagait vizsgalva
bebizonyitjuk, hoay mind a direkt, mind az inverz &llapotu
transzformacidk osztalya zart a kompozicid miivelésére nézve,
tovabba, hogy egy automatabdél szimulacidéval nyert automata
ugyanazt a transzformicidt létesiti.

Kiilon fejezetben foglalkozunk a szekvencidlis transzfor-
macidkkal, és ezeknek egy automataktdol fiiggetlen jellemzését
adjuk. Szekvencidlis automatan itt olyan direkt &llapotu auto-
matat értiink, amelynek allavot-furktora szorzat-funktor. FEz az
osztaly azért is fontos, mert az eddig wvizsgalt automatak mind

ilyen &allapot-funktorral rendelkeznek.



1. Alapvetd fogalmak és eredmények

Ebben a fejezetben ismertetjiik azokat a kategdria elmé-
leti fogalmakat, amelyeket a dolgozat soran hasznalunk. Ezek
megtalalhatdék Mac Lane [3] és Manes [E] kdnyvében. Ismertet-
jik tovéabba az univerzalis algebrak Arbib-Manes [?]—t6l szar-
mazd altaladnositasat, és bebizonyitunk néhany alapvetd ered-
ményt. Ezeknek az eredményeknek egy része megtaldlhatd Alagic
[i] munkajaban.

l.1. Definicid

Egy ¥ kategdérian a k&vetkezd adatokkal és axidmakkal megha-

tarozott rendszert értiink.

/i/ Adott az Cﬁ@j(j{)-val jeldlt osztaly, a 1L—objektumok
osztalya.

Jii/ “{,-objektumok minden rendezett (A, B) parjahoz adott a
U, B) osztaly az A objektumbél a B objektumba vald
{{ -morfizmusok osztalya.
Az £ ¢14(a,B) morfizmusra az f: A—=B jeldlést is
hasznaljuk.

[iii/ Minden A ‘(-objektumhoz adott egy megkiilonbdztetett
idAe\S{_(A, A) k({_—morfizmus, amelyet A-egyséanek [identi-
tasnak/ neveziink.

Jiv/ K{—objektumok minden rendezett [A,B,C) harmashoz adott a

\S{_(A,B)XI{(B,C) —_— K{_(A,C);
(E,9) ——> g.f

fliggvény, amelyet kompozicidnak neveziink.



Axibémak:

Al. A kompozicid asszociativ, azaz barmely fe\S{(A,B),
g€ ¥(B,c) és n éI{:(C‘,D) esetén
h.(g.£)= (h.g).£

A2. Barmely £ & ¥ (A,B) esetén
f.idA = idB.f = f.

A3. Ha (A,B) # (A',B') akkor XKA,B) f)K{QN,B’) =@ .

1.2. Definicid

Legyen X{ és j; tetszdleges kategdria. A k74 kategdriabdl az L
kategdridba vald F funktoron a kovetkezdt értijiik. Adott az
Fe: 0bi(¥{) —= obj(£);

A F——>TA

objektum fliggvény, valamint minden rendezett (A,B) parhoz az

Fot M(a,B) — Y (ra,Fn) ¢
f +——— Ff

morfizmus fliggvény, amelyek teljesitik az AAl. és AA2. axid-
makat.
AAl. Fo megdrzi az identitast, tehat bérmely A X{—objektum

esetén

F idA = idFA .
AA2, Fm felcserélhetd a kompozicidval, azaz barmely f:A—=B

és g:B—»C morfizmusok esetén

F(g.f) = Fg.Ff .
Az F: [{—= 7 jeldlést hasznidljuk a 3 kateodriabdl az £

kategbridba vald F funktor esetén.



1.3. Definicid

Legyen F,G:\{:—%>;£ két tetszOleges funktor. Az F funktorbdl
a G funktorba valdé =¢ természetes transzformadcidén olyan fiigg-
vényt értiink, amely minden A \}C—objektumhoz hozzarendeli az
LA :FA —> GA £—morfizmust, és ez a hozzarendelés kielégi-
ti a kovetkezd feltételt. Barmely f:A.—B K(—morfizmus ese-
tén

oALB.Ff = Gf. LA
Az F funktorbdl a G funktorba vald o természetes transzfor-
macid jeldlésére haszndljuk az of:F—=G vagy F—%.G je-
16lést.
Konvencidé. A tovabbiakban kategdéridk jeldlésére altalaban a
latin &bécé irott nagybetiiit, funktorok sz&mlra a nagybetii-
ket az F-t8l kezdve, objektumokra pedig a nagybetiiket F-ig
bezardlag. Természetes transzformacidk jeldlésére a gorog
adbécé kisbetiiit hasznaljuk.
A d:A—=B, etB—> C, fi:A~—=»D és g:D—=C’ morfizmu-
sok esetén az e.d = g.f egyenldség kifejezésére hasznaljuk

a "kommutativ az

|

diagram” kifejezést.

1.4. Definicid

Legyen F‘S{”—"’i és G: 2——*\,“ tetsz8leces funktor. F és
G kompozicidjan azt az FG:%{——ﬁ»/qunktort értijiik, amelyre

(GF)a = G (FA) minden A {{-objektum és (GF)f = G(Ff) minden
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A X{—objektum, és (GF)f = G(Ff) minden f:A—-= B %i—morfiz—
mus esetén. Kdnnyen belathatd, hogy az igy definialt figgvé-
nyek kielégitik a funktorokra vonatkozd axidmékat. Hasonld
médon definidlhatdk természetes transzformacidk kompozicidi.

1.5. Definicid

Az o :F—=> G és (>:G-——H természetes transzformacidk kom-
pozicidéjan azt a é*d :F——= H természetes transzformacibdt
értjik, amelyre

((A.J)A =((>HXJA) minden A 3{—objektum esetén, ha F,G,H:‘S{—»f
funktorok.
Nyilvanvald, hogy a fgwl kompozicid kielégiti a természetes
transzformacidkra megkévetelt feltételeket.

1.6. Definicid

Tekintsiikk a G,H:X('***;Z és F:Ki——é-ﬂL- funktorokat, é&s az
S:G——H természetes transzformacidt. Ekkor F« azt az
FG —=FH természetes transzformacidt jeldli, amelyre

(Fe)A = F (£LA):FGA—— FHA minden A ‘7{-objektum esetén.
Hasonloképpen, ha F:fL———»K{ funktor, akkor o/F:GF-—HF az
a természetes transzformicid, amelyre definicidé szerint

(<£¢F)A = o(FA) minden A A(-objektum esetén. Lathatd,

hogy mind Fo{ mind o/F valdban természetes transzfocrmacid
lesz. Jeloljiik quval a I{ kategdridhoz tartozd identités
funktort, tehat.amelyre LR A = A és Iy £ = £ minden A \{—ob—
jektura és f:A——= B J{{-morfizmusra. Ha nem okoz félreértést,
akkor az I jelSlést haszndljuk.
Nyilvanvald, hogy minden F:‘X'{,-—b.f, funktor esetén az idg:
:Ar——a-idFA hozzarendelés idF:F—JLa-F természetes transzfor-

macidé lesz.



1.7. Definicid

A Y kategéridban a T = (Tqu,y) harmast monadnak nevezziik,

ahol
T: Y —— I funktor,
/u.: TT —— T ,
Y+ I ——> T természetes transzformicidk,

ha kielégitik az (1.7.1) és (1.7.2) diagramok kommutativi-

tasat.

1.8. Definicid

Az (F,U,V,L‘) !{—>-£ adjunkcidén az F:K{,-———-—a—z ’ U:i———z—r{
funktorok és a Y: I ——= UF, £:FU—=1 természetes transz-
formacidé altal meghatarozott rendezett négyest értijlik, amelyek
teljesitik az (1.8.1) és (1.8.2) diagramok kommutativitésat.

yU Fv
U ————>UFU FUF =e—————— F

£F

1.8.1 1.8.2



Az F funktort U bal adjungéltjanak, az U funktort pedig F
jobb adjungaltjanak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy F / U/ funktornak létezik jobb /bal/ ad-
jungaltja, ha létezik az (F,U,V,£) adjunkcid.

A tovabbiakban defini&ljuk az univerzalis algebrak
Arbib és Manestdl szarmazd altalanositasat, amely alapvetd
szerepet jatszik vizsgalatminkban.

1.9. Definicié /Arbib-Manes [2]/

Legyen X:}(———4>3{ funktor. Ekkor a Din(x) kétegérién azt

a kategériat értjiik, amelynek objektumai (A,f) rendezett
parok, ahol f:XA —s A Y{-morfizmus. Az (A,f) part X-dina-
mikanak /roviden dinamikénak/ nevezziik. Morfizmuson a Din(x)
kategéridban, pontosabban az (A,f) dinamikabdl a (B,g) di-
namikaba vald morfizmuson olyan h:A—-=B I{—morfizmust

értilink, amelyre kommutativ az (1.9.1) diagram .

a
B - XB
£
A XA
1.9.1

.Ekkor h-t X-dinamorfizmusnak, vagy dinamorfizmusnak nevez-
zik.

Jelsljiikk S=t-el a halmazok és fliggvények alkotta kategoriat.
Tehat Set olyan kategbéria, amelynek objektumai a halmazok,
morfizmusai a fiiggvények a fliggvények szokasos kompozicid-

javal.
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Legyen F az univerzalis algebrdban szokasos mdédon defini-

~L>
alt miiveleti jelek halmaza, azaz F = [UJ F_, ahol
i=0

Fif\Fj =¢® ha i # j, ahol F az n-valtozés miiveleti jelek
halmaza. Ekkor F egy funktort indukal a Set kategdriédban a
kévetkezd mdédon;

FA = {f({al>,...)<an’>)lf€}?n, a;&A i = l,...,n)j’
minden A halmaz esetén, tovabba barmely h:A —»B fliggvényre
Fh:FA—s=FB; Fh(f(<ap,.../4ap)) = f((h(al)>,...,(h(an)>).
Azonnal lathatdé, hogy F valdban funktor lesz. Az ilyen funk-

tort miveleti funktornak nevezziik. Az(l.9) definicidbdl ko6~

vetkezik, hogy az F dinamika fogalma egybeesik az F tipusu
univerzalis algebra, a F-dinamikak k&zdétti morfizmus fogalma
pedig az algebrai homomorfizmus fogalmaval.

Az Arbib-Manes megk®zelitéstdl egy kissé eltérd, de ve-
le ekvivalens mdédon definiéaljuk most a szabad X-dinamika fo-
galmat.

1.10. Definicid

Legyen X:S(——sX{ tetszdleges funktor, A pedig 3{—objektum.

az (®,m,g) harmast A feletti szabad X-dinamikanak nevezziik,
anol (&,m) X-dinamika, g:A—»A J{-morfizmus,ha barmely (B,f)
X-dinamika és h:A-—=»B 1{—morfizmus esetén létezik egy egy-
értelmien meghatarozott h#:(K,m)——+>(B,f) dinamorfizmus,

#

amelyre h = h” -g, tehat amelyre kommutativ az (1.10.1\ diagram.



1.10.1

1.11. Definicid

Az X: {—=Y funktort input funktornak nevezziik a k{ ka-
tegdriaban, ha van olyan X#:X{——a—?ﬁfunktor és
/aozxx%;J;—x#' valamint 12:I—$e>x# természetes transzfor-
macid, hogy barmely A objektum esetén az (X#A,/JGA; qZA)
harmas A feletti szabad X-dinamika lesz.

Ekkor a /u° természetes transzformicidt szabad miiveletnek,

'z-t pedig a generatorok bedgyazasanak nevezzik.

Az (X#,/Mo;%) harmast az X input. funktorhoz tartozd input-

~-strukturanak nevezzik.

1.12. Megjegyzés

Az input funktor eredeti definiciéja, amelynek ekvivalenci-
aja kdnnyen belathatd, példaul Manes [b] 122 o.(2.18)Tétel
alapjan, a kovetkezd.

Az X:]{——dbx{,funktor* input funktor /input process/ az
U:Din{X)—=1{ felejtd funktornak, amely minden {a,f) X-
~dinamikdhoz hozzArendeli az A objektumot, létezik bal
adjungédltja. Tehat ha létezik az (F,U,V ,£) :Din(x) —= ¥

adjunkcid.
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1.13. Megjegyzés

A Set kategbridban az F miiveleti funktor esetében a szabad
F-dinamika fogalma megegyezik az F tipusu szabad aloebra fo-
galmaval. Tehét F input funktor lesz, mivel a szabad alaebra
mindig létezik. Jeldljiik TFA—val az A halmaz feletti F tipu-
su szabad algebra tartdhalmazat. Tehat TFA azokat és csak
azokat az elemeket tartalmazdé halmaz, amelyek az [/i/ és [ii/
szabalyok véges sokszori alkalmazaséval kaphatok.
/]i/ ha aé&A akkor <ad>e TLA
/ii/ ha pl,...,pnéTFA és féFn, akkor
f(pl,...,pn)eTFA.
Lathatdé, hogy az Ar—a-TFA hozzarendelés funktor lesz, ha a
fliggvényeken a kdvetkezdképpen definiéljuk. Barmely
h:A—wB filiggvény és pg TpA esetén
Tgh(p )= <h(a)> ha p = <ay,akh;
f(h(pl),...,h(pn)) ha p = f(pl,...,pn).

A M A:F T A——q»TFA szabad miivelet definicidéja akkor igy

F
adhatd megqg;

/M.,,A(f ((pl>"“'<pn>) = f(pl”"'pn)
minden p = f((pl),...,(pn>)€F TpA esetén. Az 4 A:Ap—=TpA

generatorok bedayazdsa pedig ?/Ata) = (a%» fliggvénnyel de-

#=T A T_A

F* ¥
halmaz elemeit, mivel fakkal illusztralhatdk, A-feletti F

finidlt. Tehat az F miveleti funktor esetében F

tipusu faknak /polinomoknak/ nevezzik.

1.14. Definiciéd

Legyen X input funktor a kategbriaban, és jeldljik az A

feletti szabad X-dinamikat az (X#A,/UOA;%iA) hérmassa{LJga;
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gyen tovabbi (B,g) tetszBleges X-dinamika, és h:A—B
YW -morfizmus.

- . - #x# .
Ekkor azt az egyértelmiien meghatarozott h :X'A—=B X-di-
namorfizmust, amelyre az {1.14.1) diagram kommutativ, h-nak

a (B,g) X-dinamikara vonatkozd szabad kiterjesztésének

nevezziik.

a
e —
B XB
h i Xh
A o A
A __.__.__,.’Z #n - A Xx¥a
1.14.1

A kbvetkezl tétel azt mondja ki, hogy az (1.14.1) diagramban
az A és B objektumok helyett funktorokat, a g &€s h morfiz-
musok helyett pedig megfeleld természetes transzformicid-
kat véve hasonld kiterjesztés létezik.

1.15. Tétel Legyen X input funktor a I{ kategbéridban, és je-

181je (X#A,/qu;rzA) az A objektum feletti szabad X-dinami-
k&t. Legyenek tovabba F &s H tetszOleges endofunktorok -
ban, valamint & :F—>H és JGXH-JA»H tetszdleoces természe-
tes transzformicidk. Ekkor létezik eayetlen olyan

<F P, amelyre az (1.15.1) diagram kommutativ
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H XN

1.15.1

Bizonyitas. Jeldljik L*A-val azt az egyértelmiien meghatiaro-

#FA———a-HA morfizmust, amelvet az (1.15.2) diagram

#

zott £MA:x
definidl. Tehat «£L”A szabad kiterjesztése o A-nak a (HA, S'A)

dinamika&ra vonatkozdan, amely minden A-ra létezik,

JA
HA -é——————-——— XHA
d g
LA ol A XZA
FA FA
Fi [ = X FA </u., ¥X FA
1.15.2

Elegendd tehat megmutatni, hogy¢1#A természetes A-ban, azaz
barmely f:A-—B morfizmus esetén teljesiil az (1.15.3) egyen-
18ség
nE.w¥a= ¥ x*re
1.15.3

az (1.15.3) egyenldség igazolasa végett tekintsiik az (1.15.4)

és (1.15.5) diagramokat.
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hy:)
HB e XHRB
o B Hf . XHF
gA
FB v, HA -~ XHA
Ff / F‘A /. X £%n
4 FA Mo FA
FA > X¥ra ' XX*FA
1.15.4
Jd B
HB = XHE
o B .  |«*B ". 2.8
4 FB L FB _

FB . X*FB .‘__/_A____ xx#Fp
Ff /. HFrE . xx#r e
FA , FA
FA Z — XEFPA A YX#FA

1.15.5
Az (1.15.4) diagramban a I. és II. részdiagramok J#A defi-
nicidja szerint, a III. és IV, pedig & illetve J termé-
szetes volta miatt kommutativok, tehat (1.15.4) teljesen
kommutativ.
az (1.15.5) diagramban III. és IV. részdiagram o[#B defini-
cidéja folytén, I. és II. pedig VA és /A, természetes volta
miatt kommutativak, tehdt (1.15.5) is teljesen kommutativ.

E szerint a Hf.«®A és M#B.X#?f morfizmusok egyarant szabad

J8

kiterjesztései az o B.Ff morfizmusnak az XHB ——HB X-dina-

mikara vonatkozdan. De a kiterjesztés egyértelmii, tehat
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HE ...®A =¥ B.X*FE.

1.16., Tétel. Az (xﬁyu,z) hiarmas monad lesz a XL kategdriéban,
ha a /L:X#Xt—L%-X' természetes transzformaciét az (1.16.1)
diagramnak megfelelden az idx¢ szabad kiterjesztéseként de-
finiadljuk a /uo:Xxf—i—ﬁnxitermészetes transzformacibéra vonat-

kozdan.

. Mo
- 2R o xx#x#

1.16.1

Bizonyitds. Bizonyitsuk be el®szdr az (1.7.2) diagramnak meg-

feleld azonossagokat. Az (1.7.2) baloldali részdiagramjanak
éppen az (1.16.1) haromsz8g részdiagramja felel meg, igy en-
nek kommutativitasa /L definicib6ja szerint teljesil. Nevez-
ziik az idx# =/L-X#i egyenldség teljesiilését. Az X#é defi-
niciéja szerint kommutativ az (1.16.2) diagram. Ezt az (1.16.1)-
el Osszevetve kapjuk az (1.16.3) diagram kommutativitésat.

Azaz ﬁbxﬁz az (1.15) tétel alapjan szabad kiterjesztése Y -

nek a /“o dXKF x*

természetes transzformacidéra vonatko-
zban. Az nyilvéanvald, hogy idyg & szabad kiterjesztése Y -nak

ugyanerre az X-dinamikara vonatkozdan, tehat /A.X#% = idx#.

# #
X , b X
X __}__,_ sty # J————— xx¥x#

Y X" xx*z

I > X% —= XX
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Az (1.7.1) diagramnak megfelelG/M'th =/MUA4X#egyenl6ség

bizonyitdsa végett tekintsiik az (1.16.3) és (1.16.4) dia-

kat.
gramoka Mo -
I, Xp
¥
. X
4‘1{0_.____ XX‘#X#
M 118 xtu V. Xxiu
#* # %
_ X7 X A Mx#X
x¥<* 2 o XF xR e xx#x# x#
1.16.3
‘ M .
¥ el xx*
/,L . X/A

i
x# < A xx* x #

/L
Tyt #
// M X# X/“X.#
,Lxﬁ)(# /“o Yo'td

xty# 122 x#Fx¥ XX*X# x4

1.16.4
az (1.16.3) diagramban I. és II. a /A természetes transzfor-
macié, III. és IV. .-pedig az x#  funktor definici6éjanak meg-
felelBen kommutativak, igy (1.16.3) teljesen kommutativ.'/L
definiciéja, valamint a M f/%'idx#x# egyenldséqg alapjan az

(1.16.4\ is teljesen kommutativ. Igy /MZ/AX# és /u.xfa egy-
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arant szabad kiterjesztései a./u morfizmusnak a /Ag:xxf—ia-x#
dinamikdra vonatkozéan. Az (1.15)tétel szerint tehét/uv/Ax# =
=/u .Xju .0

A k&vetkezd (1.17) tétel bizonyitdsa mas formaban meg-
talalhatdé Alagic [1] cikkében. [/ 3.10 tétel/

1.17. Tétel. Barmely x:I{—-—a.KZ input-funktor,

T= (Tyﬁ,i) monad és Q: J{ —=J{ funktor esetén, ha
Q~-nak létezik jobb-adjungaltja, akkor minden <z :QX ——= TQ
természetes transzformidcidnak létezik egyetlen olyan

g&:QX‘—J—y-TQ kiterjesztése, amelyre az (1.17.1) diagram

kommutativ.
“wo T 2,
TO TTQ ~-————————— TOX
— #
% Q 'Z'# =X
@y Q Mo
1.17.1

Bizonyitds. Mivel Q-nak létezik jobb adjungaltja, igy 1lé-

tezik a (Q,3,v,£) : W —— " adjunkcié. Tekintsiik a
g:x.!gépﬁQX-ésépéTQ természetes transzformacidét. Legyen
g*:xﬁ;—la>§TQ az a kiterjesztése ¢ -nak, amelyet az
(1.17.2) diagram definidl, tehat g* szabad kiterjesztése
a 07 Q.Y -nek a G= QM0 .0T£TQ . gOTQ: XQTQ ——»OTQ természe-
tes transzformicidra vonatkozdban, amely az (1.15) tétel

alapjan létezik.
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_ oo
QQ v = QTQ .e———l:;_—- XOTO

. *
]9 I <™ jl. Xg
I z . x% -e-—’ui-— xx ¥

1.12.2

Megmutatjuk, hogy a ’Z; = (,TQ.QY"' az egyetlen olyan termé-
szetes transzformacid QX*—bGl TQ~ba, amelyre teljesiil az
(1.17.1) diagram kommutativitésa
a./ iQ = %QZ |

Felhasznalva az (1.12.2) I. részdiagramja kommutativi-
tasat, valamint £ és z ternészetes voltat, érvényes a ko-
vetkez® atalakités:

29y = £70.057.09 = £T0.0(¢%3) =
£70.0(03Q.V)= £TQ.0070.Q9 =

% Q.£0.Qv

A (Q,9,V,¢£) adjunkcidéra vonatkozd £Q.Qy = id, azonossagot

Q
alkalmazva kapjuk, hogy

Zg-Q% = F0.
el ZQe = HQ.Tzg . zx*
Felhasznilva 7, definiciéjat, valamint az (1.17.2)
II. diagram kommutativitésat, kapjuk, hogy
T -Qphe = £70.0 g*.Q/uo= £T0.0( §*./u°) = £70.Q(8.x M) =
£TQ.Q0/Q.0QTETQ.030TQ.OX g¥ =

= £70.00/iQ.00TeTQ.0020TQ.QvXOTQ. 0K ¢ =
= zTQ.QGWQ.TeTQ.z'éTQ).anéTQ.Qx o* .

Mivel g:00—»1 természetes transzformicid, az atalakitéast

—

igy folytathatjuk: -”“*qf\
Ty QMo =/ZIQ.TzTQ.z’éTQ.zQ)(ﬁTQ.vaéTQ.QXg* . i ‘ '
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Alkalmazzuk most a (Q,(3,V,£&) adjunkcibra teljesiild £Q.QV =

= id . azonossagot. Tehat QXJTQ.QVXQTQ = id XQTQ = id

Q
igy

Q QXOTQ’

Gy -Q pho = JA Q.T£TQ.20TQ.0X €% .
Hasznaljuk most fel az (1.17.3) diagram kommutativitésat,
amely ‘= természetes volta miatt teljesiil, tovadbba 7, de-~
finicibéjat. Igy
7,-Qpo = [1Q.TeT0. 10 §Nax® = Q. T(e10.Q¢¥).2x " =
ﬁﬁQ“TZ#-?X#-
Tehat ha Z, -et az £TQ.QSﬁ kompozicidként definidljuk, akkor
erre a 2;-ra teljesiil az (1.17.1) diagram kommutativitéasa.
Hatra van még az egyértelmiiség bizonyitésa. Tegyiik fel,
hogy valamely EE:QXfi—Le»TQ természetes transzformaciodra
teljesiil az (1.17.1) diagram kommutativitéasa, azaz
2 Q= Z-Qy  és
Z - Q Mo MQ.TT.x?

Legyenff = 0Z.vx* :Xg;i—a—ﬁTQ. Mindenekeld&tt lassuk be, hogy

il

ekkor £TQ.Q{ =% . Tekintsiik e célbdl az (1.17.3) diagra-
mot. A (Q,Q,Y,&) adjunkcibra teljesiild idQ =20.0Y azonos-
sag folytan a I. részdiagram kommutativ. A II. pedig £ és T

természetes volta miatt, tehdt Z = Z .id. . g = £T7Q.QQ0 .Q X =

0X
= TQ.Q .
ox¥ -~ T0
1d ox# .| pox* /. £T0
ox¥ 0nF
o 000X ————= 00TO



Mivel & = zTQ.Qgﬁ, igy a Q; =7 eoyenliséghez eleaendd

belatni, hogy {'=Sﬂl A {’ g*egyenl6ség bizonyitasa végett

1

viszont elegendd megmutatni, hogy az (1.17.2) diagramban
fhot 'f—val helyettesitve az igy keletkezd diagram is kom-
rutativ, mivel q# az egyetlen olyan, amelyre 9.17.2\ kom-
mutativ.
/il A {.% = 04Q.V egyenldség bizonyitésa.

Y.y = 07.vx*.5 = 3Z.00y.% = O(F.0y).V = 0J0.V.

A fenti Atalakitasnidl felhaszndltuk 7 természetes vol-

tat, valamint a feltételezett ?Q'? =7z'Q egyenldséget.
/ii) a§ < Mo

Lo Mo oZ.vx*. M, = 6.'2".6Q/4°.0xx" = 6(?.Q'/AG)-'VXX#

A feltételezett ?.Q/Ho =/§Q.T2~'.z’Xt egyenldséget felhasz-

E.X& egyenldséqg bizonyitasa.

]

it

nalva
q - Mo = 5/7Q.§T’E'C_)zx#.vxx#
Alkalmazzuk most a mar bebizonyitott Z = gTQ.Qj’
egyenldséget, ekkor kapjuk, hogy
§ . Mo = Dji0.QTeT0.OTOY. Qrx” V¥ = Gfi0 . QTeTQ.OTO Y. ¢X "
Felhasznalva, hogy—%' és Q természetes transzformacid, az
(L.17.4) diagram kommutativ, tehdt érvényes a kdvetkezd at-
alakités:

5./*0 = 0fi0.0TeT0.€0T0. X{ = 5.x¥.

- % oroy _  _
NTQR —————== QTOQTQ

ox* QOTO

x{

XX# — X0OTQ

1.17.4
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Ezzel az (1.17) Tételt bebizonyitottuk.[J

1.18. Tétel

Legyen X ésY input funktor a W kategdériaban, Q olyan
funktor, amelynek létezik jobb adjungaltja, tovabba
T:0X—=YQ tetszOleges természetes transzformacib.

Ekkor létezik Z -nak olyan z’#_ :QX*—‘% ¥ egyértelmiien meg-

hatarozott kiterjesztése, amelyre kommutativ az (1.18.1)

diagram,
The Y2
v¥o "‘—/—u————YY#Q ~——— yox¥
;EQ % z‘X#
Q 0
0 Lo ox* — £ NXx*

1.18.1
ahol (X#,/“o;-z) az X, (Y#;/‘l;n;i) pedig az Y imput-funktorhoz
tartozdé harmasok.

Bizonyitads. Tekintsiik az Y funktornak az f,, =/17° .YZ‘ Y——-.f#

bedgyazasat az Y# funktorba. Mivel (1.10) Tétel szerint az
‘f‘,/a;i) hédrmas monadot hataroz meg, igy alkalmazhatjuk az
(1.17) Tételt. Tekintsiik a 5 = ilQ.'Z:QX—L—»f'Q természetes
transzformacidét. Az (1.17) tétel szerint létezik egy egyér-
telmiien meghatarozott V;# :QX#——‘—-,‘L"Q természetes transzfor-

macid, amelyre az (1.18.2) diagram kommutativ.

78e , Vad'y
W0 < yhykg e t  vFox*
19 S 5x”
Q4 0
Q ‘_——"Z—? QX# - /uo QXX#

1.18.2
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Megmutatjuk, hogy az igy definidlt G, teljesiti a keresett
~.—re vonatkozd (1.18.1) diagram kommutativitisat. Ehhez,
figyelembe véve % 1 definicidéjat, elecendd megmutatni, hogy

az (1.18.3) diagram kommutativ.

- #
Q ¥Y¥ by
v¥0 Z*v¥n < Y O¥
) - |
g0 M. |yt
Y740
vy?q A YY#v#Q 1. 7 ax#
YiY*Q
yyfq -~ vox#
v

1.18.3
A II. diagram 4‘1'1 természetes transzformacid volta miatt
kommutativ. A I. és III. diagramok kommutativitdsa kdvetkez-

ménye az (1.18.4) diacram kommutativitasénak, amely’ﬁ'defi-

nicidja szerint teljesiil.

1.18.4
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Hatra van még az egyértelmiiség bizonyitasa. Teqgyiik fel, hogy
& . 4 «z s
valamely {':QX———a»X&b természetes transzformicidra teljestil

az 1.18.5 diacram kommutativitasa.

ho0 Y
v¥o / vv¥o T vox*
i’Q {' zx#
Q . o)
Q—-—L ox? = M oxx*

1.18.5
Igy az (1.18.6) diagram I. és II. részdiagramja kommutativ.
Figyelembe véve %’ természetes voltat, valamint ?:1 defini-
ciéjat, a III. &s kommutativ. A IV. és V. pedig /7 defini-

cidéjanak megfeleld (1.18.4) diagram szerint kommutativ.

~ #
Q Y .
Y0 e A v#v#q T y7ox¥

A - )LY#Q A

yy¥o -t—— vy#v¥g . Z,Qx#

r7 Y4
70 Y yY#Q ~ It vox#
/ i
= Xx*
0 fo
Q7 v Vi OxXx#

1.18.6
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Az (1.18.6) diagram teljesen kommutativ volta azt jelenti,
hogy f olyan kiterjesztése a ® ='/21Q.'z:QX——l->Y#Q természe-
tes transzformacidnak, amelyre az (1.18.2) diagram kommutativ,

ha C; helyébe %’—t irunk. De 5; az egyetlen ilyen az (1.17}
tétel szerint, tehat E'# ='§'. O
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2. X~-Y automatak

Célunk ebben a fejezetben olyan automatdk definidlasa és
vizsgalata, amelyek adott X és Y input-funktorok esetén Xf;JL_-Y’
természetes transzformacidét szamitanak ki. A kiszamitds az Alagié
[l] dltal bevezetett természetes allapot-transzformacié fogalmén
alapszik. Minden :::XQ-—L*-Y’Q természetes transzformacidnak lé-
tezik az (1.15) Tétel szerint egyértelmi if&:XKQ——l—>X#Q kiter-
jesztése. Ekkor o¢:I——=0Q kezdG-allapot és [ :Q.—1 végalla-
pot transzformacidkat megadva a(LY#.téixfé kompoziciodval Xf—;,Y#
természetes transzformdciét kapunk, és iay jutunk a direkt &alla-
potu automata fogalméhoz. A kiszamitas 2::QX~_L,,Y#Q természe-
tes transzformicid kiterjesztésével is meghatarozhatdé az (1.17)
Tétel alapjén, ha a Q funktornak létezik jobb adjungaltija,
ugyanis ekkor létezik a 2% :QX%—J—’-Y#Q kiterjesztés, és iqy
az automata &ltal kiszamitott transzformacidt az Yﬁs < 2y .a:x*
kompozicidval definialhatjuk.

Ez a megkdzelités alapjaban abban kiil&nbdzik Arbitb és
Manes [2] automata fogalmitdél, hogy az automata kimenetét meqg-
addé objektumrdél is feltessziik, hogy (Y‘C/7;7) monad-struk-

turaval rendelkesik, tovadbba a kiszamitas sorédn a "részered-

mények" megdrzésére funktort alkalmazunk.
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2.1. Definicidé. Legyen X és Y input funktor a ?f kategbri-

éban,‘az (X#,/Io;z) illetve (Y*,/No ; 12) input-strukturaval. Ek-
kor direkt allapotu X-Y automatédn egy %Z = (Q,J,Z;P) négyest
értiink, ahol: [/i/ Q endofunktor, a automata allapot
funktora,
[ii]/ w :I—=Q természetes transzformacid, a
kezdeti allapot transzformacid,
fiii/ fz:XQ-Jq.QY# természetes transzformacid,
az Atmenet-kimenet transzformacid,
/iv] pA:Q—=1 természetes transzformicid a
‘végéllapot transzformacib.
A{2.1.1) diagramot az 2 X-Y automata automata-diagramjanak
nevezziik, ahol Z%az (1.15) tétel Allitasa szerint létezd egy-

értelmiien meghatarozott X#Q-ia-QY# természetes transzforma-

ci6, amelyre a (2.1.1) diagra kommutativ.

o*
34
. Qu . ,;Y#
v# .g—iu—— ov*v# xovy?

Q
QZ/ ot X z#
/ 9

O

Q- X#Q —

X%
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2.2. Definicibé. Legyen X és Y input funktor a!}{ kategbria-

ban az (Xf/g;z) illetve (Y#Oji;é) input-strukturiaval. Ekkor
a 72 = (Q,M,Z;P) négyest inverz &allapotu X-Y automatdnak ne-
vezzik, ahol: )i/ Q endofunktor, amelynek 1létezik jobb-
adjungaltja, a A2 automata allapotfunk-
tora,
Jii] o:I1—=Q természetes transzformacid, a
kezdeti allapot transzformacid,
fiii/ —z:QX—Jq—Y#Q természetes transzforméacid,
az atmenet-kimenet transzformaciod,
[iv]/ P:Q—Jé—I természetes transzformicid, a
§égéllapot transzformacid.
A (2.2.1) diagramot a € inverz &allapotu X-Y automat&hoz tar-
tozb automata-diagramjanak nevezziik, ahol 2y az (1.17) tétel
adllitéasa szerint létezd egyértelmiien meghatarozott ox7 = v¥q

természetes transzformacid, amelyre a diagram kommutativ.

o*
Y’
Aok T e b
v¥o Y v¥0me— " v¥ox
~ #
70 Ty zX
Q O Mo
Q——-—t—~>- OX# = /! oxx¥
LX*
x #
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2.3. Definicid A Z= (Q,4,%, ) X-Y automata altal indukalt

transzformacidn a 9%% = @Y#.gﬂfxﬁizfo—1>Y# természetes

transzformacidét értijiikk, ahol 2*:et a (2.1.1) diagram defi-
nialja.

. e .. g . . P
2.4. Definicid A.qzx-——a.Y* természetes transzformaciot

automata transzformacidénak nevezziik, ha van olyan ‘72 X-Y

automata, amely ¢-t indukalja.

2.5, Definicid A @ = (Q,J,Z}F) inverz &llapotu X-Y automata
dltal indukalt transzformacidn a ?%2 = Y?3.2}.¢X#:X€_Le>Y#
természetes transzformacidt értjiik, ahol 'Zf -et a (2.2.1)
diagram definialja.

* természetes transzformicidt inverz allapotu au-

A q:x#_‘,y
tomata transzformdciénak nevezziik, ha van olyan %) X-Y inverz
allapotu automata, amely a ¢ -t indukalja.

2.6. Definicid Legyen Y input-funktor a 3{ kategdriaban, és

jeldljiik az A objektum feletti szabad Y dinamikéat a

(Y#A,/T, A; ;1; A) harmassal. Ekkor a e :XQ—=0Qv" / X —=Y*0 /
természetes transzformacidt hosszmegdrzdnek nevezziik, ha van
olyan 711 X0—=»QY /QX—4~,¥Q/ természetes transzformacid,

i l:Y—Y—'Z,YY#—/‘—lf» v*.

2.7. Definicid A O =/ QAJ,Z,F) /inverz allapotu/ X-Y

automatat hosszmegdrzdnek nevezzilk, ha a Z adtmenet-kimenet
transzformacidé hosszmegdrzd.

2.8. Definicidé A ?7:xf—ia-y* /inverz &llapotu/ automata

transzformicidét hosszmegdrzdnek nevezziik, ha megvaldsithatd
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[inverz allapotu/ hosszmegdrzd X~Y automataval.

2.9. Tétel Legyen X és Y input funktor a %{ kategdri&ban.

Hasznédljuk a megfeleld szabad dinamikak szokasos jeldlését.
Legyen tovabba 2‘:XQ-¢e—QY# hosszmegdrzd transzformacid,
tehat < = QiL'l.Zl valanmely ZI:XQ———yQY természetes transz-
formacidéra. Ekkor =¥ = ’Z#, ahol 7’{' az az egyértelmiien meg-
hatarozott természetes transzformiacid, amelyre a (2.9.1)

diagram kommutativ.

- #
Q e 2Y

ox* M ovy T xov®

Q«L Z, “
Q Q
Q k2 x*0 - Mo xx*0
2.9.1
Bizonyitéas

Mivel definicid szerint =" az az egyértelmiien meghata-
rozott természetes transzformacid, amelyre a (2.1.1) diagram
kommutativ, igy elegendd bebizonyitani, hogy teljesiil a

(2.9.2) egyenldség.

Q/HO.ZIY#= Q/?,. zy* (2.9.2)
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.
Q
ov* - oY ¥ xov*
Q;Z ‘?/’# IX/‘;‘“
Q Q
0 t FQ — fo xx#0
2.9.3
M,
v - vy
id_ 4
Y - Y
7 %
# - %
Y o ¥
Y ? o YHY# _,__/”_.__YY“'Y‘qr
2.9.4

Mivel a (2.9.4) diagram /Z definicidéja szerint kommutativ,

igy felhasznalva <<= Q4zl. 'Zl egyenldséget, kapjuk az alab-

bi egyenldségeket

[l

Q. zy ¥

Q(/'Z.ﬁoy#.yfgy*).'rly* =

=0 (/R.Y/i‘.yiyg).':ly# =

Q(/i,T° (g v*)) .',‘:ly* =

of- lag . 7) ¥ " = o(F.7,v*)

- h - #
Q(/UQ.YldYg).(Z’lY# = Qfi,.zY". O

#

Az 1820 tétel tehdt azt mondja ki, hogy hosszmegdrzd

Q::XQ-—hpQY# természetes transzformacidk kiterjesztése a

(2.9.1) diagram szerint végezhetd el.



Hasonldé allitas igaz inverz allapotu hosszmecdrzd
21QX—44>Y’Q transzformacidkra.

2.10. Tétel Barmely X és Y input funktorok, tovakba

ZjQX-;ﬂrY#Q hosszmegdrzd transzformicid esetén, ha a Q
funktornak létezik jobb adjungaltja, akkor

Zy = e ahol & =4ZlQ.’Z'l, és T az(1.18) Tétel
allitasa szerint létezd egyértelmiien meghatarozott kiter-

jesztése t'l—nek, amelyre az alabbi diagram kommutativ.

a0 Yo,
v¥0 Ho vv#o «— " yox*
79 La# z, x*
Q Q Al
0 z, OX¥# - e OxXX ¥

A tétel bizonyitdsa megegyezik az (1.18) Tétel bizonyitésa-

val.

2.11. Tétel Legyen 2 = (Q,J,T}P) inverz &llapotu X-Y auto-
mata, tovabba g%?:xf—ia-Y‘ a A% automata altal indukéalt
transzformacid.

A QQQ transzformacidé megvaldsithatd direkt allapotu X-Y
automataval.

Bizonyitds A feltétel szerint létezik a Q &allapot-funktor-

nak jobb adjungidltja. Jeldljiik az ehhez tartozd adjunkcidt
a (0,0,v,£): {—> Y négyessel. Ezen adjunkcibéra vonatko-

z0 azonossagok ekkor a kdvetkezdk:
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ids Qe £0 id,
lal Ibf
Q

D

2.11.1
ahol Vv:I—=00, £:00 =1 természetes transzformacidk.
Tekintsiik a @1 =(Q, o!l,?, F—\l) X-Y automatat, ahol

v - Q& _

_vx§ _ _QedQ _, _ove _
Q :1XQ e QOXQ == QY7 QQ ——= QY

_ L0 _ &

'@l:Q——QQ——>I.

. ¥ A E
Megmutatjuk, hogy (/al = @5 , ahol ¢¢71 = elY 5 5 SRV
A fd természetes transzformacidét a 72 1 automata (2.11.2)
diagramja definidlja, azaz g# egyértelmiien meghatarozott
x*#5 —2 0v¥ természetes transzformacid, amelyre a (2.11.2)

diagram kommutativ.

— *
Q : Y ,
ov¥ <M oy*v¥ ——— xov?
#
#
07 ¢ XP
’ h O




C . sz . ; e/ ; .
Definicid szerint % = YP .2;,.¢xf ahol Z;, az az eqyéertel-
miien meghat&rozott természetes transzformécid, amelyre a

(2.11.3) diagram kommutativ.

- #
Q Y L#
v*o e——A—-—— Y¥y¥o —— T yFox*

£ ~ zx

Q Q Mo !
0 z - QX’“ - ‘/” OXX#*

2.11.3
Megmutatjuk, hogy S’ kifejezhetd a 2%, valamint a(Q,ﬁ,V,g)

adjunkcid segitségével, pontosabban

¥~ ov 95.2'#6. v x¥9 2.11.4 .

3

A (2.11.4) egyenldség igazolasdhoz elegendd belatni, hoay

a (2.11.2) diagramban ff-et az eqvenldséa jobb oldalan alld
természetes transzformidcidval helyettesitve ismét kommutativ
diagramot kapunk, ugyanis f*‘egyértelmﬁen meghatdrozott. Te-

hat igazolni kell a

.

97 =ar'e .02,0.vx*0.40 (2.11.5)

oY’z .'Q'fz;,ﬁ.vx#'d./,é‘ = 5/1.gy#.x6Y§ .xﬁz;a.xvx#ﬁ (2.11.6)

egyenldségeket. Tekintsiik a (2.11.7) diagramot



oY Y
ayy®e
_ 4 ov*z,0
5 o7y # 00— BYF OxFT
/
0¢ m. D2x#0
_ L Q0,0 _ _
000 Mo Doxx¥ 7
A
Vo I vx*3 W, yXx#3
L 4a } ) _
o — PO feo XX Q

2.11.7

A I. és II. részdiagramok ¥y természetes volta miatt kommu-
tativ. A III. és IV. kommutativitasa ko&vetkezik a %2, -et de-
finiald (2.11.2) diagram kommutativit&sabél. A VI. 7,avV
pedig/ﬁ' természetes volta miatt kommutativ. Tehédt a (2.11.7)
diagram teljesen kommutativ. Felhasznélva a (2.11.1) azonos-
sagot, kapjuk hogy

0% = 0%.id5 = 04.02.v0 = Q¥"2.020.vx"0.40.

Tehat a (2.11.5) egyenldség teljesiil.
Tovabbad a (2.11.7) kommutativitadsa miatt teljesiil az alabbi

(2.11.8)

ov% .0%0.vx* Q. M0 = Q/J Ov*y¥e Ov¥2, 0.0ex#0.9xx*G (2.11.8)

egyenlsdség.

Tekintsiik most a (2.11.9) és (2.11.11) diagramokat.
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- & z
— . QY £Y
oy’ g* —< av? oav*
Ao
ov*v % v/ av? oAy e
-
e ov*s v¥0d o
ov*y*ng == av*adv*ad
_ _ A
4 Qr’r# Q V.
ov*z, o v oY*ox#G SYadelelAe)
ov*fox#g — “——=&v# 0dox* 0
Fext D - Ae00x*0
_ QOXVX¥Q o
QPxx*Q - 00xX00x*Q
A - -
yxx*a /. vX00X"0
4= XVX#(._}
xx*Q > x00x*3
2.11.9

A I. és II. résgdiagramok v természetes voltat figyelembe
véve kommutativok. Ugyancsak kommutativ a IV. és VI. £ ter-
mészetes volta miatt. A III. részdiagram pedig az adjunkci-
.6ra vonatkozd (2.6.1)b azonossdg miatt kommutativ, tehat

(2.6.9) teljesen kommutativ, igy teljesiil a



- 37 -

ov"v¥e .0v*2,0.0x*0.vxx?¥] =

= oY’ v o' 00v% .0v*002,0.5200%40. vx00x* 0. xvx* 0

(2.11.10)
eqgyenlsdséqg.
Oz0Y# xoy*
- _# - # -— - # L V Q
QYT OQY " == QOXQY — %
X0
oY QoY /. | X3y
___ ozov*od _ _ _ Ixov’an o
QY QQY QQr€— QOXQY QQ =< XQY#QQ
ov?007,0 /. X3 7,
_ . _ oxoodfd _ _  _ vxDox*d -
QY Q00X Q = QOXQ0X O — XQ0¥X Q
2.11.11

Kénnyeb belathatd, hogy a I. diagram‘Q;, a IT. pediqg g

természetes volta miatt kommutativ, tehat

ov* 0oy .0Y*00%,0.0-00x* Q. vX00x# T =

(2.11.12)
= O70Y#.vxoY* . x0v% .X07,Q
Felhasznalva a (2.11.8), (2.11.10) és (2.11.12) egyenldsé-
geket, kapjuk, hogy
ov¥% .0%0.vx*3. 4,0 =
(2.11.13)

- “‘/a;.b'y"gy“.ﬁz'dy# VXOY .X0Y% .X07,0.xv¥0
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A (2.11.13) egqyenl&séabdl, Q definicidéjat figyelembe véve
kapjuk a kivant (2.11.6) egyenldséget. Figyelembe véve a
most bebizonyitott (2.11.4) egyenld&séget, valamint a 521
X-Y automata kezdd és végallapot transzformdcidnak defini-

cidjat, kapjuk a kovetkezd egyenldségeket:
, _ # ¥, _ # o= #H = = =  #= wtma
¥, =P, Y". g".x o) =Y LQYT.0YE JQZ0.vX70.XTQp.XTY

A (2.11.14) diagramban a I., II., III., V., VI., VIII.
részdiagramok rendre az o, 8,63,2;,2;,2 természetes transz-
formacidé volta miatt kommutativak. A IV. és VII. részdiagra-
mok pedig a (Q,Q,v,¢) adjunkcidra vonatkozdé (2.11.1)b azo-
nossag miatt kommutativ, tehéat {2.11.14) teljesen kommutativ.

Tehat g, = Y#% .%.JX#= Gy, . D



2.11.14

#
Y#Q e ~ y*
idy#Q o 7 A
YEQ I, V
— oy v Y¥oip

—v?000 — ' o ¥*0D
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2.12. Kévetkezmény Ha a W = (Q,i,?}&) inverz &allapotu
X-Y automata hosszmegdrzd, akkor a(z.é)tételben szerepld
121 = (6,011,8,9]) automata is hosszmegdrzd, akker
9%%’:X8—43-Y# hosszmegdrzd automata transzformécid.

]
Bizonyités Tegyiik fel, hogy 7 hosszmeg®rzd, tehat ¥ =

=€1Q.'Zl valamely ’Zl:QX—‘—»YQ esetén. Elegendd megmutat-
ni, hogy ekkor a Q = ov® .0%0.vX0:Xx0—=0¥"is hosszmegdrzd.
Tekintsik a @, = §Y5.621§.VX5:X5-—%,§Y természetes transz-—
formacidt. Mivel a (2.12.1) diagram ‘Z’=E€1Q. Z, eayenls-
ség, valamint %:l természetes volta miatt kommutativ, azt

kapjuk, hogy Q= 6?1.21, tehat Q is hosszmeadrzd. OO

el

974

Ov?s

ooy ——>oy#

2.12.1

2.13. Tétel Ha a Ul = (R,d,?}F) X-Y automata R allapot-

funktoradnak létezik bal adjungaltja, akkor a #Z 4ltal in-
duk&lt 9%3 transzformicid megvaldsithatd inverz &allapotu
X-Y automataval, amelynek &Allapotfunktora R bal adjungaltja.

Bizonyitds Jeldljiik Q-val az R allapotfunktor bal adjun-

caltjat, tovabba jeldlje a (Q,R,¥V ,£) négyes az ehhez
tartoz6 adjunkcidt.
Definidljuk a 6&— = ((,(l,Q,?:l, (51\ inverz allapotu X-Y au-

tomatat, ahol
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0
41:1—}-}->RQ e—»Q

0X v oz . 2v%0
7, 10X ——0XRQ ——=QRY"0 — v

Q=
(Ll:Q-—anR —I

Bebizonyitjuk, hogy qga==9g§,. Felhasznalva a(2.11] tételt,
elegendd bebizonyitani, hogy az a konstrukcid, amellyel a
tétel bizonyitdsa soran inverz &allapotu automatidhoz megal-
kottuk azt a direkt allapotu automatat, amely ugyanazt a
transzformiacidt létesiti, mint a kiindulasi, a iﬁ.automa—
tidra alkalmazva a €2 automatit eredményezi.

N 0o /\‘

A
Tehdt tekintsiik a d%,= (R,d.l,ZTl,qu direkt allapotu X-Y

automatat, ahol

Ly =RE-V,

Ty = rRY%f£ .R 7z R.VXR
A

by = Zz. ollR.

) ~ N . ~
Megmutatjuk, hogy a(l = o, Z‘l = 7 és (51 —<5.
A (2.13.1) diagramban a I. részdiagram «£ és V természetes

volta miatt kommutativ, a III. pedig f és / természetes vol-
ta miatt. A II. részdiagram éppen a (Q,R,Y, £) adjunkcidra

vonatkozd egyik azonossdg. Tehat (2.13.1) teljesen kommuta-

tiv.



I] ——— = RO

o RQ o¢
YR (¢ 0Or
R ——————— ROR —————>0R
ldR R s
¢
R —>1
2.13.1

A {2.13.1) diagram kommutativitasat felhasznilva

7 . _ R _
A = - p = = i = |>
A ﬁ}l-ra vonatkozd egyenldséa bizonyitasa érdekében lassuk

be a (2.13.2) diagram kommutativitisat.

Xt

XR ~RY

V. XR £

XVR —0OR
XR ————>=XROR

v XR l. v XROR /.

ROXYR ROZQR
RQXR — > RQOXROR

2.13.2
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A I. részdiagramy, a II.+ és 2, a IV, pedig ¢ és T
természetes volta miatt kommutativ. A III. és V. részdiaco-
ramok a (Q,R,V, £) adjunkcidéra vonatkozdé azonossigok miatt

kommutativak, tehadt a (2.13.2 ) diagram teljesen kommutativ.

‘1
nicidéjat felhasznalva kapjuk, hogy

Ezt a tényt, valamint a természetes transzformdcid defi-

N

z, = Ry’c.quR.vXR = RY*7 .R£Y?OR.RQOZOR.ROXVR.YXR =
=,’Z_ldXR = 7

Ezzel a(2.13) tételt bebizonyitottuk.(]

2.14. Kovetkezmény A(2.11) és(2.13) tételek felhasznilasa-

val k&nnyen belathatd, hogy barmely X és Y imput funktorok,
valamint < :X—w»Y? természetes transzformicié esetén 2 = Zy .
Azaz ¢ -nak a direkt allapotu és inverz allapotu kiterjesz-

tésel megegyeznek.

2.15. Kovetkezmény

A q9:Xf—Ja.Y# természetes transzformacidé akkor és csak akkor
inverz &llapotu automata transzformdcid, ha megvaldsithatd
olyan direkt &llapotu X-Y automataval, amely &llapotfunktora-
nak létezik bal adjungaltija.

2.16. Lemma Legyenek X és Y input funktorok a’l{ kategdria-

ban, és haszndljuk a szabad dinamikak szokéasos jeldlését. Fk-
kor barmely Q’:XQ—;Q’QY# természetes transzformiacid esetén
kommutativ a (2.16.1\ diagram, ahol a‘T#:X#Q—Jﬁ>QY# kiter-

jesztést a (2.1.1) diagram definialja.
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e #
Q 2y
ov? M oty o ov*
2;# X#Z'#
0
X — M x*x¥0
2.16.1

Bizonyitas Tekintsiik a (2.16.2) &s (2.16.3) diagramokat.

~ #
0 ¥
0 -
/! oY’ v¥ %oy ¥
vi. QY"/‘E 1778 XQ I
* P
0)7)'% L Y'Y
7 oy’ v7v* xov? v ¥
. xzty #
#
J/QQY
xx*oy ¥
. xx¥ o
dox*0 )
xx?¥x¥o

2.16.2

A 2.16.2 I. és II. részdiagramja ¢ illetve /L természetes
volta miatt kommutativ. A III. és IV. diagramok kommutativi-
tasa a ¢# -et definiald (2.1.1) kommutativitdsdbdl kdvetke-—

zik Y%-el vald "jobbrdl szorzasaval". A V./ﬁ definicidjabdl
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adédéan szintén kommutativ. Az (1.16) tétel szerint az
(Y#,ﬂ,?) hédrmas monadot alkot, tehat /7.&'77 =/7./EY#, igy a
VI. is kommutativ. A VII. részdiagram 2 természetes volta
miatt kommutativ, tehat (2.16.2) teljesen kommutativ.

A (2.16.3) 1. és II. részdiagramja M definicidja szerint,
IV. pedig ¥ definicidéja szerint kommutativ, tehat (2.16.3)

teljesen kommutativ.

QY#Y#G;———————XQY
\V' P49 &
e
xx¥ o

XX X Q

2.16.3

Az F = X#Q, H = QY#, L= ¥ s ;T= qﬁ;'zY# jeldléseket be-
vezetve, alkalmazhatjuk az (1.15) tételt, amely szerint pon-
tosan egy olyan d#:X"F-—'»H természetes transzformacid lé-
tezik, amelyre az (1.15.2) diagram kommutativ. Tehat felhasz-
nalva a (2.16.2) és (2.16.3) diagramok kommutativitasat, azt
kapjuk, hogy

r*u0 = Qji. g#ty ¥ xP ¥,

Ezzel a (2.16.1) diagram kommutativitasit bebizonyitottuk. {J
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2.17. Tétel Az automata transzformicidk osztalva zart a
#

kompozicidra nézve. Azaz barmely Cll=Xf—;>Y X-Y és

# Y-Z automata transzformacid esetén

('02 : Y#———‘B- YA
#

#’ - P 2 =
?Z.Qa:x-———€>z X-7 automata transzformacid lesz.

Bizonyitas

A feltétel szerint van olyanffz1 = (Ql'dll'zﬁj Fl) X-vy, il-
letve 02 = (Qz,oéz,‘?:z, FZ) Y-Z automata, hoay C/?l = ‘/z%
és ¢b = Wﬁ%-
Jeldljiik az A objektum feletti megfeleld szabad dinamikékat
a kdvetkezd harmasokkal; [X#A,/ICAMZ A) , (Y’fA,/l{—oA; iA), illet-
ve (Z#A,ﬁA; iA).
Ekkor a feltevés szerint

gy = @Y. 2] xP &s

(pz = ([,22*. ’Z’;.Y#o[z, ahol a 2’4{ és fz‘g
természetes transzformacidkra teljesiil a (2.17.1) illetve

(2.17.2) diagramok kommutativitésa.

&
S
W
RS
>
1
&

0 0
“2A # Mol .
Q, L X7Q, - XX#Q4

2.17.1
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= #
Q VA
# # x
QLZ *¢—~—*————QLZ pA ~r———————-YOZZ
oy o /v#
le &2# Y ‘l
Q 102
0, 7 =2 - Y#Q,_ - M YY#OZ_
2.17.2

Tekintsiik aZ? = (Q,o(,f, (5) X~-7Z automatat, hol
{1 Q145

Q= QlQZ )
#
719, # 9,25 "
£19; B2

F :Qle—-—-n— Qz———'-I .
Megmutatjuk, hogy (/2. 901 = 9(2:2 Vegylk eldszbr a (2.17.3)
diagramot, amelyben a I. részdiagranl‘zl, a II. és III. pe-

dig 61 természetes volta miatt kommutativ, tehat (2.17.3)

teljesen kommutativ.

# #

# Yy # % .

‘ b ‘
PlY FZ'Y Q, ?,‘QZZ
* #
Q, Y, Q
o vE—2 "L 0 v?o,— 2 o 00,7*
A
#

%" %0,
# X#Q4J2
x*q, =x¥0,0

2.17.3
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) és &5 eldallitasat, valamint a (2.17.3) diagram kommu-

tativitasat felhasznilva kapjuk a kévetkezd eqgvenlSségeket.

oo Fp =P8 - T5. 0l 5. Y zf’{v L, =
# # # AT # # _
(‘522 .(&lgzz .Qlf};z.'lez.x QloZZ.X o(l =

y F #* “ A i

(Bar P19)27 0T 270,-X7(0) £, oy)
. SO il #

ez -Ql 020 1Q2.X 04 e

il

1l

il

Mivel C/;z=(s Z#. "Z#.X#ol, igy elegendd bebizonyitani, hoay
7= 0,2%. 210,
Definicidé szerint staz az egvértelmiien mechatarozott termé-

szetes transzformiacid, amelyre a (2.17.4) diacgram kommutativ.

- #
Q 27

QZ#< /u QZ#Z#—~ XQZF

- # * xr*
Q7 z |

2 Q 0 y
0 xtg = He xx? 0
2.17.4

Tekintsiik a (2.17.5) diagramot, amelyben I. és II. kommu-
tativitdsa kdvetkezik a (2.17.1) diagram kommutativitasa-
bé6l. A(2.16) Lemma 411litasAbdl hasonldan kBvetkzik a III.
és IV. diagramok kommutativitésa. A V. részdiaaram egysze-

riien ﬁZl természetes volta miatt kommutativ.

N “apy WV
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2.17.5

Mivel definicid szerint Z = Ql’z';;. 2’1Q2, &s Q = 19, iqy
a (2.17.5) diagram kommutativitasit figyelembe véve azt
kaptuk, haogy a Qllz'*z—'zdeZ természetes transzformacid
szintén teljesiti a (2.17.4) diagram kommutativitasat =7
helyén. Igy Qﬁfegyértelmﬁ voltabdl kdvetkezik a bizonyi-
tandb ‘2’#= Ql'z";. zﬁ&z egyenldséqg.

2.18. Kdvetkezmény A hosszmecodrzd automata transzformacidk

kompozicidéja is hosszmegdrzd automata transzformécid.

Bizonyitas A(2.17) tétel alapjan elecendd bebizonyitani,

hogy ha er:XQl——La—Y#Ql és 2:2:YQ2-—La-in#hosszmeg6r26

) (L 0, 2% #
transzformacidk, akkor 2::XQ1Q2____ﬂ,QlY#Q? =17 e 070,278
az. Tegylk fel, hogy 2’1 és ,;"2 hosszmegdrz6, azaz ’(";’l = Ql:l—l";?l
illetve 7, = Q, 71 éfz valamely ifl:XQl——;a—QlY illetve

iE:YQQ—J—a-sz természetes transzformacidkra,

Megmutatjuk, hogy teljesil a (2.18.1) egyenldséa, ami azt
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jelenti, hogy T hosszmegdrzd.
\—# - = ':-7 = c—
0,%,.79, = 9,9, (/‘c'zk)-le’z-Z’le (2.18.1)

Tekintslik e célbdl a (2.18.2) diagramot.

Q22 Z# #_%
o -~ 0,0,2"2
Q% il ozZz* M- o, 0.pm7*
Ve 00,75 0,0, 272*
), 0 %, 0, .
Q4Q;”————41—2L-Q4szz’ ¢ -0, 0,72% 7%

2.18.2
P . & . . . . L = ==
A I, részdiagram a 2’1 kiterjesztésre vonatkozd 7 l.fz =1y
eogyenldség miatt a II. 752 természetes volta miatt a III.
pedig a =, = inl.fz egyenldség miatt kommutativ. A
(2.18.3) diagram kommutativitasa kdvetkezik a 2’;; kiter-

jesztést definiald (2.17.2) diagram kommutativit&sabél.

= #
Q4 Q2 ; Qd Q’z Z
Q,Q, 7%= L 0 Qg Z* 7%= 0, ¥YQ, %
QMR
* AS 02
Q¥ Q= 0,vv¥o,

2.18.3



Felhaszndlva a (2.18.2) és (2.18.3) diagramok kommutativita-
sdt, kapjuk a kbvetkezd egyenlGségeket.

73 T10, = 9,7 (0 M0y ¥7- Z1) Q, =

01 2% 01 /62;-01¥% 0y 210, =

= Q0T 220y 'Z;‘QlYin $ T8y =
Qleﬁ'QlQZ/‘iZ#' Q,272%.0,0,27-2,%, - Q, =
0,0 M-, 2% . 75 2% .2 7). 0,7, 50, .-

A tovabbi atalakitasokné&l vegylik figyelembe, hoqy/ﬁ-defini~

Q
1

r—

cidja szerint /[‘,/i Ad =/ﬁ°.z/,=. és /ﬁ.»gz = id,y . Fkkor kap-

juk, hogy

.
Ql 62 ‘2’10.2

QlQZ((/;I_—.Z/ﬁZ?Z“).Z?).Q z,.7,9, -

Q Q (/MQ-Zldn# Z'lz) "Z ;-Z—']Qz =

= 0,0, (/{,IO.ZZ).Ql’Z'z.'Z’l ), -
Ezzel a (2.18.1) egyenl3séget bebizonyitottuk.

- . # . . -
2.20, Tétel Barmely ¢3:X-—Lq>Y#'cs ¢2:Yf——_-2# inverz al-

£ 2z - #* .
lapotu automata transzformacid esetén a (?Z.VE:X-——a—Z*.kom-

pozicid is inverz allapotu transzformacid lesz.

Bizonyitas

Teéyﬁk fel, hogy a Vi transzformacidé megvaldsithatd a

G = (Qi"’(i"’:i'ﬁi) (i = 1,2) X-Y illetve Y-Z inverz Aal-
lapotu automatéval. A Q. (i = 1,2) funktornak létezik a éi
jobb adjungiltja, igy jeldljik a meafeleld adjunkcidkat a
(94 ,Q Vo rE ) (i = 1,2) négyessel.

A 2.20. tétel értelmében létezik olyan %; <o£ ,0. "1 57
direkt &llapotu X-Y illetve Y-Z automata, hogv ¢, = %Qﬁ

(i = 1,2). Ekkor, felhasznalva a(2.15) tételt, létezik olyan

KZ‘z direkt allapotu X-Z automata, hoay %@z = %&1 . Cf&z = C[z . (_/71,
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ahol a é%automaténak az allapot funktora a 5152 Osszetett
funktor.
Hivatkozva a(2.13] tételre eleqendd bebizonyitani, hoav a
5152 funktornak létezik bal adjungialtja. Azt allitjuk, hogy
a §Q2Q1,6152,V,£)négyes adjunkcid lesz, ha Y -t és & -t a
kdvetkezdképp definiédljuk.

V1 Q1Y %

Vil —=0,0
9, €10, £2

Be kell tehdt bizonyitani, hogy teljesiilnek az adjunkcidkra
eldirt héromszdg azonossagok. Ez azt jelenti, hogy elegendd
belatni, hogy a (2.20.1) é&s (2.20.2) diagramok teljesen kor-

mutativak.

2.20.1
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2.20.2

A (2.20.1) és (2.20.2) diagramban a I. részdiaaramok a
(Ql,ﬁl,\/l,f 1) adjunkcidra vonatkozd haromszda azonossa-
gok miatt kommutativ. Hasonldéképpen a III. részdiagramok a
(Qz,az,b’z,éiz) adjunkciéra vonatkozd haromszdg azonossa-
gok miatt kommutativ. A II.-vel jelzett részdiagramok is
kommutativok, mivel Vv, és £ természetes. Ez azt jelenti,
hogy 0,;0,€.¥0,0, = 165_152 &s £Q,0,.0,0V = idQZQl, apaz
teljesiilnek a megkivant azonossdook.D

2.21. Kdvetkezmény Hosszmeqgdrzd inverz allapotu automata

transzformdcidk kompozicidja és hosszmeadrzd inverz alla-

potu.
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2.22. Definicid Tekintsik a ) = (Q,, «;,%),() és a

2, = (08X 5,7, ,(32) X-Y automatdkat. A @:Q;—*==0, ter-
mészetes transzformaciot a'zzl automatiabdl a sz-be vald
automata morfizmusnak /szimulacidnak/ nevezziik, ha teljesiil

az alabbi diagramok kommutativitasa

% S "Qz
I

2.22.1
XQ, 4 .0, v*
Xg 34
X Q, %2 o o,v?*
2.22.2

2.22.3

2.23,. Tétel Ha létezik Z?l = (Ql,cll,’zi,(Sl) X-Y auto-
matabdl a ’Z)Z2 = (Q2 rod 51 Fos [.12) X~Y automatdba automata
morfizmus, akkor l’/a4 = (ﬂﬁ}z

Bizonyitas Tegylik fel, hogy g:Ql-—L—-_.QZ automata morfiz-

mus 1?l—b61 722—be, tehiat teljesiil a 2.22 definicidé héarom
diacgramjanak kommutativitésa g—ra. Jeloljik az A objektum

feletti szabad X illetve Y dinamikakat (X*A, MoA;4 A ) il-
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#y s ya)- -
letve (Y A/ﬂcA /ZA) val. Ekkor (fw (51Y .ol.x o(l és Q’w
= @2Y#“’#x oL 1 ahol 7~ 51 a (/42 ,7,2_ pedig a %z automata
transzformacidja, azaz olyan egyértelmiien meghatarozott ter-

mészetes transzformicidk, amelyekre rendre a (2.23.1) illet-

ve (2.23.2) diagramok teljesen kommutativak.

i #
QM 7Y
Q, ¥t == o, vy #* < — x0,v¥
- #
%7 Z4 Xz
0 50
Q4 S A x*o, ~— Loz xx*q,
2.23.1
#
0 =Y
2 2
0,v* ~ 0,YPv¥ = x0,v¥
_ # .
sz, TQE. X‘z#
AL . - Mo Q,
Q, - x¥Q, = xx%0,
2.23.2

Nyilvanvald, hogy a (2.23.3) diagram kommutativitdsabdl
kdvetkezik AP egyenl8séqg, tehadt elegendd bebizonyi-
ovetkezik a QQZ, 9422 ay d, . h%

tani (2.23.3) kommutativitasat.

X

o

i, ]
p *iz

47 Q

2.23.3
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A(2.22) definicid szerint °(2 = g.dl igy Xﬁ% = X#kg'll) =
# sy = . #
= X f.X'ﬂo(l, tovabba Pl = {ng igy GlY =(P1‘f)Y# =
= §1Y#.SY#, tehat a I. és III. részdiagramok kommutatiwvak.

Hatra van még a II. részdiagram kommutativitésAnak igazoléasa.

Tekintsiik e célbdl a (2.23.4) és (2.23.5) diagramokat.

x0,¥ "
T XS‘Y#
xo, v#
x ¥
xx*0
O M bou_ Tl *
sz#: Q, ¥ y¥ = x;)zy
— #
Q% =* X4
A Q2
Q, - x%0, == fo x xFo,
4 /
# #
< X's XX Ay
Q Q
¥ L o= & o,

2.23.5
A (2.23.4) diagramban a I. és II. kommutativak, mivel éppen
ezt fejezi ki a (2.23.1) &bra. A III. kommutativitésa kovet-
kezik a LQ-ra vonatkozd (2.22.2) feltételbSl. A IV. és V.

részdiagramok g természetes volta miatt kommutativak, te-
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hat a (2.23.4) teljesen kommutativ.
A \2.23.5) diagramban a IV. &s III. megeayezik a (2.23.2)-
vel, tehat kommutativ. A I. azvy , a II. pedig M, természe-

tes volta miatt kommutativ, tehdt a (2.23.5) diagram is tel-
AP

jesen kommutativ. Vegylik &szre ezek utadn, hoay @X".7Zy és
A
a 7% .x g morfizmusok mindegyike a Qz?,g nak az Xﬂ'Y &Mth_

X-dinamik&ra vonatkozd szabad kiterijesztései. A klterjesztés
azonban egyértelmii, tehat gY#.?;l# = ‘};2*.X#§,UA(2.23) tétellel
analdg allitéas mondhatd ki az inverz allapotu automatékra,

amennyiben a homomorfizmust a k&vetkezdképpen definidljuk.

e .z _ ~ .
2.24. Definicid Legyen a 72 = (Ql,.ll, ‘l/$l) és a

’ZZZ = (Qz,oéz,ﬁfz,/32\ inverz allapotu X-Y automata. A
{le-i;ﬂ.Q2 természetes transzformiaciot a’{Zl inverz allapo-
tu automatabdl a ¢P2 automatiba vald automata-morfizrmusnak

nevezzik, ha‘f -ra teljeslil az alabhbi diagramok kommutativi-

tasa. i{
Q > Q2
oLy , o,
1/
2.24.1
%2 #
Qix ¥ QZ
'I(X ] v # .'T(
' Zy .
X Y#C%

2.24.2
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I

2.24.3

2.25. Tétel Legyen 'Ull = (Ql,ell,’}:l,f;l) és

02, = (QZ’MZ'TZ’FZ) inverz allapotu X-Y automata, tovabba
'{':Ql—-—> Q2 morfizmus a ,'(]Zl—bol .ﬁz—be. Ekkor Q,le =9//(22.

Bizonyitds A feltételek szerint a 2 és Q2 allapot funk-

toroknak létezik jobb adjungéltja. Jelbljiik a megfeleld ad-
junkcidkat a (Ql,Ql,Vl,f,l) illetve a (Q2,§2,V2,£2)

négyessel. A(2.ll) tétel szerint létezik olyan a{,‘zi =
A PATVA

= (ail o(il’zilﬁi) (i = 1,2) X-Y automata, hoq’y 90% =(./\.51'
és ({7412 =W‘£2, ahol

N —_

oy =Q;¢;-Vyr

AN _m g = = -

Zi = 9 £4.9;230;- V¥,

A = Ia) —

(‘51 - Zi' JiQi' 1 = 1,2 .

A(2.23) tétel értelmében elegendd megmutatni, hoay létezik

automata-morfizmus a ‘£L2 direkt &llavotu automatabdl a ‘.’&l

automataba.
. . - - v ~ - Y6 -~ - O _
Bebizonyitjuk, hogy a T :Qz___z__,..QlQle QTO—L Q1Q2Q2 @1 E2 Ql

természetes transzformacid teljesiti a (2.11) definicid harom
diagramjanak kommutativitasat, azaz automata morfizmus lesz

a :822 automatiabdl a :ﬁzl automataba.



A A
Ji] A flczz =(¢1 egyenldség igazolasa végett tekintsiik a

(2.25.1) diagramot.

A
Qg = 0,9,
9 4, Q40,4
V.
V4020 _
v, f Y,
I
2.25.1

A ITI. részdiagram a {’természetes transzformacibéra vonatko-
z0 (2.24.3); Fl ==F2.iv egyenldség miatt kommutativ. Az
dsszes t8bbi részdiagramrdl, a benniik eldforduld természe-
tes transzformacidk és a rajuk vonatkozd kommutacidk £fi-
gyelembe vételével, kdnnyen beldthatd, hogy kommutativok. En-
nek alapjan teljesiil a (2.25.2) egyenlBséq.

(2.25.2)
A (2,,9,,V,,£,)adjunkcidra vonatkozé £50,.0.V, = id,

"2

azonossdg miatt a (2.25.2) eayenlBséo a kdvetkezBképpen ir-

hatd: 5192.(,—21-6'.\)1 =5_l(51.1l.
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PAS
/ii/ A ]i/ esethez hasonldan bizonyithatd a 7 .§==6
1 2
egyenldség is. A (2.25.3) diagram I. részdiacramja a
(2.24.1), ﬁi(il =<12 egyenldség alapjan kommutativ. A t8b-
bi részdiagram itt is a természetes transzformacidkra vo-

natkozd felcserélhetOség miatt kommutativok.

<40,
Y £.0,0 Y 0,0, ¢ ‘
- 4 =2 2 - - 4 4 <2 -
- -0 e
Q02 = % U0, %4
) /. £y
I
2.25.3

Felhasznalva a (2.25.3) diaqgram kommutativitésat, kapjuk a
(2.25.4) egyenlBséget.
2.25.4
Figyelembe véve a (Ql,Ql;Vl,zl) adjunkcidra teljesiild id&fz
:=£lQl.inl egyenl&séget, valamint a I. diagram kommutativi-
tasat, a biyonyitandd
£1+391-Q182 9170 V1 Qp = £5-50y

egyenldséget kapjuk.
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[iii/ A %l.xf=%— Y#. ’2/12 eayenl&séag bizonyitésa véoett te-
kintsiik a (2.25.5) é&s (2.25.6) diaqramokat.
A (2.25.5) diagramban valamennyi részdiagram a termé-
szetes transzformacidkra vonatkozd néqyszdc diacram kommuta-
tivitasa miatt kommutativ, tehdt a diagram teljesen kommuta-

tiv. Innek alapjan

ot oot s vt moen oy xE o
Q1 €,¥7 .0, Q,Y v, 0,¥5.0,¥", . 0,%,0,.0,%0, =

il

[ S -~ = = rum ~
= 0;Y7€5:0)%,0, -0, £,0,%0,:0)0,V,%0, . O Y%7, v, X%y
2.25.7

Felhasznalva a (Q2,§2;V2,£2) adjurkcidra teljesiild £,Q,.0,V, =

= isz azonossagot, valamint a I. kommutativitast, a (2,25.7)
egyenldség a kdvetkezlképpen irhatd: :}ZY#'?Q = §1Y?£2'§1Y§Q—2‘
0,7,9,.v,X0, - \2.25.7)

A (2.25.6) diagram kommutativitdsa asonldan lathatd ke,
mint a (2.25.5)-&. Itt a III. kommutativitisa k#vetkezik

az élQl‘inl = azonossacbdl, amely az els? adjunkcibdra

ia
lQl
vonatkozik. Tehat teljesiil a
2 XY = 0,Y% .0, Y40, .0,7,0, .V, X0, eayenl&séo.
C1-XY = QY £ QY70 0795V, X0, ayenls

. s L = =, R
Figyelembe véve a (6.4.8) eqyenloseqet,‘44.X1'=~YY.02.{]



- 62 -




_63_

Y, XQ 0,z.0
_ W29 ~ 1Z71%
1% oy Yoy T,
Y
X0.0.09 B9.Y" .50
Alﬁ,l 2 -V,l .ul 4
XQ]_‘T 0-2 (. O] YnglTn?
Vv
~ = -4
X0y Q505 070,070,
) #
X0, &, 0,Y%0,0,¢,
M ax0, o Oy b =
—
X0, 0,0, %07 0,707

0
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3. Szekvencialis transzformicidk

£

3.1. Definicib6 Tekintsiik a X{ kategdriaban a A P—=B

diagramot, amelyet szorzat diagramnak, a P objektumot pediqg
A é&s B szorzatdnak neveziink, ha karmely f£’:C’'-—A és
q’:C’'— B morfizmushoz van olyan eayértelmiien mechatirozott

h:C’——P morfizmus, amelyre az alabki diagram kormmutativ:

£’ A

(‘f‘
C

Kénnyen belathaté, hogy ha az A és B objektumoknak létezik
szorzata, akkor az izomorfizmus erejéia egvértelmiien mecha-
tarozott. Ioy bevezethetjiik az A B jeldlést A és B szor-
zatéra, tovabbka a A;ﬁi—mA>( B-Eﬁe>B szorzat-diaaram jelet.
Teayik fel, hoay létezik az Dy X’Bl és az A, X B, szorzat.
Ekkor az f:Al—-——-—a—A2 és g:Bl———a>Bzmorfizmusok f X a:Ay X By—

—=>A, X B, szorzatdt az aladbbi diagram definidlja

Tg .
t S
A A, X B, BZ
£ fXa a
T, | g,
A, Ay X B,—/ > By,

3.2. Allitas Teaylik fel, hogy Tﬂ.katecériéban léteznek az

Ay X By, Ay X B,, Mg X B, szorzatok. Fkkor barmely
fl:Al-——-bAzr fzzAz———‘, 53 é€s glzBl————;.rBZ, fZ:Bz———>B3

morfizmusok esetén az (fzx gz),(fl Xay) = (fjf]))((_ojgl)
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allitas kovetkezik az alabhi diagram teljesen kommutativ vol-

tab6l, valamint az (fjfl) x((gégl) szorzat morfizmus eqgvér-

telmiiségébdl.
Ta, g,
. :
Ay = A3 X B > By
A A‘
f2 fzxnz ('72
Ta 1!
2 €a
A, =—*—— A, X By - P,
) A
f4 fuaX a, c"
"HA T“B1
A = A, X B, > B

3.3. Definicid Azt mondjuk, hogy a x{ kateqgdéridban létezik

szorzat, ha barmely két A és B objektumnak létezik szorzata.

3.4. Definicid Az A objektumot terminidlis objektumnak nevez-

ziik, ha barmely B objektumhoz egyetlen t:B—->A morfizmus
létezik.

Mivel a terminadlis objektum izomorfizmus erejéig egy-
értelmiilen meghatdrozott, bevezethetiik rad az 1 jelslést, il-
letve az A-bdl l-be mutatd morfizmusra az \A:A——=]1 jelet.
3.5. Definicid Barmely A objektumhoz tekintsiik az
(A X =) :005{Y) —— 0bji ("W ):;

Bt——=A X B, illetve

B AX B
(aXx-):f L — ~L id, x f
C AXC

hozzarendelést. Az (3.2) Allitdst felhasznalva kdnnyen be-

lathaté, hogy a fenti két hozzarendelés endofunktort hataroz
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meg a ﬁ{ kategbéridban, amelyet [az A objektumhoz tartozd/
szorzat-funktornak neveziink.

3.6. Definicid Tekintsiik az (A X -) és (B X - ) szorzat-

funktorokat, valamint az f:Ae—-——>»B morfizmust, Mivel bar-

mely h:Cl-——a>C2 morfizmus esetén az

id X h
axc, —2E==nxc,

fX 1dc, f X idcz

BXC, ——=BXC,
id X h

x
diagram kommutativ, igy az f£:C p—= f X’idc hozzArendelés
természetes transzformacidt definidl (A X -)-bdl (B X -) be.

3.7. Definicidé Tegylik fel, hoagy a “{ kategdridban létezik

szorzat. Definidljuk ekkor barmely F és c:%{————a-X{ funk-

tor esetén az: F X G: ‘{———a—?{ funktort az

!

(F X G}JA = FA X CA

(F XG)E

]

Ff X Gf
Bsszefliggésekkel. Nyilvanvald, hoay igy tényleg funktort ka-
punk, tovabba, hogy

A , oLa

F eua—— F X G —=G
szorzat diagram lesz a 1{1{ funktor-kateabdriaban, ahol a(l
illetve o« 5 @z a természetes transzformacid, amelyekre min-
oL oL A _

den A objektum esetén FA —e—— FA X'GA-—i—ﬁ> GA szorzat diagram

lesz a.yL kategbdridban.

3.8. Definicidé Jeldljiik A -val az I X I funktort, tovabba

legyen 4 :I—>A az az egyértelmiien meghatarozott. termé-
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szetes transzformacid, amelyre az alédbbi diagram xommutativ,

Ja

ahol T2t I x I 221 szorzat-diagram

] «——IXI

\
H

id y 2

\

J. N¢
3.9. Allitds Ha I e—r A —():2-5.1 szorzat diagram a bj( ka-
teaériéban, akkor barmely F:Y{————afx{ funktor esetén

RF_

F-p——— AF —>= F is szorzat diagram a "S(‘Q' kategdriaban.

Bizonyitds Legyenek oll:G—-'—bF és ,,[2:6-‘—>F tetszbleges

természetes transzformacidk. Megmutatijuk, hogy van olyan eay-
értelmiien meghatarozott of :G——=AF természetes transzfor-

macid, amelyre (3.9.1) kommutativ.

JuF ¥

F -~ AF

Y
25

3, FA
Mivel FA AFA = FA X FA —> FA szorzat diagram a

kategdriaban, igy van olyan egyértelmiien meghatarozott L A-

val jeldlt morfizmus, amelyre (3.9.2 ) diacram kommutativ.



- 68 -

Jx FA & FA
FA ~= FA XFA > FA
oL, A LA L2 A
GA
3.9.2

Elegendd tehédt megmutatni, hogy o A természetes A-ban, azaz
barmely f:A——=B morfizmus esetén AFf.o(A = JB.Gf.

A bizonyitas érdekében nézziikk a (3.9.3) diagramot, amely
ficyelembe véve (3.9.2) kommutativitasat, valamint o, és«,

természetes voltat, teljesen kommutativ

I FA 2 FA
FA " FAXFA > FA
A LA Z,A
Ff GA rf
GE

Y oL, B v oly B Y
FB - cB ——————= TB
d, FB +B S, FB

v
FB X FR
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Mivel AFf definiciéja szerint J,FB.ATf = FE.d FA &s

J’zFB.AFf = F£.0,FA, ioy (3.9.3) kommutativitisit felhasz-

nalva
0 FB. AFf.o/A = Ff.é-iFA.o(’A = FfofyA és
ngB. AFf. (A = Ff.c)—zFA.ozA = Ff.ol,A

IR T8 -

Mar most FBe——FB X FB "B szorzat diagrar és (3.9.3)

kommutativ, tehat

AFf. LA = «B.Gf. [J

3.10. Definicidé Legyen A tetszdleges objektum a i{ kate~

gbéridban. Jeldljik CA—Val a konstans A értéki endofunktort,
azaz amelyre tetszdleges B objektum és f:B——=D morfizmus
esetén

CAB = A és CAf = ldA'

Lathatd, hogy igy valdéban funktort definiiltunk.

3.11. Definicid Jeldljiik minden f:A——»R morfizmus esetén

f-el az f:D+—=sf hozzdrendeléds altal definialt f2C,——=>Cp
természetes transzforméciodt.

3.12. Definicid Ha a W kategbridban létezik termindlis ob-

jektum, akkor az az W hozzarendelés, amelvnek értéke barmely
A okjektum esetén az WA:A——=1 eqyetlen A-bd5l az 1 termi-
ndlis cbjektumba vald morfizmus,természetes transzformicibd
lesz az I funktorbdl a Cy funktorba, ugyanis az aldbbi diagram

kommutativ, mivel A az egyetlen A-bdl 1l-be hatd morfizmus

WA
A —————-C4A=1

f C4f=id4

wB
B C4B=1
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3.13. Definicid Tegyiik fel, hogv a 1{ kategbrisdhan léte-

zik s=rzat, és legyen A tetszdleges objektum { -ban. Te-

2 . . ~
kintsik ezt a 'Ui és ﬂzihozzarendelest, arelyre tetszdleaes
B objektum esetén

1

ABFH—>h,, TrZZ\:BI-——-.—h,, ' ahol

[

T
.

A-w-—"— A X B —2%=.B szorzat~diacram. Mivel tetsz3leqges

j'

j’
f:B—wB’ morfizmus esetédn, ha A=A X B’ —%25 B’ szorzat-

diagram, akkor a

h

h

ldA idAX f f
) 9
h h
A =21 5 xp 2
3.13.1

diagram definicié szerint kommutativ, tehét‘ﬁi és"ﬁi ter-
mészetes B-ben, azaz kapjuk a
Ti(ax -)—=cC
AT A
2 : .
TTA:(A X -)—=1I
természetes transzformacidkat.
A konstans funktor definicidéja alapjan kdnnyen icazolhatd,

hogy érvényesek a kovetkezd allitis azonosséocai.

3.14. Allitads Tetszdleges A objektum, X,Y endofunktor és

of :X—==Y természetes transzformicid esetén
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lal XCA = C

/[b/] C. X =2¢C

A A
—
Jcl «LC, = LB (:xc, =cC LI
cl A a7 txa YA'Y”A)
/al CAO(—ldC
A
Je/ id. = id
Cp A

3.15. Allitas Ha a K kategdéridban létezik szorzat, akkor

barmely A objektum, X,Y:k{_—e>r( funktor és ¢ :X—=Y
természetes transzformacid esetén

lal] (AX-)X = CXX
/bl AX = XXX

[c] (BAX-)(= id, X oL

A
Ezen fejezet tovdbhi részében feltételezziik, hogy a 1{ kate~
gbridban létezik szorzat és terminalis objektum, é&s czekre

az cddig bevezetett jeldléseket hasznaljuk.

3.16. Definicid A = (Q,d,t}P) X-Y automatat szekvencia-
lisnak nevezziik, ha a Q &llapot funktor szorzat-funktor, te-

hat Q =(QJ(—)valame1y Q, objektumra, tovabba €>=”72 , tehat

Qe

a végallapot transzformacid a szorzatban a miasodik komponens-
re vald projekcid.

’#‘ # - el >~ - -
A (P:h«——e>Y természetes transzformacidt szekvencidlis au-
tomata transzformiacidémnak, vagy réviden szekvenciiZlisnak ne-
vezzik, ha megvaldsithatd szekvenciidlis X-Y autcmataval.
Legyenek X és Y input funktorok a‘if kategdriéban, és jeldl-

jik a megfeleld szabad dinamikidkat a szokasos mddon.



- 72 -

A rovidebb irasmdd kedvéért vezessiik be a r’=(X#1><-}funk-

tor jeldlést.

Legyen tovabba ¢ :X#—-‘—»»Y# tetszBleges természetes transz-

formacid és tekintsiik az ehhez tartozd

# #
c? 2 X - AX” X'wXy

- x*c x v¥ = py”
természetes transzformacidt.
Ekkor igaz a kdvetkezd

- ‘ L - - . -
3.16. Tétel A @:X-——ﬁ-Y# természetes transzformacid akkor

és csak akkor szekvencidlis, ha van olvan 4 :I —==I és
):XV——;4>-Y# természetes transzformécid, amelvekre kommu-

tativ a (3.16.1) &s (3.16.2) diacram.

o LA
7 7

4

I —m 1

3.16.1

3.16.2
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. . z . # . - .z
Megjegyzés A 97:X-——4>Y természetes transzformacidt iden-

titds,illetve kezddszelet megbrzdnek nevezziik, ha van olyan
4 és A természetes transzformdcid, amelyre komrutativ a
(3.16.1) illetve (3.16.2) diagram.

ot
. oz R 2 AW e
Bizonyitds Elegenddség: Tekintsiik az I "=} ——=X Cl = Cotq s

valamint az

4 ,
y T o
XyP = x(x#1><—)-——3fLa,xcx,l = XX#CIJE—JL~x#cl = Cy#l

természetes transzformacidkat, és ezek fiagyelembhevételével

definialjuk az

% |
XK
O(:IJ-,A: IXI sz %CX#]_XI =r',
X o CrK Mgy XA
(X ..LX_'_,.Axr - xr x xp L2 Tay > Cyy X Y =T

#_ .
a= 2. [ = (X*1X-)—>1
) x#1
természetes transzformiacidkat. Definiadlijuk ezek felhasznéla-
saval a 7 =( F,J,Z',F) X-Y automatat. Meamutatjuk, hogy
Cﬁ=C//UZ= Q Y#. 2'#.)(%( , ahol ‘2,’"‘2 3a T kiterjesztése, tehéat
az az egyetlen X#TL—La-S"Y#'természetes transzformacid, amely-

re a (3.16.3) diagram kommutativ

M Y .
[ y# —- £ Dy#y# xry¥
F‘
Y ~F x =
r AN
I 1 > yH[t 41M Yo il

3.16.3
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Mindenekel@tt megmutatjuk, hooy telijesil a

7= =*.x% (3.16.4)

egyenldség. A [3.16.4) diagram teljesen kommutativ (3.16.3)
kommutativitéasa, valamint‘z és//@ természetes volta miatt.
Tehat X% szabad kiterjesztése a ["'Ea( természetes

transzformaciodnak.

i v
ry¥* Y . v vy # X Y
/
F? z* X a®
I -
V __Z_> >l Ml e XX
A
o x*ye xx %y
2 Mo
T . xx#
3.16.5

A szabad kiterjesztés eagyértelmiiséaét kihaszndlva elecendd
bebizonyitani a (3.16.4) teljesiiléséhez, hogy (3.16.5)-ban
zﬁ%xﬂ:-ﬁ: ?—al helyettesitve a keletkezd diacram is kommu-
tativ, tehat, hogy fennidllnak a (3.16.6) &s (3.16.7) ecyen-

18ségek.

Pi"’( =‘7"’L (3.16.6)

: = I'G. o % 5
gl’.J/JO = r'/u.z—y X i (3.16.7)
Figyelembe véve X definicidjat, a 3.14.d azonossagot, va-

lamint a tétel /i/ feltételét, kapjuk a

)



Ng.x= (x%1 x-) 7. (x"w.y X¥%). 1 = (idcxkdxaj). (x%w. 7 X 4l 4 =
= (x*w YX 7 .H) £ = (xTw.yX ¢.%)'4 ecyenlSséget.
Felhasznilva ¢ definiciéjat, valamint a (3.16.8) diagram
kommutativitasat, kapjuk a
F-y= (x*wXx ). 2x%.9 = (x*w X ¢). Ay.4 =
= (x*wX ¢ Hyxy)t= (x*w. ¥X¢p.%) . 4 eoyenldséaet.

Ezzel a (3.16.4) egyenldséaet bebizonyitottuk.

'

I = A =IxT
Z . Ay=7X7%
4 x*
X ——————AX=X"x x*
3.16.8

A (3.16.7) egyenldséa bizonyitasa vécett tekintsiik a (3.16.9)

diaagramot, amely 4 természetes volta miatt kommutativ.

3.16.9



I

(2w X @). 4 x*. u, =
( x*w. M, X @ phe) - 4 xx%

dtalakitas. Alkalmazva most a tétel [ii/ feltételét, kapjuk,

Ervényes tahat a EF ./uc

I

= (x%w X ). A Jig axxT

hoay
G- M= (x#w./%)(/u. AYT. xi) axx# 3.16.10

A(3.16.7) egyenl®ség jobb oldalara a kdvetkezd egyenldséqgek
érvényesek, felhasznalva definiciféjat, valamint a (3.16.11}

diagram kommutativitaséat, amely 4 természetes volténak k&-

vetkezménye.

,  #xry? ,
Xr'y ~ AXT'Y
Xg AX g
xx¥ i > pAxx?
3.16.11

r'/&.zy"’fx'¢= M (MoCq - XTig gy XA Y7 4 X7 Y X § =

i .(/A,cl.xn;(#ly*xuy#). AXG .4 x#* =

=5 4 # = # v= -

=T ji-(MCy -Xuhw ¥ .XF X AY Xg).exx" =

= (MoCq -XTyuw, Y¥.XF X JI. AY*.XF). 4 xXx*
Az utolsd egyenldséget onnan kanjuk, hogy

- (w®1w YO = - _ — ; oz

F/u- (x*1 % )/u (Cywy X 1) 3 1dcx#lx/u a(3.15) Allités
{al pontija szerint.
Figyelembe véve a (3.16.10) eayenldséget, a (3.16.7) egyen-
18ség teljsitiléséhez elegendd bebizonyitani, hogy

My X e ¥ xG = X, 3.16.12
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A @ természetes transzformacid definicidjat alkalmazva
A oy o~ 4 £o=Y
MeCp XTI p¥PX G = gy Cp X( Ty ¥ .§) =
— # # .
= MoCq-X{ Wyp Y7 (X w X ). 2 x*)
A(3.9) Allitast fiaoyelembe véve, a (3.16.13) diagramban a

négysz8qg részdiaoramok kommutativak, a hdromszdc részdiac-

ramok pedig 4 definicidéja szerint kommutativak, igy

4 # # #
Tyw Y- (X wXp). £x% = x¥w

x*w x*w X @
x"'cl - x*cIXY” . o v#
L Wy# Y N ¢ Ty Y N
c X coa y y* XA
X#l < — x#l 7Y#
3.16.13

Tehat /Mocl.xx*u:= X#u)f b, azaz teljesiil a (3.16.12)
egyenl&ség, és igy a bizonyitandd (3.16.7) is. Ezzel bebi-
zonyitottuk a c? = z# x%¢ egyenl@séget. Ezt felhasznalva,
valamint figyelembe véve a (3.16.13) kommutativitasat, kao-
juk a kdvetkezd egyenldséget;

Pop=p Y. 2 XL =T ¥* = W v (P xg)laxF = @

Ezzel az [/i/ és [ii/ feltételek eleaenddségét kebizonyitottuk.
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II. Szikségesség

Tegyik fel, hoay a (7:Xf——a-Y# term2szetes transzformicid
megvaldésithatd a

2= (0, o, "Z,(%) X-Y automataval, ahol
Q =Q,X-és 3= ﬂgc:Q——‘-'—»I, valamely Q, objektumra.

Tehat ¢ = q%?=(SY#}fr#.X#d , ahol ~# a transzforméacid maaja,

azaz kommutativ a (3.16.14)

v QY#Y”L-—E-{/:—— x0y¥
X z#
Mo o
3.16.14
Tekintsik azt az § :Xé:—;_q.CQ természetes transzformacidt,
amelyre X&C' e n—" V#C
G:Cypt, = x*c, 2" A e x*oc, Ao ovFc, S L Co,C1 = o -

1
Qo

Legyen ezek utdn a keresett A :I—==I, ArXxP— o ¥* termé-

Tehat & = (T Y#.?:#.x‘&)cl )

szetes transzformiacid a kdvetkezo:
i

X 1) X(%xidﬂ? X(C %X1I) = XQ—?’;»QY#—(S—L’ yv#

2:xXP = X(C

X¥; Q
15 of 1.

Megmutatjuk el&sz&r, hogy teljesil a tétel [i/ feltétele,

azaz C/”Z=i(6:>( .
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A (3.16.15) diagramban a I. &s III. részdiaaramok ¥
illetve 7 természetes volta miatt, a II. pedig zjiet defi-

niald (3.16.14) kommutativitdsa folytan kommutativak, tehat

¢ -y =PY#. =* x%« Yy = {(15 of = ?'Ié

'Z . Z o

# Y
x#x

3
= , .

3.16.15

Hatra van még annak icazolasa, hooy a tétel [ii/ feltétele
is teljesiil, tehat hoay

@- plo= ji.AY".x @ 3.16.16
Figyelembe véve a (3.16.14) diagram kommutativitAsat, vala-

mintlﬁb és F természetes voltat, kommutativ a (3.16.17) di-

agram.
ay? aY#y?
OfF oyt |
OvFy# = xQy*®
xo#
Mo 0
xx¥Q
A
ol X%t XX¥ot
? Mo
I = x* = xx #
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A (3.16.17) diagram felhasznaldsaval kapjuk a (3.16.18)
egyenldséaet.
Q- po =Byt TFxTpe = Bp Tyt 2yt x(24.x%) (3.16.18)
Mivel ¢‘= (X quqﬂ.z#X , igy A definicidjat alkalmazva
Peavixg =R (evPoz x(§ xia)) v . x((x"wx ¢). £x%)=

=Fopvty¥ . oy* (s vxia v, (x*w x ¢). 2x* =

= Py o y* x(G v X X@) . e x 7).
A (3.16.18) egyenldség, valamint a BY® =k eayenl®séc alap-
jan a bizonyitandd (3.16.16) egyenl&séchez elecendd bizonyi-
tani, hoay

o xh = (y.x*wxy) ex® (3.16.19)

Felhasznalva § definicibéjat, valamint a (3.16.20) diagram kom-
mutativitasat, amely w természetes volta miatt teljesiil,
kapjuk, hoay
#

(%.x“wk(p). 4/x#= (c. w. 'né v¥. 2# xfu X q)./zfx

¥l Cy 27c
X Cy X acy —l -y c, —‘Q‘u’—"c L=C
l XA
-3
X'« il TaY®
X > X 0 > oy S > C,

3.16.20

o konstans funktor definicidja
<0
#

. 2 ¥ L #
, valamint, hoay ¢ =ﬂ'0 Y. 2% x"e,
O

Figyelembe véve, hoay a C

szerint C. w = idC

Qo Oo
teljesiilnek az alabbi eqvenl@séqgek:
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(5. xPwxg)x” = (TT:DOY#. txPu ><'rr22 v % xt) . e x?
A ) o

(74, Yo X 15 YHTx x #xke ) Lo x?

= W, ¥ x Wy, ¥7) .4l a#x%). g xF =

e [t 3 # # ¥, _

= (1, XTg ) Y7+ 40¥ X =

= (T, xTo,) - 40)Y"- 2% ¥

1
I

Tehat a (3.16.19) egyenldség teljesiiléséhez elegendd mwost

mar belatni, hogy

(7o, x 70} - 42 = 14,
Tekintsiik e célbdl a (3.16.21) diagramot, amelvben a I. és
II. részdiagramok az 4 természetes transzfornicid defini-
cidéja szerint kommutativak. A 3.9. Allitas szerint a

Ayfel J3,Q
-_———————

Q AQ

A
Q szorzat-diagram, iqgy a ‘FO )('ng szorzat
P [+
definicidjanak megfelelden a III. és IV. részdiagramok is

kommutativok. Tehat (3.16.21) teljesen kommutativ.

o,

3.16.21

1 2
w W
Mivel CQ-e—Qi—.Q-—-gh,I szorzat-diaocram, igy egyetlen olyan

E:Q—Lﬁ—Q természetes transzformécid létezik, amelvre

- | . _ 4. . 2 . _ 2
M. .id —TfQog és 'ﬁQ .id . = “Qo'

0 - 140 0 § , tehat
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(]T:)o x]]'zo ) 1Q = idQ. Ezzel a (3.16.19) eayenlGsécet, és
» -
ezzel a tétel sziikségességét bebizonyitottuk.

3.17. Koévetkezmény

A 3.16. Tétel sziikségesséaének bizonyitdsabdél kdévetkezik,
hogy az X#IX'— szorzat-funktor univerzilis Allavot-funktor
abban az értelemben, hogy barmely Qy:i{—Le—Y# természetes
transzformacié, amely megvaldsithatdé olyan X-Y automataval,
amelynek &llapot-funktora szorzat-funktor, megvaldsithatd
olyan X-Y automatéval is, amelyet &llapot-funktora az x#1X -
funktor.

3.18. Kévetkezmény

A i cx* - v#

természetes transzformacid akkor és csak akkor
hosszmegdrzd szekvencidlis transzformacidé, ha van olyan
M:T—I és A:XP——>Y természetes transzformacid, amelvek-

re kormutativ a (3.18.1) és (3.18.2) diacram.

LY " @ R

xF——y?# X =y

A T pe .

4 X@ . Ay # |
I —> 1 xx¥ -7 Y —> yy?
3.18.1 3.18.2

3.19. Tétel

A szekvencialis transzformacidk osztélya zart a kompozici)

miiveletére nézve.
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Bizonyitéas

Tegylik fel, hogy (fl:x’?——“—p. v*¥ &s yﬁzzy”f-_l-»-zﬁ' szekvencidlis
transzformacidk.

Ekkor létezik olyan ’(Zl = (Ql,o(l”zl’{ﬂl) &s

/Qz = (Qz,ol 2,’22, {5 2) szekvenciilis automata, hogy

(fl =‘€a& és ¢, =;¢qh. A(2.17) Tétel szerint létezik olyan
L= (QlQZ ,ol , T, (\) X-Z automata, hogy (/2. ¢ = 9,02 .
Elegendd teh&t megmutatni, hogy a Qle allapot-funktor ek-
vivalens egy szorzat-funktorral.

A feltevés szerint 0, = Qi)(— és 0, = Q;)(— valamely Q; és
Q; 3{-objektumokra.

Ekkor nyilvanvald, hogy minden A j{—objektum esetén

Q122 = 01(0; X2) = 01X (93 XA).

Mivel a ¥ kategéridban létezik termindlis objektum, icv a
szorzas asszociativ [1ladsd MacLane [5] '?3~old. A.

tétel/.

Tehat QlQZA = (Q;)(Q;))(A. Uayanigy morfizmusokra is

0,0, = (QX Q) £. 0



4, X-Y transzformatorok

Ebben a fejezetben a fa-transzformécidk kategdria elméleti
megfogalmazédsat adjuk. Célunk olyan eszkdz8k definidlasa, a-
melyek adott X é&s Y input-funktorok, valamint A é&s B objektu-
mok esetén f:X#A-——JPY#B morfizmust szamitanak ki. Itt is meqg-
kiilondbztetlink direkt és inverz &allapotu kiszdmitast, amelyek
kdzlil az elsd az ugynevezett bottom-up, a masodik pedic a
top-down fa-transzformatornak felel meg Fnaelfriet [4] értel-
mében. Az X-Y transzformator fogalma abban tér el az X-Y auto-
mat&étdl, hogy a kezdBallapot hozzirendelést egy i:A-—=0QB
morfizmus szolgdltatja a direkt allapotu esetben, illetve az
inverz &allapotu transzformdtoroknidl a végallapotot eay
t:QA — = B morfizmus. Ezen fejezetben felhaszndljuk az X-~Y

automatakra a dolgozatban nvert eredménveket.

4.1. Definicid

Legyen X és Y input-funktor a ﬁ{ kategdriaban.

Ekkor X-Y transzformiatoron clyvan A7 = (A,B,Q,i,?flﬁJ
rendezett hatost értiink, ahol

Ji] A és B ‘Y -objektumok, a generadtor objektumok,

/ii/ 0Q: {4 —=3{ funktor, az allapot-funktor,

/iii/ i:A—w=0B 'Y -morfizmus, a kezdd &llapot morfizmus
Jiv/ z:XQ——a-QY# természetes transzformidcit, az atmenet-

-kimenet transzformacis



- O, v

[v] (:Q—=I természetes transzformacid, a végallapot
transzformicib.

4.2. Definicid

A A= (A,B,Q,i,Q?,P) X-Y transzformdtor Altal megvaldsitott
{ﬁﬁX#A——a—Y#B 1k—morfizmuson az f62= (3Y#B.QJ§.X#1 kompo-
ziciot értjik, ahol *t4EX#b-lepQY‘ természetes transzfor-
macid, az atmenet-kimenet kiterjesztése ugyan ugy definidlt,
mint az X-Y automaték esetében.

4,3,Definicid

X és Y input-funktorok esetében inverz allapotu X-Y transz-
formatoron olyan AZ = (A,B,Q,«L,Z ,t) rendezett hatost ér-
tiink, ahol [i/ A és B W -objektumok,
/ii] Q: W—=="3 funktor, amelvnek van jobb
adjuncaltija,
Jiii] ¢ :I—w= 0 természetes transzformicid, a
kezdd Allarot transzformécid,
[iv/ ’Z:QX—anY#Q az Atmenet-kimenet transzfor-
macis,
/vl t:0A—=B Y -morfizmus, a vécidllapot
morfizmus.

4.4, Definicid

A M= (A,B,Q,cz,’Z,t) X-Y transzformiator altal megvaldsitott
ﬁpZ:X#A——e.Y#B morfizmuson az Y#t.Q;A.o(X#A W -morfizmust
értijiik, ahol az inverz &allapotu X-Y automatik esetében defi-
nialt zszX#——a~Y#Q természetes transzformacid.

4,5, Definicid

# : ; >
Az f£:X A-—A.Y’B WU -morfizmust /[inverz &llapotu/ X-Y transz-

N 29 W



formiacidnak nevezziik, ha van olyan [inverz allavotu/ X-Y
transzformator, amely f-et valdsitija meg.

4,6, Tétel

Barmely f:X#A——a-Y#B inverz &allapotu transzformacid a W
kategdéridban megvaldésithatd X-Y transzformdtorral.

Bizonyitéas

A feltétel szerint van olyan /¢Z==(A,B,Q,¢£,‘Z,t) inver alla-
potu X-Y transzformator, hogy f = ﬁﬂ;.

Mivel a Q allapot-funktornak létezik jobb adjungaltija, igyv
létezik a (Q,Q,V ,¢) :W—W adjunkcié. Tekintsiik azt a

A%&= (A,B,@,i,¢i,ﬁ1) X-Y transzformatort, ahol

/il l:A-iﬂ-.- Q.QA'—Q—-LQB
Jii/ fgl:xQ.iZ_G..QQxQ .@LQ,.()Y#QG &GY
AQ = £

Megmutatjuk, hooy fﬁl= £ » abol definicid szerint
# # !
£ = Y t.%A.LX A,
A QQ:QXﬁ—La-Y#Q termész etes transzformicid a Al transzforma-
tor definicidéja szerint az az eagyértelriien meghatarozott

természetes transzformicid, amelyre a (4.6.1) diacram kommu-

tativ.
#
. 50 : Nale -
Y#Q ‘*‘Jﬂ"—-‘ #Y#Q - Y X 0
- &
7Q T X
Q 0 Me
0 — Tt ox* -=— 0xx#*
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Az X és Y input-funktorokhoz tartozdé input strukturikat most

is az (X#'/ﬂc;/ﬂ) illetve (¥ #,/470,’5) harmasokkal jeldsljiik.

Az f #pn—wv?B definicidja szerint £ = f v¥B. 2 g x#i,

/& 4 ’ '(7?{

ahol a Q;‘természetes transzformacidt a (4.6.2) diagrar de-

:X

finialja.

XX¥0

Figyelembe véve Ty definiciéjat, valamint a(2.11) Tétel so-

rdn bebizonyitott (2.11.4) egyenl®@séaget, azt kavjuk, hocy

= QY g,.@?;ﬁ.vx#ﬁ (4.6.3)

3

0]

o

o

(.r
éﬁ

LN
i

((sly‘.GY*g 020, ve¥a)s.xfi =
#

(eY®. OV .DY*e Tg0. vx*O)B. " Ae.xya =

it

v X*30.0x% . « X¥)A.

1)

vt (Y0, £ Ov*0.0v"7£ 0.0700. vx¥00.x*))a =

v*t . (£¥%0.00v% 0.00500.

A tovabbiakban elecendd bebizonyitani az Y*t.Q;A.iX#A ={%Z
1

egyenléséohez elegendd bebizonyitani, hogy kommutativ a

(4.6.4) diagram.
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P
£Y"Q .
oBY#0 > v*
0oY’e o
# =
- . E£YTQ00 ")
00Y*Q00 ————=y#530 ﬁyﬁ v#o

A (4.6.4) diagramban a két haromszdc részdiagram a (Q,Q,V,¢)
adjunkcidra vonatkozd azonossdaok miatt, a tdbbi részdiagram
pedig a megfeleld természetes transzformacidkra vonatkozs
felcserélhetSségek miatt kommutativ. Tehat (4.6.4) teljesen
kommutativ. J

4.7. Tétel

el

Ha a A= (A,B,ﬁ,i,27,F) X~V transzformator QO allarot-funk-
toranak van bal adjuncaltja, akkor a 4%¢ :X#A_—é-Y#B morfiz-
mus megvaldsithatd inverz allapotu X-Y transzforméatorral.

Bizonyitéas

Tekintsiik azt a 421,= (A,B,Q,e[ , ’E,t) inverz allavotu X-Y
transzformator, ahol (Q,R,VY ,&) adjunkcid,

o 11250 —QE—Q

- ,B
t:QA—o—@-:r QGBf—s-,—B

w?
- = - Q
= :QX_%K, 0x30 _Q__Q;,. QQY#Q __&_l___» Y#Q



Az '¥£L='%£m egyenlfséachez elegend€ meamutatni, hocy a iﬁ-
transzformatorra alkalmazva a(4.6) Tétel konstrukcidjat,
visszakapjuk a M transzformdtort. A (2.13) Tétel szerint a
F dtmenet-kimenetre alkalmazva a(4.6) Tételben a [ii/
konstrukcidt, visszakapjuk ‘¢ ~t. Az [i/ szerint

i’ =0t. VA =Q(&B.0i). VA = T ¢Bloi. va
A (4.7.1) diagram természetes volta, valamint a (Q,0,V ,g)

adjunkcidra vonatkozd azonossag szerint kommutativ, tehat

i’ = idﬁB.i = i
_ 0Qi QeB
Q0A > QOB — 0B
VA T v QB id(-j}3
i
A > OB
4.7.1

A (4.6) /iii/ kompozicid szerint

¢r = £ .40 = & .,5'(26.\)5. = F;.'Q'z.v6=($.id5=(é.ij

4.8, Definicid

Tegyiik fel, hogy a bt katecbriaban létezik szorzat. Ekkor

a Ot=(a,B,Q,i,% ,#) X-Y transzformdtor és az altala meg-
}

valdésitott .F :X#h——a-Y#E transzformacidt szekvencialisnak

nevezziik, ha a Q dllapot-funktor szorzat-funktor, tovabba
2

a @ végallapot transzformdcid projekcid, tehat (5= Tg, ha

[

Q = QyX- valamely Q_ X{—objektumra.

#* 2 .
Az «F:X A——arY#B \Q—morfizmus szekvencialisnak nevezzlik,



ha megvaldésithatd szekvencidlis X-Y transzformatorral.

A tovabbiakban teqgyilik fel, hogy a X{ kategbriaban létezik
szorzat. A szorzattal kapcsolatban hasznadljuk a 3. fejezet-
ben bevezetett jeldléseket.

4.9. Jeldlés

Birmely X input-funktor é&s A i{ -objektum esetén hasznaljuk
a FA: = X#AS(? funktor jedlést, tehat
_ "
Ta = Cysa XTI = X'C, XTI.
A kdvetkezBkben a szekvencidlis morfizmusoknak egy automatik-
tdl fliggetlen jellemzését adjuk.

4.10. Definicid

Legyen X és Y input-funktor a W kategdridban, és jeldljidk a
megfeleld input strukturdkat az (X#,/ﬁ(,;'z) illetve (Y#’/E;/E)
harmasokkal. Az f—:X#A——a-Y#B j(rmorfizmust
/i/ generator-megBrzdnek nevezziik, ha van olyan ~5:A-—A»B

¥ -morfizmus, hogy kommutativ a (4.10.1) diagram;
[ii]/ kezdOszelet-meadrzdnek nevezziik, ha van olyan

y:x PA—La—Y# természetes transzformacid, hoagy a (4.10.2)

kommutativ.
f
- 7
X#A > Y B
2A iBI
5|
A > B

4.10.1



. £
x¥a - y'p
MR /71'}3
R XE * 5Y”*B
XX"A - XPAY B~ y*y¥p
4.10.2

A (4.10.2) diagramban szerepld f morfizmus definicidja

id
~[l :x"a ‘X%X#AXXA 37 f—_x AxyYPs = FAY’*B.

4.11. Tétel

#* . -
B 1{-morflzmus akkor és csak akkor szekven-

az f:x"A—>Y
cidlis, ha ceneritor- és kezddszelet-megdrzd.

Bizonyitas

ElegendGséqg: Tegyik fel, hoagy a.'j:A——e»B j{—morfizmusra és
a %:XI"A—La—Y# természetes transzformacidra teljesiil a
(4.10.1) illetve a (4.10.2) diagram kommutativitésa.

Vegyiik azt a AL = (A,B,va,i,Qf,@) X~Y transzformatort, ahol

48 ?RXi

i:A——>AA x*axB = B,

oC 'XTJ X&
T:XFA—ﬂi»AxFAﬂ a 'mﬂf’AY#,

-2 .
(b= (X#A: PA“_—»I.
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Megmutatjuk, hogy { =“&V ahol definicid szerint
#

o = gY#B.f;""B.x i.

ElTsz6r is megmutatjuk, hogy

#B.x*1 = f 4.11.1
A(4.11.2) diagram a Qr#természetes transzformacid definici-
6ja és ? f/k természetes volta miatt kommutativ, tehat a
Q*B.X#i morfizmus szabad kiterjesztése a b = PAfZB.i
morfizmusnak a g = FA/IB.*zY*B:X FAY#B———Q>FAY#B X-dinami-

kara vonatkozdan.

#
B zY'B
# ._FFA Byt #
_~— ) 3
(WY B i;‘\Y V4ilh 3! XM Y'B
A
T’AFZ'B —#B X7'B
2 " o MTaP #
B ~ X7, B~= xx¥1, B
A
i x?i xx*i
A Mo A ,
A & ' xx*a
4.11.2

A (4.11.1) egyenl&séghez elegendd tehdt bebizonyitani, hoay

kommutativ a (4.11.3) diagramn.

g
P - #
I"AY B XF’AY B
h i £ il Xf
M A , L oA
A > x*a =< xx¥n

4.11.3
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Bizonyitsuk be el3szdr az -{.7AL= h eayenlsGséget. Az~f

morfizmus definicidjat alkalmazva kapjuk, hoay

g n

(idwpX £). £X"B. 92 = (idge, X£). Ayh. 4B =

(idywp XE). (5 AXyR). 4R = (idywy.v A X .{‘.»ZA). LA =
(A x.[.,'zA). LA

Felhaszndlva a tétel feltétele szerint teljesiild (4.10.1)

diagram kommutativitaséit

f-3a = (nLAx;ZB.-{).¢A (4.11.4)

A h morfizmus definicidéja szerint
h =[,3B.i = T’ArzB.(zA)(l}). 4A = FAKQB).(%AX\J ). 4A
A (3.15) Allitas /c/ azonossagat alkalmazva a PA = X#A)(-
szorzat-funktorra kapjuk, hocy
h = (idys, X7 B) (32 X%5). 42 = (idX#A.szx;zB.j).4,A =

= ( %Zxer'B.g).4.A. Tehat (4.11.3) I. részdiagramja kommu-
tativ.
Lassuk ezek utadn a (4.11.3) II. kommutativitédsénak, azaz az
;./@A = g.X?r egyenl&ségnek a bizonyitaséat.
f-pn = (idx,;AXf).,z,x*A./ﬂoA = (i@gsp X £). AMA. 2 XX

) . | on .
(1dx,¢»Axf)-(/M.A X/U‘,A).'L xxPa =
(MDA X £. MR ) .t XX%2.

#A _

Alkalmazzuk a kezdSszelet meaSrzést kifejezd (4.10.2) diac-

ram kommutativitasat.

:F./MQA - \/qux/EB.sY#B.xE).,;xx*A {@.11.5)
A g morfizmus valamint a 7 természetes transzformicid defi-~

nicidjat figyelembe véve teljesililnek a k&dvetkezd egyenlTsé-~

gek:
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~—

g.xf = T, iB.zY"B.X { =

~ oy = # P
T'A/MB.((/UOCA.X Trx,,AXC) cAXT, YFB.Xf =
= m # 4 # # # F
= rA/uB.(/uocAY B.XTWyup,Y'BXE& Y?B) . £ X CpY B.XE.
A(3.15) Allitas /c/ azonossiga szerint
\"A/AB = \idX#Ax/uB), tehat

c & 1 # - f SN i "
g.Xf = (/JOCAY B.X Wy Y Bx/uB. 5Y B).,LXT'AY B.Xf

#A
természetes volta miatt 42X FAY#B.XE

= (xExxf). 2xx’a. A (3.2) Allitas szerint a kompozici?

.

= AXf. XX
disztributiva szorzas felett, tehat

= _ #, - # = - # = L
g.Xf = (MeC, ¥ B.X Ty, ¥"B.XEX HiB. Y B.Xf). 1 xx*A
Ez utdbbi egyenl&séget egybevetve a (4.11.5) egyenldséagel,
elegendd a tovabbiakban bebizonyitani a (4.11.6) ecyenldsé-

get.

—_ ) # -
oA = /uocAY“‘B.x T ewa Y B . XE (4.11.6)

Tekintsiik e célbdl a (4.11.7) diagramot.

idyen . ldysn X ¢ £
A #
TA#AY BV T pY®B
X # pee———x¥A x Y¥B—- > Y#B
4,11.7

A
X#A

ra teljeslil a III. és IV. részdiagram kommutativitasa, a I. és

A (3.13) Definicid szerint a T természetes transzformiacis-
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IT. pedig £ (3.8) Definicidja szerint kommutativ. Tehat

A I : # . . R e
WX”AY B.(ldX#A§<f)-/LX A = idyg,. Ezt, valamint f definici

6jat felhasznalva kapjuk, hogy

y oy wT) * (A
. E).Xf)—/uocAY B.X\T

A
x*a

- # : - #n =
= MCp¥Y"B.Xidyy, = MCLY"B = Ao A.

MoC,Y*B (X (T x,,AY”B.:":') =

- * i & . =
= MCY*B.X (T 4, Y¥B. (id 4 X £) . 4 X*A) =
Ezzel a (4.11.6), é&s egyuttal a (4.11.1) egyenld&séget bebi-
zonyitottuk. Tehat
B - ¥ # #: _ w2 # f —
Y= PY'B.r*B.XF1 = Tys,Y'B 4 =
= . #
= Ty Y¥B. (idgu, X £). £X7A.
Igy a (4.11.7) diagram II. és IV. részdiacramjanak kommutati-
vitdsa éppen a keresett +fn='f egyenl&séghez vezet. Ezzel

az elegenddséget bebizonyitottuk.

Sziikkségesséa

Tegyilk fel, hogy az {:X#A-—apY#B 1{-morfizmus megvaldsit-
hatd a f% = (A,B,Q,i,'z,ﬁ) X-Y transzformidtorral, ahol
Q=0Q,X -, és €a= FzQ, valamely Q. ‘1{-objektumra. Tehat

#

f= 1% v'e.¥ex 4.11.8

Megmutatjuk, hogy a (4.11.9) illetve (4.11.10) altal defini-
alt yj illetve § kielégiti a (4.10.1) illetve (4.10.2) diaq-

ramok kommutativitasat, tehat + generdtor- és kezddszelet-
meadrzd.

LY 1: Tr:‘.nB
§ :A—=0B L S (4.11.9)
~ - 2 V&
Xid " (PN
S :x FAX(Q' I XQ Loy =S5 o y# (4.11.10)
Az A morfizmus definicidja:
. 1 C#
A x%a Bkt Tl v "o, (4.11.11)
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A (4.11.12) diagramban I. és III. Y illetve'w%

KL
természetes volta miatt, II. pediq > definicidéja szerint
kommutativ. Igy (4.11.8) miatt

; 2 - . . .
. ¢ A= -E‘.. o. = . -T .l .
f 7 Y WQOB i %’B X ehat a (4.10.1)

feltétel teljesil.

A > OB
4.11.12
A (4.11.8) egyenldséget felhasznilva, valamint figyelembe
véve, hogy i és < teljesiti a (4.11.2) diagram kommutati-
vitasat, kaojuk, hogy

2 B A #. -
£. B = TG ¥ B.2"B.x"i.MA =
=T((220Y#B.Q/UB.zY#B.xJB.xx"i =

= M B.ng Y¥v?p. v v¥B.x\2¥B.x%1)
4 9

4,11.13
Tekintsiik a bizonyitandd eqyenl&séc masik oldalat. A & ter-
mészetes transzformiacié (4.11.10), valamint a f morfizmus de-
finicidéjat felhasznalva kapjuk a
pB.\BY#B.XE =/'J.B.\'n—(2) Y”.?:.X(’é’xidl)) Y¥B.X ((idye XF) 4X"a) =
I A )

=/‘,4‘ B .\Téo Y#v#B . 2Y?BX ((SY*B XF ). £x7n)
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egyenlB@séget. Azonban S (3.11) definicidja szerint SY*B = s,
tehat a fenti egyenldséget (4.11.13) -al Bsszevetve elegend?
bebizonyitani a tovabbiakban a (4.11.14) egyenlBséaet.
w*B.x* = (sxf). .x7a
4.11.14
Az s és az f morfizmus (4.11.8) definicidjat felhaszndlva

(wé v*8.2"B.x*1 XTS’Y#B-?!B.X‘{i) .1 X%n =

(s X£).2x™a

= (tréoy#B x'ﬂ‘é v¥8) . (+*B.¥4i x ¥#B.x*1). 2 ¥*a =
[~

Wé.,x ‘Téo) v?B. L ov?B.o*B. X% =

=((wéox "éc )- 4 0)Y?B.+*B.xFi .
A (3.16.21) diagram kommutativitasa szerint(iréoxn-éa).,tQ =
= idQ, tehat valdban telijesiil a (4.11.14) eayenldséo. Ezzel
a feltétel sziikséogességét bebizonyvitottuk.

4,.12. Definicid

A M= (A;B,Q,i,'z,p) szekvencidlis X-Y transzformitort
hosszmegdrzdnek nevezzik, ha a = Atmenet-kimenet transz-
formécidé hosszmegdrzo.

4.13. Kovetkezmény

A (4.11)tételbdl és a (3.18) k6vetkezménybdl egyenesen kdvet-
kezik, hogy ha az £:x*A — = Y#B szekvenciilis morfizmus
hosszmegdrzd, azaz t;:thw——»-Y#hosszmeq6r26 al4.10) defini-
cibéban, akkor van olyan AL hosszmeadrzd szekvencidlis X-Y
transzformitor, amely megvaldsitja f-et, és forditva.

4,14, Definicid

A (i —=0, természetes transzformacidét a 7% 1=
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(A,B,Ql,il,?i,Pl) X~Y transzformatorbdl a /U%Z =

= &A,B,Qz,iz,zé,Pz) X-Y transzformitorba vald szimullcid-
nak /[roviden szimulécidnak/ nevezziik, ha teljesiil az alabbi
diagramok kommutativitéasa

QB
____—*
QB Q,B

I

4.14.3

4.15. Tétel

Ha létezik a A2y = (A'E’Ql’il’yl'ﬂl\ X~Y transzformatorbdl

a 47, =(A,B,0,,1 ,?',F )} X-Y transzformatorba szimulécid,
2 Q01505500

akkor f/&Q = fi?z .

Bizonyit&s. Tegqgylik fel, hogy ,S:Ql';;*'Qz szimulacib.
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Tekintsik a (4.15.1) diagramot. I’bben a I. részdiaqram a Qe
szimuldcidra vonatkozé (4.14.1) a III. részdiagram vedig a
(4.14.2) miatt kommutativ. A (2.23)Tételben bebizonyitottuk
a (2.23.3) II. részdiagramjénak kommutativitésat, amely sze-
rint tehat (4.15.1) II. részdiaoramja és kommutativ. Tehat

azt kaptuk, hoagy £ = 1Y B. 1 B.Xi, =

1 2Y B 2B.X = £

4 .15.1

4.16. Definicié A 'f:Ql—l—a-Qz természetes transzformicidt
a /L?l = (A,B,Ql,dl,zl,tl) inverz &llapotu X-Y transzfor-
madtorhol a /Okz ==(A,B,Q2,¢2,22,t2) inverz allapotu X-Y

transzformdtorba vald szimulAcidnak nevezziik, ha teljesiil a

(4.16.1) - (4.16.3) diacram kommutativitéasa.

A
¢ #0 %A - N
T -
7 O, Y Q, Q4R 95
*
3 X Y t;\\\\\ t,
= v’
S #
y*0, B
4.16.1 4.16.2 4,16.3

4.17. Tétel

Ha 1létezik a /ﬁ&l inverz &llapotu X-Y transzformatorhdl a

/%2 inverz allapotu X-Y transzformatorba a -

szimulacio, akkor £, £, .
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Bizonyitas Jel&ljiik a Ql illetve Q, dllapot-funktorhoz tar-
tozdé adjunkcidkat a (Ql'al’vl’il) illetve (QZ,EZ,VZ,EZ) né-

gyessel. A(4.6) Tétel szerint van olyan

./L_zl = (A'B'Ql'il’r?llfl) éS ﬁzz = (A’B'QZ’iZ'Q?Z’/AZ)

X-Y transzformadtorok, hogy f¢2 = ffi és f/G7 = fiﬁ , ahol
) ] 2 2

i, = Opty -V As (k = 1,2),

1l
-
-
N
g
-

- B Y% BT .

N

K = & Qi (k = 1,2).

“\r

- = VG = . = 0 = = ez —
Tekintsiik a f’:Qzlﬁégs-Q1Q1Q232E££>01Q2Q2-—i—e>Ql termé-

szetes transzformacidt.

A(2.25) tétel sordn bebizonyitottuk, hogy az igy definialt

% -ra teljesil a "El.X? =:"Y#.‘fz eayenliség, azaz teljesil
a (4.14.2) kommutativitisa. Megmutatjuk, hogy 'f kieléai-
ti a (4.14.1) és (4.14.3) diagramoknak megfeleld eayenld-

—

ségeket is, azaz -{ szimulacid lesz a.,Z%Z—bél x@?l—be.

. & -+ i = = byl A = f
De akkor a (4.15) Tétel szerint f flﬁi , tehdt f s

iz, Z,

Tekintsiik a (4.17.1) diagramot.

v, A _
A >~ 50,7
VvV, A
Y
G,0,A "
Q,t, 0,2,0,t, il 0%,

VY vas 930, Y Q68 ¥
Q,B Q,9;Q,B 07Q,0,B = 0

4.17.1
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A I. részdiagram a (Qz,ﬁé,vz,£2) adjunkcidra vonatkozd azo-
nossag miatt, a II. 5122 természetes volta, a I1I. pediqg
aiY. 1 természetes volta miatt kommutativ, tehé&t figyelembe

véve, hogy a feltétel szerint té{A = t;, kapjuk a

i, = 0;t; WA = Qltz.QﬁA.le =

= 0;£,B.0y70,B.¥,Q0,B.Q5t, . VoA =

————

= g .i, egyenl&séget.
A harmadik, @1.3:= 92 eqgyenldséa bizonyitidsa megtaldlhatd a
2.25)tételnél.

4.18. Tétel

A transzformicidk osztdlya zart a kompozicidra nézve, azaz
- # # p . | SUN -
barmely f:X"A——==Y"RB X-Y és g:YB——2'C  Y-Z transz

formadcid esetén ao.f: %¥Fn—»7%C 65 X-7 transzformacid lesz.

Bizonyitads Tegylik fel, hogy van olyan /671.=:(A”B'Ql'il’71'€l)
X-Y és 422= (B,C,Q2,12¢2$23 Y-2 transzformator, hogy £ =
62, és g =:§yz . Tekintsiik ekkor azt a.42==(A,C,Q102,i,u,@)

X-Z transzformatort, ahol

. 2,4 Qizl
1:A———+>Q1B ———%>Q1Q2C,

~ Q . o

A% A Q1 S
Megmutatjuk, hogy 542. = g.f.
ézziik a (4.18.1) diagramot, ahol a I. részdiaaram i, III.
pedig @ definicidéja szerint kommutativ. A II. kommutativi-

tasat a(2.17) tétel soran mar bebizonyitottuk. A IV. és V.

részdiagrammok Fl illetve(f.i"zf természetes voltanak megfe-
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lelden kommutativak.

2 v¥i, , pdle . paz¥c p
Y B - v'o,C >0,2"C = 77c
#y 4 # # in #
px"e e.Y"0,C W, pa0,zfc . (« VAde
F-3
S o,fc .
QlY’:B V. 0,Y%0,C > 0,0,7%C
_ /
74#B ,;:’JQZC T il >#
4 x¥0115 .
X QlB > X QlQZC
l .
x#i,J x*¥i
x"a
4.18.1

Tehat o.f =pzz#c.’z’;c.y*iz.(sly*.«;{B.x#ifpz’*c.fzfc.x#i =f.U
Figyelembe véve, hogy szorzat-funktorok kompozicidja 4s szor-
zat—-funktor, igaz a

4.19. Kovetkezmény

Szekvencidlis morfizmusok kompozicidja s szekvencialis, azaz,

#B és

ha a %X kategoériadban létezik szorzat, é&s az Fix®A — v
a g:Y#B———a-Z#C morfizmusok szekvencidlisok, akkor a
q.f:X*A-——*-Z#C is szekvencidlis. Ha f &s g hosszmeadbrzd, ak-
kor a g.f kompozicid is az.

Tekintsik a Set, azaz a halmazok kategdéri&jat, és leaven
F tetsz8leces miiveleti funktor, T pedig szintén tetszdleces
funktor ebben a kategdridban. Jeldljlik az elsd n valtozd
halmazat V_-nel, tehét V_ = é'vl,...,vng minden n természetes
szamra. Legyen c{n:Fn———q»TVh fliggvénvek eqgy tetszdleaes
sorozata (n = O,...). Ekkor az O(n (n = 0,...) sorozat eaqy

A F ——=T természetes transzformicidét indukdl a k&vetkezd
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értelemben. Barmely A halmaz esetén
L A:FA — s TA;

LA:f (<a£>,...,<an>)k—45fm1(dn(f)) , ahol

h:Vn~——e>A.olyan fiqgovény, hoay h(vi) = a,.
ESnnven belathatd, hogy icy valdban természetes transzfor-
macidt kapunk, tehat, hogy /A:FA —= TA természetes A-ban.
Arbib-Manes I}] 12. tétele szerint minden «:F—Z>»T ter-
mészetes transzformacid megadhatd ilyen médon, ha F niiveleti
funktor. Ezt a tényt figvelembe véve azonnal lathatd, hoagy
a halmazok kategéridban minden A% = (A,®B,Q,i,%, 2) F-G
transzformator, ahol F és G miiveleti funktorok,.Q pedic szor-
zat-funktor, egy ugynevezett bottom-un fa-transzformatort
hataroz meg. /A fa-transzformator fogalmira nézve lasd J.W.
Thatcher [8] &s J. Engelfriet [4] cikkét./ Forditva, minden
bottom-up fa-transzformator, amely generadtor-megdrzd, amin
azt értjiikk, hogy a generdtorokra vonatkozd atirdsi szabAlyok
egy i:A-—- QB fiiggvénnyel adhatdk meqg, mecadhatd valamely
A = (A,B,Q,i,%}ﬁ) F-G transzformidtorral, ahol a Q &allanot-
funktor szorzat-fanktor. Fa-transzformitorok esetében altala-
ban megengedett i:A———eyQG#E alaku Aatiras a generatorokra.

A generator-megdrzd too-down fa-transzformdtor fogalma
szintén egybeesik az inverz &llapotu F-C transzformidtor fo-
galmaval. Generidtor-meqgdrzdnek neveziink egy top-down fa-
-transzformidtort, ha a végallapotot mecadd atiré&si szabalyok
halmaza megadhatd t:QA —>» B fiiggvénnyel, mig &ltalaban ez

t:0A —> G*B alaku lehet.
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Megjeagyezzuk, hogy az eddig elmondottak csak
determinisztikus fa-transzformatorokra érvényes.

Az X-Y transzformator definiciojaban a kezddallavot
mor fizmus ilA———q»-QY*B alaku is lehetne. Ucvan iay
az inverz allapotu X-¥ transzformatoroknal a vecallavot

morfizmus lehetne -t:QA‘———-Y#B alaku is.
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