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Véges automatdk mint nyelveket reprezentdld eszkozdk
1ényegében egy unoidnak, vagyls csupa egyvdltozds miiveletek~
zel rendelkezd univerzdlis algebrdnak is tekinthetdk. Igy az
automata bemend Jelelt egyvaltozds miiveleti szimbdlumokkdént
az altala reprezentdlt nyelvet pedig egyvdltozds miivel eti

azimbdlumokbdl felépiild polinomszimbdlumokbdl 4116 halmaz-
t ia felfoghatjuk. Innen mar csék egy lépés a faautomata
Togalma: a faautomata a véges automata olyan dltaldnositdsa,
amelyben a bemend jelek t8bbvdltozds miiveleti szimbdlumok is
etnek, KOvetkezésképpen egy faautomata egy esetleg tobbvdl-
Og milveleti szimbdlumokat is tartalmazd polinomszimbdlum
ralmast reprezentdl, Automata elméleti gzempontbdl taldn ez
tényez8 motivdlta a faautomata fogalmdnak bevezetését, lids-
réazrdl egydltaldban nem lebecsiilendd az sem, hogy mdr a ku-
tatdsok kezdeti szakaszdban kideriilt, hogy a faautomatakkal
reprezentalhatd polinomszimbdélum halmazok lényegében megegyez-
nelt a kdrnvezetfiiggetlen nyelvtanok derivdcids fdinak halmazai-
val (&HA@GHER{196ﬂ ). Ily médon lehet8aség nyilt elegdnsabb
bizonyités adéséra néhdny, a kornyezetfiliggetlen nyelvekre vo-
natkozd tételt illetdleg: erre nézve egy bevezetés taldlhatd
pld., THATCHER [1973] ~ban,
A faautomatdk elmélete egy mdsik dgon is kapcsolddik a
azZnitdgstudomdnyban napjainkban folydé kutatdsokhoz: a faauto=~

matdklkal reprezentdlhatd, vagy anndl dltaldnosabb polinomszim-

hd1lum halmazok (TURNEE [197ﬂ ) vizsgdlata szorosan kapcsolddik




NIVAT [1973], INDERMARK [1976], GOUGEN-THACHER-WAGNER-
~yrICHT [1977], DAmm [1977 ).

A véges automata egy mdsik felfogdsa szerint nyelveket
nyelvekbe transzformdld eszkdz, Ismét, ehelyett azt is mond-
hatjuk, hogy a véges automatdk egyvdltozde miveleti szimbé-
lumolkbdl felépiild polinomszimbdlumokhoz rendelnek ugyancsak

rd

coyvaltozds miveleti szimbdlumokbdl felépiild polincmszimbd-
lvumokat, A fatranszformdator az igy‘felfogott véges automata
1italanositdsa tobbvdltozds esetre.
“ladsorban mint a forditdprogramok ugynevezett fordita-
fAziadnak, vagy dltaldnosabban, szemantikus feldolgozd

réazeinek matematikai modelljei a fatranszformdtorhoz szamos

sositott szintaxis-vezérelt forditdsi sémdk (AHO-ULIMAW [1973]),
attributun nyelvtan (KWUTH [1968] ), tulajdonsdg nyelvtan

{ STEARNS-LEWIS [1969]), trangzformdcids nyelvitan (SALOMAA
11973) ). Bzek kozil az elsdnek emlitett dltaldnositott szin-
taxigvezérelt forditdsi séma 41l legkbzelebb a fatranszfor-
natorhoz: ha egy fatranszformdtor dltal indukalt transzfor-
mdcid komponenseire alkalmazzuk azt a fliggvényt, amely min-

den polinomgzimbdlumhoz a levelein 1évs nullavdltozdés miive-

Leti azimbdlumok Sgszeolvagdsdval kapott szdt rendeli, az

d

dltaldnogitott szintaxis-vezdérelt forditdsi séma fogalmdhoz
Jutunk,

Wiig a faautomatdk alapvetd tulajdonsdgainak elddnthetd-

s40ét megvizegdltdk (THATCHER[1968], BRATNERD |1968] ), addig



ez fatranszformatorokrdl nem mondhatd el.
A dolgozatban el8szdr a determinisztikus fatranszformd-

’ ’

orol egy-egyértelmiiségének eldonthetdadgével foglalkozunk.
“zcl kapcsolatban bebizonyitjuk, hogy az egy-egyértelmiiség
leterminisztikus fatranszformdtoroknak dltaldban eldont-
watetlen tulajdonsdga, Ugyanez igaz az ugynevezett felaszdlld
berminigztikus fatranszformatoroknak egy sziikebb osztalyd-
iz, Ugyanakkor a linedris determinisztikus fatranszformd-
apy=coyértelmisége eldonthetd,
sglalkozunk a nemdeterminisztikus fatranszformdatorok

drtelmigégének elddnthetdségével 1s, ¢és megmutat juk, hogy

coyortelmisgég mindig elddnthetd, Fnnek kovetkezményekéat

1wwitdst nyer az, hogy létezik olyan algoritmus, amely
'andleges két determinisztikus fatranszformdtorrdl elddn-

hogy ekvivalensek~e,

Tizagdlatainkat olyan egetekre is kiterjesztjik, amikor

Srtelmiiséget illetve az ekvivalencidt véges sok

U
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onosgdg erejéig értjliik., Ebben az irdnyban minden eredmé-
wriiak negativ, még akkor is, ha a legegyszeriibb esetre szo-
“oZUNk,

Végiil a linedris nemdeterminisztikus fatranszformdtorok
o yirtelmisdgdnek elddntésdére egy erdsebb algoritmust adunk,
‘s abhdl szdrmaztatjuk azt a tételt, hogy minden végtelen

reruldris spyenletrendszerhez effektiven konstrudlhatd vele

inedrisan ekvivalens véges egyenletrendszer.



Ksazonetemet fejezem ki Gécseg Ferenc egyetemi tanar
urnak, aki a dolgozatban megoldott probldmdkra felhivta
Tipyelmemet, és hasznos tandcsaival segitségemre volt a

dolgozat megirdsaban,



1, Alapvetd fogalmak

Lbhben a fejezetben megadjuk a dolgozatban felhagzndlt
fogalmak, jelSlések dontd tobbsdgdét, A ndéhdny univerzalis
algebrai fogalom bevezetésdhez elsSsorban GRATZER [1968\-at
mig a faautomatdkkal és fatranszformdtorokkal kapcsolatos

lofinicidk megaddedban a THACHER (1967], [1970], THACHER-
~watear [1968], BraINERD [1968], Roumps [1970] és
SNGELFRIET [1975] munkakat valamint Gécseg Ferenc egyetemi
tandr 8 J\minarluml eloadasalt vettiik alapuls

Legyen a véges F halmasz a nemnegativ egéezekkel in-
inxelt, pdronként diszjunkt Fn halmazok egyesitése. Tegylik

fel tovabba, hogy Fq nemiires, Akkor F-et tipusnak éa minden

n{= 0) egész szdmra Fn elemeit n-vdltozds miiveleti gzimbd-
-iﬁpoknak nevezziik., Ahelyett, hogy f(¢€ Fn) n-valtozds miive-
Teti azimbélum dltaldban azt mondjuk, hogy hogy f aritésa
n: Y(f) = n, Mivel minden P tipus véges halmaz, van legna-
csyobb olyan egész szdm, amelyre Fn # Q, Bz a tovabbiakban

y(7)=fel jelblt szdm az F aritdshatdra, Ha Y(F)<l F

undrig, ha pedig Y(F)<2 7T bindris, (Bz a szdhaszndlat

az irodalomban megszokottdl némiképpen eltér, )

Ha adott egy I tipus, bevezethetjik az I tipusu algebrs

fogalmdt., Bz egy A(= ( Xf)AJf'GF})) rendszer, amelyben

A egy nemiires halmaz, és tetszdleges n nemnegativ egész
szdnra valamint f( EFE) n-véltozés milveleti szimbélumra (f)A
az A" halmaznak A-ba vald leképezése: az f milveleti szimbélaﬁ

reglizdcidja, Ha n = 0, akkor (f)A—t dltaldban A egy elemével




azonositjuk., Az F tipusu algebrak kozdtt a szokdsos mddon

definidlhatdk a homomorfizmusok, és igy megkapjuk az F ti-

pusu algebrdk kategdridjat,

Ismeretes, hogy ebben a kategdridban tetszlleges Y
halmazhoz 1létezik izomorfizmus erejéig egyértelmiien megha-
tdrozoss EF v Y daltal generdlt szabad algebra., Ez a szabad

2
algebra 16bb kiilonbozb mddon reprezentdlhatd, Egy reprezen—

tdcidja nyerhetd azdltal, hogy TF,Y”t ugy definidljuk, hogy
legyen a legsaziikebb olyan halmaz, amelyre az aldbbi két fel-
tétel teljesiil:

(1) Y,FOSETF’Y (az d1taldnossdg megszoritdsa nélkiil
mindig feltehetjiik, hogy FNY = ¢),

(2) ha n>0, fer 68 ti,e..,t €Ty o akkor
f(tl’f"’tn)esTF,Y; és az altal, hogy TF,Y’t IF,Y =

= (T, o 10£) lrer} ) algebrévd tesszik az
F’-‘- 'I"m Y
=9

(1) - {r) = f, ha fEF és
(2) (f),,;F . (tl,...,tn) = f(tl,,..,tn), ha n>0, f€F,,
>}

tl”"’tne 7 v definicioval,

7,

i elemel reprezentdalhatdak ugy is, mint T illetve

P, Y
Y elemeivel cimkézett véges irdnyitott és rendezett fék, In-
nen szarmaznak példdul a faautomata, fatranszformator ég az
aldbb bevezetett részfa elnevezések is,

Legyen 1 a TF,Y tetazlleges eleme, Ha ¥ € FyU Y, akkor

t-nek egyetlen részfaja van, onmaga, Ha t = f(tl,...,tn)

(n:>O,:f€I%P Tysesest € TF,Y)’ akkor t részfdi Onmaga és



a tl,...,tn régzfai, Ha tl a t2 részfaja és tl £ tz, akkor

tl a t2 valodi részfaja,

Beszélhetlink T, y elemeinek mélységér8l és rangjdrdl
L9

is, Valamely t(€ T, ) dp(t) mélysége O és rn(t) rangja 1,
.L,.._

ha % GEb

'tl,...,tne TF,Y>’ akkor dp(t) = max de(’ciﬂléis ﬂ} 4+ Ly

U Y; kiildnben, ha % = f(f;,...,%, ) (n>0, feF,

n
~1
rm(t) =1 + 3> rn(ti). Legyen a t ismét a TF,Y egy eleme,
A=l '

Ha t € U Y, akkor t-nek Snmaga a gytkere, root(t) = +t.
Kiildnben root(t) az F azon egyértelmiien meghatdrozott f ele-
me, amelyhez van olyan tl""’tV(f)(e’IF,Y)’ hogy t = f(tl,...
o009 ty(f)).

logt bevezetjliik a polinomszimbdlum fogalmdt, T célbdol

legyen X(= {Xl,...,x ,...} ) egy, az egésgz dolgozatban egy~

n
szer é3 mindenkorra rogzitett megszdmldlhatdan végtelen hal-

maz, X elemet vdltozdknak nevezziik, és minden n nemnegativ

egégz szémra annel jeldljiik az elsd n vdltozd halmazat:

X, = le,...,xn}.‘lgy Ly = @, Ezek utdn n vadltozdés polinom—

gzimbdlumokon egyszeriien a TF 5 elemeit értjiik., Megjegyez=-
° %5
n

zik, hogy TF,Xn helyett altaldban TF,n"et irunk és TF,O"t
egyszerien TF-fel Jjeloljlik,

Vegylink most egy tetszlleges p(é€ TF,n> polinomgzimbSlu~
mot valamint egy A= (4, i(f)Alf éfﬁ)) algebrdt, A p indukdl
A felett egy n vdltozds (p)A ;ﬁggvényt, amelyet a p dltal

A-ban indukdlt polinomnak nevesziink: minden al,...,an(féA)-ra




(1) ha p = X5 (L<i<n), akkor (p)A(al,...,an) = as,

(2) ha p=1f, £feFy akkor (p)ﬁ(alta..,ah) = (£), ,

(3) ha p = f(pl,...,pm)(m1>0, f(?Fm,pl,...,pmtéf;’n),
akkor (p)A(al,...,an) = (f)gx_((pl)_f_\_(al"“’an)""
eees(p ) (a500098,)). A tovdbbiakban egy A algebra
(4, {(f)ZIfe F]) jelslése helyett 4ltaldban az egyszeriibb
(A,{fli‘giﬁ), illetve (A,T) jeltlést haszndliuk, s ezt a
jelolésbeli egyszeriisitést tovdbb vive (p), helyett p~t
irunk, Izt anndl is inkdbb megtehet jiik, mé;t dltalaban csak
szabad algebrdkkal dolgozunk, és YE7Z esetén Zf’y a Ib,z

részalgebrdja, igy minden p(€ Ty, )-re (n20) (p)p a
e En]

=R, X
(p)p  ~-nek Th y~re vald restingdldsdval kaphatd:
e il |
9 /I
(p)T - (p)T , n  Ha peTy, vagyls p O vdltozdés poli-
e X “F,Z21Th
2

nomgzimbdlum, akkor tetszbleges A F tipusu algebrdra (p)A-t
dltaldban A egy elemével azonoaitjuk, =

Vegyiik észre, hogy n<m esetén TF,nE TF,m , lgy a TF,n
egy p elemét felhaszndlhatjuk egy n és egy m valtozds poli-
nom indukdldsdra is, A dolgozatban ezt a lehetlséget 15bb
helyen ki is fogJjuk haszndlni.

Polinomszimbdlumokkal kapcgolatban még két fogalmat
vezetiink be, Izekhez azonban sziikséglink van a szabad monoild

definicidjséra. Legyen Y tetezbleges halmaz, Y dltal generdlt

X . ¥ " .
szabad monoidnak nevezziik azt az (Y,., A ) algebrdt, amelyben

-x - ” -, . ” Id .
Y az Y elemeibdl képzett Osszes véges sorozatok - tovabbi-

akban szavak - halmaza, . egy kétvaltozds miivelet, a szavak



- 10 =

konkatendcidja, A pedig -~ fiiggetlenil attdl, hogy melyik
szabad monoidbdl keriil ki - az lires szd, Igy az v”* minden
u elemére A.u = U,A = U, A tovdbbiakban a konkatenidcid
miveletdt nem irjuk dltaldban ki, s igy (Yh., A ) helyett
is csak az ¥ jelolést haszhéljuk. Ha a W,u,v(e'Y*) szavak-

ra wu = v, w-=t a v kezddszeletének nevezziik, Ha még u £ A

is teljesiil, w a v valddi kezdlszelete, Természetes médon

B

*
definidlhatjuk a szavak hosszdt is: valamely w( € V) szd Ilw!
hossza az Y elemeinek w-ben multiplicitdmsal egyiitt vald

l’n ’, - Y & ] - .. e *
el8forduldsainak szdma., Igy |Al= 0, Y =azal jel®ljiik ¥

Y = Y*-{ﬁ} e

Legyen ezutdn a kitérd utdn T ismét egy tipus, Az alabbi

pozitiv hosszusdgu elemeinek halmazdét, vagyis

hdrom eset valamelyike minden p(é€ TF,X)-re definidlja a p
fr(p)=vel jeldlt hatdrdt, ami X egy eleme:

(1) minden f(E]%Q-ra fr(f) = A,

- (2) minden n(>1)-re fr(xn) = X,

(3) ha n>0, £fer,, pl""’pnGTF,K , akkor
fr(f(pl,...,Pn)) = fr(pl)...fr(pn).

Az fr figgvényt polinomszimbSlumokbdl 4116 vektorokra
is kiterjeszthetjiik: tetsz8leges n nemnegativ egész szanmra
és p = (pl,...,pn)(eng,X)—re frip) = fr(pl)...fr(pn>. Tgy
Tg,x egyetlen elemének, vagyis az iires vektornak A a hatédra.
Ha mdr vektorokndl tartunk, bevezetiink néhdny, az egész dol-
gozatban haszndlt konvencidt, Ha A egy tetszlleges nemiires
halmaz, n egy nemnegativ egész szdm, a pedig AM egy eleme,
azaz A elemeib8l 4116 n komponensil vektor, akkor minden

i(ls is n)-re aj~vel jelSljik az @ i~-dik komponensét, Mig~



.«

gszéval a megegyezik (al,...,an)-nel. Természetes, hogy az
A és az it halnazokat azonositjuk, igy A minden eleme fel-
foghatd vektorként is. S8+, dltaldnosabban, ha a € A, n pedig

. (n)

nemnegativ egész szdm, a ' ‘-nel jeldljilk azt az A"-beli ele~
met, amely minden komponense a. Ha g_eAn, be 2* (n,m=0),
(a,b) adja az (al,...,an,bl,...,bm) n+m komponensii vektort.,
Vildgos hogy igy tulajdonképpen az A dltal generdlt szabhad
monoidot kaptuk, csupdn annak elemeilt vektorokként inter-
pretdltuk, Az egységelem szerepét az iires vekbtor velte 4t,
Ha most A(= (4,F)) egy F tipusu algebra, tehdt az A az A
algebra tartdhalmaza, p(e€ TF,n> pedig egy n vdltozds poli-
nomszimbélum, akkor a p(a) Jjeldlést is haszndlhatjuk a hosz~
szabb p(al,...,an) helyett.

Tdrgyaldsunkban néha az is el6fordul, hogy polinomszim-
bdlumokbdl (helyesebben polinomokbdl) 8116 vekitort alkalma-
zunk egy algebra elemeire., Ha A(= (4,T7)) mint az el8bb, egy
F tipusu algebra, n,m nemnegativ egész szdmok, E_eTg’n,

a € A", akkor pla)-n a (p;(a),...,p,(a)) vektort értjik. Ab-
ban az esetben, amikor m = O, ez az lires vekltor, ha pedig
n = 0, vagyis a az ilires vektor, akkor p(a) megegyezik p-vel,
(Megjegyezziik, hogy a {Tg,n|n,m}zoj rendszer az itt beveze-
tett alkalmazds és a kordbban mdr bevezetett un., vektorok
konkatendcidjdnak miiveletével bizonyithatdéan és csupan kis
kiilonbadegel megegyezik az ARNOLD-DAUCHET [1977] ~ben beveze-

tett szabad projektiv magmoid fogalmdval,)



s 1D -

Az fr Tlggvény segitedégével tetszlleges n nemnegativ
egész szamra megadhatjuk a Tp , elemeinek egy ogztdlyozd-
9
sdt, Valamely p(€ T, n) linedris, ha fr(p)~ben X, egyetlen
=

eleme sem fordul eld kétszer, Ugyanez a p rendezéstartd,

ha fr(p) = Xpo0eX 0 (BEz utdbbi fogalom nyilvén filigg attdl,

n

hogy melyik n-re tekintjiik a p=-t T elemének. Lzért azt

P,n

mindig specifikdlni fogjuk, ha a rendezdstartd szdhasznilat-
, » . LA
tal éliink. ) TW & rendezéstartd elemeinek halmazat TF nnnel
o ?

fogjuk Jjelolni, mig a'@m Jjelolést fenntartjuk a T, n U&yne=
& =9

"
vezett linedris nemtorld elemeire: T = {p(‘ET )] £r(p)
, Fyn F,n

A% Xyse009%y, valtozdk permutéciéja} » Ha n éa m tetszbleges
nemnegativ egész szdmok, @% nen magt értiink, mint ami az
|
» o . -, Ju . m __‘ . m ~ !
el8z8ek alapjdn varhatd lenne.'@F’n = {p(e TF’n)lir(pl),,,
...fr(pmj 8% XpseeesX, valtozdk permutéciéjaj ,
A részfa fogalmdhoz hagonldan bevezethetjiik a szuperfa
fogalmdt is., Legyen Y tetszlleges halmaz, 1 €T, vo Valamely
;\\ 2
r

DF egy p elemét a t gzperfd-
o 1

jdnak neveziink, ha 1létezik olyan (tl,_..,tn>E’IF,Y , hogy

n nemnegativ egész szamra a

t o= pltgseearty)s

A polinomszimbdlumokkal kapcsolatos fogalmak sordnak
befgjezdse képpen emlitést tesziink még az ugynevezett utak-
r0l. Tetszlleges n természetes szdmra és p(e TF,X) polinom=-
gzimbS8lumra az n-utak a természetes szdmok altal generalt
azabad monoid = N*= egy részhalmazdt adjdk, amelyel pathn(p)-
vel jeldliink, A pontos definicid a kovetkezl:

(1) pathn(p) = @, ha p €F, vagy p€ X-%xn},



w1

I}

(2) path (p)
(3) path, (p)
D = f(pl,...,p ), ahol m>0, fEF , Dysosssp €T

‘1A ba- p = oz,

il

Yiwli< i< m, w € path (p.)} s o

P x° Veglil

path(p) = (J path, (p). Ha valamely n-re path (p) egyetlen
n=1

elemet tartalmaz, mondjuk w-t, akkor néha pathn(p)-n magdt
a w 826t értjik. Ugyanez 811 path{p)-vel kapcsolatban is.
Most mar készen &llunk ahhoz, hogy definidljuk a faau-

tomata fogalmdt, B célbdl legyen I ismét egy tetszlleges ti-

pus. Zgy A= (F,A,AO)) rendaszert F tipusu faautomatdnak ne-

vezziik, ha (A,F) egy - dltaldban szintén A-val Jeldlt - véges
F tipusu algebra (azaz A véges), AO pedig az A egy kitlinte~
tetterészhalmaza. Az A illetve Ay halmazok elemeit rendre
dllapotoknak illetve végdllapotoknak nevezziik, Tinden faau-
tomata reprezentdl egy polinomszimbdlum halmazt, vagy erddt,

Az A dltal reprezentdlt T(A) erddt a T(A) = gp(e.TF)‘(p)‘é

€ AO} egyenl8ség hatdrozza meg, Az A és B faautomatdk ekvi=-
valensek, ha T(4A) = T(B).

A fagutomatdkkal reprezentdlhatd erddknek sikeriilt egy
Kleene-tipusu jellemzését megadni, ezdért a faautomatdkkal

reprezentdlhaté erdbket a dolgozatban rdviden reguldris er-

d8knek fogjuk nevezni, Ismeretes, hogy a reguldris erddk leg-

alapvetdbb tulajdonsidgai - pl. liresaég, végesség, tartalmazds,

egyenl8ség -~ dltaldban elddnthetdek, Ezeket a pozitiv eredmé-

©)
(ON

nyeket a dolgozatban helyenként minden kiilon emlités nélkiil
hasznaljuk ki. '
Wéha saziikséglink lesz arra, hogy részben definidlt avagy

nemdeterninisztikus faautomatdkkal dolgozzunk, Ehhez eldszdr
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adjuk meg a nemndeterminigztilius algebra fogalmat, Valamely

<

I tipusra I tipusu nemdeterminisgztikus algebrdnak neveziink

egy Al= (4, i(f)Al' 7} )) rendszert, ha A ezy nemiires halmaz

-)

- . ! P i % -
és minden n(> 0)~ra (I)AL az A =nek az A hatvdnyhalmazdbs
<

. . ” 4 . .o ’, L

vagyis P(A)-ba vald leképezdése, Akdrcsak kizdnséges esetben,

az (4, i(f)qu‘éﬁﬁ} jeldlés helyett egyszeriien az (A,F) ird:

-

médot hagzndljuk.

Minden é(: (4, {(f)aﬁfé F} )) nemceterminisztikus algeb-

rdhoz tartozik egy P(é)(: (P(A),{(f)P(A)\f ™) alzobra,

amelyben tetszbleoges n(>0)=ra, f( eF_)-re és Al,...,AW(éjl

ra (0D 0y Upseaas b)) = UWE), (agseensa day e 4psannya e
Igy minden p(e€ TF n) n—valtozos polinomszimbdlumra kinnyen

definidlhatjuk a p 4ltal A-ban indukdlt n-vdltozds (p)A

‘ OliI]O?"‘aiO‘t: l—llnded 81,..-,a ( GIX)"‘_L"a (p) (a ,a..,a )

= Cp)P(A)( {alj ,Oo'aian} )o
Bgy é(:(A,{(f)Alfé 7} )) nemdeterminisztikus algebrdt

]}

Ny N
>

parcidlis algebrdnak neveziink, ha minden n nemnegativ egész

-

gzanra és £ n-vdltozdg nmilveleti gzimbdlumra tovdbhd

8s0ce3a _(€A)=ra (£),(a;44...5a8..) legfeljebb egyelemii, Ha
1 n ATl n

2gy p n—valtozds miiveleti szimbdlumra vagy n-véltozds poli-

nomgzimbSlumra és az A 81700058, elemeire (p)a(aT,.,.,an) = §a}

akkor roviden azt irjuk, hogy (p)j(al,...,a ) = a,

Bzek utdn definidljuk a nemdeterminisztikus illetve par-

cidlis faautomata fogalmdt: F tipugu nemdeterminisztikus

(parcidlis) faautomatdnak neveziink egy A( =(F,A,A )) rend-
gy 4

szert, ha A véges halmaz, (A,F) nemdeterminisztikus (parcit



algebra, A, pedig az A egy kitlintetett részhalmaza, Ugyanuzy,
mint kozonséges esetben, az (4,F) nemdeterminisztikus illet-
ve parcidlis algebrdt is A-val jeloljik, A és Ay elemeit pe-

Q

dig rendre allapotoknak illetve végdllapotoknak nevezaziik. Az

A dltal reprezentdlt erdd a T(A) = {p(e TF)‘ (p)A/\AO £ B2
halmaz. Parcidlis esetben ez {p(e|TF>‘(p)AG‘AO§~ alakban 1is
irhatd, Ismeretes, hogy mind a nemdetermin;sztikus mind pedig
a parcidlis automatdkkal reprezentdalhatd erddk osztdlya a re-
guldris erdlk osztdlydt adja. Az A és B nemdeterminisztilus

(parcidlis) faautomatdk ekvivalensek, ha T(4A) = T(B).

-

A kovetkezlkben ratérink a fatranszformdtor definicidji-

A

tornak egy olyan A(= (F’A’G’Acﬁ'éh>> rendszert neveziink,
amelyben -

(1) 7 és G tipusok (rendre az A input illetve output
tipusai),

(2) A véges nemiires halmaz, az dllapotok halmaza,

(3) Aq (€A), a kezd8dllapotok halmaaza,

(4) ‘2A af-a—p(al xil,...,am X ) tipusu (vagy ckviva-
- “m
lens médon af(xl,...,xn)—e>p(a1xil,.,.,amxim) tipusu) szabd-
1

lyok véges halmaza, ahol n,m> 0, f‘an, a,al,.,.,%ﬁefg

p€ T,

. . “ - r'd A
, 1€ 15,001 _<n, Igy 5, felfoghatd (AxF)xT
\Te m 1 m A

Gy Ax{ 2

avagy (AxT_ . )xT .., régzhalmazaként, A "felszdlld fatransz-
P, X7 TG, AxX
formidtor" szavak helyett roviden ff-transzformdtort irunk.
Legyen az A a fent definidlt nemdeterminisztikus ff-

trangszformdtor, Y pedig tetszdleges halmaz. T n =On
G,AxLF v
Lo
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bevezethetiink egy binér ﬁ reldacidt, a kdzvetlen derivdcidt:
Lo
valamely t,t’ (e TG,AXTF Y)—ra t _ﬁ t’ akkor és csakis akkor
?
41l fenn, ha van olyan n,m(0), k(>0), i(ls i=<k), p(eTG k),
2

FCETNDs ysencsty gatygoeeesty (€T ) 8y5000,8,(T; o),
al,...,ak,bl,..,,bm(GA) és q(GTG’m), hogy az alabbi feltéte-
lek mindegyike teljesiil:

(1) t = p(alt1$"”ai_lti_l’aif(sl’...’sn),ai+1ti+l"“

-ooaaktk>’

(2) aif —%‘q(blxilgoaoybmxim)e;%é 2

(3) t’ = p(altl’""ai-lti-l’Q(blsil""’bmsim)’
ai+1ti+1"“’aktk>‘ (Vegyiik észre, hogy AXTF,Y (a,t) alaku

elemei helyett egyszeriien at~-t irtunk.) A derivdcid, melyet

* -~ . 7 - . 3 -
ﬁ -~nal Jjeloliink, a kozvetlen derivacio reflexiv tranzitiv
ot

= ~
lezartja, Mivel YE7Z esetén ﬁ == f“% , a f_:l? jelolég=
-t ] Lo

ben Y-t elhagyhatjuk. Ha félreértés veszélye nem forog fenn, -
%

ugyanezt A-val is megtechetjiik, Tgy a ﬁ helyett egyszeriien

- 2 |

=> ot irhatunk, Megemlitjiik még, hogy ha n(=0), _a_eAn,

EET;I,Y s 0°€ Tn, AT akkor az ap = g irdsméddal éliink
? i

abban az esetben, ha minden i(l< i< n)-re aipi.-l"—_-},- q;.

A derivdcid segitségével definidlhatjuk az A dltal

indukalt T trangzformdcidt s 'zé = {(p,q)lp € TF’q eTG,

aa@eAO, anp %q}. Bz biztosan fliggvény ha A determinisztikus,
vagyis ha valahdnyszor af —>p, af —>q € 21& (aenr,fe F,q,peTG Ax..f),

= o LN
mindig teljesiil hogy p = q, és az is, hogy Aq egyetlen alla-
potot tartalmaz. Ha ez a,, akkor Ay helyet? dltaldban csak

ezt adjuk meg,



o B -

Altaldban elegend8 lesz a dolgozatban csak olyan ff-

transzformidtorokra szoritkoznunk, amelyek kétgzeresen Ossze—

fiigedek, vagyils nem tartalmaznak felesleges szabdlyt. Ponto-

sabban, egy A(:(F,A,G,a 22 )) nemdeterminisztikus ff-tranzz-

A
formatort kétazeresen osszefu g8, ha a ZZA minden
‘af(xlaoooyx )-"> p(alxilyoaogamxl ) (n’n}zo,a’a]".-,anle A.,

i X T
f € T 1l<i i <n) alak leméhez taldlhatdk olyan
x ﬂ s P CI,T'I’ 17°°° ) aru e.Le e & a 3

q(e T?,ID’ rl,...,rn(e‘TF), q’ (e Tw l) ri,...,r%(e TG) poli~
nomszimbélumok valamint a_ (€A ) kezd8dllapot, hogy
% .
L ~ p: ' 2 Z ) 2
aoq(A(ll,...,rn)D = q (af(rl,...,rn)) és a.r; =>7
(j:'lg P amjo

A fatranszformatorok egy mdsik tipusdt alkotjdk a nemde-
terminigztikus leszdlld fatranszformdtorok (Lf-transzformdto-

1
rok)., bzek g(:(F,A,G,AO,‘éA)) alaku rendszerek, ahol TF,A,G

és AO gyanazoknak a feltételeknek tesznek eleget, mint fel-

4
L

528116 esetben, csak azzal a kﬁlbnbséggel, hogy A -t most a
b

végdllapotok halmazdnak nevezziik, ﬁgq pedig f(a Xj,...,awxu)“9
S i £

—> ap (vagy ekvivalens mddon F(a7hl,..., X. )-—- ap(x7,,,.,xn))
alaku szabdlyok véges halmaza, ahol n>0, fE€F,, 81500053,

» Tehat égA"TP & ® ,X(AX‘IC «J)e Ha minden n(=0),

L\ Te ¥

a€l, pe¢ TG,n

f(c&Fn), Byseees@s 8,8 *(er) és p,p’ (e Tq v)-r\, teljesiil az,
Xy £

n’
hogy ha az f(alxl,...,anxn).—y ap és f(alxl,...,a X _)—> a’p’

n n
" ok 4 - 7 r
szabalyok éiA elemei, akkor a=a’ éa p=p’, akkor A determinigz-
tikus,
Vegyik az eldézbekben definidlt A nemdeterminisziikus
&y

1f-trangzformdtort., Ez indukdl tetszlleges Y halmazra

e % o L LRI Y s

-0 eg ?  biné .aciot: barme

Tp, 4 x T, on egy .y nér reldc drmely
l e

9 L
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il 1 A )=-ra t == t’ akkor és csakig akkor telje-
J’A‘KTG Y A,.J.
’ -

slil, ha van olyan n,k(=0), i(l<i<k+1l), p(e T, , -7,
F,k+l
bl,-nv,bn,
b(e A) és q(efPG nJs hogy az aldbbi feltételek mindegyike
,L

f((: If“n>, tl’ ooo’-bk,sl’ ooc,sk(e TG,Y)’ alss-o,ak’

teljesiil:

(1) t=play t1,.ecs8;85,0(0y85000,0y8, 0585 55 9500
oao,aktk),

eS
(2) (b ..,bnxn) —> b q%a, ,

i e
s .

(3) -t ""p (altl“"’aiti’bq(sl’""sn)’ai—}—lti+l’°"
’..,aktk).

A z=§ reldcid reflexiv, tranzitiv burkdt itt is derivdcidnak
b

- ¥*
nevezzilk, és T -nal jel®ljilk, EbbSL az A-t és Y-t dltald-
Ly

ban elhagy.juk.

A derivdcid segitségével definidljuk az A dltal indukdlt

P $ \ . M
%, trangzformdcidt: ?é = lﬁp,q)‘pé;TF, q€ Tps Hao(e.AO),

ﬂ}h>

P aoq}. Ha A determinisztikus, v, figgvény,

—

A felgzdlld esethez hasonldan definidlhatjuk a kétszere—~
gen Osszefliggdség fogalmdt. Igy A(:(F,A,G,AO,ZSA)) nemdeter~

minisztikus lf-transzformdtort kiétszeresen Oaszefiiggdnek ne-

vezzik, ha a ZEA_bérmely f(blxl,...,bnxn)-—4>b p (n=20, feEFn,
Desesasb sD EA, PET ) alaku eleméhez taldlhatd olyan
1 n G,n
K(20), i(0€i€k), tyroaastys Byrecers (€T5), tie0a,t),
A »
81seeer8 (€060, al€Th e q)s 7 (€TG)s a7,0ensay (€ 8),
ao(éA())’ hOgy
* ¥ 9 . 5
(1) ti '%ait;_a sj%bjsj (1=19ooosk9 J=1’0¢-$n)9
y ) 9 ? ? 1
(2) q(alti,...,ai‘ti, b p(si’...,sn),ai-{-lti‘f‘l’...’akt]{> =>

% 3
=%aoq.
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Ismeretes, hogy minden A nemdeterminisztikus 1f=(ff-

trangszformdtorhoz effektiven konstrudlhatd vele ekvivalens,

C . ”

tehdt ugyanazon transzformdcidt indukdld kétszeresen ssze-
fiigg8 1f=(ff=)transzformdtor azdltal, hosy a gzabalyok hal-
mazabdl kihagyjuk a "feleslegescket". Az ig ismert, hogy
minden nemdeterminisztikus ff-(lf-)transzformdtorral indu-
kdlhatd transzformdcid értelmezési tartomdnya reguldris, és
forditva is, minden T reguldris erddéhdz (effektiven) konst-
rudlhatdé olyan A nemdeterminisztikus f£f-(1lf-)transzformitor,

hogy az A dltal indukdlt transzformdcid értelmezési tartomd-

nya ~ tovdbbiakban DmnrA - megegyzik T-vel., Ugyanez leszdlld
fatranszformdtorok QSLU;H determinisztikus esetben ig érvi-
nyes mig felszdlld esetben nem,

A kBvetkez8kben a fatranszformdtorokat killdnbdzd szem~
pontok szerint osztdlyozni fogjuk. T cé€lbdl legyen ellszdr
§(=(F,A,G,A 25 )) nemdeterminisztikus ff-transzformdtor,

A=t uniformnak nevezzuk, ha ‘QA minden eleme af(Xq54..,% _)—>

~

i p(a,,:<l,...,an:‘<n) alakban irhatd, ahol n>0, fer

asal9oo-’anc' A, DGTJ’R.

i .
llost legyen A(=( Ty Ay Gy Ay Zg )) tetgzdleges nendetermi-

&)

ztikus uniform ff-transzformator, B(=(7, By Gy 3, 25 )\ Do-

e
0]

n

dig nemdeterminisztikus 1f-transzformdtor, Legyensk tOVaboa
(%) af(Xyye00,%,) —> playxs000,8,% ) és
(*x) £(01X s000,0,%X ) —> DD (x7500.,%,)
(n20, £(eP ), a,875000,8, (€4), bybiseeashy (e B), pleT,
$-|

4
tipikus szabalyo“ A—ban, illetve 25 ~ben, A(B) linedris,

ha a _JA(ZS ) minden (#)((x%)) alaku szabdlydban p linedris.



Hagonldan A(B) nemtdrld, ha az A(3) tipikus (x)((a*))

alaku szabdlyailban p nemtorls., Végil A(B) rendezéstartd,

ha p-re mindig teljesiil, hogy peT Ha egy uniforn ff=-

Gy n*
transzformdtor linedris vagy rendezdstartd, az uniform jel-
78t elhagyjuk,

Ha egy A nemdeterminisztikus ff=(1f=)trangzformdtor
input tipusa F, output tipusa pedig G, akkor azt mondjuk,
hogy A F-~b8l G-be vald fatranszformdtor, ds ugy Jjeldljilk,
hogy A:F—>G, Ha w(F), »(G) <1, akkor A-t undrisnak nevez-
zilk, Hasonldan, ha v(F), v»(G)<2, A bindris, Az undris fa-
transziformdtorok lényegében megegyeznek az dltaldnosit

szekvencidlis gépekkel (1d, AHO-ULLMAN [1972]).

Legyenek F és G tetszlleges tipusok, ‘P:E‘—4>1ﬂ - De-~

I - g f T )=re kieldsgiti ¢ £ 4 foltd-
mely n{(=0)-ra és f( ¢ Jn) re kieldgiti a ?(H)EN(LZXLyLUV
telt. ¢ -t kiterjeszthetjuk IF:TTF-—-=> T, leképezésgé:

i .y

(1) ¢(€) =p(£), ha £eF,
(2) ¢ (f(pl,..—,pn)) lr(f)(e'y( 1)seees §(0)), ha
n>0, TEF , PyseaesP € TF' A dolgozatban a ¢~t és ti—t Al=-

R

.
L

)
®]
i

taldban azonositjuk és homomorfizmusnak nevezziik., Linden

momorfiznus indukdlhatd egyetlen dllapotu determinisztikus
legzdlld és felszdlld fatranszformdtorral is. A homomorfiz-

mugok agpecldlis esetét alkotjdk a projekcidk: egy Y:F =1,

Ly A

g (e Fn)—re

[ON

homomorfizmus projekcid, ha bdrmely n(=0)-ra
i (£) g(xl,...,xn) alaku valamely g(G%GP)~re. Uyilvdnvald,

4
hogy minden § projekcidét azonosithatunk egy ¢:F —> G aritds-

tartd leképezéssel., Hasonldan trividlis az is, hogy bdrmely



» T =

F tipusra a Ty feletti identikus fliggvény - idgy - projekcid.

Az alapvetd definicidk sordt bezdrdlag még egy Jjelolés-
médrdl tesziink emlitéet. Ha A(=(F,4,G,A_, EA)) eoy tetazdle-
ges nemdeterminisztikus ff—(lf-)transzformé;or é8 a az A egy
dllapota, A(a)-val jel®ljlk azt a fatranszformdtort, amelyet
ugy kapunk, hogy a-t tesszilk meg az egyetlen kezd8 (vég)
dllapotnak,

Végezetlil megjegyezziik, hogy az irodalomban -~ pl. a
felsoroltban is - helyenként az itt kozoltt8l eltérben defi-
nidl jdk a faautomata, illetve fatranszaformator fogalmat.

Dzek az eltérdsek hdrom £8 csoportra bonthatdak. Az egyik az,

hogy példdul faautomata esetén egy ugynevezett kezddvektort

is megengednek, és ezdltal alkalmassd teszik a faaubtomatdkat
tobbvdltozds polinomszimbdlumok reprezentdldsdra is, Hason-
18an egy fatrangzformdtort is alkalmassd lehet tenni t0bbval-
tozds polinomszimbdlumok transzformdldsdra. Dgy mdsik eltérés
az, hogy néha megengedik azt, hogy egy miiveleti szimbdlumnak
egyndl tobb aritdsa is legyen. IEnnek taldn az az oka, hogy
még szorosabbd tegyék a kidrnyezetfliggetlen nyelvtanok deri-
vdcids fdi és a reguldris erdlk kozti kapcsolatot, A harma-
dik lehetsdges eltérds az, hogy felszdlld esetben a transz-~

formdcid eredményének Osszedllitdsat elhalasztjdk a feldol=-

™

Sre, Mindaddig, amig a dolgozatban tdrgyalt eldont-

Oy

rozdg vég

r

uy

et8adgi kérdésekkel foglalkozunk, ezek az eltérések csak

technikai jellegiliek, a dolgozat eredményeit nem befolydsoljdk.
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2. FPatrangszformdcidk egy-egyértelniigége

'A Post Megfelelkezési Probléma (SALOMAA [1973]) eldont-
hetetlenségét felhaszndlva kdnnyen igazolhatd, hogy nem 1lé-
tezik olyan algoritmus, amely az egyértelmii alapnyelvtannal
rendelkez8 determinisztikus - AHO-ULLNMAN [1973] szerint
szemantikusan egyértelmii -~ dltaldnositott szintaxis-vezérelt
forditdei s8émdk egy viszonylag sziik osztdlydbdl kikeriild,
egydébként tetsz8leges sémdra elddntené, hogy az dltala indu-
k41t transzformdcid, amely jelen esetben fﬁggvény, egy-egy-=
értelmii~e, Mdrmost ha az dltaldnositolt szintaxis-vezérelt
forditdgi sémdkat nem ugy fogjuk fel, hogy szavakat transz-
formdlnak szavakba, hanem ugy, hogy fakat feleltetnek meg
fédknak, €8 az dltaldnositott szintaxis-vezérelt forditdsi
séma helyett a neki lényegében megfeleld fatranszformator
fogalmdt haszndljuk, akkor, az eldz6hoz hasonldan, azt a
problémdt vethetjiik fel, hogy eldonthetb-e a determinigz-
tikus fatranszformdtorok egy-egyértelmiiaége, ahol mcat €s a

tovdbbiakban egy-ecyértelmiinek neveziink egy determinisziikus

fatranszformdtort, ha az dltala indukdlt fliggvény egy-egyér-
telmii,

Zbben a fejezetben megmutatjuk, hogy a linedrig fa-
trangzformdtorok egy-egyértelmiisége eldonthetd, mig dltald-
ban elddnthetetlen., Bebizonyitjuk tovdbbd azt, hogy még

undrig linedris fatranszformdtorok egetén is negativ a vé-

lagz a felvetett problémdra, ha egy-egyérielmliségen véges
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E fejezet lényegében teljes egészében megtaldlhatso
557K [1978] ~ban, ahol az egy-egyértelmiisdg eldvnthetdsé-

gén tul a szerzd az un. kvadzi egy-egyértelmiigég eldonthe-

t6ségével is foglalkogzott, A linedris esetben kapott pozitiv

Q

eredmény felhaszndlhatdé MAROTI [1978] azon tételének bizo-
nyitdsshoz, amely szerint a GECSEG [1977] ~ben bevezetett
raciondlis reprezentdlhatdsdg eldonthetd,

1ieldtt rdtérnénk a legfontosabb tételek tdrgyaldsdra,
sziikséglink van néhdny ellkészitd jellegli lemmdra, amelyek
koziil az elsd kettdt bizonyitds nélkiil kozoljik, mivel bi-
zonyitdsuk szdrmaztathatdé azon -~ pl, ENGELFRIET ﬁ975}—beﬂ
gyakorta kihaszndlt - otletbdl, hogy egy fatranszformdtor
gzabdlyainak halmazdt tekintasiik mint tipust,

(2.1) Lemma Legyen A:TF —> G tetszbleges egy végdlla-

pottal rendelkez8, nemtorld determinisztikus lf-transzfor-
mitor. Létezik olyan F? tipus és A’:F’ —> G uniform deter-
minigztikus ff-transzformitor, hogy »(F)= »(F’), és vala-

mely B:F —> I’ és C:F? —> F determinisztikus fatranszformd-

g¥e
1€
4

Lorras

(1) BT m ddol e g
C B I" Domtﬁ

(i1) XQ‘DZC = ldF"Doth i

(111) Ty = ’U-és ° 'gB )

c

il

(iV) ’r-'-A-, lt._é,- tg 9
(v) ha A linedris, akkor A’ is linedris,
Tovdbbd igaz az, hogy egy az (i)-(v) feltételeknek eleget

tev8 A’ effektiven meghatdrozhatd,
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(2,2) Lemma Bdrmely A:F —> G nemttrld determinisztikus

uniform ff~transzformadtorhoz effektiven meghatdrozhatd egy
olyan [ tipus és A’:F? — G determinisztikus 1f-transzfor-
médtor, hogy w(P) = v(F*) és az e18z8 lemma (i)-(v) felté~-
telei kielégiilnek alkalmas B:F —= [’ és C:F? —> F determi-~
nisztikus fatranszformdtorokra,

Az el18z38 két lemma kdvetkezménycként konnyen bizonyit-
hatdé a

(2.3) Lemma A determinisztikus 1lf-transzformdtorok

egy-ecoydrtelmiisége akkor és csak akkor ddnthetd el, ha az
uniform determinisztikus ff-transzformdtorok egy-cgyértelmii-
sége eldonthetd.

Bizonyitds Hogy a lemma dllitdsdnak elegendGségét bi-

zonyiteuk, vegylink egy tetszlleges A:' — G uniform deter-
minisztikus ff-transzformdtort, Az altaldnossdg megszoritdasa
nélkiil feltehetd, hogy A kétszeresen Usszefiiggs, Mdrmost ha
A torl8, akkor nem egy-egyértelmii -~ igy az dllitds kiovetke-
zik abbdl, hogy konstrudlhatd nem egy-egyértelmii determinisz-
tikus 1f-transzformdtor, Ha A nemtsrld, akkor a (2.2) lemma
felhagzndldsdval adddik egy olyan A’:F’ —> G deferminisztikus
1f-transzformdtor, amely akkor és csakis akkor egy-egyértelmii,
ha A egy-ecgyértelmii,

Torditva, legyen A;(F,A,G,AO, 2&) tetszbleges, kétszere-
gen Bgszefliggl determinisztikus lf-t;anszformétor. By egy-
szerii kongtrukcid mutatja, hogy a bizonyitds hdtra levd részé-

ben feltehetjilk, hogy A, egyetlen elemet tartalmaz.



Valéban, ha Ag@, akkor A egy-egyértelmii, Killonben le-

yen P* m D8 m#l1, w 1=F ) il*f A*=AU ?_a“i , ahol f* és ™

m

o]

uj szimbdlumok, Definidl juk 2: -0t a px = Z U{i‘ (ax )—>
—> a*xll a eAO} egyenldséggel. V:Llagos, hogy A akkov éa csakis

p - #*
akkor egy=egycrtelmi, ha A = (F ,A s Gy i,a*}, SA*) egy—egy-

Bzek utdn tegyilk fel, hogy létezik é:A-ban egy olyan,
mond juk f(alxl,...,amxm) —> ap (m ‘?l, fe F;, p € TG,m’
a,al,...,am’e A) alaku szabdly és i (L<i<m) természetes
szam, hogy x; nem fordul el8 fr(p)-ben - amit a kdsbbbiek-
ben Xi¢fr(p)-—-ve1, mig az®, hogy x; eléfordul fr(p)-ben

x; € fr(p) irdsméddal fogjuk jeldlni - valamint hogy Dom ¥y ¢, )

legaldbb két elemii, Ebben az esetben A nem egy-egyértelnil.
Tllenkez8 esetben konstrudljuk meg azt az A’ = (7’,4,G, Ao 2 )
determinisztikus 1lf-transzformatort, amelyben
{5(6 2_5-)’ 5= f(alxl,...,anxn)aap, I{xlxe fr(p)}l = mg (nz0),
(i ) (lr)-l )

{6(3 19-00,3 Xm>_->ap(_}_c_1 ? 29000

G=tpg) (n--i

X 5 . ' X

coos o7 m)[b‘= f(alxl,...,anxn)eap(éﬁé),

m

*
l<i)<...<i <n, fr(p)e ixil"”’xim} 3

Tgyszerii szdmoldssal igazolhatd, hogy A akkor és csak akkor
egy-egydrtelmii, ha A’ egy-egyértelmil, Igy a lemma 411itdsd

nak sziikadgesadge kovetkezik a (2.1) lemmdbdl és abbdl, hog
1étezik olyan algoritmus, amely tetsz8leges reguldris erdlre

eldonti, hogy egynél t6bb demet tartalmaz—e, O
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‘Ha az el8z8 lemma bizonyitdsdban kihaszndljuk a (2.1)
és (2.2) lemmdk kimonddsdban szerepld »(F) = (@) és

(v) feltételeket im, akkor a kovetkezd két lemmdhoz jutunlk:

(2,4) Lemma Az undria input tipussal rendelkezl de-
terminisztikus 1f-Tatranszformdtorok egy-egydértelmiiséze ak-
kor és csakis akkor elddnthetd, ha az undris input tipussal
rendelkezd uniform determinigztikus ff-fatranszformidtorok
egy-egyértelmiigége ig eldonthetd,

(2.5) Lemma A linedris determinisztikus 1lf-fatranszfor-

mdtorok egy-egyértelmiiaége akkor ég csakis akkor elddnthetd,
ha a linedris determinisztikus ff-fatranszformdtorok egy-egy-
értelmiigége elddnthetd,

Utolsd eldkészitd lemmaként bebizonyitjuk a kbvetkezd
allitast:

(2,6) Lemma Tetszlleges A linedris determinisztikus

ff-transzformdtorhoz effektiven konstirudlhatd olyan A’ ren-
dezéstartd determinisztikus ff-transzformdtor, hogy A akkor

és csakis akkor egy-egyértelmil, ha A’ egy-egyértelmii,

Bizonyitds Legyen A = (F;A,G,ao, 2%). Az dltalanossag
meggzoritdsa nélkil feltehetjlik, hogy A Eétszeresen ogsze-
filggl és nemtorld, Definidljuk a A’ = (F,A,G,ac, 2%,) line~-
drig determinisztikus ff-transzformdtort az -
af(xl,,..,xm)-—a-p’(alxl,...,amxm)ééié, akkor és csakis
akkor, ha van az {1,...,m} halmaznak olyan W permutdcidja,
ég van olyan p(e'TG’m) polinomszimbdélum, hogy

(1) af(X535¢00:% ) —> p(a X sesss8 x )€ 2:
SR Ll (DI itV R
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(2) fr(p) = X’fr(l) eoe x'ﬂ‘(*ﬂ) 9

{3): p* = plx s

i) 7 (m)

ahol ’n’—l jeloli a M inverzét, m=0, feFm, p’e T

,o-o,X

G,m ?

858500058, €A, Kénnyen 1dthaté, hogy A akkor és ceakis
akkor egy-egyértelmii, ha A’ az, O
A kBvetkez8 lemmdban felteasziik, hogy A(:(F,A,G,ad,éga))

deterninisztikus uniform nemttrldé ff-trangzformator, valanint

1 Ik 2 2. T 1 2 1.9 3
azt, hogy a7 d5» ql, qEEIF,l’ q3, qBGLF, r GTF,k’ k>0,

Feltesszilk tovdbbd még azt is, hogy a k (i=1,...,4) nemne-

n k.
: , v i 1 1 . .
gativ egész szamokra i% k. = k=1 ég hogy =g jd.eTFl(1=1,.,.,4),

i=1l

Q15 Ao €T 95 A3€Tgs o) €Ty Ly
i R

k. kz E

B €T,y 8 &4 “(slyaeasd)y 8,b,0,8 €4,

™

Bzekkel a jelolésekkel a lemma a kdvetkezl képpen mond-

3
er

12 2 Gy Kotk o+17

Bi»

hatd ki:

(2.7) Lemma Tegyiik fel, hogy dp(ql) dn(q]) dp(r )>0,

root(q%) P root(ql}, tovabbd azt, hogy az aldbbi (i)=(iv)

feltételek mindegyike kielégiil:
" 1 3 1l » . 1%
(1) agy =>aq;(bxy), ca; =>aq,(bxy), cag =>aq,

2 L % 1 :
(-Ll) Ei gi %ﬁi’ _?_i;t_l é ;t'i (1=1900034)7
o 2 *
(111) aql =‘>ql(r1 (El, dxls_s_/l_))’
2 *
dq2 =“->I'2(,§2a qz(rl (Elﬂdxj_’;t.4>)’§3)’
*

. g .
(iv) br =:7“'11(.?.12‘.1’12(-‘9252’°X1g1+1~:2+1'9-3953)’§4-}54>’

k)

ghtl By & (Rysesendy i X = (& PO

L
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'-“:('3 a (Xkl’f‘kz‘f‘z,...’xk“kB)’ ?-(-4. = (Xk_k +19¢-oaxk)o
1 nl , .
Akkor pl(= Qi(rl(s%,sz,Pl ,sé,si)))—re éa p2(~ (qz(QB)))_
1" o e S R O L
ra, ahol p = q]_(r tlﬁth:QBs S “4))3 igaz, hogy van olyan
P%: pi(éﬂ%&, amelyekre

(v) root(p%) # root(p2),

(Vi) Pia

p2 éDomt\(a>, 1A(a)(p ) = ?A(a)(pg),
(vii) 1~n(po)< rn(p ") I‘n(po) érn(pg).

Bizonyitds ElGszdris megjegyezziik, hogy a lemma felte-

véseibd8l kdvetkezik az, hogy (v) és (vi) pl—re illetve pz-re
is teljesiilnek., Egyébként a lemma bizonyltdsa egyszerii sza-

moldson mulik, ha plat ql(*l(sl,“é,q%,4%,si))—nek, pg~t pe-

dig qi(q%)-nak vélasztjuk, hiszen ekkor root(pl) = root(q%),
root(pg) foot(ql), igy root(ql} A “oot(ql) miatt root(pl) A
# root(pg)- dn(wl)>>o miatt rn(p0)<:rn(p ), tovdbbd vildgos
hogy rn(pp)‘irn(p ) és

apo qu(br (Sl;tqu]js 3951>>

e ql(rl(el l,rz(e ,Cq3,83m3),§4ﬂi)>:%>
> -

Z5q, (ry (81,d05,8,)) =

= ql(rl(§l,r2(£2,q3,£3),§4)). O

(2.8) Tétel A linedris determinisztikus fatranszformd-

torok egy-egyértelmiisége eldonthetd.

Bizonyitds A (2.5) és (2.6) lemmdk felhaszndldsdval

14thatd, hogy elegendd a tétel d1llitasat ceupdan rendezés—

tartd ff-transzformdtorokra igazolni, Vegylink tehdt egy



ilyen A(= (P, A,G,a o £ )) fatranazformdtort, Az dltaldnos-
gdg megazoritdsa né lkul feltehetjiik, hogy A kétszeresen
saszefiiggd. Ha valamely a(€ A) dllapotra és pé€ TF,l féra
dp(p)>0 és ap > ax., akkor A nem egy-egyértelmii, Mivel az
A ittt emlitet?d tulaadonséga eldonthetd, feltehet jiik, hogy
bdrmely a,b( € A) és p(eTF’l) egetén ha ap -4f——->bx1 és dp(p)>o0,
akkor a#b.

Legyen most

K

il

max{dp(q)] q € TG AxT daea,p o&T,H1 5 ap—> qﬁq} "

L

max{path(p)lpe TF 19 Ea,beA ap = bx]_} +1,

Legyen tovébbs 11 a §p( GTF’X)'dp(p) = XL, Im >0
fr(p) = Xy eee Xm}' halmaz szamosadga, N az lessss YLG)
halmaz feletti Osszes, legfeljebb K hosszusdgu szavak szdma,
végiil legyen |A| az A szdmossdga,

Ha K=0, akkor a tétel dllitdsa kézenfekvd, Ellenkezd
egetben legyen

{(p )GT 'root(p ) # roo’c(p ), aen p1

,p2 € Domz’ﬁ(a‘-
ré(a)(pl) # 7£(a)(p2)}.

A bizonyitds hdtra 1évé részdében megmutat juk, hogy P akkor

és csak akkor nem lires, ha van olyan (pl,pz) (€P), hogy

dp (pT),dp (p2)< (1A °MMN+2)KL., Konnyen beldthatd, hogy ebbsl

a tétel 411itdsa kovetkezik.

Leﬁyen ezert (p ) )(CZP) olyan, hogy a P bawmelg muo,
mond juk (p ,p ) elemére rn(p ¥ rn(p )sérn(p _) i rn(p ).
Tegyilk fel, hoay példaul dp(p )= (Al MH+2)KL, s Jjeloljiik
n-ncl az |Al°MDH1 szdmot., ﬁ¢§:3§§\
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— 1. 3. i .
iivel dp(p~) 2 (n+l)KL, van olyan p greees 1 TP 10

pleTF, hogy Ipa‘th(pg‘_)l KL (i=0,.,.,n-1), dp(p > KL

P o= p%(...(p;)...). Jeldljilk minden 1(0<€i<n) esetén

1 i . , i .
pj.—-gyel a p](;(...(pi)..o) polinomgzimbolumot, minden
il
J+1

nomgzimbdélumot, pJ-vel pedig a p(j azon egyértelmiien meg-
.4..
U

(0€ j<€n~-1) egetén pedig p?}‘—vel ap (.,,(pi)...) poli=-

L
, amelyre a P bdrmely

dJ
mds -~ mondjuk _p3 - KL mélységii sauperfdja esetén dp (.P;j) <
) < s 3
< dp(p;) vagy |er(py)l < |i‘r(yj)|.p 1
Tekintettel arra, hogy (pl,p‘) €P, valamely a, 31"“
X 3
nnl(

hatdrozott KL . mélységii szuperfaja

al( € A) dllapotokra ul u T ) és u p(eT
eo0o n < ] O’ LA ] p l ’ G
polinomszimbdlunokra

(1) p = ui(...<u1>..,>,

(2) ap](; -i-}ui(a 17 a3 p e W s (a;,1%;) (i=1,...,0-1),

(Meg jegyezziik, hogy (2)=bdl ap @p is kovetkezik, ) Mivel
minden i-re (0<i <n) lpath (pi)“—‘KL és dp (pn)> XL, minden

ie 20,...,1&-—1} ese’cén path(ul) =2 K ég dp(ué)BK. Tly mdédon
talélhatd olyan p ,...,pn l(é’TP l)’ pi(GETF), ug""’ui—l(eﬁG,l)
2(€TG), 315900’32(61’\.3, hogy

@) p% = p2C.. @2)..), b= w2l @l

% 2
(2) ap =’ (alxl), as p => uj (alkl 1) (=1, 000, n-1),
2.2 *
a p —>u :

(3) bdrmely i=re (i=0,,,.n-1) path(ﬁi{) a pa‘ch(ﬁ?) valddi
kezd8szelete, lpath(\ﬁg)l-—lpath(‘ﬁi)‘éK, bdrmely i-re
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(i=0, 000 sn=2) path(l\ii) a path(ﬁ%ﬂ_l) kezd8szelete, ahol

minden i (0<i<n) esetén \f)g = pg(...(pg)“.), ﬁi =

= ug(...(ui)...) -~ és a tovdbbiakban - minden j (0< j<n-1)
PO - B - 2 /\2 - 2 2 .

egeven pJ = PJ+1<-..(PH)¢--), J- dj"}-l(...(lln)’..)‘ (\IC"

gyiik észre, hogy p(; # X1 igy root (p:OL) £ root (pg).)

ivel n = IAIEMi\Hl, van olyan i, j (1€ i<j<n), hogy
; 1 l i i 2 2
(1) ajy = a3 (=p), af = a5 d),

(2) Pial 'Pj -l (-1‘ )
(3) pa”m(u l)/path(ll 1) = “)ath(u 1)/path(u 1) ®

Wyilvdn teljesiil, hogy valamely 1:(>O) egéagz szamra

1 A — ih v
r- €Ty = %13« Vezessilk be most a q7 = Dy _ l,qé‘:p%kl(,..(p% 1deoe.

jelvléseket és legyen q (GT ) az az egyertelmuen meghatdro-
k.

9 2
zott polinomszimbdlum, illetve s:lL o ((—T l) és S;,, _’_G_:é

E?
(e Ty 2) azok az egydértelmiien meghatdrozott vektorok, ame-

lyekre

(1) k3 + k?

3 2+l=k,

? b 2
(2) path(z"(gy 3X19§£ )) = path(rl(zi ,Xl,ié )

1 1 12 i P 1
(3) P31 = B3_g (et ey sxpamp 00s B3 g = 74T Sapdp )
Wyilvan teljesiil, 1'1Of“;y p1 = (rl(sl ,pi ,s )), ahol
1% 1 v
T = q]é(z'l (j:_% ,q3, )). Legyen tovdbba ql 72__1,

2 2
qg s p;(aa-(P l)...), q3 /]\.34 1' Lvidens, hogy Pg =

= qi(qg(qBJ), tovébbd az, hogy aql @ui_l(dxlj,

’ d % - . ”
+ Detazbleges V' szabad monoidra ds u,v,w(€ Vi-re ha uvsw,

akkor v = w/u.



.

dqm -——;U (aoo(ua 1(dxl))ovo)9 dq3 @ai 1°

/\
Jclolﬁe ezek utdn rendre ql,qz(e lC J),q (e &p) r(e V ,x)
k k.
8242 feg,t),p é(eT 2), clea), ’(eA 1), epen 2)
azokat az egydértelmien meghatdrozott polinomszimbdlumokat,

dllapotokat, illetve vektorokat, amelyekre
o 3, )
(——) a ql @ql(b*l)’

(2) b=t Sled xy oxp a0 2 2

(3) ¢ q% ;;>q2(bxl),

(4) ¢ a3 =>d3»

? . ) ? .
(5) E;_.‘.?’.}_ —.*% 85 _{i:’L _'Ei %_‘E;‘.(l:l,E), ahol _J_E_i = (nl,...,a. ’

(-1\1,.')

1

— vl ’ 1
Vildgos, hogy q; = Uj_y» °(sl, X §2) = uy, q, =

+2° "”Xk)'

- 1 sl 43 sy - AL s N L o

= ui+1(...(uj_1)...), L(il,qB,EZ) = U3 33 kSvetkezdakdppen
* \ M N o ,

p = ql(r(si,p ,8’)), ahol p~ = Q2(r(ti9qB,£é))o Mdsrésat

P = u1 1( ) = J -1 QC ) is teljesiil, éa igy, figyelembe

véve, hogy path(ql) a path(ui_l)—nek, path(ql(r(gi,qz,gé)) a
path(ﬁ?_l)-nek, path(ﬁ?;l) a path(ql(r(gi,xl,gé)))-nek,
path(ﬁ% _1) pedig a path(ql(r(ﬁi,q2(r(ii,xl,ié)),gé)))-nek a
kezd8szelete, valamint azt, hogy path(ﬁg*l)/path(ql) =

= path(ujul)/path(ql(r(gi,qz,gé))), azt kapjuk, hogy vala~
mely kl, k2, k3, k, nemnegativ egész szdmokra, tovabba

£

A
) & e - inomszimbdlumokra és
(E T6, %, + k4+1) s 1, ( "G,k2+m3+1) polino 1
k. k.. k.

gielkly iiefgfy 516{%;-(i=1""’4) vektorokra



..
(1) ko= k1+k2, k2 = k3+k4,

(2) r= I’l(g-‘-l’1"2(52”‘1{1+k2+1’53)’54>’ ahol
—}Sl = (Xl,ooogxkl), 322 = (Xk

1

= (X Y nsesegX? ), X = (X
kq+2 kl+k3+1 =4 k

290089k ), :.)'5- =
+1 k1+k2 3

)_1( Zyaoa,xk),

(3) &) = (g1025)s 25 = (25040,
E;_ = (ﬁl’ﬁg)’ ﬁé i (?o’ﬂ4),
i‘i;‘ . (.?.1’:5.2)’ .17..; - (:9_3,_'?_4),
Usszefoglalva az eddigieket, megmnutattuk, hogy dp(pl);=

= (lAIZMN+2)KL feltevéssel élve a pl, p2 és p polinomszime
bélumok felbonthatdak ugy, hogy erre a felbontdsra a (2.7)
lemma minden feltétele teljesiil. Igy a (2,7) lemma alkalma-
zasdval nyerhetiink egy olyan (p1: pzs TF feletti polinom-
séimbélum part, hogy egyrészt (pl: p23 € P, magrigzt
rn(pf)+rn(p23<<rn(p1,+rn(p2). Lz nyilvan ellentmondds, igy
a tétel helyességét bebizonyitottuk., O

A kovetkezdkben szeretnénk megmutatni, hogy az undris
input tipussal rendelkezd determinisztikus uniform ff-, il-
letve determinisztikus 1f-transzformdtorok egy-egydértelmii-
sdge ig eldonthetd, & célbdl sazlikadgiink van harom lemmdra.

Bzen lemmdk mindegyikében feltessziik azt, hogy A uni-
form, nemtsrld determinisztikus ff-transzformdtor, neveze-
teSen A = (F,A,G,ao, Za), amelyre V(F)=<1 teljesiil, Emellett
feltessziik azt, hogy h;‘valamely p(G’TF’1)~re éag a( e A)-ra
ap ;§raxl, akkor P=Xq, és azt is, hogy a K éa T konstansok
ugyanugy vannak definidlva, mint az el8z8 tétel bizonyitd-

gdban, vagyis



= P -

=
il

nax{dn(q)‘aaeA peT . X ap —> qfﬁi

L = may{path(D)’pE@ 19 dd,b€ A ap ==>bx1}+1.

A
(2.9) Lemma Legyen q%,qié 7 l,q%,qg I‘ Pl = a5 (q )

2 2¢.2 g ON
p° = 9y ldy), a€Tp o

Tegyik fel, hogy

A
€ TG,l’ 8 € LG, valamint a,b,c € A,

(1) apt &> q(bag,bal) =>qlx(s), z(s)),
(ii) ap® q(r(cqg), r(s)) = q(rla),z(s)),
(iii) dp(s)2K.

Akkor ap? ——>q(r(cq2), r(cqe)).
Bizonyitds Tegyilk fel, hogy ellenkezlleg, ap2-bol

nem derivdlhatd q(r(cq2), r(cqz)), dg jeldljik t(GTG,l)—vel
azt a polinomszimbdlumot, amelyre aqi = t(cxl). Ekxkor hé-
rdr.z egelt lehetséges.

Al, path(t) egyetlen eleme sem kezdd8szelete
path(q(r(s),r))-nek, és path(q(r(s),r)) sem kezd8szelete a
path(t) egyetlen elemdnek sem., lids szbval ez azt Jelenti,
hogy van olyan ui,ug(e/T\F,l), r(er ), ul,uz,v(c- TG,l)’
d,e( € A), amelyekre

(1) ui(f(ug)) = q%, ‘
(2) aui = ul(dxl), af —> v(exliéﬁé, eug -;;»uz(cxl),
(3) pa’ch(ul) valamelyik eleme a path(q(xr(s),r)) kezdi-
gzelete,
(4) path(q(r(s),r)) a path(u, (v)) egyetlen elemének

gem kezd8szelete éa pa‘uh(u1 (v)) egyetlen eleme sem kezdl-

gzelete path(q(r(s),r))-nek.



Bz pedig nyilvdn ellentmond (iii)-nek, hiszen egyrésat
igy a p° ;%>ul(v(u2(s))) miatt u; (v(u,(8))) = qlrls),r(s)),
amibdl az kdvetkezik, hogy s a v valddi részfdja, mdsrészt
dp (v) <K,

A2, path($) valamely eleme a path(q(r(s),r)) valddi
kezdbszelete, lMAsképpen ez azt jelenti, hogy van olyan
u(é‘@G’l), hogy ap2 ;%>u(cqg) és path(u) a path(q(r(s),r))
valddi kezdbszelete. Ekkor, mivel cqg 5o, apg-:$»u(s),
kovetkezésképpen ul(s) = qlr(s),r(8)). Iz nyilvdn ellentmon-
ddg, hiszen ebb8l az adddik, hogy s Onmagdnak valddi rész-
faja.

A3, path(q(r(s),r)) a path(t) valamely elemének valddi
kezd8szeclete, Bz az eset akarcsak A2, arra vezel, hogy s On-
maga valdédi részfdja., O

A kovetkez8 lemma felfoghatd az eld8z8 megforditdsaként.
Mivel bizonyitdsa az el8z8 lemmdéhoz hasonldéan tdrténhet,
igazoldsdt melllzziik. :

1 L 2 2 m 1 _ 1,1
(2,10) Temma Legyen ql’q2ec%ml’ql’q26'ﬁW p = ql(qz)’

3 _ By o~ My i 2
p° = ql\q2>’q’t’I,GTGyl’s GTG)a,o,c¢:A. Tegylik fel, hogy

1

(1) ap™ =>qbas) B> alr(s)),
(i1) ap® 2> q(rlcal)) 2> qlr(s)), ap
(iii) ap(s)>K.

- :/5 t(ng)’

A ‘ » ’, %
Akkor van olyan q’,r’(e'TG 1), hogy t = q (¥ ) és apl=:; Q’(bq;)'
2
1 1 2,9 1> 2
(2,11) Lemma Legyen ay»T,a7 € ']?F,l,qz,q2 € T

P 1, 1 2 2¢.2
q19riar.,2€Tg',lﬁq26TGs a,b,c,d € A, Pl S q]i(r (qz))s p = ql(q2)'
'Tegyiik fel, hogy



w B

(i) apt X a3 (brl(q%)) ucH a3 (g (r)z(cqéﬂ) =
.—_tgqi(ri (r)(a,))),

(ii) ap2 — q]’_ (ri (dqg)) f—:}qi (ri (ré (a,2)),

(iii) dp(q%)éKL. '

Akkor van olyan ql,rl,rg(G’TG 17, amelyekre az
 ;

(iv) aqy S>aq; (ox)),

1
(v)  bx =£>1l(r2(cxl>)a

. 1 »
(vi) aq, =>4, (I‘l (dxl))
reldcidk mindegyike teljesiil,

Bizoayitds A lemma bizonyitdsa a (2.9) és (2.10) lem-

mik Usszevetésdvel kozvetleniil adddik, figyelembe véve, hogy
(iii) miatt mind dp(q2) mind dp(r;(qz)) legaldbb K, O

Most mdr készen vagyunk mdsodik pozitiv eredménylink ki-
monddsdhoss

(2.12) Tétel Mind az undris input tipusu uniform deter-

minigztikus ff-transzformidtorok mind pedig az undris input
tipusu determinisztikus 1lf-transzformatorok egy-egyértelmii-
sége eldonthetd,

Bizonyitds A (2,4) lemma értelmében elegendd a tétell

éllitését ceak ff-transzformiatorok egetére bizonyitani, Ve-
gyiink tehdt egy tetszlleges, A = (F,A,G,ao,lgA) uniform de-
terminisztikus ff-transzformdtort, amelyben ‘;(F)éld Az
éltalénosség'megszoritésa nélkiil feltehetjlik, hogy A nemtdr=-
18, kétazeresen Ssszefligg8, valamint azt, hogy bdrmely a(e€ A)
dllapotra és p(e TF,1> polinomszimbdlumra ha ap ;%>axl, akm

kor p=x,. Legyen, mint a (2.8) tétel bizonyitdsdban is, [A]



az A szdmogsdga,

K = max {dp(q)laa €A, pely . ap —> qeﬁAﬁ,
Lg 4\ .

L max {path(p)&p e@F’ 17 E’a,b €A ap -—zé—bxl} +1,

ﬁF,l KL mélységii elemeinek szdmat, N pedig az

il

Jeldlje I a
il,Z,...,V(G)} halmaz f6l5tti, legfeljebb K hosszusigu sza-
vak halmaza hatvédny halmazdnak szdmogsgagdt.
Csakugy, mint a (2,8) tétel bizonyitdsakor, vezesaiik be
aP= {(pl,pg)(éT%)‘ root (pt) # root(p®), Jae A "ci,.i(a)(pl) =
= tA(a)(p2}} jelolést, A (2,11) és (2.7) lemmdk kihaszndlé-
sévgl a (2.8) tétel bizonyitdsidval analdg médon megmutathatd,
hogy P akkor és csakias akkor nemiires, ha van a P-nek olyan
-~ mondjuk (pl,pz) eleme, amelyre dp(pl),dp(p23'<(|A|2MN+3)KL.
Mivel masrészt P lires volta szﬁkséges éa elegendd ahhoz, hogy
A egy-egyértelmi legyen, a tétel d11litdsdt bebizonyitotiuk. O
Bddig a pozitiv eredmények, Mielltt a negativ Jellegii

d4llitdsok tdrgyaldsdra dttérnénk, felidézaziik a Post Megfelel-
8y

kezégi Probléma - tovdbbiakban PMP -~ fogalmdt (1d. SALOLAA

[1973], AHO-ULLMAW [1972] ).

Egy konkrét PMP egy (V,k,x,s) négyes, ahol V véges,
nemiires halmaz, k egy természetes szdm, « ,B pedig [kl-nak
vt-ba vald lekdépezése, ahol most és a tovdbbiakban tetsz8le-
ges n nemnegativ egész szdmra [n]-nel Jjeloljik az {1,.,,,n§
halmazt, Az &K és A leképezéseket kiterjeszthet jlik homomorf
médon [k]*—bél V' ~ba vald leképezésad ~ az igy nyert leké-
pezdscket tovdbbra is K -val illetve B -val fogjuk jeldlni,

Legyen most w € V', Azt mondjuk, hogy w megolddsa a (V,k,X,A)
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PliP-nek, ha & (w) =B (w), vagy Ko =By haol ~F irunk oc (w),
At pedig B (w) helyett.

Ismeretes, hogy nem létezik olyan algoritmus, amely
tetszGlegés PlP-re elddntené, hogy van-e megolddsa, mds szl-
val a Post Megfelelkezéal Probléma eldonthetetlen.

hzek utdn kimondhat juk elsd negativ dllitdsunkat:

(2,13) Tétel Az undris input tipussal rendelkezl de~

terminisztikus ff-trangzformatorok egy—-egyirtelmiiaége el-
dsnthetetlen,

Bizonyitds A tétel igazoldsdnak céljédbdll vegylink egy

tetszb8leges (V,k,06,AB) PMP-t, Definidljuk az F éa G tipusokat
a kovetkez$ médon, Minden m(>1) esetén legyen F = G .4 = @
és legyen Fy = G, = {h}, Fy = [kK]u .8} , G, = KU,

G‘2 = Zg}o
Bzek utdn tekintsilk azt az A = (F,A,G,ao,égA) ff=trangz-

” ., ”
formaétort, amelyben A = {ao,a,b,c,c} , €8 amelyben :SA az

aldbbi (1)=-(5) szabdlyokbdl 411:
(1) a&x(xl)-—> g(axl,cxl), aoﬁCxlj-—a»g(bxi,cxl),

(2) ailx)—>oc; 5 (.. 00 1, (axl).,..)+ (i efk], n;=lec;l),

ada

(3) Diley) =>4, 1 (e By (mydeee) (i e k], my=i23) )s

i

(4) ci(xl)-—a-i(c)xl), c’i(xl)-—a-i(c’xl),
(5) ah — h, bh —>"h, c’h—>h,

Tyilnvdnvald, hogy A determinisztikus, és az, hogy

DOT.Q'T‘A = {O((il(ooo(in(h)>oco)), n?l, il""’in E[k]} U

U§AG, Gon (i ))ena )] 021, dg,...,0, €[] nezerinti

¢ . ~” - o ’
* A1taldban tetszdleges v* azabad monoidra v(eé 7 )=ra és

i(l<i<|vl)-re vy jeldli a v i~-dik komponensét,



teljes indukeidt alkalmazva az is megmutathatd, hogy bdr-
mely n=1, :'Ll,...,ine [1«:] esetén 'CA(OC(il(.-..(in(h))...))) =

= gli; Co. (i (m))...), ocil(...(ocin(hDD...D),

z;(/sul(...(in(h);...))) = g(il(,..(in(h))...),

A (...gqi N))eoso)), ahol tetszbleges i (1< 1i<k) esetén
1 n
wi =wi,l(..‘((x‘i,:t]i(x:’-))’..), ﬂi=ﬁi’l(."(ﬁi,mi(xljjﬂ.l’)i

Bzért A akkor és csakis akkor egy-egyértelmii, ha (V,k,00,8)-
nak nince megolddsa, amibll a tétel dllitdsa kovetkezik. O
Ldthatjuk, hogy az ellzb tétel azt mondja ki, hogy a

(2.12) tétel nem erbsithetd azdltal, hogy uniform determi-
nigztikus ff-transzformdtorok helyett megengediink tetszlle-
ges determinisztikus ff-transzformdtort. Hasonldan, a kivet-
kezd tétel azt mondja ki, hogy a (2.8) tétel nem 4ltaldnosit-
hatd determinisztikus 1f- és uniform ff-transzformatorokra.

(2.,14) Tétel A determinisztikus 1f- és uniform ff-transz-

formdtorok egy-egydrtelmiisége elddnthetetlen.

Bizonyitds Vegylink egy tetszbleges (V,k,o,8) FLP-t.

L BY i I nész 74 ; =i
egyen minden n természeltes mszamra Pogr,n,+2

ol L1 . . 2 - &.m g
locil = n}, F,G,n = ilﬂllélék, |/3:.Ll = a}, F/3,n+2 e {1,6 ‘].S.LSL,
184 = n}. Definidljuk az T és G tipusokat az

(1) Py = GO = {h},

i <i<g]
%mﬂﬁ.l\.g

(2) 7 = 75 U [Quvui«, a3,
o L
(3) L -ﬁ/j,guig}’
In - 41 -?2
(4) 7, = Foe,nYTa, nY 8 (n>2),
(5) 6 = [K]UT,
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(6) @, = izl
(1) ¢, =8 @>2)

egyenllségekkel.

il

(Természetegen feltessziik azt, hogy az (1)~
(7) definicidkban szerepld halmazck pdronként diszjunktak.)
Bzek utan tekintsiik azt az A

= (H , 4’ ;‘ ) J_L"'l"’avl‘}”—
. . 1 4.2 .
formatort, amelyben A = {ao,a,b s D ,c}, e amely barmely

i (€[x]) éa v eV esetén az aldbbi (1)-(6) szabdlyokat tar-

talmazza (jelvlésekre nézve ldsd az ellzd tétel bizonyitd-
sdt):

1

(1) a,olxy) — axy, a  plx,) —> b xy,

(2) ai (xl,OOO’xn +2)

i // \ML 1
/ ?
8\\ g\\
ax dl >4 cX 7 8
1 2 3 2\
h o4

\g‘
an _._1/ \g
2 P
h oci, n,
b Y
v &



(3) b 1/3 (xl’OOO’x )

i/ \[3
b2x,” L |
n’ > 3
cX., ﬂi\zZ

N
g\

h/ e

/ \
cxmi ﬁ 1,
2.2 bz,
(4) b iﬁ (xl""’xmi+2)—‘,g
/g\
& X3 34,1
i/c;r\g \'s.
bzx{ n’ \g
F 5
ex A
4 Q:?

.\g
P

mei ﬁl mi

2



= 5

(5) ah —>h, bh —» g(h,h),
(6) ci(xl) —+>i(cx1), cv(xl) —>v(cxy ), cg(xl,xz)—‘>
e g(cxl,oxz), ch —>h, ahol n; =lol, m; = |8, ;1o

A konstrukcidébdl 1atni vald, hogy A determinisztikus,
uniform transzformdtor, és az is, hogy Dom 7, =

=fo(ig (iyCennt 1 (G (yp )R )eeesRp)spy )} | n 20O,
.n.i +1 N ol

; 3 1 ;
ll”"’lne[k]’ _p_lé TG see0s R ETGn 3U

SRTICHE O SAE LM CE oIR8 RS IR, T8 200 1 (% B

: my -1 my +1 -omy +1

S smesidy B K2 B €Tyt 5 BiETg © waswsB€Tg ° I

Legyen most ¢:Iﬁ,-*>1ﬁ'az a leképezés, ancly Th tet-
az8leges eleméhez hozzdrendeli az illets elem "legbaloldalibb
dgdn" szerepld miiveletbi szimbélumokat,ly:TF‘—%>Eﬁ'pedig az
a leképezés, amely minden p(tsTF)-hez hozzdrendeli a p "leg~
jobboldalibb dgdn" szerepld miiveleti szimbdélumokat, Formdli-
san:

(1) ha pe€F_, akkor g@®) =p, ¢)=np,

(2) ha p=f(pysesssrp, ) (n>1, £ €F , PysoessD €Ty),
akkor W(p) = f y(pl), pp) = ¢ W(an‘

Teljes indukcidval megmutathatd, hogy Dom T bdrmely
p =i, (i,Ga0i 5 (i (hyp )ipy 1)50005R5)5R7)) alaku ele-
mére ?(t (p)) = gijegise..i ;881 .8h, (ﬁ(?A(p)) =

£ol; 280l L ’d‘ ik g EEe o -85’,0( EE00: oo
1,,188%0,,277 0,0, 158, .0, 21T 2
ao-d: SSOC
i B 2 Y o
n 11’1 n ll’l

gh, hasonldan, a Domeh barmely



i Y

/3(11(12(---1 (l (h, Rn) - 1),.,.,22) Rl>) elemére
tp(?:A(p)) = gi;88ls0.01  _qegigh, Y(¥,()) = gB; 1888; o .-
[ - L, L,
o i = IPGR, u BReen B0y L RRE; 8 "'ﬂin,min—lggﬁin,mi gh.
Kévetlezésképpen ha A egy-egyértelmi, akkor a (V,k,o,sB) -
PMP=-nek nincs megolddsa, A forditott irdnyu implikacid is
drvényes, vagyis ha (V,k,e(,B)-nak nincs megolddsa, akkor A
egy-egyértelmii, Ez kivetkezik az eddig mondottakbsl da ab-
bdl, hogy T Ac) = idg Tehdt A akkor és csakis akkor egy-
egyértelnii, ha (V,k,o}B)-nak nincs megolddsa. EbbSL és a
(2,3) lemmdbdl a tétel d1llitdsa kovetkezik, O
A szerz8 nem tudta bilzonyitani az eldz8 tételt abban
az erdsebb formdban, hogy nem létezik olyan algoritmus,
amely tetszlleges bindris input éa output tipussal rendel-
kezd determinisztikug 1f-, illetve uniform determinisztikus
ff-trangzformdtorra elddntené, hogy egy-egyértelmii-e, Szoro-
san Usszeofligg ezzel az a asejtés, hogy bdrmely T és G tipus-
hoz effektiven konatruialhatd olyan r ég G tipus, hogy
(@) = »(@)+1, »(&’) = (@), és hogy az F-bdl G-be vald
determinisztikus ff-transzformdtorok egy-egyérielmiigégének
elddntéame vimszavezethetd (reducibilis) az T > 081 ¢’ -be
vald uniform determinigztikus ff-transzformdtorok egy-egy-—

’

drtelmiiségének elddntésére, Az hogy ez utdbbi V(F)) = V(F)
mellett nem igaz, a (2.12) és (2.13) tételekb8l kiovetkezik.
Azt pedig, hogy ez igaz ha y(F )=re gemmilyen kikotést nen

tegziink, a (2,14) tételhez hasonldan bebizonyithatd.
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Mieldtt a fejezet utolsd tételdt is kimondandnk, is-

0NN

mét bevezetlink egy fogalmat.

0]

Legyen G tetszlleges tipus, B pedig egy G-feletti azo-
noagdg bazis, vagyis Ta b régzhalmaza, E indukdl tobbek ko~
e
z6tt T, felelt is egy feljesen invaridns QF kongruenciat

(1d. GRATZEE [1968] )e Vegylink most egy A = (F,4,G, Al é“A)

determinigztikus fatranszformdtort., Az mondjuk, hogy A

E-re nézve egy-egySértelmii, ha bdrmely p,q(é€ Domzh)~ra

%A(p) Oqu(q) esetén p=q.

(2,15) Tétel Az undris determinisztikus fatranszformd-

torok véges azonogsdg bdzisra vonatkozd egy-egyértelmiisége
eldonthetetlen,

Bizonyitds TFlegendd a tételt csupdn ff-transzformato-

g7

rokra igazolni, E célbdl pedig vegylink egy tetszlleges
(V,%k,0GA) PlIP-t, Definidljuk az I éa G undrig tipusokat az
F =G =ik, Fi= [kJufot, A , G=[k] UV egyenlésdgeliel,

Tekinteiik ezek utdn az E = i(v(l(w )),1(v(x ))‘
ve'Vz azonossdg bdzist, Vildgos, hogy bérmely p, (éiu)are
o) B, »a akkor és csaklis akkor telaesul, ha ?(p) %(q) ésa
qj(p) (’/(q), ahol a 50 T —> [k] osly T -——BV a kovetkez
képpen definialtak:

(1) ha p€G,, akkor @ (p) = y(p) = A,

(2) hap=v(), (veV, pely), akkor p{) =p’),
plp) = vylo’),
(3) ha p = i(p)) (i € [k], p)e TG), akkor ‘70(1‘\) = i'TD(p))

plo) = Y& ).

(]
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0zt az éaszrevételt kihasznadlva egyszerii szamoldssal
igazolhatd, hogy a (V,k,o,B) PMP-nek akkor és csakis ak=-
kor nincs megolddsa, ha A = (F,A,G,ao, ﬁA) egy-ecgycrtel—
mii B-=re nézve, ahol A = iao,a,a’ ,b}, ﬁ‘.j;pedig az aldbbi
(1)-(5) pontokban felsorolt szabélyokbc’ﬁ alls

(1) agclx)) —> axy, a B (x,) —bx; ,

(2) ai(xlb-—*i(ofi’l(...(ofi’.ni(a’xlﬂ..,) (ie [x],
n, = l€0),

(3) a’ i(xl)-td.@"i’l(... (wi,n_i i S IR g e R 1 8

n; = |OC1' ;
(4) pilxy)=>2By 3 Cen By (0300000 (i€ fx],
m; = |84l ),

(5 a’h —>h, bh —> h, O



Hevezziink egy A nemdeterminisztikus transzformdtort
egysrtelmiinek, ha zp figgvény, Ibben a fejezetben megnutat-

=

juk, hogy a nemdeterminisztikus fatranszformdtorok egydértel-
miisége elddnthetd., Ennek kdvetkezményeként bebizonyitjuk,
hogy 1létezik olyan algoritmus, amely tetszfleges A nemdeter-
minisztikus és B determinisziikus fatranszformdtorra elddn-
ti, hogy ekvivalensek-e. Bz az eredmény anndl is érdekesebb,
mivel a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek epyenllségének eldonthe-
tetlensége miatt (1d. AHO-ULINMAW [1972], saromaa [1973] ) asz
dltaldnogitott szintaxigvezdrelt forditasi sémdk ekvivalen-
cidja még determinisztikus esetben is clddnthetetlen. (S8t
még akkor is, ha kikdtjiik az alapnyelvianok egyértelmiiségét
is, ) Tovdbbd érdekes az eredmény azdért ig, mivel az un., fe-
liileti erd8k = azaz reguldris erdbk fatranszformdcidk mel-
letti képei - egyenldsége eldonthetetlen, mint ahogyan az
xitiinik ROUWDS [1970] ~081. Tegiegyesnzik eldljdréban még ast,
hogy GRIFFITHS ﬁ968] szerint a nemdeterminisztikus altald-
nogitott szekvencidlis gdpek ekvivalencidja elddnthetetlen,
kovetkezdéskdppen még az undris nemdeterminisztikus fatransz-
formdtorok ekvivalencidja is elddnthetetlen,

A determinisztikus lf-transzformdtorok ekvivalencidjd-
nak elddnthet8sdgét a szerzdtbl fliggetleniil és az itt benu-

tatottdl kiilonbdzd mddon Zachar Zoltdn is bebizonyitotta

(ZACHAR [1978] ).
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Hogy tdrgyaldsunkban ne kelljen kiilonbséget tenni az
1f- éa ff-transzformdtorok kdzdtt, bevezetjliik az dltaldno-

o~

gitott ff-transzformdtor fogalmit,

Az A = (F,T,A,G,AO,JSA) rendszert altaldnogitott nem-

determinisztikus ff-transzformatornak nevezziik, ha (F;A,G,Ao,ﬁA)
nemdeterminisztikus ff-transzformdtor (az A~hoz tartozd ff- -
transzformdtor), T(EETF) pedig reguldris erdd. Ha az A-hoz
tartozd ff-transzformdtor determinisztikus, A-t is determi-
nisztikusnak nevezziik, Hasonldan ha az A~hoz tartozd ff-
transzformdtor x-tipusu (x=uniform, linedris, rendezdéstartd),
akkor A is x~-tipusu.

Legyen A az eldzbekben definidlt dltaldnositott nemde-
terminisztikus ff-transzformator, é’ pedig a hozzd tartezd

ff-transzformdtor, Az A altal indukdlt transzformdcid a

H
—

%, = 1%*T trangzformdcié, A-t egyértelmiinek nevezailk, ha T,
faggvény.

A fenti definicidbdl nyilvdnvald, hogy minden nemdeter=-
minisztikus f£f~, ill, lf-transzformdtorhoz effektiven konst-

rudlhatd vele ekvivalens - vagyls ugyanazt a transzformdcidt

indukdld -~ dltaldnositott nemdeterminigsztikus ff-transzfor-

=]
441N

tors. Valdban, ha A = (F,A,G,AO,‘éA) tetsz8leges nemdeter-
ninigztikus ff-transzformdtor, aklor A ekvivalens az

4 = (F’TF’A’G’A0’23A> dltaldnositott nemdeterminisztikus
ff-transzformétorral? ha pedig az A nemdeferminisztikus
1f-transzformator, akkor A ekvivalens azzal az A’:

= (7, Dom% ’A’G’AO’QSN> daltaldnositott nemdeterminisztikus

ff=-transzformdtorral, amelyben égA? & {af(xl,...,xm)-—>
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—> pla Xlaoonsa X )'M?O, fer m’ pET,, 8y 8qseeesqp € 4,

ym?
_*‘(aqﬁ,.,,,a X )—aap(*r 000X, )62 %. illndjmt egetben
igaz az, hogy ha A linedris, akkox ;/-&_’ ig linedris,

A kiBvetkezlkben bebizonyitunk néhdny ellkészitd jelle-
gii lemmdt, Ezekben mindig feltesssziik, hogy az A(=(7,T,4,G, Ao,ﬁAj)
dltaldanogitott nemdeterminisztikus ff-tranazformator, a -
__T_3_(= (F,B,BO))pedig olyan - mondjuk parcidlis - faautomata,
amelyre T(B) = T, Tovdbbd P=vel Jeldljiik ezekben a lemmdkban
a ip( € TF)H q4,q’ € Ta q;..‘q) s  (pyq)s(p,q’)e 'Z:A} halmazt.,

(3.1) Lemma Legyen P12Ps eﬁ.‘\F 19D € TF,nl-:n;,nz,n’zao,

o n

o e 2
,qlé .LG, A ’Q-QETG,’.’L ’326TG, ),_q—, G ,Q’BGT
)

n, n.
o « 1 7a \ .
8,08, €A ,a; €A ,_@_i €A (i=1,2). Vezessiik be az

7
9 € *q,n ng

.. ) ) . ) : L 4
{ai,j'ls‘)sni}’ a; = fay sl1ejeni} (i=1,2) jeltlése-

ket. Tegylik fel, hogy
(i) pl(pz(OBD)ET,

n, ) (nl)
(n I (ne) R (n ) (n
_ (n2> : ; (nz’a . . 3
(iv) 9.?23 = dyp ..8.223 => 47

)
1 ,

(vi) Dbdrmely I'(e"D Lyare és r’ (e Tey Lyare ql(,_:gj) # qi(_lj‘),

Akkor Dy (p3) en,

Bizonyitds El8szdris megjegyezziik, hogy a lemma felté-

teleibdl pl(pz(pB)) €P ig kovetkezik.
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Legyenek a ¢:[n;]—>[n,] én a 50): (2] — [n}] olyan
leképezdseck, hogy bdrmely i(e€ [nl] Y=ro 8,,4 = 8p (p(1)?
és bdrmely i( € [nl] )=re al g = a?,(d{i)‘ Vildgos, hogy igy

(n ) (nl>
"-1P3 .__;r, 123 r s ahol r= (‘13"'0(1.)90099(13"{)(111)),

r’ = (q’3 (1),..,,q3 () )). Osszevetve ezt (ii)=-vel azt
kapjuk, hogy oP1(P3) #>a; (), a Py (23) =>aq; (). (vi)
szerint q, (z) # a (=), ugyanakkor (pl(p:a))_@ =
- (pl(pz(p3)))§(630) miatt pl(pBDGT, Ezért pl(pB)eP
is teljesiil, O

(3,2) Iemma Iegyen p1 F 1, Py .TF, n,n>0,
q; € TG n® qle TG N _qgemn, g?cmc, a ,a €A, aeA » a (:A o
Legyen tovdbbd |All = 2 A ano1 Al az A pzémossdga -, |BI
a B szdmossdga, K pedig max{dp (q)|Jaery pe TF,X
ap —> qéﬁA}, Tegyiik fel, hogy

- (n ) s ox 5,, (")
(11) agpy = aqylax ) agpy =>q 'z, )

(o), (o),
(iii) a p, =—=>d, a'p, ==>£129

(iv) path,(q;) a path,(q;) kezdSszelete, |path, €a; ) -
~lpathy (a;)] > 1417 (BIK, ap(p,)> |IAl? (B,

Akkor van olyan »( ¢ Tpds hogy pl(r) € P, rn(r)<rn(p2).

Bizo&gitas Iegyen R = {r(e TF)]pl (r)e T,rn(r)<rn(p2),
Is( e, ), 8'( éTn) a m(n)=9 8, 8 5( ”::% _g,}. Vilégos, hogy
RéD, Jeldlje r az R egy minimdlis rangu elemét, Megmutat juk,
hogy erre pl(r) €P és dp(r)<||Aﬂ2 1Bl is teljesiil,
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Tegyiik fel el8szbr, hogy dp(r)> IANZ1Bl. Exkor van

Olyan r19 r2(€ @F,l), r3( € TF), mlpmlpmagmz( = O),gl(e @G,ml)

) )
) n’ ml a’ ﬁml _ m2 > m2
'l

m
pyleay, .q;(EA ) (1=1,2), hogy
(1) »= rl(rz(rB)), Ty o Xy,

(2) ar(n’* . (b, (ml)), VD) % r s (mi)

= 8 a'e =8, (0yx; * ),
(m ) (m,) (m, ) L., (my)
(3) bl ) 1 @ 52(b2~'-x-l é Ds bl 2 . % 5,2(.12251 . D
(n,) (n))

(4) boxsy = By b2_3 =~"‘1—>g)39

(5) (z3)p = (xy(r3))p By=By, B, =B,, ahol
By = $by sli=ism], B = {by lisismi} (1s1,2),

Ezek utédn legyenek a ¢ :[m;]—> [m2] és -.L'o’: [mi]-——.»[mé]
olyan leképezések, amelyek kielégitik a hl,i = bEal{)(i)

(1< icm,), illetve bl ;= b gy (1< i(zmi) Pelibéteolokot.,

(
n).___> 81(93 sp(l)’oaoaﬂ (;,o(ml))’

sy 81(83 (;J’(l)""’s_?;,(p’(m’),‘ Osszevetve ezt

aﬁo
Vildgos, hogy a ».(»
z(n)

ar

l
azzal, hogy (5) miatt (rl(rB))B = (r)B, az adddik, hogy
rl(r3)€ R, Ez viszont nyilvén lehetetlen, mert rn(rl(rB) Y <
< ra(z),

Teha+ ap(r) < [ANZ B, Iey bérmely olyan ale 'I‘n) én

(n) > (n)_b) s

dpls,), dp(s;)< |AN? |BIK, Felhaesndlva (vi)=t, ebbSl nyil-

8le TG) vektorra, amelyre a x ——§ géasar

vdn kovetkezik a lemma 811litésa, O
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Lemma 52:22 Legyen pl,pa,pBGT ,1° p4e TF' ni/ 0,

, A’
ni’m- BO (151,2, 3), qle T T

Gyny+1° q € Tg, ny+1? T1¢ TG,ml

A0 n1 e A2 2
)

m

e@ 2 3, 346T 3, 34c TGB, r4eTG3, ao,a GAO, a5 ¢ A i,

)
g_;_ € A i, l’-ie‘A‘ L (i=1,2,3). Legyen végiil veTG, én vezen=
siik be a v’ = r1(£2(£3(34))) valemint az A; = {ai’j\ls;jsni},
) ) s ) " 4 g
py =y sli<isni}, By = by 4| 1<3<mf (4a1,2,3) jo-
161éseket,
Tegyilk fel, hogy

(i) pl(pa(pB(p4)))€ T

(n,) (m. )
(ii) a oP1 -—%’ql(axl, a,%, ),8 oP1. =%>q1(rl(b Zq e
(nl)
__1_1 )s
(n,) (n,) (n)) (n))
Gitl & nl =5 a5 (am; 2, i’lﬁanl%&é(ﬁ’a’-‘l L
( (
ap, =%axl, b122m1>=> rz(b m2>),
. (n,),, (n ) (n ) (n 3)
(iv) 2,,?_3 =§S.3 }x_l )s 8223 @33(8331 )
(m,) (m )
ap 4 _->axl, boR, =%’£3(bﬁl ) .
(n3) (n3)
) aspy 7=y a3y T

(m,)
4@‘7’ b324 =% _I,: ?
(vi) (pylg = (p3lpy 005 = (pp(P5(py I N5
A=Ay sAg, AlsAésAs’, B, = By=B,,
(vii) v # v, path, (ql) = pathl(q]’_).
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Akkor a pl(pz(p4)).pl(p3(p4)) és pl(p4) polinomszimbd-
lumok kogziil legalédbb az egyik P=ben van,
Bizonyitds El8sztris megjegyezziik, hogy a lemma felté-
teleib8l az is kdvetkezik, hogy pl(pz(p3(p4) )) € P, hiszen
a,Py (p5(p5(p,))) =>ulv), ayp; (p,(p5(p,))) >0’ (v)) és
ulv) 4 u’(v’), ahol u = qy (x),05(a5(a,)))s v ) (x70050a50a)))),
Legyenek i=l,2 esetén v, [n] "'>[ni+l o Yy [ni] —> {n;_ +1]
éa W;:[m]->[m,; ;] rendre olyan leképezésmek, amelyekre |
) >
81,3 " Py, () (=le2 1S3 2y)s 85 5= 83,9 0) (3)
(im1,2, 1<3j<ng)y by 5 = biy1,y, (g) (=102 1< j<my)s Te-
gyen tovdbba 1103 = 504 ("9‘3 - ‘féotﬁ.’ (3/3 = 000
Vezesasiik be az
) b
-§1 = (q39l?1(1>,.‘.’q39‘spl(nl)><34)’ 51 = (qB,‘p;L(l)soac
) )
‘..’q3’?3(ni>>(g4)’
B = Tay )00 Ty, (ng))E)
) - b] )
8 = 32(q4,tp2(1)""’q4,y2(n2)>’ B2 = 9209, (102~
)
ooo,q4’(,a’2(n§))9
Ep = -1-'2(1'4,‘312(1)’""r4.\y2(m2)>’
8, = (q4 ) (l)sOOOQQ4 . (n ))9 Q; = (qz;. ¥ (1),.-nqz_ ) (n’))s
tol) 5 :(y3 1 9';3 -’Y)B 1
tq = (r4,ly3(1),a.._,r4"y3(ml)) jelsléseket., Nyilvénvals, hogy
aopl(pB(P4)) ;:-'% qlcvsn§1>9 a;PI(PB(p4)) % q;_ (rl(ﬁl)9§i>,
aOpl(PZ (p4>) *% ql(vs_ﬁ_’Q)s agpl(pa (P4)> :":-> Qi (I‘l(j'_zhf’,é)’

aopl(p4) =’;?q1(v,,§3),aépl(p4)_—%qi(rl(js),gg) és az is,
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hogy P]_(PB(P4))’ Pl(Pz(p4))9 Pl(P4)€T¢

Tegyiik most fel, hogy pl(pa(p4))¢]?. Fxkor az el8z8-
ekb8l és (vii)=b8l az kévetkezik, hogy ml,mz,m3>o és hogy
van olyan i (1<i<m2), hogy r3,1(54) y! r4,\y2(1)‘ A vy

leképezéas megvdlaszthatéd ugy, hogy ez az i benne van a v,
értékkéazletében, vagyis van olyan j (1 éjéml), hogy
'\yl(j) i, Ha ezutén még azt is feltessziik, hogy
Dy (03(pg))s Py(py) 4P, akkor x (8) = m (55) = 2y (4,)
ktvetkezik, Ez utébbli azonban lehetetlen, hiszen
by " ¥5,9° P

Meg jegyezziik, hogy az e18z8 lemma &llitéea akkor is
igaz, ha A25.= A3 és By 33 helyett A2U Bas:ABl) BB-at
tessziik fel,

A kBvetkez8 lemma bizonyitdesdt melldzzilk, mert azt az

el8z8 lemmdéhoz hasonléan lehet végig vinni,

a >
SZ,&} Lemma Legyen pl’p2’p3€ TF,].’ p4e TF, ni,ni,miBO
A\ ) - Pa 1

(1=1,2,3), q;¢€ TG.n1+1’ aj € T, nj+1* 1€ Ta,m* 92°€ %q

b ) )

n
’ 336‘1‘ 2n

2

IR
€ TG,n’a' Zp€ @ ’ 33€@G,n » Z3€ ﬁG,m ’

. S 4 3 3 3,
m
> i i
34& TG3’ 31)16 TGB, _1_:46 TGB, ao,aoe Ao, gie & _q’j_e A=,

M2

m,
by€A * (i=1,2,3), végiil legyen v € T, Vezessiik be a
v = rl(£2(£3(£4))),, valamint az A; = {ai’j\1<j<ni},
) ) o b} , .s
Ai = {ai,j\ 1<j<g ni} és Bi = {bi,‘j\lsjémi} Jjelsléseket,

Tegyiik fel, hogy
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",

. *® ml)
(11) ap —=qlrdyx = hayx
L e iy (B
8P =>4 (Vr2y%; 7 )
(n ) (n) ( ’) > ) p ) (n,)
(131) g2, T Es a5 (apx ), -»1-2';:L —> a,(apx; 2D
(m. ) (m,)
p_lgzml Mol N r, (X, 2°%
. (n ) (n ) ) (n;)
(iv) 223 @33(83 x, 3%, a) :;%33(8}_1 Do
m,) , ( )
(nj) (n3) N (m3)
(v) 23Ry ——’; 9, .,_324 = Sl,p 324 g Eqr

(Vi) (p4>B = (p3(P4))B = (PZ(PB(P4)))39
A1§A 3, Al-_A -——AB, Bl = 32 _..B3 5
(vii) v £ v, pathl(ql) - pathl(ql),

Akkor a pl(pz(p4)), pl(p3(p4)), pl(p4) polinomszimbélumok
koziil legaldbb az egyik P-=ben van,

A\ 7 ) b
(3.5) Lemma Tegyen pl’pzéTF,l’ P3¢ Tp Kk, l,myk ,6,m >0

A Pay Pay A
A € T ge4 qieTGk’ 10 ¢ Tgpa10 92¢ Tg 0.0 z e
Ak’ 0 0
reTGm,, q3 Gl’ qB,VGTG,seTG,geTG,eTG,

G,m ?

> )
¥ em, aal,a,aca aea, gca, pea’, Ped,

7
_c_eAm, ce A" , Jeltlje rendre A0 By és C; az a, b illetve ¢
vektorok komponenseibSl 4116 halmazokat, Ay, By és C) pedig

az a, b illetve ¢’ komponenseinek halmazét. Tegyilk fel, hogy
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(1) py(py(py))em,

(i) a,py => q,(ax;, a 5{1{)), a,p, => q, (dx;, a xl(k’
P e
a2 S ate 2™, 2’00 ) 2 @™,

(0) & ) 2, o

(iv) a p3=—7‘>q3(V), a’ 93~—-—>q3s b pj = g, 'D.g => g
apiM s, gp 2w,

(v) A cBlucl, AlgBlucl,

(p3)p <p2(p3))_§ .
(vi) pathy (qi) - pathl(ql) path(qB), pathl(qz) path(qB)
= path(qB) pathl(qé), v o q’B.
Akkor py (p3) €P,

Bizonyitds Vezessilk be a d = (b,c), d = (b,d),
ue= (g,1), wa (8,t) jelsléseket. Legyenek a 3 [k] —> [£ +m]
éa 'z [K]—>[l4n’] olyan leképezémek, emelyck kielégitik az
a3 = dyqy) (lsi<k), a3 = ) (1< 1<¥) feltétoleket.,
Nyilvénvald, hogy aopl(pB) rf—:>q1(q3(v), “tp(l)’”"’ugf(k)) és
a:,,pl (p3) :%qi(q;, u)‘f’(l)””"féf’(k’))’ tovébbs az is, hogy
pl(p3) € T, Mivel pedig path(ql(q3, .u‘f(l),.”,n%a(k))) -~
= path(ql(xl, uzf(l)”"’“’:p’(k')” és q:,’) # v, ql(q3(v), Yp(1)oeee
wwny ul'p(k)) o ql(q3, lll:p’(:!.)Qoeo, ugo’(k’)” Mindez Geszesen azt
jelenti, hogy pl(pB) €P, 0O

Ezek utdn mdr kimondhatjuk azt a lemmdt, amelybdl a fe-

jezet ©eszes pozitiv elddnthetSadgi eredmény szdrmaztathatd.
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Ebben [A] és |B| jelSli rendre az A illetve B pzdmossdgit.,

(3.6) Lemma Effektiven meghatérozhaté egy olyan, az
lAl, IBl, K é8 u(G)?szémoktél fiigg8 m kongstans hogy P ak-
kor és ceakis akkor nem iires, ha létezik m=-nél kisebb
mélységii eleme,

Bizonyitds Tegyen ||All = 2‘A|, L a [y(Gi] elemeibdl
alkothatd, legfeljebb HAualBlK hosnazusdgn nemiires szavak
pzéma, Legyen tovédbbd k = I!AilalAl2 IBl (2T41), 2= k +
+ 20812 )4B1%%, m = €+ 20a17)B].

Megmutatjuk, hogy P akkor és csakis akkor nem iires,
ha valamely elemének mélysége m=nél kisebb, Mivel ez nyil-
védnvald, ha K=0, feltehetjiik, hogy K # O, Legyen ekkor p
a P egy minimdlis rangu elems, q,d(éer) pedig legyenek
olyanok, amelyekre q # @', (p,a), (p,a)e v, teljesiil,

Tegyiik fel, hogy dp(p)=m, Akkor vanﬁ@lyan 3098;(6 Ao),

P
Poaooc'pm(e TF,l” pm+1(GTF>’ nisn;_(?’0> (1=20y.0.,m),

o~ ) Fay = -
qo(€ TG,D.O)’ qo(e TG,D-;)’ ﬂi(c Tngi ngi) (i=1y...,m),
4 n, n,
_g,m+1(eT§“), g,;l+l(6sz). a;(ea ™), as(ea ) (i=0,...,m),

hogy

b)
/\n \n -
)

(1) P = po(pl(oco(pm_'.l)ooo))’ pi 5“ 151. (iﬂloaob9m>s

(2) a = q,(g;(00lay,1)e00))s @’ = aylayCoaalay 00000

‘ (n_) (n))
(3) a0, =>a,(8% °°), a)p, =>q,(alx; °°),

TAz |Al, IBl é8 K jeltlémsekre nézve 1d, (3.2) lemmdt
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() ),
8Pl "'>-9=m+l’ -a-m2m+1 =$3m+1’

Vezessiik be iﬂopoco,ﬂl‘!‘l esotén a pi = po(pl(ooo(pi)ooo))’
t\;/i = qo(gl(ooo(gi)ooo)’ 2{:;. =] q;(gi(oao(g;-)ooo>p iﬂo,ooo’m
e)ﬂetén pedig a f)\i i) pi+1(ao¢(pm+1)ooo>’ @i L= -gi+l(°'°(3m+l)'°'>’
@i = 3;+1 "’(3m+1>“‘) tovébbd az Ay = {ai Ji1< J<ni}

= {ai :]‘ 1< i< ni} jelBlémeket.

n
Ha most bdrmely v(e TG Y-ro éa V(e T %Yo .g_g(v) o ge(v’)

akkor a (3,1) lemma felhaszndldsival és abbél a tényb8l,

)

hogy az {C,...,m} halmaz pzémosedga nagyobb, mint [!Al12|B\+1
kvetkezik, hogy valamely i,j-re (l<i<j<m) Ei (ﬁj) € P,
Ez pedig nyilvén ellentmondds, hiszen m(f)/i(ﬁj))<rn(p).

Ily médon feltehetf, hogy - példdnl - n,>0, valamint
az, hogy van olyan i, (léie <np), e @G,l) éa v(e TG), hogy
a q = u(v), path(d) = pathie(\q/e) valemint v’ # ﬁe’ 1, feltételoek

mindegyike teljesiil, Vildgos, hogy ekkor minden i(<f )-re

ni> 0, ILegyenek most :i.j (o<i<fb, 1< jéni) azok az egyértel-
miien meghatdrozott szémok, amelyekre teljesiil, hogy per!:hi'j
pathy Z(Eﬁ) keozd8szelete, Az Altaldénossdg megezoritdsa nélkiil

(21’5_) a

foltehets, hogy 1y coe = ie = 1,

Tegyiik ezek utén fel, hogy nem létezik olyan (e path(?{é)),
hogy pathl(?ie) az of kezdSmzelete vagy AR pathl(\cfg) keozd8-
szelete, Legyen ekkor minden i(gé‘iém) esetén B, =
= fay -
| path, (§,) a path,(d;)-nek nem kezdSszoletef. Mivel az

v
pathl(?ie) a pathj (qi) kezdéazelete}, C; = iai,:ﬂ

{Z,...,m% halmaz szdmomsdga 2l 2 |Bl+1, van olyan S TEPYEIN
(Z<:L <i <13<m), hogy a ktvetkez8 feltételek teljesiilnek:



.

A ~ A
(pi) B(pi) "-'(Pi) ) 11=B QBi,Ci Ecizgci’

1 B 2 B 3 B 2 3 1 3
A:.: g_‘—‘A.’ <A :Z » A (3,4) lemma felhaszndldsdval ebb8l az ki-
1 o 3
vetkezik, hogy a pi (pi 3, D (p ), \ﬁil(ﬁi ) polinomszim=
3

bélumok kdziil legalébb az egyik P«-ben van, Ez ismét ellent-
mondés,

Tehdt valamely of (€ path(ié))-re pathl(zie) az of kezdl-
szelete, vagy forditva, of a pathl(ffe) kezd8szelete, Ily mé=
don birmely i-re (0<i<() n;_>0 és léteznek olyan i;5000.1p
szémok, hogy pa‘!;hi:j (i)’;) a pathl(i)/g) kezd8azelete vagy

pathl(ge) a pathij('ﬁg) kezd8azelete (0<€ 3j<l), Az d1taldnos-
pdg megszoritdsa nélkiil ismét feltehets, hogy 1y B eoo = dp =1,
T1ly médon minden j (0<3<0) esctén pathy (3,) a pathl(i;;)
kezd8szelete, vagy forditva. Felichetjilk még azt is, hogy
pathl(pa) a pathl(pg) xézdfazelete (gao,,,.,ﬁ),

_ Ezek utdn két eset lehetséges. Tegy&k fel eléazor azt,
hogy pathl(qk) a pathl(qe) kezd8szelete, Ha ezen az eaeten
beléil ven olyan i (0€1<k), hogy |jpath, (d,)| - [patn, ()| >
>UAI\2IB! K, akkor a (3.2) lemma szerint van olyan r(€ Th )
polinomszimbdlum, amelyekms pi(r) €P éa rn(»)< m(p 30. Ez
nyilvén ellentmondds, hiszen igy rn(pi(r))<m(p) is tel=~
josiil, Tehdt bArmely i (0<i<k)-re [jpath, (3;)| = |path, (d,)]<
£ UAHa\B\K. Ekkor azonban, mivel a %0,,,,,13} halmaz ezémos-
sdga AIZ[A]2[B| (2141) + 1, azt kapjuk, hogy valemely i,

(0<i<j<k) egészekre - mondjuk - pathl(ai) a pathl(?;’;_),



- 59 =

pathl(aj))a pathl(zl’;) kezd8szeleta, pathl(zlljj)/pathl(a,i) -
= pathl(&’j)/pathl(&’j). tovébbd (ﬁj)_]é = (61)_3_, 85,1 = 8599
a} 1 = aj,1» B;SBj, By=Bl, ahol B_ = {a\s’tl 2¢t<nt,

B; = {a;,tl 2<tg né% (8=i,j). Igy a (3,5) lemma alkalma-
zdgdval az kovetkezik, hogy \ﬁi(ﬁj)e P, ami ismét ellent-
mondés, hiszen ra(p, (i)‘j))< ra(p).

Tehdt path; (Ee) a pathl(ﬁli) kezd8szelete. Fa megmu~
tatjuk, hogy |path, (§,)| - |path, (3,0 > 1417 IBIK, akkor
‘pathl (c‘fé)\ - |pathl (&’k)‘ > “A||2 IBIK is teljesiil, igy a
(3.2) lemma alkalmazdsdval ismét ellentmondésba keriiliink
azzal a feltevésamsel, hogy p a P elemei k¥zt minimdlis rangu.
Flegend8 tehdt azt megmutatni, hogy lpathl(:fe)‘ - \pathl(ak)P
> |A17|BI K,

Tegyiik fel, hogy ellenkez8leg, |pathl(c§,e)| a\pathl(&fk)‘é
< ||A||2 IB|R, Ekkor mivel a {15,...,,@} halmaz szdmossdga
(2 1a1> [ABI )CIANZ IBIK) + 1, van olyan i,,i, (ki <i1,<0),

hogy i, - i, = 2]Al7 |AlBI+ 1, pathl("ciil> S eoe ® pathl(?{ia)

= vagyis qil+1’1 = 00 = in’l 2 Xqe Legyen most njinden
o ) b AV
j )< 3siy) esetén By = ja; ;|1 t<ny, path,(d;)-nek
v Vod ) ) )
a pathl(qil) kezdoazelete}, Cj = {aj,t|l< t< nJ., patht(qj)-

nek pathl(&'il) nem kezdﬁszelete}. Mivel az {il’"”iz?ﬁ

halmaz szdmossiga 2\\A!|3|A||Bl+1, van olyan Jqsdgsda
(i,€ 3y <dp<iz<i,), hogy (i:‘a.l)B & (ﬁ«ja)ﬁ = (333313_ ;

o Nl M Ml Thott Mol Kol Mk Mo 8

Ajt = {ajt’s| aésént} (t=1,2,3), és hogy

-~

A , @ahol

B
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ajl’l = 332’1 33.3,1. Igy a (3.3) lemma felhasznildsdval
adédik, hogy a 531(§32>, 532(633), §jl(ﬁ33) polinomszim-
bélumok k@ziil legaldbb az egyik P-ben van, Ez ismét ellent-
mondds, 0O

A kBvetkezd lemma az 61828 kozvetlen k¥vetkezménye.

(3.7) Temma Birmely A = (P, 4, Gy A ‘2A) nemdeter=
minisztikus (felszdlld vagy leszd1lé) fatralr;szformétorhoz
effektiven meghatdrozhatsé egy olyan csak A szdmossdgdtdl,
y(G)=t81 éa max{dp(q)l dp p—> qeéA}atél fﬁggé m pzén,
hogy A akkor és csakis akkor nem egygrtelmii, ha van olyan
p(€T,) é8 q, (€ Ty), hogy a dolp)<m, q # ¢ ¢é8
(p,a), (p,q) € ¥, foltételek egyarént teljesiilnek,

(3.8) Pétel ILéteszik olyan algoritmus, amely

(i) tetszbleges A nemdeterminisztikus felsz4lls (le-
824116) fatranszformdtorra elddnti, hogy A egyértelmii-e,

(ii) tetsz8leges A és B egyértelmil nemdeterminisztikus
felszdlld (leszdlld) fatranszformdtorra elddnti, hogy
'z:és: fgteljesiﬂ-—e,

(iii) tetszbleges A és B egyértelmil nemdeterminiszti-
kus felszdlld (leszdllé) fatranszformdtorra eldonti, hogy -
ekvivalensek=-e, 7

(iv) tetsz8leges A nemdeterminisztikus felszdlld (le-
8z4115) és B determinisztikus felszdlls (leszdl1l8) fatransz-
formdtorra elddnti, hogy ekvivalensek-e,

Bizonyitds Nyilvdnvald, hogy (i) kivetkezik a (3.7)
1emmabsl, tovdbb& az, hogy (iii) kdvetkezik (ii)-bSl és
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(iv) kovetkezik (i)=-b8l és (iii)-bsl,

Ily médon elegend8 csak a tétel médsodik 81l1litdsét bi-
gzonyitani, s88%t, itt is szoritkozhatunk csak pl, a felszdl-
16 esetre,

Legyenek tehdt A(=(F,,A,G .4, é.'A)) és g(a(FZ,B,G-,BO,ﬁB))
egyértelmii, nemdeterminisztikus ff-tfgnngormétorok. Felte- -
het8, hogy F, = F2(= F), Gy = G2(= G) és az, hogy ANB = @,
Tekintsiik ezek utdn azt a g(a(F,C,G,CO,:QC)) nemdeterminisz-
tikus ff-transzformdtort, amelyben C = AUB, C_ = A UB,,

o
2' f U""B o Vildgos, hogy 't:(, = .,AU'I’B, igy ”CAQ’L'B
akkor és csazis akkor teljesiil, ha DomLAs;DomoB és C egy-
értelmii, Mivel ez utébbi feltételek elddnthetfek, a tétel
dllitdsa igaz., O

(3.9) Tétel ‘

(i) Bdrmely egyértelmii, nemdeterminisztikus felszdlld
(Leszd118) fatranszformdtorhoz effektiven konstrudlhatd vele
ekvivalens, minimdlis dllapotszdmu nemdeterminisztikus
fe1824118 (lLeszd118) fatranszformdtor,

(ii) Bérmely determinisztikus felszdlldé (leszdlls)
fatranszformd torhoz effektiven konstrudlhaté vele ekviva-
lens, minimdlis 4llapotszédmu determinisztikus felszdllé
(Leszd118) fatranszformitor,

Bizonyitds Mivel eddigi eredményeink szerint a tétel

két A1llitdsa hasonldan igazolhatd és mivel mindkét esetben
a felezdlld éa lenzdllS emsatre is hagonldé bizonyitds adha-=
t8, caak a tétel mdgodik d11itdedt igazoljuk és ezt is

ceak felszdlld esetre.
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Ehhez viszont elegendd azt megmutatni, hogy ha
A = (F,A,G,ao, 2A> olyan determinisztikus ff-transzformd-
tor, hogy 7, # B és B = (F,B,G,b, , 2p) Vele ekvivalens,
kétszeresen g‘aszefiiggé’ determinisztik;:ﬂ ff=transzformitor,
akkor L<2K|Al=nak teljesiilnie kell, ahol

K = maxfap(q)| Ipe T x» 8€ A apaqégé},

L= max{dp(q)\ dp e Tp,x» PEB bp —eqégB},

Al = 2 1Al » |Al az A szémoasdga. -

Tegyiik fel, hogy ellenkezdleg, A ekvivalens B-vel és
mégis, L> 2K|Al, Ekkor van olyan n,m(>0), fe Pos
Dybyseeesb  €B é8 p eﬁ:‘G’m tovébbé ijs...,4 (€ [n]), hogy
bf(xl,...,xm) ép(blxil’”"bmximﬁﬁg és dp(p)> 2K Al
teljesiil, Mivel B kétszeremsen Usszefiiggd, taldlhatdk olyan
Q6T 1)) Qgeecosy (€ Tp) tovébbE 2(e Ty 1), 2ys00e,my, (€ Tp)
polinomazimbélumok, hogy

Doa(£0ayse000,)) 5> P0(ryseeesy))e

S6t, egyszerii szdmoldéssal az is megmutathatsé, hogy a
Ay Q900090 polinomszimbélumok ugy is megvdlaszthatdak,
hogy & dp(q)<NAl , dp(q;)s...,dpla,) <Al egyenlStlensé-
gek mindegyike teljesiil, Kévetkezésképpen dp(a(f(ayseesra,))<
< 2llAl , De igy méris ellentmonddshoz jutunk, hiszen egy-
réazt dp(r(p(rl,".,rm)))> 2K Al mivel dp(p)> 2K|Al, mds-
réazt dp(r(p(ryseeery))< 2K(|Al, mivel dp(q(f(qln.,,qn)))<
<2[Al és A é3 B ekvivalencidja miatt (q(£(qysee0sa,)),

I‘(p(I'l, aoorm))) € 'UA»' 4
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A fejezet hdtra levd részében egy, a fatranszformd-
torok ekvivalencidjdval kapcsolatos, negativ jellegii 811i-
tdst fogunk bebizonyitani, E célbSl azonban sziikadgiink van
néhdny ujabb fogalom, elesfsorban a Turing=-gép fogalménak
bevezetésére (1d, DAVIS [1958], saromaa [1973|).

~ Turing gépen - az irodalomtél némiképp eltérfen de
alapjéban véve ekvivalens médon ~ egy A(=(Ty,A,T,a ,3,4,d))
rendszert fogunk érteni, ahol |

(1) Ty véges, nemiires halmaz (az input 8bécé),

(2) A véges, nemiires halmaz (az dllapotok halmaza),

(3) T véges halmaz, T:ST ANT = f,

(4) a, az A kitﬁntetett eleme (a kezd84llapot),

(5) BéasdatlT- T, kitiintetett, kiil¥nb8z3 elemeoi,

(6) d:Ax®—>AxT x{1,0,-1} olyan parcidlis fiiggvény,
amely kielégiti azt, hogy

(6.1) bdrmely ale A) és x(e T={4,81) esotén ha d(a,x)
definidlt, akkor dla,x) & Ax (T-§¢,81Y x {1,0,-1},

(6.2) bérmely ale A)=ra ha J(a,s) definidlt, akkor
dta,8) € Ax f8}(r~ {8,6}) x{1,0],

 (6,3) bérmely a(€ A)=xa ha J(a,¢) definidls, ekkor
Jla, é) € Ax(m=§8,63)" x 0,1,

Minden, az el8z8ekben megadott A Turing-géphesz defi-

nidlhat juk a K(A){u{%}(ﬁ.‘#“{;ﬁ,é} )”A(Taiﬁ,é}f{é} U
Ua-uial)ist (T«-{&;ﬁ} N gﬂ}) koni’:!.gurécié halmazt, Bevezethetunk

tovdbbd K(A)-n egy i—— ~val jelolt bindz reléciét, az

dtmeneti fiiggvényt. Definicid szerint bdrmely w,w (€ K(A))-




raw b w akkor és ceakis akkor, ha az aldbbi (1L)~(4)
feltét-;lek egyike teljesiils

(1) w= Wi8X Vo w = wlybw?_ (wl,wg,yeTﬁ,xeT,a,be A)
és dla,x) a (b,y,1),

(2) w = W, 8XW,s w e w, byw,, (wl,wa,ye T*,xe Tya,b e A)
és dla,x) = (b,y,0),

(3) w = W, XayW,, W = w, bxzw, (wl,wa,z eT*,x,ye Py
a,b€A) és c;(a,x) = (b,y,=1),

(4) w = wlaxwé, w = W, XV, (wl,wae T*, x€eT) és

d(a,x) definidlatlan,

Ezek utdn az A Turing gép d1tal indukdlt filiggvény a
7y = ((fa nd, sw'¢)wer), we(r-{8,61), #ams Vr #w 4]
pa;ciélis fiiggvény., N

Legyen mogt A(a(‘l‘I,A,T,aO,S,é,d_)) tetaszBleges Turing
gép és definidljuk az F(A) undris tipust valamint az E(A)
P(A) feletti azonossdg bdzist az F(A) = {d}, F(A); =
= (AUT) - §¢] dlletve E(A) = {laly(zy)),1(blx;)))l
lyem, tet', a,bea, dla,y) = (b,%,1)} U faly(xy)),
li(x,)))| yeT, 1T, abea, dla,y) = (b,t,00} U
U Yty talalx,))), blyltlx, M)|y,zem, t€T", a,ben,dla,y) =
= (b,t,-l)} U ita (y(xl)),y(xl))\ye T, a €4, d(a,y) nem
definidlt | egyenldségekkel, ahol = most és a tovébbiakban -
teotazdleges F undris tipusra és p(e F )era D = fl(.,,(fn(xl)),,, ¥
ha p = i’l PR fn (n=>0),

A kbvetkezd lemma - amelynek bizonyitdsit azért mel-

18zziik, mert az az. el8z8ek alapjdn egyszerii szémoldssal
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adédik - azt mondja ki, hogy tetszSleges A esetén E(A)
"gzimuldlja" A miilkddését.

(3,10) Lemma Bérmely wle T;)-ra éa wie (T~ {9, p‘}f)«-ra
(8 a wd)a B w ¢ akkor és8 comakis akkor teljesiil, ha
ﬁ-;\.g_"/" Op(ay 2w 4, ahol OE(A) jeldli az E(A) é1tal
TF(é)-n indukdlt teljesen invaridns kongruencia reldciédt,

Iegyenek most P é3 G tetszblleges tipusok, E G=feletti
azonossdgbdzis, A,B:F —> G pedig determinisztikus £f-(1f-)

transzformdtorok, Azt mondjuk, hogy A és B E=rg_vonatkozdan

ekvivalensek, ha Dom'z'A = Dom'z:B és bérmely p(e T,) q,»(e Ta)
esetén (p,q)e ¥ -b61 és (p,r)e~ -b61 a @Er ktvetkezik,
ahol @ az B éltal T-Telett :Lndukélt teljesen invaridns
kongruencia,

Ezek utdn mdr kimondhatjuk a fejezet utolsd tételét:
(3.11) Tétel UWem 1létezik olyan algoritmus, amely
tetazbleges F és G undris tipusra valamint E G=feletti véges
azonossdg bidzisra és A,B:F —> G determinisztikus £2-(1f£-)
transzformdtorra elddntend, hogy E=-re vonatkozéan ekviva-

lensek=e,

Bizonyitds Vegyiink egy tetsz8leges, (V,k,0,4) FPMP=t,
Rendezziik V-t linedrisan &s terjessszik ezt ki V' lexikog-
rafikus rendezésévé, Enmnek jeltlésére tartsuk femn a —<
jelet, Vezessilk be a K = max flotyl , 18,1| 1€[k]} jelsréot,

Legyen tetmz8leges i ¢ [k]| esotén ‘Pi(,“

ahol {wl,,.,,wm} ?lw(évﬁ)\lwlmlc(ii s W éo(i} én
Wy < oo —<W %52) = W4 ooo #W, BHOL §Wy,e0,m | s

= Wlﬂ' eeoeo *’Wm,
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= {w(e V*)l 1< lwl< o 1!} éa W< o0 —-<wm, végiil legyen
(PéB) =3 wl# ooce #Wma ahol mOBt {ng ooogwm% = {WEC‘ Vﬁ)|(|o(il<
< luls K}, wy— ...—~<w,, Definidljuk a wi%), 2, y {3
szavakat B3 -ra nézve ugyanugy, mint ahogyan a

j(_l), \P(g), 50(2) szavakat definidltuk ofl-ra vonatkozdan,
Jelslje minden i € [k] esotén 7y @zt a Wik ooo W 26,

L g
amelyre {Wlsooogwm} o {W(& v )‘ 1 < \W‘ 4_1{}, Wl"‘< ecoo ""<Wm
teljesiil, | ‘
Ezek utdn legyen minden n(>1), i;s00.,31 (€ [K1) eme-

VR By el ™ PO P Ya, wee Py Wy P A8 By g "
= 2d 7, | .Ml'ri ¢ ahol bdrmely i(e¢ [_}{r}mm rendre (», il-
1 n P

letve W; jelSli a v%gb(g'_)cgp(g}:l'thocg) illetve M\V(]i>r:lgj(§:>

:ny(g) 828%, (Terméazoetesen mindenhol feltettiik, hogy
Bodytt o1, =, 0,4 killonbsz8 elemek 63 egyikiiket sem
tartalmazza V,)

A ™mdso0ldé" Turing-gép stb, (1d, DAVIS [1958] ) konstruk-
ciéjéhoz hasonléan heldthatd, hogy van olyan C(=(T,C,T,
GosBafs d)) 68 D= (T1,D,7,d, 8¢, {Q)) (1 = VUi, 1,7,
=,=! ) Turing-gép, emelyekrs Yg é{( 511,,,1 " Egluein)l

In>1, 4550000y D]y 2p S0 SIS I Lt

dgresesil € [k]} ,» ahol tetsz8leges liecel € (k1" esetén
*
63

l.ooln az a &”l# coao #Wmé 356, amelyre {ngo,,,ﬂm} =

= fwle 7)1 s w< ok, w g oty eee Xy }UiwCe v")|2 < m< o,
n o

. - .
w ¢ﬂ11,..ﬂin}’ wl—‘( 000—<Wm, yil"'in pedlg az a



= BT

o)

1< |wl< nK}, éa mint az elébb is, wl—-< ...-—<wm, C=re

s“lﬂ" ooo #Wm¢ alaku BZé, amely're );wlgoao,wm% = {W(GV*)l

és D-re nyilvédn feltehetd, hogy CND = @,

Legyen most P, = {¢} P, = [k], ¢, = {4}, ¢, = P(C), U
" UF(D)y, F; = Gy = f ha 1>1 68 legyen E = E(C)UE(D), Te-
kintsik azt az Alm(PyA,G,a_, 5,)) 68 Bl=(F,B,Cb., 2p5))
detorminisatikus £o-~transzformstort, emelyres N

(1) A= fa,a.4, Ba jb b,

(2) fa_A. = iaoi(xl) —> B¢ v, (alxl)! ie [k]} )
U {ali(xl)—’_%(alxl)l a G/Mal"’ — 4L,

(3) 2= {b,ilx;)—> £1, 74 (byxy)| 2 €[] § U
Uibjilx)) — %)li €[]}V §o,¢ —41 .

Vildgos, hogy Tp " {(iil.—"\".ﬁn’é’ ‘gil"’in)‘n?/l’ \
ip0eeeriy € (K]}, 7y Migneatybody L oa |20 dy0eeeriy el
Tgy az eddig mondottakbél ~ figyelemba véve, hogy CAD = & =
a (3,10) lemma alkalmazdedval az kvetkezik, hogy a (V,k,
o,A3) PMP=-nek akkor és ceakis akkor nincs megoldésa, ha A
és B E=re nézve ekvivalensek, 0O

Megjegyzend8, hogy mind az 1828, mind pedig a (2,15)
tétel bizonyithaté abbdl is, hogy nem létezik olyan algo-
ritmus, amely tetszdleges undris F tipusra éa P felettil
véges E azonossdg béziara és egy tovébbi azonossdgra el-

dsntend, hogy az az E=bSl kivetkezike-e,



Linedris fatranszformdtorok egydrtelmiiadge

Az 01828 fejezethen bebizonyitottuk, hogy minden
é:F-A#G nemdeterminisztikus £f=(1f-)transzformitorhoz ef-
fektiven meghatdrozhaté egy olyan m konstans, hogy A ak=
kor éa csakia akkor nem egyértelmii, ha van olyan p(tsmF),
a,a’ (€Tg), hogy a (p,a), (P,d) &%y a # ', dplp)<m fol~
tételek mindegyike teljesiil, Ez a;'m azonban fliggstt a
tranazformitor szabdlyainak halmazdtd8l., Ebben a fejezetben
megmutatjuk, hogy linéériﬂ ‘esetben a spzabdlyoktsl fiigget-
len -~ igy végiilis ceak az dllapotok ezémAdtél fiiggd - 6o a
fent jelzett tulajdonségokkal rendelkez’ m konstans is meg-
adhaté, Ez vezet majd az 5, fejezet azon tételéhez, hogy
minden reguldris egyenletrendaszer linedriesan ekvivalens
egy effektiven meghatdrozhatd vdéges egvenletrendszerrel,

A kitvetkezSkben fel fogunk haszndlni néhény, a szabad
monoidok feletti egyenletrendszerckre vonatkozs &1litdst im,
Ehhez az a meggondolds vezet, hogy ha F tetszlleges tipus,
aklkor @F, ~et szabad monoiddd tehotjiik az &ltal, hogy két
elem -~ mondjuk p és q - mzorzatdt a pq = plq) egyenldeéggel
értelmezziik, E monoid (ezabad) generdtorrendszere a
{p(e'@F,l)llpath(p)l = 1} halmaz, egységeleme pedig az %,
v4ltoz6, Ily médon IENTIN [1973]-b6L kbzvetleniil adédik
az aldbbi két d1l1litds:

(4.1) A1litds Legyen p,qeaﬁf,l. Ha pq = gp, akkor
van olyan u(e @f,l) és k,0 nemnegativ egéez szém, hogy



A

pau, qgmu’,
(4.2) A11ités Tegylik fol, hogy @ p,q,r(€ T ;) poli~
9
nomszimbélumok kielégitik a pq = qr egyenl8sdéget., Akkor

valamely n;v(tiﬁf’l)nre és k nemnegativ egész szémra p = uv,
r=vn, q= (uv)ku.

Az el8z8 két d11itds alapjdn bizonyithatjuk a kivet-
kez8 lemmdts

(4,3) Lemma Tegyiik fol, hogy a pi,p;_,q(é’T\Falk (i=1,2)
polinomszimbdélumok kielég;tik a pqua = P9Pods qpipé -
= p?qpi és PPy = PoDy egyenl8adgeket, Akkor 1léteznek
olyan u,v(é€ @F 1) pollnomszimboluiok én kl,k ,k nemnegativ

egéaz szémok, amelyekre p; = (uv) *, p = (va) 4 (i=1,2),
. q = (uv Yu,

Bizonyitdg A lemma feltételeibll nyilvén kivetkezik,
hogy lpath(pi)l = Ipath(p’)\ (1=1,2). Fzéwt ha valamely
iere (i=1,2) D4=%y akkor p. 55%, 68 forditva - igy a lemma
a (4.2) 811itésb8l k&zvetleniil kBvetkezik, Tegyiik tehds
fel, hogy pl,p o4 x5 (i=1,2). A (4.2) 811itds szerint va=-
lamely uy, v, (€ F,l)’re (i=1,2) és El, 52 nemnegativ
ezész szdmra ‘

2
)
Pp = UV P = % PR S (v v 1> Uy o
' &
Py = UpTy Dy gty apy = (ugvy) Puy

Mivel PyP, = DoPqs A (4.1) 811ités szerint van olyan

kl ka

z(e'@F’l), kl,k2(2>o), hogy Py = 2 © Py = % ©, Mivel

Py éa 2 xlntél kiildnbdznek, kq én ko hatédrozottan pozitiv,
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Tekintaiik most a paqpl polinomazimbdlumot, Egyrésazt

: bi+a ky (0,41
pgqpl = (ulvl) U vauy s () u, = 2 uy s
| I, (0 +1)
P,apy = U,V (u v y 2 uy = (yv,) 5w, =2 2 u,.
| ky % (5 o+L) .
Ezért z l ua, EbbS) vimzont ha még

egyszer figyelembe vesssziik, hogy u,v, és LA egyarédnt a

z hatvdnyai, az kovetkezik, hogy van olyan u,v(éiﬁfal), s
n n

ni,n;_ (>0) (i=1,2), hogy z = uv, u, = (uv) 1y, v, = (vu) Iy,

)
n : n
u, = (uv) Zu, Vy = (vu) 2, (vilégos, hogy nl+ni+l = Kqo
Legyen ezek utdn k = glkl + 0y = kzo I4ttuk, hogy

* x *

plszla(uv)l,paazz

k
s (uv) 2, pi = V0, = (ﬁu)nl (uv)nl
)n1+n’+1 k n)

n
= (vn a (va) 1, pé = Vo, = (vu) 2v(uv9 2a =
+n )+ k k L. +1)
= (vua) L = (vun) 2, tovédbba PodPy = b uy =
K. 0o 4k + k k
= (uv) 1717 nlufbél és a Py = (uv) 2, Py = (va) *

egyenlésdgekb8l q = (uv) 1 e () w0
A goron kbvetkez8 &t lemmdban tegyiik fel, hogy

Ata(p,m,0,6,4,, 5, 2)) ogy totasbleges ltalénositott linek-
18 nemdeherminiantilkug fatranszformétor, B(=(F;B,B )) pe-
dig olyan - mondguk parcidlis - faautomata, emely a T regu~
16?15 erd8t reprezentdlja, Ezen kiviil a (4.4) és (4.5) lem-
mékban feltessziik azt is, hogy p(€ T) kielégiti azt a fel-
tételt, hogy bdrmely ql € T)=re és rl,ra( € Tq)-ro ha m(q)ﬂm

Sl’n(P>, (q_,rl), (q,r2)€ T_A;," akkor rl - rz' /“okng
H\’\

NS

.:

-,\"‘/_'1-"
\E]j— % -

\
1
I



o 71 =

Pl
{4.4) Temma Tegyen DosPysPy€ Ty 39D € TrysD) s D
r.P:’;_spg € @G,'l’s € TG valamint ao,a")e Ao,a,a'e A, Tegyiik

fel, hogy
(i) p = Po(Pl(pz(P3”)' (p3)B = (Pa(Ps”B = (py (py(p3)))5
(11) ap, =>aqlax,), aopo=-_—>q(pl(p2(r(dxl)?))» e
(ii1) apy =>p)(ax,), dpy<=5p) (ax,) (i=1,2), .
(1v) apy =>x(p; (0} (8))), a’py >,
(v) anlpy), dp(p,) >0,

Akkor léteznek olyan u,v(é TG 1) polinomszimbélumok

68 kq,k,yk nemnegativ egész szémok, hogy pi o (uv) i, p; =

= (vu) L (i=1,2) és q = (uv Y,
Bizonyitds FElészdris megjegyezsziik, hogy feltevéseink-

b8l az is kdvetkezik, hogy dp(pI), dp(pg)f>0, valemint hogy
dp(p, ), dplp,) >0,

Most megmutatjuk, hogy path(pi(pé)) = path(p;(pi)),
E c¢é1b8l tekintsiik a po(P2(p1(p3))) polinomszimbdlumot,
Nyilvénvals, hogy a,p, (p,(p; (p;))) =”-‘>q(p’2 (p) (r(pi’ (r7(8)))))),

8,0, (P, (p (p3))) =>alp] (p)(=(p, () (839213, Tnlp, (p,(p; (p4)))):

= rn(p), valamint az, hogy (p (pz(Pl(pB))>)B = (p)n (e B,).

Igy a alp,(p) ((p] (03(s)))))) = a(p] (p, (x(p) (p) (5)))))) egyen-

18ségnek teljesiilnie kell, Ezért ha feltesasziik, hogy
path(pi(pé)) 4 path(p;(pi)), akkor csak az alébbi két Al és
A2 eset egyike lehetséges:

Al, Van olyan u(tfﬁe,e), hogy pé = u(xl,p;(pz(a)))
és p) (py(2)) = ulpy (x(p] (P3()))),x;).



- TZ

Fkkor
8P (5 (P5)) ==>q<ap2(p3>> -@qcucapB,pa(p (s)))) =
= qlulz(p; (05 (8))),p5 (0] (8)))

és

a)po (P, (P3)) 25 aulp) (= (0] (9} (813250 (A0 ,3)) >

=> alulp, (»(p; (p5(8))), 0, (a))),
Tekintettel arra, hogy rn(po(p2(93)))<:rn(p) ém (po(p2(p3)){§ -
= (p)y (e B,)s a fenti derivécibk 1étezésébSl szilkeégképpen
atul=(p) (0} (8))),03(p) (8))) = q(u(p;_<r(p (v} (a)))),p2<s>>>
majd pedig r(py(p5(8))) = p) (x(p] (p)(8)))) é8 py(a) =
kévetkezik, Ezen egyenldségek azonban egyarénf lehetetlenek,
mivel d(pl),dp(p1)>o

A2, Valamely ule€ TG,Z"re pi a'u(xl,pg (p;(a))) én
p) (0 (r)) = p)(ulz(p) (ph(8))),x,)).

Ebben az esebben

800 (P2 (P3)) =’—:-;3’e;;(ap?_(r):i})) =’¥=~>€1(Qé(ap3)) =

25 qlp) (0] (03(8)))))
én

820, (9, (05)) Z3a(p) (ulz(p) (0)(8))),8b, (0,))) =

25 alp)(ulzlp) (o) (8))),p5 (dp ;)Y alp)ulz(p, (b5 ())),

py(a))).

Ezért ha figyelembe vessziik még azt is, hogy rn(p, (p2(93))) <
< ralp), (po(92(p3)))3 = (p)g, aszt kapjuk, hogy

alp) (x(p] (05 (8))))) = q,(p?(u(r(pl(p (8))),p2(8))), vegyis
az%t, hogy »(p) (pg(a))) = u(r(pl(p (a))jgpa(ﬂj), Ez nyilvén

ellentmondés,
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Mivel a path(pi(pé)) # path(pé(p]’_)) foltevéa mindkét
esetben ellentmonddshoz vezetett, path(pl('oz) ) = pa'l:h(p2 (pl)),
Ezért van olyan k,,k, (>0), yle [N ), hogy path(pl) 'U'

path(pz) m Kk " pl,p2 # X, miatt kl,k2>0 is teljesiil, és

¥4 A. (Megjegyezailk, hogy a path(p;_(p;_.)) = path(p’z(pi))
ezyenl8ség akkor is érvényes, ha path(pi) = A vagy path(p;) a A
vagyis ha p]’_ = X; vagy pg) = X0 Azt a feltevéat, hogy

p;‘,p’2 # x, kéabbb fogjuk erSsen kihaszndlni,)

Most legyeneck nufle @G,l) éns v(e Tq) azok az egyértelmiien
meghatédrozott polinomazimbélumok, amelyekre teljestil, hogy
ulv) = r(p’]’_(pg(a))), path(u) a y hatvénya, és az, hogy ha
valamely vl(eﬁ?\g’l)-re én va( € TG)e-ra vVav, (v?_,)9 akkor -
nem kezddszelete path (vl)-»nek. Legyen tovdbb4d m az a epzém,

™ Megmutat juk, hogy path(r(p;) ) ay™

amelyre path(u) = y-
valdédi kezdfszelete, Valédban, ha ennek ellenkez3iét tesmazilk
fel, akkor az aldbbi hdrom eset egyike teljesiil:

Bl, Van olyan z(ée @G,z)*’ hogy » = z(xl,v) éa u =
= z(p) (p3(8)),%; ).

Ekkor

a,P, (p; (05)) > alap,; (,)) S alp] (ap,)) Ealp) (alv)))

ayp, (0, (04))=>a(p} (p) (3 ldp, (p5),v))))=>

=5 alpy (0} (a(p] (e 5),v))) ) alpy (pp (2 (pg (8),7)))).
Mivel %ovébbs mmlp,(py(p5))) <ralp) és (p,(p,(p3)))g = (Pl
a fenti derivdcidk 1étezéaébbl q(pl(u(v))) = q(pl(Pz(Z(Pl(-S),V”J
majd pedig ulv) = pz(z(pl(a),v)) kovetkezik, Csakhogy
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- : . 1zrx+k2
path(u) = 3, path(pz(z(pl(s).xl)” = )

létezniiik kell olyan vl(e @G,l) és vz(e TG) polinomszimbd-

én ky> 0, ezért

lumoknak, amelyekrs v = vl(va), path(v,) = J - Bz ellent-
mondds,
B2, Van olyan z(e @G,z), hogy p;"_ = 2(x;,7),u =
a r(z(p’é(ﬂ),xl))o
Ekkoxm acpo(pl(pB))éq(pi(u(ﬂ)) 68 a’p (py (p3))=>
= a(p) (P} (r(dp, (03))))) = alp) (p) (»(aldp,,v))))) =>
= Q(Pl(p’z(r(z(a,v))))), amib8l ugyanugy, mint az el8bb
ulv) = pé(r(z(s,v))) k8vetkezik, Ez ismét ellentmondds,
mivel path(u) = a,m’ path(p2 (r(z(a,xl)))) o f%kz és 1y >0,
B3, Van olyan z(e€ @G,l)’ hogy r(p’i) = u(z), Ebben as
esetben a p (p; (p,)) => q(p; (u(v)), 8,0, (0, (p4)) =>
=5 alp) (p)xldp, (p5))))) =3 alp) (D) (ulaldn,))))) =
=5 q(p,(p,(ulz(s))))) valamint rn(p, (p; (P3))) < ralp),
j(po(pl(pBJ))§ = (p)ﬁ miatt ulv) = p)(u(z(s))), emi ismét

m , m+k?
lehetetlen, hiszen path(n) = F oo path(pz(u)) = ¥ " és

ko> O,

Mivel mind a hdrom eset ellentmonddshoz vezetett,
path(r(pz)) a Tm valdédi kezd8szelete, Hasonléan, a
D, (pl(p2(93))) polinomszimbélum helyett a po(pa(pl(pB)))
polinomazimbSlummal indulva, az is beldthaté, hogy
path(r(p;)) a H'm valédi kezd8azelete., (Megjegyezaziik itt
még azt, hogy mivel k2>0, m eziikedgképpen pozitiv,)

Ezek utén legyenek c(,/ (e [M*) azok az egyértelmiien
meghatdrozott szavak, és legyen k(2>0) az az egyértelmiien
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meghatdrozott egédsz szdm, amelyre b"ao(/a » path(r) = (o(/i)k .
Tekinteilk tovdbbd a po(pa(pB)) polinomszimbdlumot, Mivel az
8,0, (P2 (3)) =>alp) (2(p] (03 (8))))), ap, (p,(p5)) <>

=5 alp; (py (r(p; (8))))), ralp,(p,(p3)))<mlp), (py(py(p4)))y =
= (p)y reldcibk egyardnt femndllnak, p, (p,(r(p)(s)))) exiik-

pégképpen megegyezik pé(r(pg_ (pg (8))))=801, EbbSL -~ tekin-

k+kl+k

tettel arra, hogy path(pi(p;(r))) = (xf3) 2ot én

k+k
path(p;(r)) = ((3) Pot~ az kivelkesik, hogy valamely
ule @G’l)-re é8 v(€ Ty)=ra Pf(PZ(Q)) = ulv), path(u) =

- (ﬁoc)kl. Osszevetve ezt azzal, hogy path(r(pi)) a. )
valamely hatvényédnak kezd8szelete, az adddik, hogy az aldb-
bi ClL és C2 esetek egyike teljesiil,

Cl. Van‘olyéan 7 (€ @G,l)’ hogy p:’z = viz),

Ebben az esetben pi(p’a(r(p’;.(s)))) = pé(r(u(z(p’é(a)))))

kovetkezik, ami viagont ceak ugy lehet, hogy 3 = Xq0 hi=

- og o iy ) kt+k, +k,
szen path(pl(pz(r))) = path(p?_(r(u))) a () *+ ©o

miatt killdnben pg(s) - z(pg(s>> toljesillne, ami lehetetlen,
C2, Van olyan z(ef_{‘\ ), hogy p” (z) = u,
G, 1 1
Ekkor p, (py(2(2(v)))) = p)(r(ulv))), maja iemés
Z xl kvetkezik.

k
Mivel mindkét esetben z = x; teljesfil, path(pf) a (B00) 1,

k
Hasonléan ldthatd, hogy path(pg) e (BoC) 2,
Osszefoglalva az eddigieket, megmutattuk, hogy 1étez-
%
nek olyan kq,k,,k(>0) egész szdmok és o, (¢ N ) ezavak,
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hogy path(p}) = (xp) 1, path(p;) = (Boc) : (1m1,2), 68
path(») = (Oéﬁ)koc., Tekintettel arra, hogy a
(po(pz(pB)),q(p;(r(p:’i(pg(e)))”),(po(pz(pB)).q(p_:,_(p’z(r(p’e’(fa)))))),
(o, (py (045 (D] (=] (03 (8))) M (p, 0y (p3))5alp; (0 (r(py (2))))))
(p, (0, (p; (p3)))salpy (0 (=(p) (p3(8))))))) 68 végil a
(po(pz(pl(pBJ)). q(pi (Pé(r(pg(Pf(S)))}))) rendezett pdrok
mindegyike 7 A-ban van, és elad komponenseik rangja legfel-
jebb annyi, nink p rangja, ebbdl p’zrp{ = pipér, rp}l‘_pg -
- p‘zrp:’iés pipé = p’zp:‘L kévetkezik, ahonnan a (4,3) lemma
alkalmazédndval kozvetleniil a lemma d11litdsdt kapjuk, O

(4.5) Lemma Iegyen po,pl,pze"fp’l ’ p3 eTF 9
a3-9; € ’T‘G’l (1=0,1,2), T €Ty, a,a) € A ,8,8 €A, Tegyilk fel,
hogy

(1) p = pylpy(Pa(P3)))s (p3)y = (pylpy)dg = (py (05(03)))p

(11) ap, =>aq,(ax,), agp, S>a,(a) (e, )),

(iii) api%q;’n]_(qi(exln, a’pi é}qi(q;,(a’xl)) (1=1,2),

(iv) apy =>ay(r), apy ==,
akkor q) = a7

Bizonyitds Mivel aopo(pz(DB))r’—B qo(qi (qz(q’a(r)))),
a:)po(pz(pB)) éqo(q;(qa(qé(r)))), tovébba (po(p2(93)”_1§
= (p)§ és rn(po(pa(ps)))-Srn(p) elegends azt megmutatni,
hogy path(qé) - path(qi).

Tegyillk fol, hogy ellenkezSleg, path(a)) # path(q]).
Akkor hérom eset lehetséges:

Al, Van olyan qfé€ @G’a), hogy q:’!_ = q(xl,qz(qé(r)))
és q(; - Q(QQ(Qé(r)Dax]_)-
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Tekintailk ekkor a po(pB) polinomszimbdlumot, Nyilvén-
valé, hogy (po(p3))§ ~ (p)g, rn(po(pB))$rn(p) és az, hogy
a,P, (py) =>q,(a)(r)), agpo(pB)éig‘qo(q(qa(qé(r)),r)),

Igy sziikedgképpen q;_(r) = qlqy(a)y(r),»), ami lehetetlen,
A2, Van olyan qfé¢ @G,l)’ hogy q Tqo qi o q;(q),
Ekkor ellentmonddsba keriiliink azzal, hogy
a, (a) (ay(a (2)))) = q(a; (a,(a,(x)))), hiszen qla,la,(r))) #
a, (a (r)).
A3, Van olyan q (e {E\G’l),. hogy q # Xy, q; n qi(q),
Ez hasonléan vezet ellentmonddshoz, mint A2, O

A kdvetkez§ hdrom lemméban - ellentétben az el82z8
kett8vel = legyen p(€ Tp) minimdlis rangu azon q(e¢ T) po-
linomszimbdlumok k¥z8tt, amelyekhez van két olyan kiilénbizd
rl,ra.(é Te) polinomszimbélum, hogy (@ymy )5 (ap2y) € 7y o

(4,6) Lemma Nem 1étezik olyan po,plgpz(ﬁ @F,l‘)’
pyl€ Tp)y a5,03(€®g 1) (3=0,1,2), az.a3(€ ), ag,an(e Ay,
a,a(€e A), hogy:

(1) p = pypy(Py(p3))), (pydy = (py(pg))p = oy (Py(R3))05

(i1) agp, = a,(ax,), a)p, =>aq) (d%,),

(iii) apy -§=>q1(axl), a‘pié%q’i(éxl) (i=1,2),

(iv) apy=>ag ap,==>ay

(v) agea; & %, (i=1,2)
és

(vi) path(qo) nem kezd8aszelete path(q;)-nek és path(q;)
pem kezd8szalete path(qo)unak, vagy

(vi‘) path(qo) a path(q;), path(q;(qi)) pedig a
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path(qo(ql)) kezd8azelete, 68 legaldbb az egyik valédi kez-
d6szelet is,

Bizonyitds Tegylik fel elészdr, hogy a lemma kimondd-
adban azerepls polinomazimbdlumok kielédgitik az (i) - (v)
valamint a (vi) feltételeket. Ekkor tekintettel arra, hogy
a,P, (p1(p3)) =>a,la; (a,)) és alp (o (p5)) = ay (a) (a)),
(py(py (p3)))g = (p)g 68 malpy(py (p3)))<7nlp)s q4le; (a3)) =
= q,(q;(d)) kovetkezik. (vi) szerint igy ven olyen q(é'@G’a),
amelyre q, = q(xy,9;(a}))s a) = ala,(ay)xy).

Most tekintsiik a po(p3) polinomszimhélumot, Igaz, hogy
rn(po(pB))<frn(p), po(p3)6 T 8 az, hogy aopo(pB) RN
2> alaqa;(a}))s alp,(p,) =>alq, (a,;),q)). Kovetkezdaképpen
alagray(al)) = ala; (ag),al), vagyis q; = a;(q,) ém a;lay) =
- q;, Fz nyilvén ellentmondés,

Mégodszorra tegyilk fel, hogy az (i) - (v) éas (vi) fel-
tételek mindegyike teljesiil asz ao,a;,a,a‘ 81llapotokra é3 a
pi,qi,qi (12050005 3) polinomszimbélumokra, Ekkor, mivel a
1,(a; (a3)) = q (a; (a})) egyenléadgnek éppugy teljesiilnie
kell, mint az el86z8 emetben, (vi) ezerint azt kapjuk, hogy
pl. a5 @ q; valddi részfdja, Ugyanakkor po(pB)t?T,
ralp, (p4))< ralp) valamint a p (p,) i—%’qo(qy éa
840, (p3) ;%q;(qy miatt a (a;) = q)(a})-nek is teljesiil-
nie kell, ami azt eredményeszi, hogy'qg a q, réezfdja. Ez
nyilvédn ellentmondds, O

(4,7) Lemma Nem létezik olyan po,plgpz(e'@f’l),pB@'TFQ,
qo,ql,qz(e @G,l)’ q3,q;(€ ‘I‘G), ao,a(’)(é Ao) és a(€ A), hogy
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(1) PP (pa(p3))) = by (p3)p = (py(p3))g =
= (py(py(p3)))5 »

(11) ap, 2> q,lax, ), &)p, 2> aq)

(1i1) apiéqi(axlb (i=1,2), apB-f':;» a3

(iv) a;.a, & x40

Bizonyitds (iv) miatt qo(ql(q3” o q; vagy qo(q3) ] q;
biztosan teljesiil, Mdsrdéezt Po(Pa)’po(pl(P,%” e,
zn(p, (p3))s mlpy (01 (p4)))<rnlp), ap (ps) =>q,ay),
a P, (p4) =>a) és 8,00 (P1 (P3)) =>a,(a; (a3)), a:,p(,(pl(py)f-%
2 q miatt qg(ay) = g lay(as)) = qy-nok is teljestilnie
kell, Ez ellentmondés, O

(4,8) Lemma Legyen P,s P € ﬁF,l’ Po € Ths qogq;e Do
ao,a;€ Ao’ Tegyiik fel, hogy

(1) p,(p(py)) = py (pp)g = (py(0R)0p »

(i1) a_p, =>a,, alp,=>aq) ,

(i11) py 4 =,
Akkor 9, = q,z).

Bizonyltdg -~ trividlis, O

Bzek utén mér kimondhatjuk a fyjezet ktzponti 811itdedt:

gi,gz‘];ema Legyen A = (F,A,T,G,Ao,zA) tetaz8legen
dltalénositott linedris nemdeterminisztikus fatranszformidtor,
B = (7,B,B,)pedig olyan parcidlis feautomata, emelyre
T(B) = T, Effektiven meghatdrozhats egy olyan ceak A, illetve
B dllapotainak szdmdtél fiiggl m konstans, hogy A ekkor és
caakis akkor nem egyértelmii, ha van olyan p{(€ T) valamint

rlsrg(é TG” hogy (P91‘1)9\({§;1f2)6 Jt_é » dpipl<m és y # oo
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Bizonyitds Vezessiik be a P = {p(e T)' 33:'1, r2(€ TG),
7y # T (Dymy), (pymy) € 'z:__&} jol81éat, Jololie tovabbA p
a P egy minimélis rangu elemét, |A| és |B| pedig rendre
az A illetve B szdémossdgdt, Megmutatjuk, hogy
aplp) < (71812 + 214 + 1) 18],

Tegyiik fol, hogy ellenkez8leg, dp(p)> (7IA!%+21A}+1)1Bl,
és legyen k = 7|A|2+2 |A] 41, {a 7 1A\ e Nyilvénvaldan van
olyan pi(é /T\F,l) (i=0y 0009k, pk+l(€TF) éa b(€ B) amelyekra:

(1) p=ap Caclpy gdoss)

(2) py # x; (ial,...,k),

(3) (pyyadg = P (pg)g () = b (iml,... k),

Legyenek moat ao,a;(e Ajds q o ale Tq) olyanok, hogy
a,p :=,$q, a;p %ql A (4,8) lemma alkalmazdséval k¥zvetle-
niil adédik az, hogy nem lehetséges az, hogy
8,Pg eos(Dy_q)000) =% s a;po(,oo(pkmlhu) 25 q) Mivel az
{@,...,k-l} halmaz pzémosaedga 2|Al+1, a (4,7) lemma fel-
haszndldsdval az is addédik, hogy nem lehetséges az, hogy
valamely a(€ A) dllapotra éa »(e¢ {E\G,l)’ (e TG) polinom=
szimbSlumokra r(s) = q, aopo(,,,(pe Youo) = r(ax, ),
aPp 7 (ooo (Pyyq)e00) 25 g én o0y (s00 (D, Jooo) = q.

E ketts Bsszevetdadbll kapjuk, hogy léteznek olyan
Qs q;_( € QG,ZL) (i20,,0040 ), PR qé+1(e Ta) Polinomszimbd-
lumok és cy, c%_(e A) (3=0,...,0) 811apotok, amelyekre az
aldbbi feltdételek mindegyike teljesiil, ahol most, és a to-
vébbiakban © = Dy o (oo (D) g dassds



(1) qo(ooo(qe+1>ooo) = (o q;(...(q’e+1)o..) L] q),

(2) a,p =’§=>qo(c o%1)s @yp —_-_—;qo(c 2%1)s

(3) 03p3,3 = 44,9 (C349%1)s 03Py, D) (0] 5%p)

(13190009 "1>’
2% ) % )

4) CeT =>qpu10 T %

Mivel a {0,...,2} halmaz szdmossdga 7|A52+1, léteznek
olyan 31"“’38 egész Bzédmok (06;11< P <38ée), hogy

s CX B ope = c’_] » Legyen a tovdébbiakban

dg” 9y 8
= p (ooo(p )seo), a qu(oco(qa )ooo)g = qo(ooo(q )Oon>9

cdlg ceo = C.

i = pji-’_l(..o(Pji_'-l)o.@), ﬂi = qji'!'l(,OO(qji.e.l)oo,)’ Bi =
) ) = ',,' ) =
- qji+l(...(qji+1).,,) (i=ly000,7)s Végiil legyen Ty
)
= pja_'_l(ooo(pe (r)>ooc)9 88 3 (qjs_’_l(ooo(qg_*_l)oeo)g 58 =

) b

= qj8+l(.”(qe+l)”,>’
Nyilvénvald ez, hogy ha valamely i-re (1<i<7)

8; = X, 68 s:;_ = X, egyardnt teljesill, akkor az
ro(aoo(ri_l(ri+l(oco(r8)ooo)>>ooo) P=ben van, ami ellent=
mondds, Misrészt egyszerii mzdmoldsesal igazolhatd, hogy
nincs olyan i (1 <i1<7), amelyre 8y = Xy és s;_ ] X9 VOEY
forditva, By ] z3 én s:;. = Xqe Valéban, ha példdul 8y = Xy
és a_.;_ # x,, akkor az ao(al(ss)) = s;(si(e‘s)) és az
8,(8g) = B;(sé) egyenl8ségeknek teljestilniiik kell, hiszen

az a,r (rl(ra)) Zs\ (51(38)), a(’)ro(rl(raj)f;_}sa:)(s]’_(s’a)),
8,7, (rs) =g o830, a o(ra)é%s;(sé) valemint az
(ro(rl(rs)))B = (ro(ra))B = (p)B és m(ro(ra))<

< ra(r, (rl (r;)))<rn(p) ;elécicS; mindegyike fenndll, Ez
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azonban ellenimondds, mert 50(81(88)) o 30(88) én
s;(si(sé)) # s;(aé), Peltehetjilk teohdt, hogy az si,si
(i=1y 0005 7) polinomszimbSlumok mindegyike x,-t61 kiilon-
bdzik, ,

A (4,6) lemma felhaszndldsdval egy egyszerii okoskodds
megmutatja azt is, hogy csak az aldbbi hdrom eset egyike
lehetségesn:

Al, path(so(sl(sa))) a path(s;) kezd8azelete, Legyen
ekkor t; = Ty, U, = 84, uy m 8) (in0,...,3),
ty ® Tplecalrglecs)s uy = 8, (e00lBg)ecs)s u; = BA(”’(Bé)”’>'
Mivel a b, (ty (t,(t,)3)Du, (u, (uy(u,))), a6 Coy (505,000 5>
o u;(ui(ué(u;))), tovabb4a rn(to(tl(tz(t4)>§)<:rn(p) és
(to(tl(t2(t4))))§ - (p)é, uo(ul(uz(u4))) - ué(ui(ué(u&))),
Ha ezek utén figyelembe vessziik, hogy path(uo(ulfua))> a
path(u;) kezd8aszelete, a (4,.4) lemma szerint azt kapjuk,

N
hogy van olyan vl,z,w(é TGgl), VQ(G'TG) Kok ok (>0), hogy

ki+k. 2k
(1) U, = Vo u; - vl(zw) 12,
Ky Ky
(2) uy = (zw) -, u; = (wz) -+,
k k
(3) u, = (zw) 4 ué = (wz) 2,

k+k1+k? 5
(4) u, = ((zw) z)(v,), uy B Ve
Vegyilk most a to(tz(t3(t4))) polinomszimbélumot,

kak

k k
aoto(tg(tB(t4)))=£;>(vl(zw) 2 u3(zw) - 2z)(vz) éa

k+k

+2k
) ¥ : T2
8%, (b, (t5(%,0)) = (v, (zm)

7 ug)(vz), Coakugy, mint

+kl+k2

. . k k+k1+k2 3
az el8bb, ebb8l (u3(zw) z)(vz) a ((zw) z u3)(v2)
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L) k+k., +k

2 u3(zw) 12 z)(vz) =

k
kovetkezik, De akkor q = (vl(zw) 1

k+2kl+2k

- (vl(zw) 2

2 u;)(va) = q’, ami ellentmondés,

A2, i=0,l-re path(rfo..(r;)...)) a path(r;(,.,(ri)oo,>),
ez utébbi pedig a path(ro(...(ri+1)...)) kezddészelate,

TLegyen ekkor ti,ui,u; (i=0y000,4) polinomszimbdlumok
ugyanugy definidlva mint az el8z8 esetben, A (4,4) lemma
helyett a (4.5) lemmdt alkalmazva hasonldan mint ol8z8leg
beldthat juk, hogy léteznek olyan vo,vl,ve,z(G‘@Gsl) poli-
nomszimbdélumok, amelyekre

(1) u, = Vo u; = V%,

(2) U, = V5 ui = V%

(3) u, = zlv,),

Tekintsilk moat iemét a to(tz(tB(t4))) polinomazimbilu~
mot s aoto(tz(tB(t4)))=;;>vo(z(v2(u3(u4?))), agto(ta(tB(tA)})gﬁ
s vo(z(ué(u;(ui))), Ezért va(uB(u4>) ~ ué(u}(uk)), ami
ismét ellentmonddshoz vezet, hiszen
a = v, (5l (alvytuyu,)))))) = Vo(Z(V1(Z(u§(“S(“i)>>)>3 = a,

A3, im0,2-re path(r (...(r;)...)) a path(rg(,,e(rQDQ,,)),
ez pedig a path(r (...(r; 5)...)) kezdbazelete.

Ez A2-h3z hasonldéan ellentmonddshoz vezet,

Mivel mindhdrom esethen ellentmonddst kaptunk,
dp(p)<m adddik, amit be kellett bizonyitanunk, O

A (4,9) lemma kzvetlen kdvetkezményeként adddik a

(4,10) Lemma Minden A:F —> G linedris nemdeterminisz-

tikus felszdlld (leszdlld) fatranszformdtorhoz effektiven
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meghatdrozhaté egy olyan, csak az dllapotok szdmdtdél fiiggsd
m konstans, hogy A akkor és csakis akkor nem egyértelmii, ha
1éteznek olyan p(€ Tp) és rl,‘r?_(e Tq) Polinomazimbélumok, |
amelyekre a (p,rl),(p, ry) €Ty Ty # Tpo dp(p)<m feltételek
mindegyike teljesiil,



5. Reguldris egyenletrendszerek

Ebben a fejezetben bevezet jiik a_reguléris egyenletrend-
szer fogalmdt, és bebizonyitjuk, hogy minden reguldris egyen=
letrendszerhez effektiven konstrudlhatéd vele linedrisan
ekvivalens ((G,k)~ckvivalens) véges egyenletrendszer, Mir
el5l jérdban megjegyezziik, hogy az dltalunk haszndlt regu-
14ris egyenletrendszer fogalom nem egyezik meg az irodalom-
ban haszndlt reguldris, vagy méds néven algebrai egyenletrend-
azer fogalommal (ld, MEZEL - WRIGHT [1967]).

Legyen Zg teotszbleges tipus, E pedig a TZ részhalmaza,

Akkor E=1% 2 feletti egyenletrendszernck nevezziik, M3 most

adott egy mdsik -~ mondjuk T - tipus és egy e: 2 —> TJ?', -
homomorfizmus, akkor beszdlhetiink armél, hogy e az B ggggg_._a
déea, érivén oz alatt azt, hogy bdrmely (T,, ¥,)(€ E)-me
el z,) = el 2,),

Ezek utén tekintsiink két By én E, ;‘ Leletti egyenlet-
rendszert, E; ekvivalens (linedrisan ekvivalens) E,-vel, ha

2
bérmely T tipusra éa a: 2 —> Tp. ¢ homomorfizmusra (1inedris
=

homomorfizmuara) e akkor és csakis akkor megolddea Ele-nek,

ha megoldédsa az E2-n.ek is, Hasonléan, egy ridgzitett P tipus~

ra és k nemnegativ egész azémra By (P, k )=ekvivalens BEy-vel,
ha bArmely olyan e: 2 D T homomorfizmuam amely kie=
9

1égiti azt, hogy max-fdp(e( & ))l b€ Zd}( k e akkor éa ceakis

akkor megolddsa El-nek, ha Eg--nek megoldéea.



A kovetkez8kben kimondunk egy egyszerili lemmdt, Flétte
azonban bevezetiink még egy fogalmat, Iegyenek 2‘; én 2’
tipusok, W¥: 2‘ “>2;) projekeid, E pedig f. ~felotti egyen=
letrendazer, Alkossuk meg a (E) = 'ﬁ((y?(?;’l), (p(’?:an‘ (tlg?:z)é Fz
2’ -feletti egyenletrendszert -~ ez az egyenletrendszer az
E ¢ melletti képe., Nyilvédnvald, hogy bdrmely e: f,)*” TFQX
homomorfizmusra ahhoz, hogy e megoldédea legyen go(E>=nek,
sziikeéges és elegendl az, hogy 6ol megolddsa legyen E-nek.
Ebb8l r6gton adddik az

(5,1) TLemma BArmely f‘ Zﬁ és F tipusra, k nemnegativ
egész szémra és Ey0 By 5‘ ~foletti eg:yenletrendszeme tovdbba
p 3 e 5, *—52 projekecidra ha B, ekvivalens (Linedrinan ekvi-
valens, (P,k)=ekvivalens) By~vel, akkor S”(Eg_) ekvivalens
(Linedrisan ekvivalens, (F,k)=eckvivalens) w(E )ave.l.

Mieldtt tovédbb haladndnk, bevezet jiik a reﬂnl'ir’:m
egyenletrendszer fogalmdt is, E cblbbl legyen 5 dieméh egy

tipus, Konstruiljuk meg 2: dnmagdval alkotott direkt mszor=

; < . -
zatdt, azaz azt a 2 ¥ f..' tipust, amelyben az n=vdltozds mii=

) 4,4 . o
veleti szimbélumok halmazdt a Z;n"/?_.n edja tetszdleges
. ’, P - ' 5 - (A .
n(> 0) esetén, Természetes médon definidlhatd 5 X2 b6l S-ba

két projekeid, 1. s T, ., a T (6’ ol ) = 6
l 2a 15) 2

e ]

™, ("193 )= B, (n>0 6,06, € a ) egyenl8aégekkel, E

.J
6% projekeis tmsmetevéaével kapunk egy MyT, , > T
1 /'Xg 2}

leképezéat, amelyet a  Ay(7) = ('rr (6)9 5 ("))
£ 5

(rerm ) egyenléndg definidl.
Sx2
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Tegyen most B 2 =feletti egyenletrendszer, Azt mondjuk,

hogy F reguléris, ha van olyan 0O(<T 4 x4 ) reguldris erdd,
hogy B = T, (©), vagyis E megegyezik 0 7?) melletti teljes
P |

|

képével,
Vegyiink most egy A(=(F,4, A,)) nemdeterminisztikus faa-
utomatdt és egy b3 ,'bipuat.f. -t az A-hoz_tartozd tipusnak

nevezzilk -~ jeldlve: 2 “2".4 = ha van olyan EA egy-egyértelmil

fiiggvény, hogy bdrmely n nemnegativ egész szdmra
Zn =3 {ﬁ.é(f,algooo,an,a)lf € Fn,al,,.,,an,ayé A’
4 P
ac(f )A(alg ...,an)}. A tovéb‘pialsban 2 ,~t mindig ﬁéaval
egyiltt tekintjiik adottnak,

—

Legyen mint az el&bdb A(a(F,A,AQ)} nemdeterminiaztikus
faautomata, B(=(F,A,G,A 5 @ B)) pedig egy nemdeterminigzti-

kus lf-transzformdtor, B=% a A kiterjesztésének nevezsiik,

ha valamely eA B' E‘A — 'I.‘C % homomoxrizmuara G)B =
{f(a Xysseoal X )—bae B 6,(f18,500000 .a))l n>0,
£E€Fps B1s00008, 586 A, ae ("“)A(al,.,,qa )q, Hagonléan
mint ahogyan 2 =% a 6‘ fiiggvénnyel egyiltt tekintettilink
adottnak, a kovetkeszben ha B az A kiterjesztémse, a=z
e A,B't is adottnak %ekintjitk, Ezt most ammdl la inkédbb
megtehet jiilk, mert a fenti definicidéban ha e_!},,,I}_ létezik,
akkor egyértelmilen meghatdrozott, Megjegyezzilk, hogy az
ig kitiinik az eA,Q definicid jébbl, hogy ha A parcidlis
antomata akkor :;nnak minden B kiterjesztése determinisz-
tikus, Nyilvédnvald az is, hogy ha B ez A kiterjesztése,
akkor Domrp = T(A),



Bevezethet jiik még az ugynevezett linedrim, illetve
(G,k) kiterjesztdéa fogalmdt is, Tegyen ezdrt A ismét egy
egy nemdeterminisztikus faautomata, B pedig egy nemdeter-

minisztikus 1f-transzformdtor, B az A linedris kiterjesz-

téme, ha B az A kiterjesztése és )\, B linedris (vagyis B
linedris), Hasonléan, valamely rtgzitett G tipusra és k

nemnegativ egész szdémra A-nak a B (G,k)-kiterjeszliése,
ha kiterjesztése és B output tipusa G, tovébba |

5)) 6e .
max{dp(eé’g( )} 2_.5_} legfeljebb k

Most mdr kimondhatjuk a kovetkezd 81llitdst:

(5,2) Lemma Birmely A(=(P,A,A_ )) nemdeterminisztikus
faautomatédhoz effektiven konstrudlhaté b3 A folett egy olyan
regularis EA-val jeldlt egyenletrendszer, hogy az A tetazi-
leges kiterjesztése akkor és ceakis akkor egyértelmil, ha
e_é,g az E.é}. megoldasa,

Bizonyitds Vezessiik be az egyszeriibb 2 aﬁA, 6= B,y
me f.rs s My = Trlé‘. s Ty = 'Trag jelslémeket, Legyen C(=(P,A,

2 s A 0? @C)) az a nemdeterminiasztikus lf-transzformitor,
8m61Yben @9_ = {f(alxlpsoosanxn)-'e’a G(fQGIQGQQQanﬂa)
(xlgooo,xn) ’ n?'OQ f é]?ng algooo’anaa eAﬂ a G (faﬂ(algooogan)}o
Legyen tovébbd a D = (Zx5,A%A, on Ao) parcidlis faautomata

a ((61,62))2((819})1)9;00(angbn)) = (a,b) akkor éa ceakis

akkor, ha van olyan £(é€ F,)s hogy a E(fJA(al,..,,an),

b€ (£)y(Dysonssby)s 6y = 6(L5855000,8,08), 65 & 6(£5Dg50000b,b)
(n>0, 51’ 52 é ﬁn, al,bl,.,,,,an,bn,a,b € A) ekvivalencidval

definidlva,



Megmutat juk, hogy bArmely t(e Tp,), 7y, 7,(6 T, )
polinomszimbélumra és a,b(€ A) dllapotra ha + %ﬁ a T, én

B
v ? b T, akkor az is teljesiil, hogy van olyan 7 (e Tg x4 ¥s

amelyre T, (*) = T, Tp(7) = T, é8 (2)p = (a,b).

Tegyiik fel elfszdr, hogy t = £, f¢€ F,. Ekkor f f—b awy
és £ =>br,, igy @, € (£), , Ty = 6(£,8), T, = 6(L,b).
A ker;ett v tehdt a (7:1,;:-2')( € 2‘.0" ﬁo) polinomazimbélum,
Mésodszorra tegyilik fel, hogy dllitdsunk igaz a legfeljebb
k(> 0) mélységii t* polinomszimbSlumokra, éa azt, hogy
4 = f(rl,...,rn), dp(t) = k+l, ahol n>0, £& P,
) sseesZy € Tpo Akkor mivel =’_‘é=> ary ém % %f-a b7y, 16tesik
OLYAN 8y5000s8,sDyseeesb (€A, 5,.5,(€2 ),

ﬁ(i>9000’ ‘P(}l)’ ﬁ(i)Sooo’ \P(§>(GT )5 hogy ri %:b ﬂi. (::;:)"

I‘i %biﬁ(g) (iﬂlgooogn)g T, = Sj( tp(g‘)gooos ‘P(;,],.)) (33192)9

o
.f(alxl,...,anxn) —> a b‘l(xl,,,,,xn), f(blxl,,,u,bnxn) —
—> b 52(x1,,.,,xn)e q_jc » Indukcids feltevésgiink szerint
igy valamely p. (&'I‘g x4, Yy (iml,....n) polinomszimbslumok-
(1) (2) :

ra (P} = p73% Tplps) = o757 (pydp = (8y0Py) (Em1,...,n).
G konstrukcidja szerint azonban a € (f)A (al,”,,an)
l='.b_ e (f)§ (blsoao,bn) és 51 = 6(f,algoeaaansa)p 52 = 5(f9b190¢¢
,,,,bn>, Kﬁvetkezéﬂképpen ((51952)>-}2 ((alpbl)goaog(ansbn>> L
= (a,b), igy Allitdsunk érvényesssége igaz 7= (6,,6,)
(Pl, oo os‘fn)"reo

Torditva hasonldéan egyszeril szémoléseal igazolhatd,

hogy ha valamely % (€ T}_‘,xé‘,)-m és a,b(e A)=ra (’21)2 = (a,b),
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akkor van olyan +t(€ TI,) polinomszimbdlum, hogy * —> a%y
és t‘=%>b Tpo @hol 74 = Ty (z) (i=1,2), Kovetkezeskeppen
barmely (€ Tﬁ xg)-ra 7 € T(D) akkor és cesakis akkor tel-
jesiil, ha van olyan t(e& Tp)» hogy (t,ﬂ:l), (1:,7:2) € %y o
Misrészt az A-nak egy B kiterjesztése aklkor és-.csakis
akkor egyértelmii, ha bdrmely +(€7 I,,)-»re én %0 Tl ué,‘)-'r'a
teljesiil az, hogy eé’é(?:l) - e_.g_,_I_B_(TZ) amennyiben
(t,7 1),(t T, Yex c o Ezért a lemma 8llitdsa kdvetkezik az
eddigiekbSl E,~nak m(T(D))-t vélasztva, O
(5.3) Téte
(i) Birmely A nemdeterminisztikus faautomatdhoz effek-
tiven konstruélhaté egy olyan Z, feletti véges 7, emyenlet-
rendszer, hogy az A egy tetaz&eges B linedris ki.‘a‘er:jesztéae
akkor és csakis akkor egyértelmii, ha e_!_\.,B T‘TA megolddaa,
(ii) Bérmely A nemdeterminisztikus faautomatéhoz,
G tipushoz és k nemnegativ egész ﬂzémhoz effektiven kongt~
rudlhaté egy olyan véges ,::A egvenletrendszer a - A tipus
£516tt, hogy az A minden B (G,k) kiterjesztésére igaz, hogy
B akkor és csakis akkor egyértoelmii, ha e A, B az EA. megolddsa,
Bigonyitds Iegyen A = (F,A, A )y F, pPedig az A=hoz az

el8z5 lemmdban konstrudlt egyenletrendazer, Az el8z5 lemma

bizonyitdsdbdl kitiinik, hogy akdrhogyan is adott az A egy

Bl=(7, A, G, A @ }) kiterjesztése, valamint a T"; ecy
Pasy A
(’7:1,’5?) eleme, (’L’ )6 I‘A akkor és csakis akkor teljesiil,

ha van olyan t(é¢ .LF), 1,::2( e TG), hogy (t,» 1), (f,re)ﬁ

és eA,E(Tl) = Ty, eé'g(’b’z) = r,, EbbSL és a (4,10), illetve



(3.7) lemmébSl a tétel llitdma kdzvetleniil kovetkezik, O

Az el8z8 tételhez hasonlé 411itds kimondhaté akkor is,
ha két, ugyanazt az erd8t roprezentdld parcidlis faautomata
ekvivalens kiterjesztéseit vizsgdljuk, Ehhez azonban egy
ujabb fogalmat is be kell vezetniink,

Legyenek F(l) én F(z) tetszb8leges tipusck, Wq éa 00
pedig rendre F(1>-b61, illetve F(a)nbél egy ujabb G tipus-
ba valé homomorfizmusok., Az F tipust asz F(l) és F(E)
diszjunkt Osszegének nevezsilk, ha minden n(=0) egész

azémra F = F(i’x jol U F(ﬁ>x $11., Ahogyan az p(1) 45 (2

tipusokbdl konstrudltuk az F tipust, a ¢, én \,, homomor-

fizmusokbél is Osszerakhatunk egy ujabb (0,,10,):F —> T, 4
Xe

homomorfizmust a (Wl,w?)(fl,o) ntpl(fl), (wl,wqj(f?,lp -
g!yz(fz) (f F(l) f?6=F(P>) definicidval,

(5.4) Tétel

(i) Birmely A és B ugyanazon erdSt reprezentdls par-

cidlis faautomatdhoz effektiven konstrudlhatd a JgA éa

<‘ tipusok diszjunkt Osszege felett egy olyan véges'jA B
Kot

egyenletrendazer, hogy az A bdrmely C és a B bdrmely D

(azonos output tlpuasal rendelkez8) linedris kiterjesztésé-

ra O akkor és cmakis ‘akkor ekvivalens D-vel, ha (eA ¢’ °B, D)

=R Ia

az megoldédsa,
A, B
(ii) Bérmely A és B ugyanazon erd8t reprezentdls
parcidlis faantomatdhoz, G tipushoz és k nemnegativ egész
azdmhos effektiven konstrudlhaté a 2, és Ly tipusok disz-
junkt Osszege felett egy olyan véges Ek egyenletrendazer,
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hogy az A bdrmely C és a B bdrmely D (G,k) kiterjesztésére
¢ akkor és ceakim akkor ekvivalens D=vel, ha (6, ~s€n p)
Y = AsG° "By D
z ﬁgx_,g megoldésa,
Bizonvitds A tétel Allitdmsa kivetkezik az ol8zd té-

telbsl, és abbél, hogy ha Al=(P,A,¢,A, 0,)) és

B(=(7, B, Gy B s e-B)) olyan nemdeterminisztikus 1f-transzfor-
mdtorok, amelye;re Dom'rA = Dom'z'}3 és ANB = B, akkor annak
sziikaéges 68 elegendd feltétele, hogy A ekvivalens legyen
B-vel az, hogy a C(=(F,A UB, @A U B, ®AU @B” fatranaz-
formdtor egyértelmii legyen, O N -

A feojezet kzponti eredménye a kivetkezs tétel:

(5,5) Tétel

(i) Bidmmely reguldris egyenletrendszerhes effektiven
konstrudlhatd vele linedrisan ekvivalens, véges egyenletrend-
szer,

(ii) Bdrmely E reguldris egyenletrendszerhez, G tipus-
hoz éa k nemnegativ egész szémhoz effektiven konstrudlhatd
B-vel (G,k)=ekvivalens véges egyenletrendszer,

Bizonyitds Legyen 4 tetazdlegen tipus, O = m(A),
ahol, _{X_(a(ﬁ ’*ﬁ,A,AO)) tetsz8leges parcidlis faantomata,
Végiil legyen E = T (Q), ahol az egyszeriindg kedvédrt =t
irtunk ’ﬂ’g helyett, (Hasonldéan . (i=1,2) helyett a ro-
videbb ’lTi jelsléat fogjuk haszndlni,) Megmutatjuk, hogy
effektiven konstrudlhats egy olyan Bl=(5r5, BsBo))f nemdet er-
minisztikus faautomata, hogyey v: 2 B—?’g projekcidra
B = «P(EE a.{(t',fz)l T e Té!ﬁ} ). Igy a tgtel é11itdea az (5.1),
(4,10) éa (3,7) lemmébSL kbvetkezik,
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Vegyilk fel A=t még egy példényban, azaz legyen
A'=m 2 m,A,A(’)), ahol A = fala eﬁ A Sa’la eAOE én
bdrmely n(=0), 51,5'2( € f.n) éa al,,.,,an,a(e A) esmetén
((6’1,52))A, (ai,.",a’) = a eakkor &s cepakis akkor, ha
((51,5?))1;(81,-.-,8 ) = a, Tegyen ezek utdn B = AUA) B,
= A Ua o és legyen B(a(f‘ > B, B, )) az a nemdeterminiszii-
kus faautomata, amelyben tetszbleges n(=> 0)=ra, 51,52(6 ﬁn)-
Ta 68 bysesasb,oD(EB)=re b E((61,62)>§ (byseessb ) akkor
és ceakis akkor teljestil, ha byy...,b nb €A é8 ((61,6?_))&
(bysesesb ) = b V8EY bysecesb DA é8 (5 LPORIN

(bl,...,b ) = b,
Legyen 2 2 és vezeestik be A 6= SB, "\'m’rg) °
Ty =Ty (:.=1,?) jelslémeket, Tegyen 'bovébbri FaEB Em=
1ékezteté'ﬁ1, B= (), ahol 0= 1(c), Cl=(£x5,BxB, BxB,))
pedig az a parcidlis faaulomata, amelyben tetszllegen
n(> 0)=ra 5;_,5;_( ef.)n)-re én algblgoo,,an,bn,a,h(é B)=re
((s3, 5’2)?'9 ((ag9D;)s000s (A 9D, )) = (a,b) akkor éa ceakin
akkor, ha van olyan 51,52 6é'.n, hogy ((51352”&
(ay900008,) > a, ((51,62>)§(bl,,“,bn) > b,
5 = 50051555987 500008,58)5 65 @ 6C(67,6,)9D00000b,0b),
Tekintailk most azt a ©: 2‘3"2‘ projekeidt, amaelyra bir=
mely n(=> 0), v"(eﬁ;), 7)1(6 ﬁn) esatén 90(2)’) = Vq pontosan

akkor %eljesiil, ha ven olyan ”2(6211)’ a gooaaanaa(eA)s

1
hogy ((Vl,v?.))A (alaoaa98n> ma (&ac (())l’)ia))B
(al,o.,,an)) é8 Vo 5"((”1,?'2),81,,,,,an,a) vagy van olyan

Uz(c‘ .:Z/‘:n)s alsooosanaa(eA)s hogy (()'29))]_))&9
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(81s00058)) = 8 (©a'c ((”2’”1))_5(85.""’8;1)) és
V= 5 ((V59 )58 5000587 ,8),

Indukeidval megmutatjuk, hogy ha valamely =~ (¢ Tg % e
ra éa al e A)=-ra ('?:)A = a, akkor van olyan %(€ T;, »), hogy
(~c’)c (a,8) T, ('a:) = (1, () (1=1,2) és T (z’) ;4’1’ , ()
tel jesiil,

Valéban, ha 'zef_,'ox é“o én ('2:)A = a, akkor B defini-
cibéja szerint a,a’c ('r)B. Igy éllité;unk teljesiil, ha 7'=t
(5'(7,a),6 (7,8) )=-nek vél-;sztjuko Tegyiik most fel, hogy 41li-
tédsunk a legfeljebb k mélyaségii polinomazimbélumokra igaz és
azt, hogy dp(T) = k+l, Ekkor van olyan n(>0), 6‘6.43 x fn
én Tqreeesr € Tgxg s, hOgy 7= (s‘('::l,,...,,?,‘n), max};dp(fzi)l
lial,...,n} = k, Tovédbbd, mivel (%) A ® 8, valamely
al,...,an(‘?A) édllapotokra (Ti)_g = ;:; (i=1,...,n) é8
(S)A(al,..,,an) = a, Indukecids feltevépiink pzerint igy 1lé-
besnek olyan -r}_,...,rzl(f: Ty < g Y polinomszimbdlumok, hogy
minden i (1< i<n)=re ('z"’)(. = (ai,a;_),, 'rr.(fc.:) - w(w’.(r.’);
(§=1,2), T (*c’) 14’:72(2' Y, Mivel CE)A(a]M,,.a ) = a, a
(B)A» (al,.,.,a ) = a’ egyenldedg is fenndll, igy C konst-
rukciéja szerint 51 = 5(6, Bqs00098, »8) é8 b' =
s & (h’,al,..,,a ,8) definidltak éa ((Flsfa)) ((alsal>9aoo
osas A, ,a YY) = (a,a). Kévetkezdskdéppen v = (Sl, ?)
('r:l,.u,’tn)-re ("3)0 = (a,n), Misrészt ¢ definicidja sze-
rint ha § = (6'13(52r)’, akkor 90(5:;) = 51 én ({)(6:?) = 62 .
Ebb3l és indukcids feltevésiinkbSl w;(z) = (7 ()
(i=1,2) is kivetkezik, és nyilvén igaz a Ty (¥) 4 W,&)
egyenl8tlenség is, '
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Mivel E = W(B) é8 B =% (0), az eddigiek alapidn
E sy(B - $(,7)) ¥'e Té})} ), Misrészt hasonldan konnyii
szdmolédssal igazolhatd a forditott irdnyu tartalmazds is,
igy B = (B~ (0,17 T},'i Yo O

Az el8z8 tétel kapcsgh aziikkedéges egy megjegyzént
tenniink, A 8zerzd nem tudta bizonyitani, hogy vajon a té-
tel abban az er8sebb formdban is igaz-—e, amikor a linedris,
illetve (G,k) ekvivalencidt egyszeriien az ekvivalencidval
helyettesitjilke A dolgozat felépitése szerint, 88k, tulaj-
donképpen ettdl fiiggetleniil is, ennek igazedga azon mulik,
hogy minden A(=(7, A, G, Ago @ A)) nemdeterminisztikus 1f=transz-
formdtorhoz (vagy uniform n;ﬁdeterminisztikus f£L=transzfor=-
médtorhoz) megadhatb-e effektiven egy olyan m, csak az A
azdmossdgdtdl fiiggd konstans, hogy A akkor és csakis akkor
egyértelmii, ha 7, @ legfeljebb m mélyaégii polinomszimbdi-
lumokon fﬁggvény,m

Egy mésik megjegyzésiink az, hogy ha ‘ZS undris és a
megoldésokat is undrisakra szoritijuk, akkor a tételnek egy

fiiggetlen bizonyitdsa adhatd annak az émszrevéteolinek a segit=

b)

aégével, hogy ha egy I azabad monoid p,a,7,8 8 Dyayras
elemeire a pa = pP'8) pas = p a' 8 és pra = p' »’'s’ egyenld=-
- Bégek mindegyike fennAll, akkor a pgrs = p’a’r’ s’ egyenld-
8ég is teljesiil, amib8l az is kdvetkezik, hogy bdrmely k

tovabbd MysTseeonll ol nemnegativ egénz eszédmra
m, n m m m
1.1 ke ) 1r’nl,,,q’ k:r:)nks’

pq *r t...q “r “a = pq . S8%, ezt az ot
letet felhaszndlva beldthatd még az ias, hogy a reguldris
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egyenletrendszer fogalmat riesé dltaldnositva ia igaz a
tétel ezen undris esetre megfogalmazott alakja, Igy a
dolgozatban bemutatott mddszenrtSl fiiggetleniil is bebizo-
nyithaté az, hogy az ugynevezett determinimztikus £ltald-
nositott szekvencidlis gépek ekvivalencidja eldtnthetd,
amelyet AHO-ULIMAN [1972] nyitott problémaként emlit,

A kBvetkezbkben még rd szeretnénk mutatni, hogy az
(5.3) és (5.4) tételek dtvihetdk felszdlls esetre is,
Ehhez azonban a felszdlld algebrdnak és faautomatdnak az
irodalomban megszokottél (1d, MAGIDOR-MORAN [1969]) kissd
eltér8 definicidjdra van saziikségiink,

E szerint egy P tipusu nemdeterminisztikus £elszdllé

algebra egy A = (A*,{(f)A‘fl?FED rendnzer, ahol A nenmiires
halmaz, %&A, A, = A UE:E » mig minden n(>0)=ra és

£(e 7 )-re (£), A" =nak P(A:)mbe valé olyan leképezésa,
amelyre (f>A(*3 = {(*,,,,,*>} (n-azexr), Lovdbba minden
f(eEFo)-ra ?f)A az A-nak egy, a x—ot tartalmazd rdazhal-
maza, -

Minden, az el8z8ekben definidlt A nemdeterminisztikus
folez4118 algebrdhoz hozzdrendelhetiink egy ﬁf(m(ﬂﬁ,i(f}Ad
| £ ¢ P}) nemdeterminisztikus F tipusn algebrédt azéltal,-_
hogy tetazdleges n(> 0)-ra éa al,e,,,an(<EA;mra az
(fzéx(al,,,o,an)~et az fale a,)] (al,,,,,an)é(f)A(a)}
halmazzal, tetszSleges £(€F )-ra (£)p -t pedig a3z (£),

halmazzal definidljuk, E hozzdrendelés segitasdégével tet-
az8leges plé TF) polinomszimbdlvmra értelmezhetjilk a p-nek
A-ban valé (p), realizdcijdt: (p), = (p)p - $x3 .
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Ugyanugy mint ahogyan a nemdeterminisztikus algebra
specidlis esete a parcidlis, a nemdeterminisztikus fel-
824116 algebra fogalmdbdl megkaphat juk a parcidlis fel-
824116 algebra fogalmit, Legyen éﬁs(A*,{(f)A!fé E})) nem=

determinisztikus felszdllS algebra, A-t parcidlis felszdlld

algebrdnak nevezziik, ha minden n(> 0)-ra ég £(€ Fn)are én
a(€ A)-ra (£),(a) legfeljebb egyelemii, tovdbbd minden £(& F, )=
ra (£), -{*] legfeljebb egy elemet tartalmaz., A felszdlld

algebrdk (A, 3(£) Alfe P ) bonyolult jeldléme helyett pedig
a révidebb (A*,Fj—iréaméddal é1iink,

Az P-tipusu felszdlld algebrdkra épitve most defini-
dljuk az P=tipusu felszdlld faantomata fogalmdt, F=tipusn

nemdeterminiaztikus felsz4d116 faautomatdnak neveziink egy

é(a(F,A*,AO)) rendszert, ha (A, ,T) véges nemdeterminisz-
tikus felszdlls algebra (azaz A véges), emelyet szintén
A-val jeldliink, Ao pedig az A részhalmaza - a kezds dllapo-
tok halmaza, Ha (A,,P) parcidlis és A, egyetlen elemet tar-
talmaz, mondjuk A = iao}, akkor A is parcidlim., Ebben az
esetben célazeriibb az egyszeriibb (F,A,,a ) jelslést hasz=-
ndlni, A T(4A) = ip(e TF>l (PIyNA, # ¢} halmazt az A dltal

reprezentdlt erddnek nevezsziik, Konnyen meg lehet mutatni,

hogy ez mindig reguldris, mig a forditott tartalmazds nem=

det erminisztikus emsetre teljesiil, parcidlisra nemnm,
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Minden é(a(F,Aﬁ,Ao)) nemdeterminiaztikus felazdlls
faautomatdhoz hozzdrendelhetiink egy - a tipust: (z.; A) =

=25 (£, 981900008, .a)\feﬁ 2 8q 000y €A, ach, (al,,.,o,an)(:'
€(f)A(a) ha n>0, (ﬁ ) = iB‘A(:f,a)lféP » €A,

ae (£) A} ahol 6‘ egy-egyérte]mﬁ fiiggvény, amelyet 2.' -
val mindig adottn;k tekintiink, Ezek utén egy B(= (F,A,G

A o? @ )) unifomrm nemdetemn,niaz?ikuﬂ fatranazformdtort az
A kiterqeazte-enek mondunk, ha () a{aa(xl,,n,x )=

LA eé’g(b')(al xl,..,,anxn)]nao, ; ePn, al,”e,aneA*,
ach, 6= 6,(%8;,0.000, ,a)} alakban irhats, ahol
e A,B 2 — 'I'G x olyan homomorfizmus, emelyre tetszlle=~
ges n(>0), 81900008, (€A,), al€A) esotén ha

5 =5 (£,8500008,00) é3 x; (L=i<n) el8fordul f'f‘(eA ©@))-
ban akkor ay #*, Iiﬂ]dnbnn ay i, Igav.., hogy Iﬂa A ;;w_:oinln.s,
B az A kiterjeszlése, akko-e B defemininz :Lkum H'J G’A B
linedris, akkor B az A linedris kiterjesztése,

E definicidkat szem el8tt tartva bebizonyithatd,

hogy az (5,3) és (5.4) tételek &tvihetbek felezdlls eset-

re is.
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