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BEVEZETES

A dolgozatban a kongruenciavarietdsok fogalménak
kétféle d1taldmositdsdval kapcsolatban igazolunk néhény
eredményt. Mikdzben megprébdljuk a kongruenciavarietdsok
és az itt bevezetésre keriild§ dltaldnositédsaik kizds
tulajdonsdgait is feltdrni, részben felidézziikk a kongru-
enciavarietdsokkal kapcsolatban ismert eddigi eredményeket.

Egy U hdlévarietdst kongruenciavarietdsnak neveziink

/Jénsson f19]/, ha 1létezik olyan - tetszdleges hasonlésd-
gi tipusu ¥V varietds, hogy U = ggg(l) alakban 11 elé,
ahol Con(V) a V-beli algebrék kongruenciahdléi 41ltal gene-
rdlt hdlévarietdst jeldli. A klasszikus Birkhoff tétel
szerint a varietdsok és az azonossdgokkal definidlhaté
osztdlyok fogalma megegyezik. Igy a kongruenciavarietdsok
vizsgdlata egyendrtékil az olyan /. hdldazonossdgokbdl 41—
16 halmazok tanulmédnyozdsdval, amelyekhez létezik egy V
varietds oly médon, hogy 2 pontosan a V minden algebrd-
jénak kongruenciahéléjéban teljesiild hdldazonossdigokbdl
£11,

Fentiek szerint a kongruenciavarietdsok fogalmdnak
dltaldnositdsdra példdul az aldbbi /A/, /B/, /C/, /D/ le-
hetéségek és ezek kombindcidi kindlkoznak,

/A/ YNem kdveteljiik meg, hogy V varietds legyen, hanem uni-
verzdlis algebrdk mds /dltaldnosabb/ tipusu osztflya-
it is megengedjiik a V szerepében.

/B/ A kongruenciavarietds elnevezésb8l a varietds részt
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d1taldnositjuk, és varietds helyett hdldk egyéb osz-—
tdlyait tekintjiik. Pl. egy tetszSleges ¥ varietds al-
gebrdinak kongruencishf18i dltal generdlt kvdzivarie-
t4st nevezhetiink /a V-hez tartozé/ kongruencia-kviziva-—
rietdsnak,

A tovdbbi lehet8ségek /famelyek koziil csak kettdt emlitiink/

a . azonossidghalmaz dltaldnositdsdval adédnak:

/C/ Megengedjiik, hogy 2. elemei kdz5tt ne csak véges, hanem
"yvégtelen" hdldazonossdgok is felléphessenek.

Egyenldre nevezziink egy héldazonossdgot végtelennek, ha a

végtelen védltozds metszés vagy egyesités miivelete is eld-

fordul benne és nem feltétleniil véges vdltozés. /A pontos

definicidét a II. fejezetben adjuk meg./

/D/ . nem csak héléazonossdgokat, hanem a N,v és a reld-
cidszorzds o miiveletjelébdl feléplild tetszdleges azo-

nossdgot is tartalmazhat,

A dolgozatban féleg /A/, illetve /C/ szerinti 41tald-
nositdsokkal foglalkozunk, de emellett /A,D/ tipusu d11i-

tdsok igazoldsdra is sor keriil az utolsé két fejezetben.

Ismeretes /Freese f#]/, hogy két kongruenciavarietds-
nak - mint varietdsoknak - az egyesitettje is kongruencia-
varietds, de a metszetilk §1taldban nem. IRy elddntetlen az
a kérdés /Jénsson [20, Problem 3.15]/; hogy a kongruencia-
varietdsok hdlét alkotnak-e. A IV, fejezetben definidlt
[-kongruenciavarietésokré1 [Bj-ban igazoltuk, hogy teljes
hélét alkotnak. Most emt egyszeriibben bizonyitjuk, de a régi
bizonyitds sem nélkiilézhets az /—kongruenciavarietésokra
adott hdrom definicié ekvivalens mivoltdnak igazoldsakor.
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Ugy tiinik /V. fejezet/, hogy az f—kongruenciavarietésok is
rendelkeznek & kongruenciavarietdsok eddig ismert tulajdon-
sdgeival. Ezenkiviil hd16t is alkotnak, igy vizsgdlatuk
ugyanolyan indokoltnak tiinik, mint a kongruenciavarietdsok
tanulminyozdsa. Ha pedig - és ez elddntetlen probléma marad -
a kongruenciavarietdsok és [ -kopgruenciavarietdsok fogalma
megegyezik, akkor taldn ktzelebb jutottunk a fent emlitett
[Jénsson, Problem 3.15] megolddsdhoz. Az V, fejezetben ele-
gend8 feltételt adunk meg ahhoz, hogy egy f -kongruenciavari-
etds kongruenciavarietds legyen. Ez a feltétel alkalmazhatéd
lesz pl. az Abel csoportokbdl nyerheté‘Z-kongruenciavarieté-
sokra. Elégséges feltételeket adunk meg ahhoz is, hogy egy
hdléazonossédgok /vagy /D/ szerinti azonossdgok/ kdzdtti
kongruenciavarietdsokban érvényes implikdcié f-kongruencia-
varietdsokban is érvényes legyen. Megmutatjuk tovdbbd, hogy a
Freese §1tal [4]-ben meghatirozott minimglis moduléris kongru-
enciavarietdsok és & minimflis modulédris /-kongruenciavarie-

tdsok megegyeznek.

Hutchinsonnal egyiitt [i?]-ben meghetdroztuk az egység-
elemes gylirlik azon tulajdonsdgait, amelyek a gyiirii feletti
modulusvarietds kongruenciavarietdsdval, illetve az ebben tel-
jesiil§ hdldéazonossédgokkal jellemezhetSk. Ezek éppen a
(Elx)(m-x - nol) alaku un. oszthatésdgi tulajdonsdgok /m,n
egész, 1 a gylirii egységeleme/. gg_g(g(R]) -rel /M(R) az R
gylirti feletti modulusok varietdsdt jelsli/ vagy hdléazonos-
sdgok halmezaivel pedig éppen a gylirili bizonyos kitiintetett
oszthatésdgi feltételek halmazaként definiflt spektruminak
/pontos definiciéja a II. fejezetben/ tulajdonsdgai jellemez~—
het8k. Felmeriil a kérdés, hogy a kongruenciavarietds fogalmé-
nak dltaldnositdsgval elérhetS-e més gyiirtitulajdonsdgok
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hé16kkal torténd jellemzése. A vélasz igenls. Hutchinson
[16] megmutatta, hogy !(R) kongruencia-kvdzivarietdsdt az
R gyiirii spektrume nem hatdrozza meg egyértelmiien; azaz egy
/B/ tipusu 41ltaldnositds ujabb gylirtitulajdonsdgok hdlék
utjdn torténd jellemzését teszi lehetévé. A II. fejezetben
megmutatjuk, hogy a C(M(R)) = {Con(A) s AE!(R)}-ben /ahol
Con(A) jeldli az A kongruencishdléjdt/ teljesiils végtelen
héléazonossdgokkal - azaz lényegében /C/ tipusu dltaldno-
sitdssal - is tovdbbi gyiiriitulajdonsdgok jellemezhetdk.
Korrektnek nevezve az olyan végtelen hdldazonosséigot, amely-
nek‘g@!ﬁﬂ)-beli teljesiilése csak az R spektrumdtél fiigg,
meghatirozzuk az egységelemes gyliriikk korrekt hédléazonossédg-
gal jellemezhetd tulajdonsdgait. Mdr ezek is kiilénbdznek
a véges hdldazonossdgok halmazaival jellemezhet§ tulajdon-
sdgoktél. Nem korrekt végtelen hdldazonossdgot is megadunk,
Megmutatjuk, hogy & /C/ tipusu dltaldnosités esetén rvé-
nyét veszti az a tétel /Hutchinson [17]/, emely szerint a
ggg(_l_l(R)) alaku kongruenciavarietdsok teljes hdlét alkot-
nak. Rdmutatunk arra, hogy a nem feltétleniil egységelemes
gyliriik hdldazonossdgokkal torténd jellemzését is az egy-
ségelemes esetre lehet visszavezetni. A kongruenciavari-
etdsoknek, valamint gyliriik hdléazonossdgokkal jellemezhe-
t6 tulajdonsdgainak vizsgdlatiban lényeges szerepet jédtszott
a hdléazonossigokhoz Malcev feltételeket rendeld Wille
(25] algoritmus. A II. fejezet vizsgdlataihoz a Wille algo-
ritmusnak egy, a végtelen hdléazonossigokra is érvényes
vdltozata sziikséges. A Wille algoritmus ezen transzfinit
dltaldnositdsdt az I. fejezetben adjuk meg.

A /D/ gondolata nem uj, hiszen Gumm [8]—beli eredményei
is ide sorolhaték. A dolgozatban /D/ tipusu 4ltaldnositis-
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sel nem foglalkozunk, viszont /A,D/ tipusu vizsgdlatokra
sor keriil. A /D/ pontos jelentését az I. fejezetben , az
1.12, definicidéban adjuk meg.

Terminolégidnkat Grétzer (6] &s [7] konyveibsl vettiik.
Az univerzilis algebra, hildelmélet és halmazelmélet hi-
vatkozds nélkiil felhaszndlt elemeit illetden szintén [6]
és [7]—re utalunk.,

A jeldléseket illetSen halmazokat és algebrikat latin
nagybetilkkel, elemeiket latin kisbetiikkel jeldljiik. Algeb-
rik és tartdhalmazaik k6zdtt nem tesziink jeldlésbeli kii-
16nbséget. Osztdlyokat /pl. varietds/ és rajtuk értelmezett
operdtorokat aldhuzott nagybetiikkel jeldliink. Algebrik egy
V osztdlydra ismételt definicidé nélkiil fogunk élni a ko-
rébben bevezetett C (V)= {@on(A) : AE V| és
Con(V) = HSPC(V) jelslésekkel. ,Polinom" szé alatt mii-
veletjelekb8l alkotott jelsorozatot /termet/, ,polinom-
fiiggvény" alatt polinomhoz rendelhetd leképezést /term
function/ értiink, és a kettd k6z6tt nem tesziink jelslés-
beli kiildnbséget. Egy rendszdmot egyenldnek tekintiink a

nédle kisebb rendszdmok halmazival.
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II. A WILLE ALGORITMUS TRANSZFINIT
ALTALANOSITASA

1. Végtelen hdléazonossigok

Hil4azonossdgon egy p<q Jjelsorozatot fogunk érteni,
ahol p és q hilépolinom. Ennek megfelellen - a végtelen
hdlépolinom pontos definicidja utdn - végtelen hdldéazonos-
sdgon olyan p<q jelsorozatot fogunk érteni, amelyben p
és q végtelen hdldépolinomot jeldl.

Erdemes megdllapodni abban, hogy a tovdbbiakban véges
hélépolinomokat és hdldazonossdgokat is végtelennek tekin-
tiink. Egyes végtelen hdldazonossdgok -~ mint pl. az

i=]l i=]l
elméletben.

o0 Go
x A \/ ¥4< \/ (x/\ yi) - mir régéta szerepelnek a hils-

A Wille algoritmus sorédn olyan polinomok is fellépnek,
amelyekben a hildmiiveleteken kiviil a reldciészorzds asszo-
ciativ miivelete isszerepel.ZI Nevezziik az ilyeneket
r-polinomoknak, és az ezekbdl alkotott p<q alaku azonos-
sdgokat r-azonossdgoknak.

Mint ismeretes, ,tulzottan" végtelen ,halmazok" megen—

1/ A Wille algoritmus szemszdgébSl a p< q alaku hildazonos—
sdgok kdnnyebben kezelhetSk. Ez azonban nem jelenti az d1tald-
nossidg megszoritdsdt, hiszen minden hiléezonossdg egyenérté-
kii egy alkalmas p< q alaku hdléazonossiggal.

2/ A o miiveletet mindig asszociativnak tekintjiik, és nem
kiilonboztetjiik meg azon r-polinomokat, amelyek egyenl8sége a

° miivelet asszociativitdsdnak kvetkezménye. Hasonldan, a
[végtelen/ r-polinomok definiciéjdban a hélémiiveleteket

kommutativnak, de nem asszociativnak tekintjiik.
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gedése ellentmonddst eredményezne a naiv halmazelméletben.
Ez Svatossdgra int, és igy csak rigzitett szdmossdghoz meg-
feleltethetd végtelen polinomokat fogunk definidlni.
A tovdbbiakben kiildn utalds hijén « -val egy tetsz8legesen
rogzitett végtelen szdmossdgot, X-szel pedig egy nemiires
halmazt fogunk jeldlni,

I1.1.Definicié. Transzfinit rekurzidval definidljuk az

Xy

X védltozdhalmaz feletti « —r-polinomokat. S_= S * = X és

o -]
legyen To - ‘1‘%’4{ az X feletti véges r-polinomok halmaza.
Nyilvén Sog_To. Ha egy » rendszdm esetén mdr minden «</3

X,

rendszémra az S, és T, definidlva van, akkor S, = S “t és

'/b
T, = Tg’x-t az aldbbi médon definidljuk. Legyen Sﬂ az

\V p és N\ p  alaku szighélumok halmaza, ahol
¢ ¢

0 <|1l< Ail/és minden ¢ I-re 1létezik <5 UEYS hogy p ¢ T, .
T/5 pedig legyen a p(pl,...,pn) alaku szimbélumok halmaza;t
ahol PysesesPp€ S/} és p véges r-polinom. Nyilvédn minden
~<p-ra S < T, ¢ stg %/lll = 1 esetén az 1c‘vI és z/e\I
miiveletet idempotensnek tekintjiik/. Végiil legyen

T = Tx"]{ = L/’Jv To(, ahol «% a x-t kdvets szdmossdgot
jelsli, S

A T halmaz elemeit nevezziik X feletti « -r-polinomokneak.

l.2.Megjegyzés.Minthogy S, elemei tekinthetlk a
/ / 7 A,K_ ~
({/\ ,\" o5 v U To(> halmaz bizonyos elemeinekis ,
<
“r

/8hol O az iires szimbélum jele és A, egy # szémossdgu halmaz/,
transzfinit indukciéval kénnyen 14thaté, hogy S5 4T, T min-

+ degyike valéban halmaz. A definicié szerint - akir csak az
alkalmazdsokben - a /\ &s \/ kommutativ /végtelen vdltozds/
miiveletet jeldl. Viszont ezen miiveleteket nem tekintjiik

1/ Legyen I;C_Aﬁ, ahol A egy elére rogzitett halmaz és(!}c[ =1 .
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asszociativnek, azaz pl. az \/( \/ (7:,1) és az 7>T/ Pa, 2
€] ek, re 1,

/sz.f\ KZ;, = @/ polinomokat megkiilonbdztetjiik. Tehdt rdviden
dsszefoglalva « =r-polinomok esetén definiciénk szerint

os asszociativ, de nem idempotens, nem kommutativ;

s o /\ b \/ ¢ kommutativ, de nem asszociativ és csak

bt | I| = 1 esetén idempotens.

Igy példdul xo(y \/z)o w és (xo (z v y>> ° w azonosj
xvy, (x \/x) Vy és xv (xVy> pedig pdronként kiilonbszs

A =r-polinomok.

Az X feletti /X -r-polinomok halmazdn a természetes

médon értelmezhetjilk a A,v,0, \/ ’ /\
16T 16T

parcidlis/ miiveleteket / ICA, /., Az aldbbi 411itds vdlaszt

/egyenldre csak

ad arra, hogy miért csak X ¥ kezdérendszimindl kisebb nTan-
gu" X -r-polinomokat definidltunk.

et o T halmez zdrt a 4 ,v,0, /\ ’ \/
2¢YI ¢TI
/ Ig/’\%/ miiveletekre. Aza@l. ha p ¢ T [2¢ 1/, akkor
Vp & /\ p is X feletti 4« ~r—polinom.
2¢T * 1€ °

Bizonyitds. Véges vdltozdés miiveletekre az 4llitds nyil-

1.3, Allités. A T

vénvald. A duelitds miatt elég beldtni, hogy ha p, ¢ T /z¢ I,

I A“/, akkor 1\6{[ p, ¢ T. Legyen <, /»¢ I/ olyan rendszém,

hogy p. ¢ T‘)‘z sy €8 legyen « = sup{olla T € I}. Ekkor

|2 |2 | =2 )« Z % < o6 < ¥,
€1 2€l 1€1] .

N T Cm,
6s igy VP ¢ T ;¢ T QE.D.

Legyen A egy (/\,\/,0, (/\ ’ \/ )W ) tipusu

st ST 2wt £ 4
walgebrai” strukture, melyben o asszociativ, /\,V,/\,\/ pedig
kommutativ. Ekkor minden p 4 -r-polinomhoz egy /szintén










































