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Bevezetés

A disszerticid az

i (1) = —pa (t) + (2 (t - 1)) (L1)

alaku skalaris funkcional-differencidlegyenletet vizsgalja, ahol u > 0 paraméter, és f nem-
linearis visszacsatolasi fiiggvény. Folytonosan differencidlhaté és nemsima, monoton nové
és monoton csokkend nemlinearitasokat is tekintiink. Ilyen egyenletek mesterséges neuron-
hélézatok tanulmanyozasanal fordulnak elé [17].

A dolgozat célja a globalis attraktor minél teljesebb leirdsa specidlis visszacsatolasi fugg-
vényekre. A globdlis attraktor, ha létezik, a végtelen dimenziés C' = C' ([—1, 0], R) &llapottér
azon részhalmaza, amely minden korlatos megoldéast vonz, és igy meghatarozza azok aszimp-
totikus viselkedését. Vizsgdlata magaban foglalja az egyensulyi helyzetek tanulmanyozéasat,
a periodikus palyak pontos szamanak és stabilitasi tulajdonsiagainak meghatarozasat, és ha
lehetséges, az un. 6sszekoto palyak leirasat. Az ilyen tipusu eredmények jelentéségét a szigo-
ridan monoton nemlinearitdsokra igazolt Poincaré—Bendixson-tétel tamasztja ala, amely
szerint minden korlatos megoldas w-limeszhalmaza vagy egyetlen periodikus palya, vagy az
egyensulyi helyzetek és a koztitk futd osszekoto palydk egy részhalmaza.

A disszertacié szandéka egyrészt megmutatni, hogy folytonosan differencidlhaté nemline-
aritasok esetén periodikus palyak létezése igazolhatd gy, hogy el6szor 1épcsos visszacsatolasi
fiiggvényeket tekintiink, majd perturbacids eredményeket alkalmazunk. Konnyti kezelni
azokat az egyenleteket, amelyekben a visszacsatolasi fiiggvény lépcsOs, mert ezen egyen-
letekkel kapcsolatos bizonyos végtelen dimenziés probléméakat (példaul periodikus megolda-
sok konstrukciéjat) véges dimenzis problémak megoldasara vezethetjik vissza. A 1épcsés
fiiggvényekre kapott eredmények kiterjesztése sima nemlinearitdsokra azonban messzemenden
nemtrivialis feladat. A kiterjesztés soran kulcsfontossdgu tulajdonsag, hogy a kérdéses peri-
odikus palyak hiperbolikusak. A dolgozat tovabbi célja olyan nemlinearitasok kezelése, ame-
lyek 1épcsos fiiggvények és folytonosan differencialhaté fiiggvények ,kozott” helyezkednek el,
azaz folytonosak, de nem folytonosan differencialhatéak.

E kutatas Krisztin, Walther és Wu pozitiv visszacsatolast elemz6 [4, 6, 7, 8] korabbi ered-
ményeire, Walther és Yebdri negativ visszacsatoldst vizsgdl6 [14, 15, 16] munkaira, illetve
Gy6ri és Hartung [1] publikdcidjara éptl. Legfontosabb analitikai eszkozeink a Mallet-
Paret és Sell altal bevezetett diszkrét Ljapunov-funkcional és a Poincaré-leképezések elmélete
(kitllonosen Lani-Wayda [9] munkaja).

A dolgozat részletesen targyalja az alabbi, [5, 12, 13]-ban publikélt eredményeket.



Nagy amplitadoja periodikus megoldasok pozitiv monoton

visszacsatolas esetén

A 3. fejezet az (1.1) egyenletet pozitiv visszacsatolds esetén vizsgalja, azaz amikor f folytonos

és zf(x) > 0 minden nulldtol kiilénboz6 valds a-\small . A kovetkez6t tessziik fel:

(H1) >0, f e C'(R,R), f'(£) > 0 minden £ € R-re, tovdbbd a R 3 & —pué+ f(§) € R

fiiggvénynek 6t egymést koveto
§2<E1<§H=0<& <&

zérushelye van, és f' (&) < p < f'(§) minden j € {—2,0,2} és k € {—1,1} esetén.

A (H1) feltétel mellett a C' = C ([~1,0],R) fazistér & : [-1,0] 3 5 — &; eleme egyensilyi

helyzet minden j € {—2,—1,0,1,2}-re. Mivel f monoton né, a fazistér
Cij={peC:&<y¢(s) < minden s € [—1,0]-ra}, ie{-2,0},j€{0,2},
részhalmazai pozitivan invariansak a
O:RY X C>(t,p)—afeC

szemidinamikai rendszerben. A @i oo)xc_y, €5 @ Pljoa0)xcy, megszoritasok A_oo és Ag
globélis attraktorainak szerkezetét (legalabb is részben) jol ismerjiik [3, 4, 6, 7, 8]. Bizonyos
nemlinearitasokra A_o és Ag 2 szerkezete orsoszert [3, 6, 7, 8.

Legyen A a ®|j o)xc_,, megszoritds globélis attraktora. A kérdés, hogy A el6all-e
A= A_Q’() U ./40,2

alakban, mar [7]-ben felmertilt. A disszertaci6 elsé f6 eredménye azt éllitja, hogy specidlis
nemlinedris fiiggvényekre A szerkezete Osszetetebb, és az A\ (A_20 U Ap2) halmazban peri-
odikus palyak vannak.

Ezek a periodikus megoldasok lassan oszcillalnak és nagy amplitidoval rendelkeznek a
kovetkezd értelemben. Tegyiik fel, hogy f € C' (R, R), f/(£) > 0 minden ¢ € R esetén, és
aR3&— —ué+ f(§) € R fuggvénynek 6t egymést kovetd € o < €1 < & =0<E& <&
zérushelye van. Ekkor az (1.1) egyenlet x : R — R periodikus megoldasanak nagy az amp-
litudéja, ha z(R) D (£-1,&). Egy z : R — R megoldés lassan oszcilldl, ha minden t € R-re

& |p—14-nek egy vagy két el6jelvaltasa van. A nagy amplitidéval rendelkezd, lassan oszcillalé



periodikus megoldasokat ezentil — angol elnevezésiikre utalva — LSOP megoldasoknak hivjuk.
Egy z : R — R LSOP megoldas normalizdlt, ha x(—1) = 0, és valamely n > 0-val z(s) > 0
minden s € (—1,—1 + 7) esetén.

3.1.1. Tétel. Létezik olyan, a (H1) hipotézist kielégité p és f, amelyre az (1.1) egyenletnek
pontosan két, p: R — R és ¢ : R — R normalizdlt LSOP megolddsa van. Ertékkészetikre a
p(R) C q(R) dsszefiiggés teljesiil. Az

Op:{pt: tER} és Oq:{Qt3 tGR}
periodikus palydk hiperbolikusak és instabilak, rendre ketto és eqy Floquet-egyiitthatoval az

eqységkoron kivil.

Ilyen periodikus palyak létezésének igazolasa azért érdekes feladat, mert nem lokalis bi-
furkaci6 révén jonnek létre.
A 3.1.1. tételben f  kozel” van az

—K, haz< -1,
(@) =10, ha |z| <1,
K, haz > 1

lépcsés fiiggvényhez, ezért az LSOP megoldas fogalmat kiterjesztjitk az 50 visszacsatoldsi
figgvényre is. Tegyiik fel, hogy f paratlan, kielégiti (H1)-et, és z : R — R LSOP megoldas

w > 0 minimalis periédussal. Ekkor [11]-bél kovetkeznek az aldbbi éllitdsok:

(i) Az w minim&lis periédus az (1,2) intervallumba esik.

(ii) Az z megoldas specidlis szimmetridji: z (t +w/2) = —z (t) minden ¢ € R esetén.
(iii) Az x megoldas monoton tipust: ha ty < t; < tg + w-t Ggy valasztjuk, hogy

x (tg) = Itrél]éll‘(t) és z(ty) = rg&xm(t),

akkor z nemcsokkend [to, t1]-en és nemnévekvé [ty + w]-n.

Ezek a tulajdonsagok motivaljak a kovetkezd definiciot: K > 0 és f = f50 esetén az (1.1)
egyenlet x : R — R periodikus megoldasa LSOP megoldas, ha (i), (ii) és (iii) teljesiil z-re.

A 3. fejezet az alabbi mdédon igazolja a 3.1.1. tételt.

Rogzitjiikk p = 1-et. A kovetkezd érvelés konnyen mddosithaté barmely p > 0-ra. Kezdo
lépésként a 3.2. szakaszban az 50 visszacsatolasi fiiggvényt tekintjiik K > 0O-ra, illetve a
fEe fiiggvényt K > 0 és € € (0,1) esetén, ahol f5¢ € C* (R,R), K >0, ¢ € (0,1), az f&9



egy kozelitése gy, hogy ( fK’e), () > 0 minden & € R-re és

—K, haz<—-1-—c¢,
Ao @) =40, halz| <1,
K, haz >1+e.

Vegytik észre, hogy R 3 & — —ué + f5° (€) € R-nek pontosan 6t zérushelye van.

Legyen K > 3. Definidlunk egy U' € (0,1)* x [0,1) nyitott halmazt és egy ¥ : U' — C
folytonos leképezést tigy, hogy minden ¢ € (0,1)-re az U! 5 a + Y (a,e) € C leképezés
sima és injektiv, ahol Ul az {a € (0,1)°: (a,¢e) € Ul} halmazt jeloli (3.2.2. propozicid).
Kovetkezésképpen ¥ (Ul x {e}) a C tér 3 dimenziés részsokasiga barmely e € (0,1) ese-
tén.

A 3.2.1. alszakasz célja olyan LSOP megoldéds konstrudlasa, melynek kezdeti szegmense
¥ (U')-be esik. U'-nek van olyan U® részhalmaza, hogy ha f = f5¢ az ¢ € [0,1) paraméter-

3(a,e)

rel, akkor minden (a,¢) € U3-ra az (1.1) egyenlet z : [-1,00) — R megoldésa visz-

szatér ¥ (U')-be. Pontosabban fogalmazva, ha () legkisebb pozitiv zérushelye 7, akkor
2299 e $(UY) (3.2.5. propozicid). Ez egy F : U? — R3 folytonosan differencidlhaté
leképezést indukél: (a,e) € Ura F (a,e) = b pontosan akkor, ha xfﬂ’s) = Y (b,e). Ha
valamely (a, ) € U-ra F (a,¢) = a, akkor az (1.1) egyenlet 7>(*¥) megoldasa LSOP megoldas
p =146 f = fE° esetén. Tehat az LSOP megoldds keresésének problémdjat vissza-
vezetjlik egy 3 dimenzids, € paramétertdl fiiggd fixpontegyenletre. Legyen K* =~ 6.8653 a
(K —1) (K +1)® = e (K2 — 2K — 1)° egyenlet egyetlen megolddsa (3, 00)-en. Igaz az aldbbi
allités.
3.2.8. Propozicié. K € (3,K*| esetén az F (a,0) = a egyenletnek nincs megolddsa az
U = {a €R®: (a,0) € U} halmazban. K > K* esetén létezik pontosan egy a* € U,
amelyre F (a*,0) = a*.

Az a* fixpont hiperbolikus, ezt K = 7-re megbizhaté numerikus moédszerrel ellendrizziik.

Igy az implicitfiiggvény-tétel adja a kovetkezd eredményt.

3.2.11. Propozicié. Legyen K = 7. Megadhaté €g > 0 gy, hogy birmely ¢ € [0,ep)
esetén az F (a,e) = a egyenletnek van a* (€) megolddsa U3 = {a € R? : (a,e) € U3}-ban, és
7> R — R LSOP megolddsa az (1.1)-nek f = f7° nemlinearitds esetén.

A fenti konstrukcidhoz hasonlé médon a 3.2.2. alszakasz megad egy méasodik LSOP megoldast
ap=1,f=f" e€|0,&) esetre, ahol &y > 0 kicsi. Az LSOP megoldés kezdeti fiiggvényét



S (@ (), e)-nal jeloljiik, és egy F (-,¢) véges dimenzids leképezés @ (¢) hiperbolikus fixpont-
jaként nyerjik.

A 3.3. szakaszban a véges dimenzios leképezések fixpontjainak hiperbolicitasabol kovetkezik:

3.3.4. Propozici6. Az 25@©9) illete 2>©<) LSOP megolddsok dltal definidlt pdlydk
hiperbolikusak, ketto illetve eqy Floquet-egyiitthatoval az egqységkoron kivil.

A propozicié bizonyitasdnak kulcslépése az, hogy egy alkalmasan valasztott Poincaré-
leképezés a X (a* (), ) fixpontjanak egy kis kornyezetét a C' tér 3 dimenzids 3 (U2 x {e})
részsokasagaba viszi (3.3.1. propozicié), hasonléan ¥ (a (), ) egy kis kornyezetére.

Lani-Wayda [9]-ben publikélt eredménye és a 3.3.4. propozicié garantélja az LSOP megold4-
sok létezését olyan f fiiggvéynekre, amelyek kielégitik (H1)-et, és C'-normaban kozel vannak

f¢-hoz.

3.3.5. Propozicié. Legyen pn = 1 és K = 7. Ekkor minden ¢ € (0, min (gg,&p))-hoz
megadhaté &y = &y (¢) > 0 dgy, hogy ha f € C} (R, R) kielégiti (H1)-et, és ||f — fk”c; < do,
akkor az (1.1) egyenletnek két p: R — R és ¢ : R — R normalizalt LSOP megolddsa van, és
p(R) € ¢(R). A hozzdjuk tartozo

Op={pt:teR} és O, ={q:: t e R}

periodikus pdlydk hiperbolikusak, rendre ketto illetve eqy Floquet-egytitthatoval az eqységkoron
kiviil.

A 3.4. szakaszbeli elokésziiletek utan a 3.5. szakasz az LSOP megoldasok pontos szamét
vizsgalja elészor 50 1épesés fiiggvényre K > 0 esetén, aztan f7¢-ra kis ¢ > 0 esetén, végiil
olyan f fiiggvényekre, amelyek kozel vannak f"°-hoz. Az alabbi, egymdsra épiils allitdsokat
igazoljuk.

3.5.5. Tétel. Ha =1 és f = f&9, akkor (1.1)-nek nincs LSOP megolddsa K € (0, K*)

esetén, és pontosan két normalizdlt LSOP megolddsa van K > K* esetén.

3.5.6. Propozicié. Legyen u = 1. Megadhatd olyan €, € (0, min (gq,&)) kiiszobszam,
hogy € € (0,e.)-ra és f = f7° esetén az (1.1) egyenletnek nincs normalizdlt LSOP megolddsa
0z 25 @) . R 5 R és az 2°0<) R 5 R megolddsokon kivil.

3.5.7. Propozicié. Legyen pu = 1. Minden € € (0,e.)-hoz megadhaté 6, = 0, () €
(0,80 ()) tgy, hogy ha f € C} (R,R) kielégiti (H1)-et és ||f — fk”cg < by, akkor (1.1)-nek
legfeljebb két normalizalt LSOP megoldadsa van.

A fenti eredmények Osszegzéseként adodik a 3.1.1. tétel.



A globalis attraktor

A globélis attraktor teljes leirasa csak bizonyos végtelen dimenzios rendszerek, példaul parabo-
likus egyenletek esetén ismert. A 4. fejezet a megoldasok szerkezetét vizsgalja és a globalis
attraktort jellemzi a 3.1.1. tétel altal adott visszacsatolasi fliggvényre.

Egy = : R — R periodikus megoldés lassan oszcilldl &, x € {—1,1}, koriil, ha minden
t € Rre x — &.-nak legfeljebb két eldjelvaltdsa van [t — 1,¢]-ben. A 3.1.1. tételben szerepl
f és p olyan, hogy az (1.1) egyenletnek létezik £_; illetve & koril lassan oszcillalé peri-

odikus megoldasa, melyek értékkészlete rendre (£_o,0) illetve (0, &) részhalmaza [7]. Nincs

/////

4.2.1. Propozicié. A 3.1.1. tétel dltal adott f figgvényre az (1.1) egyenletnek van olyan

L' R — R periodikus

& koril lassan oszcilldlé x* : R — R és £ koriil lassan oszcilldlé x~
megolddsa, amelyek értékkészletei rendre (0,&y) illetve (§_5,0) részhalmazai, és amelyek mazi-
mdlisak abban az értelemben, hogy x'(R) D x(R) illetve x7Y(R) D z(R) minden olyan &
illetve &1 koril lassan oszcillalo periodikus megoldasra, melynek értékkészlete (0,&s) illetve
(€-2,0) részhalmaza.

Legyen Oy = {z} :t € R} és O_; = {x;l te R}. Jelolje W* (O,) és W* (O,) rendre az
O, és O, LSOP pélyak instabil halmazat. A kévetkezd tétel a dolgozat masodik f6 allitasa.

4.1.1. Tétel. A u konstans és az [ figgvény vdlaszthato dgy, hogy kielégitsék a (H1)

hipotézist, a 3.1.1. tétel dllitdsa igaz legyen, és az A globalis attraktorra az
A=A0UAy UW"(O,) UW" (O,)

egyenldség teljesiljon. A W* (O,), W* (O,) halmazokon a dinamika a kévetkezd.

Minden ¢ € W*(O,) \ Oy4-ra az w (¢) hatdrhalmaz vagy {5,2}, vagy {52}, és léteznek hete-
roklinikus kapcsolatok O,-bol {E_Q}-hOZ illetve {ég}-hOZ.

Minden ¢ € W*(O,) \ O,-re w(¢) a {5_2}, {@} {52}, Oy, 01, O_; halmazok valamelyike,
és léteznek heteroklinikus kapcsolatok Op,-bol a {5_2}, {O} {ég}, Oy, 01, Oy halmazokhoz.

Az vilagos, hogy W" (O,) UW" (O,) C A\ (A_30UAgz). A forditott irdnynd tartalmazas
részben a 4.3.3. propozicié folyoménya, mely szerint minden ¢ € (0,¢,)-hoz megadhaté
8y = 83 (€) > 01gy, hogy ha =1, f € C} (R, R) kielégiti (H1)-et és || f — f7’€||cg < 09, akkor
az (1.1) egyenletnek nincs gyorsan oszcillalé periodikus megoldasa. Egy megoldast gyorsan
oszcillalénak hivunk, ha legalabb harom el6jelvaltasa van minden 1 hosszu intervallumon.

W (0O,) pozitlv irany1 kiterjesztése W* (pp)-nak, amely egy alkalmasan valasztott Poincaré-

leképezés lokalis instabil sokasdga a po fixpontban. Hasonl6 allitds igaz W" (O,)-ra. Az



O, periodikus pélyatél indulé heteroklinikus palydk létezése azon mulik, hogy W" (po) 2
dimenziés, és az 1 dimenzids W' (pg) gyors instabil részsokasdg két részre bontja. Az ered-
mény igazolasahoz &_1,0,&; koriil vett diszkrét Ljapunov-fiiggvényeket, az invarians sokasa-
gok elméletét, a Poincaré—Bendixson-tételt, a szemidinamikai rendszer monotonitasast és

elemi topoldgiai meggondolasokat hasznalunk.

Lassan oszcillald periodikus megoldasok negativ

visszacsatolas esetén

A 3.1.1. tétel alapjan felvetodik a kérdés, hogy a visszacsatolasi fliggvény megfelel6 valasztasa-
val elérheté-e az, hogy az (1.1) egyenletnek tetszéleges szamu lassan oszcillalo periodikus
megoldasa legyen. Az 5. fejezetben megoldjuk a problémat a negativ visszacsatolas esetére,
azaz arra az esetre, amikor f folytonos és xf () < 0 minden nullatdl kiillonb6z6 valos z-re.
Negativ visszacsatolas esetén x : R — R lassan oszcillal, ha x el6jelvaltdsainak tavolsaga
nagyobb 1-nél. A lassan oszcillalé periodikus megoldasokra SOP megoldasként utalunk.
Walther megadta Lipschitz-folytonos fiiggvények egy olyan osztalyat, amelyre (1.1)-nek van

SOP megoldasa. A disszertacié harmadik f6 tétele ezt az eredményt javitja.

5.1.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy pn > 0. Megadhato olyan lokdlisan Lipschitz-folytonos paratlan

f nemlinearitds, amelyre x f (x) > 0 barmely x € R\ {0} esetén, és amelyre az

i () = —pa (1) = f (@ (t = 1)) (5.1)

egyenletnek végtelen sok SOP megolddsa van. Az SOP megolddsok (p™))—_, sorozatdrap™ (R) C

P (R) teljesil minden n > 0 esetén. Ha f folytonosan differencidlhaté, akkor a periodikus

palydak hiperbolikusak és stabilak.

Az 5.1.1. tételt az alabbi mdédon igazoljuk.
Legyen p > 0 és legyen K > 0 nagy. Az 5.2. szakasz u” : R — R periodikus megoldast ad
a specialis
—KR, haz< —R,
fT(x) = qo0, ha |z| < R, (5.2)
KR, haz >R

1épcsos fiiggvényre minden R > 0 esetén.
Az 5.3. szakasz ezutan bevezeti az N fiiggvényosztalyt. Rogzitsiink egy M > K konstanst.
Legyenr > 1,e € (0,r—1)ésn e (0, M — K) esetén N = N (r,¢,n) azon folytonos paratlan



f R — R fliggvények halmaza, amelyekre
|f ()] <n, haze€]0,1],

[ (x)

Tn

< M minden x € (r", 7" (1 4+¢)) és n > 0 esetén

" f ()

TTL

- K

< 1 barmely x € [r" (1+¢) ,7""“} és n > 0 esetén.

N elemeinek [—r", r"]-re vett megszoritsait az (5.2) altal definialt f™" ' figgvény pertur-
baltjainak tekintjik minden n > 0 esetén.
Olyan SOP megoldésokat keresiink az f € N visszacsatolasi fliiggvényre, amelyek kezdeti

fiiggvényei a nemires, konvex, zart A, = A, (r, ) halmazokba esnek, ahol
A, = {go €C:r"(1+¢) <¢(s) <r"™ minden s € [~1,0)-re, és¢ (0) =" (1 —l—s)}

minden n > O-ra. Ha f € N (r,e,n), akkor az 5.3.1. propozici6 szerint az (5.1) egyenlet
A, (r,€)-bél indulé megoldésai konvergdlnak u""-hez a [0, 2] intervallumon abban az értelem-

ben, hogy
o2 () — w" (2)
sup — 0,
FEN(re,m), n>0, €A (1), tE[0,2] rr

ha r — oo, ¢ = 0+ és n — 0+. Ebbdl a tulajdonsiagbdl kiindulva igazolhaté, hogy ha e és
n elég kicsi, illetve r elég nagy, akkor barmely ¢ € A, (r,¢)-hoz megadhaté ¢ = q (¢, f) €
(1,2), amelyre z¥ € — A, (r,€) (5.3.2. propozici6). Az 5.4. szakasz Walthert [14]-ben kovetve
definialja az

Ry : Ay (re) 29— =0 (q(p, f),p) € An(re)

visszatérési leképezést minden f € N (r,e,n) és n > 0 esetén. Ha az R}, n > 0, leképezés-
nek van fixpontja, akkor a fixpont az (5.1) egyenlet egy 2¢ minimaélis periédusu p” SOP
megoldasanak a kezdeti szegmense.

gy az 5.1.1. tétel igazoldsdhoz elegendd megmutatni, hogy megfeleld f € N-re R szigoru
kontrakeié minden n > 0 esetén. Meghatdrozunk egy (f-t6l fiiggd) Lipschitz-konstanst Rf-re
barmely n > 0 esetén. Ezutan rekurziv moédon definidlunk egy f visszacsatolasi fiiggvényt a
[—r™,r"], n > 1, intervallumokon tgy, hogy f € N és R szigoru kontrakeié legyen minden

n > 0-ra. A periodikus palyak stabilitdsa és hiperbolicitdsa [14] 4. szakaszabdl kovetkezik.



Dinamika a Hopfield-féle aktivalasi fiiggvény esetén

A 6. fejezet a szakaszonként linearis

) 1, z>1,
f:R9$|—>§(|x+1|—|x—1|): r, —1<z<l1, (6.1)
-1, z< -1
Hopfield-féle aktivalasi fiiggvényt és az
(t) = —px(t) + af(x(t) + 0f (x(t — 1))+ 1 (6.2)
egyenletet vizsgalja a
a, by, I ER, p>0ésb#£0 (6.3)

paraméterekkel.
Alkalmazéasok motivaljak (1.1) ebben a kicsit dltaldnosabb formaban val6 vizsgalatat [2].
Gy6ri és Hartung bizonyos paramétervilasztasok mellett jellemezték a dinamikét [1]-ben.
Megfogalmaztak azt a sejtést, miszerint b > 0-ra minden megoldés egyensulyi helyzethez
konvergal, ha t — co. A 6. fejezet a sejtés igazsagtartalmat vizsgalja azokban az esetekben,

amelyeket az 6 eredményeik nem fednek le, azaz ha
b>0é0<p=a+b—|I], (6.4)

vagy ha
b>0é0<pu<a+b-—]|I. (6.5)

Az analizis nehézsége abban rejlik, hogy a Hopfield-féle aktivalasi fiiggvény sem szigortian
monoton novo, sem folytonosan differencialhato, igy a megoldasoperator sem injektiv, sem
mindenhol differencialhatd. Kovetkezésképpen szdmos, szigorian monoton és sima nem-
linearitasokra kifejlesztett technikat nem alkalmazhatunk. Példaul nem tudjuk, hogy egy
Poincaré-Bendixson tipust tétel igaz-e (6.2)-ra.

A (6.4) specidlis esetben a sejtés konnyen igazolhato.

6.3.1. Tétel. Tekintsik a (6.1)-(6.3) problémdt. Ha (6.4) teljesil, akkor az (6.2) egyenlet

minden megoldasa egyensulyi helyzethez tart, ha t — oo.

A fejezet nagyobb része a (6.5) feltétellel foglalkozik. Ebben az esetben (6.2)-nek harom
ér, é,, éo egyensulyi helyzete van, ér és é, stabil, éo instabil.



Az
S = {(p € C: 2% — & zérushelyeinek halmaza feliilré] nem korléfcos}

halmazt szeparatrixnak hivjuk. S 1-kodimenziés Lipschitz-részsokasdga C-nek (6.5.2. propozi-
ci6), és kulcsszerepet jatszik a megoldasok hosszu tavu viselkedésének megértésében.

A & koriil vett linearizalt egyenlet altal indukalt megolddsoperatorok erdésen folytonos
félcsoportot alkotnak. Jol ismert, hogy a félcsoport generatordnak spektruma sajatértékekbol
all. Egy valos \g sajatérték van, a tobbi komplex konjugalt parok ()\k,)\ik):il sorozata.

Ha p # a, akkor legyen L (a, ) = (u—a)/ cos B, ahol § € (m,27) a = (a—p) tan 6 egyenlet
megoldasa, egyébként legyen L (a,pn) = 37/2. A b > L (a, p) feltételre 6sszpontositunk, ami
a 0 < Rel; < \g egyenl6tlenséggel ekvivalens.

Koénnyt latni, hogy a b = L (a, ) eset ellenpéldat szolgaltat a sejtésre, mivel ekkor ReA\; =

0, és kontinuum szamu periodikus pélya jelenik meg.
6.3.2. Tétel. Tekintsik a (6.1)-(6.3) problémdt a (6.5) feltétellel.
(i) A megolddsok tobbsége konvergens, azaz p € C'\ S esetén xf — & vagy xf — £, amint
t — 00.
(i) Ab> L(a,p) feltétel maga utan vonja eqy olyan p : R — R periodikus megoldds létezését,
amelynek w minimdlis periddusa (1,2)-be esik.

Legyen b > L (a,p). A 6.3.2. (ii) allitds bizonyitdsaban jelolje W a & egyenslyi helyzet
3 dimenzidés lokalis gyors instabil sokasaganak pozitiv irdnyban vald kiterjesztését. Ekkor

WnNS,aWn S halmaz lezartja kompakt és invarians.

6.5.5. Propozicié. Ha ¢ € WN S\ {éo}, és x = z¥ : R — R olyan megoldas, amelyre
xy € WNS minden t € R esetén, akkor ¢ — éo-nek: legfeljebb két elojelvaltasa van, és létezik
eqy (t,)™,, sorozat tgy, hogy minden n € Z-re

tha1 —tn < 1, tpio — tn > 1,

z(ty) =&, @(ta) >0, & (tans1) <O,

z(t) > &y, hat € (ton, tons1), €s x(t) <&, hat € (tan_1,ta)-

A 6.6. fejezet bevezeti a my : C' 3 ¢ — (gp(O) — &0, 0(—1) — éo) € R? folytonos leképezést,
és a 6.5.5. propozicié segitségével tanulmanyozza a o (W N S) képhalmazt. A 6.3.2. (ii) 4l-
litas igazolasdhoz Poincaré-leképezést definidlunk o (W ns ) egy részhalmazan. A Poincaré-

leképezés fixpontja garantalja, hogy W N S-ben van periodikus palya.
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