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I. BEVEZETES

Ebben a dolgozatban véges halmazokon értelmezett
fliggvényekkel foglalkozunk. A halmazokat latin nagy betiik-
kel jeloljik. Egyszeriiség kedvéért rendszerint feltessziik,
hogy a tekintetta elemii véges halmaz a 04,...n-4 elemekbdl
dll. Azt fogjuk vizsgdlni, hogy az utébbi alaphalmazon ér-
telme zctt.bizon_yos fliggvényekbdl vagy fﬁggvéﬁybé’l el8dllit-
haté-e az ott értelmezett dsszes fliggvény Ssszetett fiiggvény
képzdéssel. Specidlisan, f8ként azzal a kérddéssel foglalko-
zunk, hogy az alaphalmazon értelmezett bizonyos fiiggvény
vagy fliggvények, hozzdjukivéve még azidentikus fiiggvényt
és a konstans fliggvényeket, Ssszetett fliggvényként elddllit-

jdk-e az 8sszes fiiggvényt ugyanezen az alaphalmazon.

El8szdr ismeretjiik a felhaszndlandé fogalmakat.
Az A halmaznak a B halmazba vald olyan megfelelteté-
sét, ameclyndél az A minden egyes clemének pontosan egy ké-

pe van, az 4 halmaz B halmazba vald leképezésének nevez-

zik.

Legyen A tets z8leges nem lires halmaz, # pedig nem
» s n it
negativ egész szdm. Az A halmaznak az A halmazba valé A-n
értelme zett A vdltozds leképezésdét miiveletnek nevezziik. A
‘miiveleteket vagy hagyomdnyos mdédon /pl: &sszadds-jellel/,

vagy a fliggvény-jelslés szokdsos médjdn [kis latin betiikkel/
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jeldljiik. Miivelet helyett! gyakran fiiggvényt mondunk. Pro-
jekcidénak, részletesebben n—véltozo"s {~edik projekcidnak ne-
vezzik azt az h-vdltozds miiveletet, amely minden elem f-cs-
hez, annak {-edik elemdt rendeli hozzd. Az +h-vdltozds elsé,
md sodik, stb. projekcidt X, X,...X» jeldli. Az A={el..} halmaz

o eleme karakterisztikus fiiggvényén azt aX egyvdliozds fiigg-

vényt értjiik, amely a-n az 4, A tobbi elemén pedig a 0 értdé-

ket veszi fel. Az A halmaz a eleméhez tartozé konstans fiigg-

vényén pedig azt a G, egyvdltozds fiiggvényt értjiik, amely A

minden elemén az ¢ értéket veszi fel. Nevezziik kvd zitrividlis

figgvénynek {-ct, ha minden @, @ 1@ ™

feian - adefa e add. (f:AA; a:ch).

Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett { n-vdltozés

fiiggvény lényegesen fiigp {-edik vdltozéjdtdl (1£¢<n) , ha

vannak olyan as--, a;..4.a.$—,am,....04.eA elemek, hogy
{(Qh' B QB -'ia“)+¥(au e Qi ,b-.aiu i~ "Q'\)'

L ényegesnek nevezziik az{ fiiggvényt, ha{ legaldbb két vdlto-

z6jatdél lényegesen fijgg;, tovébbéf értékei kdzdttd minden ele-

me el8fordul.

A kévetkez8 fogalmat Quackenbush vezette be.
Az < 0a,... 00> Esdl ... > elem n-esekrdl akkor mondjuk,

hogy azonos mintd juak, ha {£4j4h esetén a;=0j-bdl kovet-

kezik le=b; és forditva. Egy n vdltozds { fliggvényt akkor

neveziink mintafiiggvénynek, ha bdrmilyen X X,,.... X« esetén
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{(X«.Xa.,---axn)‘xt' (1«{<n) , ahol 4L ugy fiigg az X«Xa,---,Xa -t8l,
hogy {(‘}«,Jja,--wl}.)n Yo ugyanazzal-az {- vel, ha (lj“)’,‘...,isu)

ugyanolyan mintd ju, mint X Xayoon (Ko

Legyen A tetsz8leges nem iires halmaz. Az 4 halma-

» ? A ’ ’ o P u
zon értelme zett n-vdltozds p reldcidn tetszdlleges fEA
v

részhalmazt értink.

A kovetkez8 definicidé Csdkdny Béldtdél szdrmazik. Az
{04,010 és(ln.b,‘. &> elem h-eseket nevezziik azonos min-
tdjuaknak a két vdltozds p reldcidra nézve, ha minden{c‘.-}) par-

£
ra (léi.j}én\ a;fa; akkor és csakis akkor, ha lr:s)?r, . Egy n-

VéAl‘tozo's { fliggvényt akkor neveziink 'g-mintafltiggvénynek, ha
birmely Xy ¥, .. Xa esctén {(XiXa,---Xu)sX; (I4¢¢n) , ahol &

‘ugy fligg az Xy, Xa,....Xa ~t8l, hogy {(1},.11,_....#*1}5, ugyanazzal az
;-vel, ha az{xX,-..,X»> &és <‘j4.13,_,---.‘§.‘> azonos mintd juak f—ra
nézve. A kdzonsdéges mintafiiggvény é f-mintafiiggvénynck az
a specidlis escte, amikorf az egyenldség-reldcid. Haéonléan
definidlhatd a P-mintaﬁiggvény tetsz8leges vdltozdszd mu f)

reldcid esetén.

Akkor mondjuk, hogy az{f A halmazon értelmezett +
vdltozds miivelet tiszteli /mdsképpen: megérzi/ az ugyanott

értelme zett kétvdltozds f reldcidét, ha valahdnyszor a,s:l—..

g ,a,‘g(rn , mindannyiszor 4(114,(1:..---.ﬁu)‘?{:“n.-l*z.---\1’-) .

Ez a definicid is termdészetes mdédon dtvihetd tetsz8leges vdl-



tozd szdmu reldcidkra.

Neve zziik az{ fliggvényt funkciondlisan teljesnek

vagy fiiggvényteljesnek az A halmazon, ha bel8le, a konstan-

sokbdl és az identikus fiiggvénybdl minden, az A-n értelme-
zett /akdrhdny vdltozds/ fiiggvény Ssszetett fliggvény képzds-
scl elddllithatd. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy az(A;{) aigebra
- vagyis az A alaphalmazu és f miiveletii algebrai struktura -

funkciondlisan teljes.
|

Legyen adva az A n elemii halmaz. Jeldljiik PR-nel az
A halmazon értelmezett $sszes miiveletek halmazdt, Legyen

M aP egy rédszhalmaza. | lezdrdsdnak nevezziik a B-bdl

vett 3sszes olyan fiiggvényekhalmazdt, amelyek kife jezhet8k
. dsszetett fliggvény képzdssel az dl elemeibdl és a projekcidk-

bdl.

Ha az M-hez tartozé fiiggvények tisztelik f reldcidt,
akkor az azokbdl képzett dsszetett fliggvények is, mivel a pro-
jekcidk minden reldcidt tisztelnek, azl lezdrdsdban tartozd

fiiggvények is tisztelik aj) reld cidt.

Tartozzdék az F(x) fiiggvény azdl fiiggvényhalmaz lezdrd -
sdhoz. Azt mondjuk, hogy F(x) mélysége M-re vonatkozdan 4,

han a legkisebb olyan nem negativ egész szdm, amelyre létezik

Hx)-nek Mh-beli fiiggvényekbdl és projekcidkbdl ssszetett fiigg-

vényként valé el8dllitdsa, amelyben az Ml-beli fliggvények dssze-

~sen N-szer fordulnak eld.
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Azl fiiggvényhalmazt zd rthalmaznak vagy klénnak
nevezzik , ha Uﬂ‘ M.

Azt mondjuk, hogy az 4 halmazon értelmezett fiigg-
vényekbdl 4116 {fi,fs,---3  halmaz teljes, ha R bdrmely
fliggvénye felirhatd e rendszer fliggvényei segitségével,
azazﬁ{.,{g. Ve .ﬂ= P, . A definiciébdl ldtszik, hogy'_egy
ffiiggvény pontosan akkor funkciondlisan teljes, ha az a
halmaz, amely {-bé’l ds az 8sszes konstans fiiggvények-

bsl 411, funkciondlisan teljes.

A P-b8l képzett fiiggvények dl halmazdt maximd -
lisnak nevezziik, hadl nem teljes, de bdrmely olyan {
 fliggvényre, amelyre{el?. és f¢ M, az Muf¢} halmaz teLjés.
A meghatdrozdsbdl kévetkezik, hogy minden maximdlis osz-

tdly zdrt osztdly.
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II. TELJESSEGI TETELEK

Ebben a részben két ismert, fliggvényrendszerek
teljességdére vonatkozdé tételt /réviden teljessdgi tételt/
mutatunk be, amelyeket funkciondlis teljességi vizsgdla-
tainkban felhas zndlunk. E zenkiviil felsorolunk néhdny is-
mert, funkciondlis teljességre vonatkozd tételt; kdztik

azokat is, amelyek vizsgdlatainkat motivdltdk.

Szdmos szerzd vizsgdlta véges algebrdk funkcio-
ndlis teljessdégét. Az els8 nevezetes eredmény ilyen
irdnyban Rédei és Szele [3] tétele, amely szerint a véges
testek funkciondlisan teljesck, alapmiiveleteknek az 6$size-

‘addst és a szorzdst tekintve.

Az utébbi dltaldnositd saként Kuznyecov [7] bebi-
zonyitotta, hogy a véges gyliriik kdziil pontosabban a nem
trividlis szorzdsu egyszeri gyiiriik funkciondlisan teljesck.
Kuznyecov mutatta meg cl8szdr, hogy egy véges csoport ak-
kor és csakis akkor funkciondlisan teljes, ha nem Abel-cso-

port és egyszerii.

 Kifejtési tétel /Wille [6] , Werner [5]/

Legyen H={0,,--.3 véges halmaz, Legyen A ésV olyan két-

vdltozds miiveletek H-n, hogy minden QeH-ra tel je siil

aAl=Q 4, 6A0=0Q 4+ OVO=Q=0VQ .

Akkor a fA. vV, X, X,...C. C,.-t halmaz teljes.
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Bizonyitds: Az V miiveletre vonatkozd feltétel -
bél kdvetkezik, hogy ha egy tetszd8legesen zdrdjelezett
av..vo, alaku kifejezés minden tagja 0 esetleg az Q; ki-
vételédvel, akkor a kifejezés értéke @, /fiiggetleniil a zd-
rdjelezés mdédjdtdl/. E zért ilyenkor a révid t\-'/:o'l' jelo-
lést haszndlhatjuk.

Ezt figyelembe véve észrevessziik, hogy bérmely{ k-

vdltozés H-n értelmezett miiveletre &s tetszlleges ele-

mekre érvényes:

fot - %)=V {(Cronmon OAX KA X YA A Xa (),
(a.,--.aneH

Valdban a V jel mogott 4116 minden '"tag'" 0 , esetleg annak

a tagnak a kivételével, amelyben aQ=Xey - » - =Xk,

- az utdébbi tag pedig ( . -(C{(x..u .,xk)(XJM)AV, ,)M—_-f(x,‘...,x,)

Felhaszndljuk a k&vetkez8 nevezetes tételt is:

Slupecki tétele [7] : A legaldbb hdrom elemii hal-

mazon értelmezett fiigovényekyl halmaza teljes, ha tartal-

mazza az Osszes egyvdltozds fiiggvényeket, valamint egy

lényeges fii ggvényt ’

Felhas zndlva azt a jél ismert tényt, hogy tetszdleges ele-
mii halmaz dsszes egyvdltozds fiiggvényei elddllithatdk 8sz-
szetett fliggvényként e halmaz transzpozicidibdl és egyetlen:
olyan fiiggvénybdl, amelynek értékkészlete h-f elemii, to-
vdbbd az dsszes transzpozicid ugyancsak elddllithatd a

(04), 0,2), - - - ,{n-4,0) transzpozicidkbdl, nyerjiik Slupecki

tételének a kdvetkezd alakjdt:
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A legaldbb hdrom elemii H halmazon értelmezett fiiggvények
halmaza teljes, ha tartalmazza a hx) ,{c(X) , (i=4,2,- -+ n-4)

és '{(x.,...,m fiiggvényeket, ahol:

4' ha X’-'-'O,

M><)=[

X, ha X40;

{,ha X=0,
1(}(;(): 0 ha X=4,
X kiilénben
és {(xﬁ...,x.(.) lényeges fiiggvény.

Pixley nevéhez fiiz8dik a kdvetkezd8 t fiiggvény,

.az un. terndris diszkrimindtor vizsgdlata:

..

X ha X+1},
t 4. 2)=1
l‘} Z,ha x,,,,xy
bdrmely véges halmazon. Werner [J bebizonyitotta, hogy

ez a fliggvény funkciondlisan teljes.

Fried és Pixley [2] vizsgdltdk az un. dudlis disz-
krimindtort, amelynek jele d , definicidja:
d(x,{}, Z)s{z, hit """"}'
X kiilénben.
Bebizonyittdk, hogy a dudlis diszkrimindtor szintén funkcio-
ndlisan teljes bdrmely legaldbb hdrom elemii halmazon.

Mindkét diszkrimindtor-fliggvény mintafiiggvény.
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A két diszkrimindtor-fliggvényre vonatkozd eredményt &l-
taldnositja Csdkdny [1] tétele, amely szerint legaldbb hd -
rom clemii véges halmazon barmely mintafiiggvény teljés.

A g- mintafiiggvények funkciondlis teljességének a vizsgd-
latdt szintén Csdkdny vetette fel 1978-ban a csehszlovdk
algebrai nydri iskoldn tartott el8addsdban. Ebben a dolgo-
zatban a g-mintafiiggvények- funkciondlis teljessdgdét vizs-
gdljuk azokban az esetekben, amikorj) : részhalmaz, .ekvi-
valencia, permutdcid, linecdris rendezés, rendezds,a ffin
relicid. Egyes esctekben sikeriilt dltaldnos megdllapitdso-
kat bizonyitanunk, mds esctekre vonatkozdan példdkat és
ellenpélddkat adunk meg. Tobbek kozstt Werner, valamint
" Fried és Pixley emlitett eredményeit permutdcidkra és li-
nedris rendezdésekre is dtvissziik. Eredményeink egy r\é&zét
kézlésre benyujtottuk a "Finite Algebra and Many - valued

Logic" cimii cikkgylijteménybe [4] .

Miel&tt eredményeink is mertetésérg r&itérnéﬁk,

me gemlitjiik, hogy a funkciondlis teljesség kérdése végte-
len halmazokon értelmezett fliiggvényekre szdmossdgi meg-
gondold sok miatt érdektelen. Mdsrészt a[Oil} két elemii hal-
mazon értelmezett fiiggvényekre a fliggvényteljesség kérdé-
se teljesen megoldott. Post egy tétele szerintd| akkor és
csak akkor fiiggvényteljes, ha tartalmaz nem monoton fiigg-
vényt és mod 2 nem linedris fliggvényt. Mindezek miatt a
tovdbbiakban mindig feltessziik, hogy az alaphalmaz, ame -
lyen fiiggvénycinket értelmezziik véges és legaldbb hdrom

elemii.
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1II. EGYVALTOZOS RELACIOK

A H halmazon értelmezett egyvdltozds reldcidk a
H halmaz részhalmazai. Haj) ilyen részhalmaz, két soro- -
zatg mintd ja akkor egyezik meg, ha ugyanannyiadik eleme-

ik tartoznak a P részhalmazhoz.

Haj) részhalmaz reldcid, akkor a P-mintafﬁgg-
vények tisztelik aj) reldciét. Valéban, ha a.,at,....a.‘ey,
akkor {(o,.,a,... : .,a..)e{a.,q“...,a.&ef. Felvetddik a kérdés, hogy
adott y-r‘a a 9-mintafx‘iggvényck halmaza teljes-e, ha ez
igy lenne, akkor minden fliggvény tisztelné S)-t, de ez nem
igaz.

Tétel: Legyen adott aH halmazon tetsz8leges rész-

halmaz reldcid. Akkor egyetlen p-mintafiiggvény sem fiigg-

vé nztelje S.

Bizonyitds: a./ Ha aj) részhalmaz iires vagy ma-
ga a H halmaz, akkor a P-mintafiiggvények definicidjd bdl
kovetkezik, hogy azok mind projekcidk. A projekcidkbdl és
konstansokbdl nem dllithatd el az Ssszes fiiggvény.

b./ Ha aj) nem a H halmaz, de van
legaldbb két kiilonbdz8 eleme: a és b , mig C¢f , akkor egy
{(x) P-mintafiiggvénybé’l és a projekcidkbdl nem tudunk oiyan
Fix) fiiggvényt el8dllitani, amelyre Flbl=a , Fla)=c vagy & .
Ez Fi)-nek {(X)—re vonatkozé mélysége szerinti teljes in-

dukcidval adddik.



¢./ Ha [ cgyetlen eleme @, mig &
ésCf—n kiviili kiilénbdz8 elemek, lslkkor egy{(x) ‘P- mintafiigg-
; vényb8l és a projekcidkbdl nem tudunk olyan F(x) fiiggvényt
élé’«:illitani, amelyre Flb)=¢, Floc vagy b .
"Ezt is F(x) {(x}-re vonatkozd mélysége szerinti teljes induk-

ciéval kapjuk.
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IV. KETVALTOZOS RELACIOK :

1. ® ekvivalenciareldcid
-

Tétel: Legyen p olyan ekvivalenciareldcid
J

a halmazon, amecly nem cgyenlésdg-reldcid. Akkor egyet-

len o-mintafiiggvény sem fliggvényteljes.
J

Bizonyitds: Tegylik fel el8szor, hogyf nem a
teljes reldcid. A konstansok és az identikus fliggvény tisz-
telik a S) reldcidt, mivel az ekvivalenciareldcid.

Médsrdészt a S)-mintafiiggvények tisztelik Sp-t, ha az ekvi-
valenciareldcid, ugyanis: a.sa,lr,‘ a;glr,,,. D

1 0P b esctén flavaq,.. .a,..)f{f(lr,,lr,.. . k) érvényes,
hiszen felhaszndlva az ekvivalencia tulajdonsd gait, kapjuk:
{ta. 0., . ,a.,)f{f(k,a,l‘- : .,au}f{(&,},,. ..,a..)g{(lr.,b,, < )
A S)-t tiszteld fliggvényekbdl képzett dsszetett fliggvények
szintén tisztelik S)-t. Tehdt j)-mintafiiggvénybé’l, a kons-
tansokbdl és az identikus fiiggvénybdl a .?_ t nem gisztelé’

fiiggvények nem dllnak el8.

Ha f 'teljes reldcid, akkor a f-mintafiiggvé-
nyek projekcidk lesznek. A projekcidkbdl, a konstansokbdl
ds az identikus fiiggvénybdl szintén nem rakhatd Ossze az

dsszes fliggvény.

2. Apreldcié: permutdcid
J

Ha aS) reldcié az identikus permutdcid, akkor a
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g-mintafu‘ggvényck kézonséges mintafiiggvények, és igy
fiiggvényteljesek. Miel&tt a nem identikusy permutd cidk-
ra vonatkozd P-— mintafiiggvények funkciondlis teljessdégdt
vizsgdlndnk, nézziik meg, milyen tulajdonsd gokkal rendél-

ke znek a ?- mintafiiggvények.

Tétel: Ha { p-mintafiiggvény, akkor { tiszteli
85 | T 1 2

aJp permutdcidt.

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy a.f?,.“ a,g&-b'.. -5
a“f?,,, . Azt kell beldtni, hogy:

{(a.,a,,- ...a..)_?{(iq,b,,,....h)-
Elég kimutatni, hogy <'a.la,_,....a~§ és Ll ke, - - k> azonos
© mintd juak j)-ra nézve.
Ugyanis, ha a.fa.g igaz és a.j:lrc is, akkor Q= Z—,; , de
a.‘f[m-bél kovetke zik In-fiv;: . Forditva, ha (fcflfn igaz,
akkor Qiyag is igaz. ‘

Ezzel a bizonyitds kész.

i
i

lgy a 3)- mintafiiggvényekbdl csak a S)-t tiszteld
fiiggvények dllithatdék eld. Tehdt a P-mintafiiggvények hal -

maza nem teljes.

Tétel: Hag egy tetszdleges kvdzitrividlis p-t
[ .

tiszteld fliggvény, akkor ez a fiiggvény p-mintafiiggvény.
J

Bizonyitds: Ha(} tiszteli j)-t, akkor 0..92&.
‘QZPL—,_, o ~.au9"'n esetén 3(0“ JGaya oy aﬁ)f?“‘uh.' o) l“"‘)
is teljesiil. S8t az is igaz, hogy O"S)Q“ A a;s:fn. 2 4 -nanfbw

esetén €A, Ga,.--Qn> 'és <6‘.‘Irz‘...\lr..> azonos mintdjuak

S)-ra nézve, Mivcl% kvdzitrividlis, igy %(o,,la,_‘...|a.‘)=a,;
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-b8l kovetkezik C}Un.ll‘el . .-.fru)'—'- b ; ezzel a bizonyitds

kész.
|

Igy kimondhatjuk a kovetkez8 tételt:

Tétel: Egy q kvédzitrividlis fiiggvénLakkor-és
[ S

csakis akkor tiszteli p-t, ha § p-mintafiiggvény.
J g d

Mésrészt a diszkrimindtor fiiggvények funkciondlis teljes-
sége nem kiviételes jelenség. Ezt mutatja a l<6§ctl<c7.6 pflda:
Legyen a H={od, .. n-4} halmaznak j) tetsz8leges
permutdcidja. Allitjuk, hogy a
"X, ha quX:. igaz, de XzfX; nem,
{:()ﬁ,xx.xs,xm %)= { X ha XpXs igaz, de ij-‘Xz.'nem,
X; kiilénben

figgvény funkciondlisan teljes a H halmazon.

A bizonyitdshoz Slupecki tételét figyelembe véve
elég beldtni, hogy tartalmazza az Osszes egyvdltozds fligg-
vényt és egy lényeges fiiggvényt, amely felveszi az 3sszes

H -beli értéket.

Ha j) nem identikus permutdcid, akkor a keresett
lényeges fliggvény maga az{: .

Most elddllitjuk a Slupecki-tétel alkalmazdsdhoz
sziiksdges egyvaltozds h és {.‘c fiiggvényeket.

ho={(t x.8,4,2),

aholl.fO ds 4?-64 érvényes. Ha 14(4n-{ , akkor
{a()(kf(lmx.éhi.d’ ahol I,‘?Zsa érvényes. Ezzel a bizonyitds

kész.
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Attériink a funkciondlis teljessdg vizsgdlatdra.

1
A kovetkezd tétel a terndris diszkrimindtor funkcwnahs
teljességét kimutatd tétel dltaldnositdsa. A tételiinkben

szerepld fiiggvénynek a terndris diszkrimindtor az a

specidlis esete, amelyben ay identikus permutdcid.’

Tétel: Legyen o tetsz8leges permutdcid a
5 :

H={o0.4,...,nr4} halmazon. Akkor az

2 0 Xf'j/
{(X,‘} Z) { kiilénben

fliggvény fliggvényteljes a H halmazon,

 ‘Bizonyitds :' A kifejtési tételt haszndljuk fel.
Legyenek A és V kétvdltozds fliggvények a H
- halmazon, amelyeket a kdvetkez8képpen definidlunk:
XM}-—-{U}./S.;,X).
ahol 4, olyan elem, amelyre Af&,érvényes :
Most aAl=a &s QA0=0 teljesiil mindena,eH esetén.
Tovdbbd : XVA={ (X3 4),
ahol Of'lo téljcsiil..
gy avo=0=ove dJérvényes minden agH-ra. Minden a€H-
-ra definidlnunk kell a %a karakterisztikus fliggvényt.
Ha 640, akkor | | '
Aa00)=flf-o LG (o £IE1E0X,80,0),42,0) 43,0} - B0t 0), gy )3 0) 2, )
ha pedig =0 , akkor
LaX)=FEEEL FIF 08 A) A5, A)r cuet, A)30,2) 800 e,
ahol ogdo i 4?64 2P4a- b grvényes.

Ezzel a bizonyitds kész.
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A kovetkezb tétel a dudlis diszkrimindtorra vonatkozd

Fricd-Pixley tétel dltaldnositdsa.

Tétel: Legyen @ tetszlleges permutdcid a

H =={0‘ 1 . ..,n4} halmazon. Az

X, ha X?Ijl
e Bl {z kil énben

fiigegvény funkciondlisan teljes H-n.

Bizonyitds: Ismét a kifejtési tételt haszndljuk
fel. Definidljuk a sziiksdges kdétvdltozds miiveleteket.
=S5 As X
XA‘}« (liu 3, ’)I
ahol O?)So érvényes.

Ekkor e4l=0., 0.A0=0 minden acH-ra teljesiil,

XViy= S(x./.u,s(x.s,.S(x.A,,is(x.b..,...‘stx,,s.,.(,:j)...)
ahol 1964 -,19'59.. Coee g ndfsm teljesiil.
Ekkor aqvo=0-:0va minden aecH-ra.

Definidljuk a Yo fiiggvényeket. Ha Q#0, akkor

X (X)=5(5(X, 40,0}, 3, 1),

ahol agsa teljesiil, ha pedig a=0 , akkor

o (X)=5(S(5(S (X1 814),34,2),32,0) ,80,4),

Ezzel a bizonyitds kész.

Megjegyzés: Nem igaz, hogy minden g-minta-

fiiggvény fiiggvényteljes, hag nem identikus permutdcid.

Ezt a kdvetkezd példa mutatja. Legyen

¥, ha X?ly.

4(3( : lp: 1} kiildnben " H‘-‘{O,L- 5 H’V“ |

_[012.?,...11-4)
f‘ozdﬁw,m-

halmazon, és



L

Ekkor f-bé’l, a projekcidkbdl és a konstansokbdl olyan
FiX) nem 4llithatd el8, amelyre teljesiil F(2)=0, FAl=1, F(0)=2.
Tehdt az {(x4) fiiggvény nem fiiggvényteljes. A bizonyitds
mélység szerinti telje’s indukcidval torténhet. Ha feiirjuk
az {:-re vonatkozd egy mélysééii fiiggvényeket, akkor
ldtjuk, hogy azokra az F(fkre kivdnt feltételek nem teljé-
siilnek,. Ha F¥) h mélysdégii, akkor F(2)=0 csak akkor telje-
siil, ha az FiX)-ben a kiils8 fiiggvényre {:(2)-=O , de akkor
{)=0 ¢&s {(C)*-O. Igy F(2)=F(4)=F(c)=0.

Tehdt az dllitdsunk be van bizonyitva.

A dudlis diszkrimindtor megfelel8jének funkciondlis tel-

' jessége sem kivételes jelenség. Valéban nem nehéz példdt
konstrudlni tovdbbi funkciondlisan teljes g-mintafiiggvény-
ra, aholy linedris rendezés. :

IOyen pl.:

(X, ha ng))(sf)(q teljesiil, de Xafxz nem,

X2, ha LSJX—.:,S)X« teljesiil, &s x49xa. is,

{(xhx‘tr xs; x‘l)s
Xy, ha X;S?Xafxq teljesiil, és Xsf)(q is,

X kiil 5Snben. de X4_PX’5 nem,

A funkciondlis teljesség igazoldsdhoz Slupecki
tételdét fogjuk felhaszndlni. [{] tartalméz lényeges fliggvényt,
amely az alaphalmazon dsszes értéket felveszi, ugyanis{: ma-
ga is lényeges fiiggvény. Mdsrészt {:-bé’l
felépithet8k a tovdbbi fliggvények.

hoo={14,%,X.X),
feb={ix,4.0,x)
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ahol J1<¢%h-4.

3.0 rendezdés
J )

A reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldciédt rende-

zésnek nevezziik. Ha a rendezdés olyan, hogy minden elem
minden elemmel 8sszehasonlithatd, akkor linedris rende-
zésnek nevezzik.

A H={0/4,--+,n-4¥ halmazon legyen‘? lined ris

rendezdés. Akkor ellentétben azzal az esettel, amikor .P
permutd cié,nem minden 9-mintafiiggvény tiszteli f't‘
Példdul az
X, ha X4SJXz?Xs.
‘“x‘ RAE X) = {X., kiildnben
fiiggvény nem tiszteli f-t, haS) a kdzdnséges £ reldcid
a {0,4,.-.,n-43 halmazon.

Ugyanis:

d£2,

144,

2£2,

0£0,
de £04,4,2,0)£L(2,1,2:0). ’ |
Most megmutatjuk, hogy az a fiiggvény, amely a dué.li\s
diszkrimind torbdl ugy keletkezik, hogy definicidjdban az

egvenl8séget linedris rendezéssel helyettesitjiik, szintén

fliggvényteljes.

Tétel: Legyen adott a H halmazon az

X, ha Xz-lji
‘HX' ¥ #)= 2 kiilénben




iy 1S

fiiggvény. Akkor az {(xuz) fliggvény fiiggvénytel-

jes a H halmazon.

Bizonyitds: A kifejtési tételt haszndljuk fel, Le-
gvenek A ésV kétvdltozds fiiggvények a H halmazon, .zﬁnelye-
ket a kdvetkez8képpen definidlunk: XAIJ*{(Or‘j:X)z
ekkor teljesiilasl=a ésan0=0 minden a€H . Tovdbbd
XW}={:(X--‘§:’3/) , ekkor teljesiil ova=0t=avo minden acH esetén.
Ha (i-]vo , akkor
XQ(X)'-=€(O|¥(“¥(O."4.X;Q) ‘a(o),{(x,a.o),{Z(a,x.O))nJ)-

Ha @=0 , akkor
Xalx)=£(4,§(0f(0,X4),2),0).

A bizonyitds kdész.

Most példdt mutatunk arra, hogy a dudlis diszkri-
mindtor megfelel8je alkalmas nem linedrisan rendezett hal-
mazon is fliggvényteljesnek bizonyul. Vizsgdljuk meg azt az
" esctet, ha az alaphalmazon van két olyan elem, arﬂély nem
0sszchasonlithatd. |

Legyen adott az A-—[O,e, £,2,3, cian w2 g.Ahalmaz,
ahole és € nem Osszehasonlithatdk, 0<¢€,£4Z, a szdmmal je-
181t elemekre pedig a kézdnséges rendezés érvénye,s,
Akkor 4llitjuk, hogy az 5

)(‘ ha X-?-lj/)
4()(’15' Rl Z kiildnben

fiiggvény az A halmazon fliggvényteljes, ha s<jAj<so,

A bizonyitdshoz szintén a kifejtési tételt haszndl-

juk fel. Az A halmazon definidlnunk kell a A ésV kétvdltozds
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,fniiveleteket. Legyen

XA4=§(0,4:X),

akkor teljesiil 0A0=0 és @Ae=0., ha aeh;
tovd bbd

XVip = £ (X4 4),

akkor teljesiilova=Q=avo, ha Qe€A.
Minden a€A -ra definidlnunk kell a Xa karakterisztikus
figgvényt. Ha a=0 , akkor:
Xa )= (e flo,f(0,X.e),2),0).
Ha a=e , akkor
% 00= £ (fle.x,0) fI{ (0x.e).e.2):0).
Ha a=f , akkor
0= Sl I EX.0). FEIE e ,0), €,2), €12),0).8)-
Ha a=2 , akkor felhaszndlva ¥X,(x)-et, amelyet mdr kife-
jeztliink, adddik: . :
XabO)=£00.£1£ (2,%0), §IFIEIE(E,X0), Xe (X),E) €,2),2,3),0)1 ).
Ha a0 , a4e,a¢€,a+2 decaeld,akkor:
Yo ()=£(04l{[fla-4,%,0),0,0), §(X,0.0), §{a,x,0)\ )

Ezzel a bizonyitds kdész.
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IV. TOBBVALTOZOS RELACIOK

1. o affin reldcid
R|

Legyen a H={0d,---n4} halmazon egy +Abel-cso-

port-miivelet /pl.: a modh 8sszeadds/ értelmezve. De-

finidljuk H-n a p reldcidt a kovetke z8képpen:
P(XI.XMXMXu)&ﬁ X4+X;—=x3+x‘h

Az ilyen reldcidt affin reldcidnak nevezziik.

Tétel: Hap affin reldcid, (X, X2 X2,Xy) pedig
J T -

egy négyviltozdés mintafiigegvény a H halmazon, amely a kdvet-

[ea 0]

ke z3 alaku:
Xis ha PfX4,Xz,X3,XI.):
f\{X, < xln x3¢ XV)‘—'

Aie kulonben,

ahol i#k , 0£i,k2n-{  akkor n fiiggvényteljes.
1

Bizonyitds: A bizonyitdst el8szdr az i=d, h=2
meg az L=4 , k=3 esetre végezziik el.

a./i=4 , k=2 . A kifejtési tételt haszndljuk fel.
Definidljuk a H halr.nazon a A és v kétvdltozds miiveleteket
a k&vetke z8képpen:

XAY=pXg X, Xvy= flX,4,%,0).

Ekkoraal=a , aA0=0 ,avc=a=0ve teljesiil min-
den aeH-ra. Mdr csak a karakterisztikus fliggvények de-
finidldsa van hdtra, amelyeket a kdvetke z8képpen adunk meg.
Ha 40 , akkor

Xalx)= plpla,c,0,x),4,4,0).
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Ha a=0 , akkor
'Xo,(x);- ’{LUHO,A,X).

b./t=4, k=3, Ebben az esetben a keresett mii-
veletek a kovetkez8képpen dllnak eld: |
><My=f»(x.4,%lx), XV?='{L(X'0J}.X).
Ekkoramt=a, 0A0=0 ,aVo=a=0va teljesiil minden qgH-ra.
Ha. a+0 , akkor
Xa(XJ=fz(1z(a.o,o,x),4.J|o).
Ha a=0 , akkor
elX)= p(4,X,0,4).

Ezzel a specidlis esetek bizonyitdsa kész.

Tetsz8leges thk esetén (X X2 X3, Xu) meg-

kaphatd az ¢l8z8 két esetbdl a vdltozdk megfeleld permu-

tdldsdval, igy 11,()(4')(;,,)(5,)(.,) is fliggvényteljes.

Me gmutatjuk, hogy a diszkrimindtor fliggvények

affin reldcidkra vonatkozdé megfeleldi is fliggvényteljesek.

Tétel: AH halmazon az

Xiha ¢ (X2, X3, X, Xs)1

szﬁl 'o'nbe n

{(XHXJ.J XS. Xy '¥ﬁ=[

fliggvény fliggvényteljes.

Bizonyitds: Ismét a kifejtési tételt haszndljuk.

Legyen
XA%=<{3(X.%4.4.4)1

akkor aAd=a <&s 0A0=0 minden g€H-ra teljesiil.

XV{}’-{(X.-?.O.O:O).
akkor ova=0=avo minden Q€H -ra teljesiil.
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A karakterisztikus fliggvények definicidja:.
Aa(0={(4,0,2,0,X)

minden a€H-ra. Ezzel a bizonyitds kész.

Tétel: A H halmazon a

)(:L.ha 9(Xa,x5,)‘q‘xs-).
ﬁ(xc,ya.xsrx'nxs’)= X, kiildnben

fliiggvény fliggvényteljes.

Bizonyitds: A kifejtési tételt alkalmazzuk.
Legyen
XAY=g(X,4,0,0,0),
akkor ail=a és ano=0 teljesiil minden agH-ra.
" Legyen
XVy= Q{4 X, CXilg)s
akkor ave=c=cva minden aéi{-ra.
Az egyviltozds fiiggvények definidldsa:
Xa_(x)= %(ol'loxl‘la)

minden g-ra. Ezzel a bizonyitds kész.



i

2

B

[4

Bl

bl

7]

IROD ALOM

B. Csdkdny: Homogeneous algebras are functionally

complete, Algebra Universalis, kozlésre elfogadva.

E. Fried. A.F. Pixley: The dual discriminator func-

tion in universal algebra, Acta Sci. Math. 41/1979./.

L. Redei - T. Szele: Algebraisch-zahlentheoretische

Betrachtungen iiber Ringe, I Acta Math.,

291-320, 79. kétete [1947./

E. Vdrmonostory: Relational pattern functions, kdz-

1ds alatt a "Finite Algebra and Many-valued Logic"
cimii cikkgyiijteményben, amely a Coll. Math, Soc.

Jdnos Bolyai sorozat 28. kotete,

H. Werner: Diskriminator - Algebras Akademic-Ver-

lag, Berlin, 1978.

R. Wille: Allgemeine Algebra - zwischen

Grundlagen - forschung und Anwendbarkeit /[Preprint/.

A B.Ky3HenoB: Anredpa JIOTHKZI T e& oCoCmeHus — a

"MaTemaTrxa B CCCP 3a 40 Jjer™ ¢- kotetben
/1939; 102-115./




K&szonetet mondok DR. CSAKANY BELA tan-
székvezetd egyctemi tandrnak a dolgozatom meg-
ird sd ban nyujtott sok segitségéért, hasznos ta-

“ndcsaidrt.





