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I. BEVEZETÉS

Ebben a dolgozatban véges halmazokon értelmezett 

függvényekkel foglalkozunk. A halmazokat latin nagy betűk­

kel jelöljük. Egyszerűség kedvéért rendszerint feltesszük, 

hogy a tekintette elemű véges halmaz a 0,-1, • • • ,л--1 elemekből 

áll. Azt fogjuk vizsgálni, hogy az utóbbi alaphalmazon ér­

telmezett bizonyos függvényekből vagy függvényből előállít­

ható-e az ott értelmezett összes függvény összetett függvény 

képzéssel. Speciálisan, főként azzal a kérdéssel foglalko­

zunk, hogy az alaphalmazon értelmezett bizonyos függvény 

vagy függvények, hozzá jukjvéve még az identikus függvényt 

és a konstans függvényeket, összetett függvényként előállít - 

ják-e az összes függvényt ugyanezen az alaphalmazon.

Először ismerétjük a felhasználandó fogalmakat.

Az A halmaznak а В halmazba való olyan megfelelteté­

sét, amelynél az A minden egyes elemének pontosan egy ké­

pe van, az A halmaz ß halmazba való leképezésének nevez-

zük.

Legyen A tetszőleges nem üres halmaz, fi pedig nem 

negativ egész szám. Az Д* halmaznak az A halmazba való 4-n 

értelmezett fi változós leképezését műveletnek nevezzük. A 

műveleteket vagy hagyományos módon /pl: összadás-jellel/, 

vagy a függvény-jelölés szokásos módján /kis latin betűkkel/

.

!
:

v.

:
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jelöljük. Művelet helyett gyakran függvényt mondunk. Pro­

jekciónak, részletesebben n-változós .t-edik projekciónak ne- 

vezziik azt az d.-változós műveletet, amely minden elem ft-cs- 

hez, annak A-edik elemét rendeli hozzá. Az ft-változós első, 

második, stb. projekciót X,,Xír ..,XA jelöli. Az A= halmaz

a eleme karakterisztikus függvényén azt aXegyváltozós függ­

vényt értjük, amely a-n az 1 , A többi elemén pedig a 0 érté­

ket veszi fel. Az A halmaz a eleméhez tartozó konstans függ­

vényén pedig azt a Ck egyváltozós függvényt értjük, amely A 

minden elemén az a értéket veszi fel. Nevezzük kvázitriviális

függvénynek <f-et, ha minden ü

« • t Q-n) £ { 0-4

* I

A—; Сц&A).((a.

Azt mondjuk, hogy az Д halmazon értelmezett £ n-változós

a*,.a*.*

függvény lényegesen függ t-edik változójától , ha

vannak olyan Qv-• i <£',<к+<|~’ЛгеА elemek, hogy

lr, üú< r ■ * * °-*)-

Lényegesnek nevezzük az | függvényt, ha£ legalább két válto­

zójától lényegesen függ, továbbá^ értékei közötti minden ele­

me előfordul.

• I a;-,,

r

A következő fogalmat Quackenbush vezette be.

.,(-»> elem n-esekről akkor mondjuk,

a^Űj - bői követ-

és forditva. Egy +i változós £ függvényt akkor

és •Аг<й,,йг,. ., cu>

hogy azonos mintájuak, ha esetén

ke zik

nevezünk mintafüggvénynek, ha bármilyen esetén
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’ ahol i úgy függ az V,,ХЛ -tői, 

ugyanazzal az i- vei, ha <*j,t* ••

\

hogy ^ c >

ugyanoLyan mintájú, mint <X«,X», - • - ,>*>•

Legyen A tetszőleges nem üres halmaz. Az A halma­

zon értelmezett n-változós о reláción

'
■

te ts zóle ge s jDS,/Сt
részhalmazt értünk.

A következő definicié Csákány Bélától származik. Az 

<ü<1Qi|-• és <Í4,frtr elem -h-eseket nevezzük azonos mjn- 

tájuaknak a két változás relációra nézve , ha minden [i,j) pár­

akkor, ha hgtrj .Egy El­

változás <j? függvényt akkor nevezünk p-mintafüggvénynek, ha 

bármely ^,yir ..,УЛ esetén , ahol i

úgy függ az ^,Хг,...,Хл -tői, hogy ugyanazzal az

i-vel, ha azOf^X*,...,/*> és ■ ч^ч> azonos mintájuak j3-ra

nézve. A közönséges mintaf üggvény a minta függvénynek az

a speciális esete, amikorj> az egyenlőség-reláció. Hasonlóan 

definiálható a j)-mintafüggvény tetszőleges változószámu j? 

reláció esetén.

(MÁ.j,4Yl) a^dy akkor cs csakisra

Alckor mondjuk, hogy az £ A halmazon értelmezett ti 

változós művelet tiszteli /másképpen: megőrzi/ az ugyanott 

értelmezett kétváltozós p relációt, ha valahányszor a,

mindannyiszor <£(&< дl, • • •.(£« ,W • ч • 

Ez a definició is természetes módon átvihető tetszőleges váL-

* >
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•tozó számú relációkra.

Nevezzük az | függvényt funkcionálisan teljesnek 

vagy függvényteljesnck az 4 halmazon, ha belőle, a konstan­

sokból és az identikus függvényből minden, az 4-n értelme­

zett /akárhány változós/ függvény összetett függvény képzés­

sel előállítható. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy az<4;£> algebra 

- vagyis az 4 alaphalmazu és <£ müvcletü algebrai struktúra - 

funkcionálisan teljes.
I

Legyen adva az 4 n elemű halmaz. Jelöljük ß-nel az 

A halmazon értelmezett összes műveletek halmazát. Legyen 

IÁl aftcgy részhalmaza. Ui lezárásának nevezzük a £-ből 

vett összes olyan függvényekj^halmazát, amelyek kifejezhetők 

. összetett függvény képzéssel az Ui elemeiből és a projekciók-

ból.

Ha az tií-hez relációt,tartozó függvények tisztelik j? 

akkor az azokból képzett összetett függvények is, mivel a pro­

jekciók minden relációt tisztelnek, az JL lezárásában tartozó

relációt.függvények is tisztelik aj)

Tartozzék az F(X) függvény az it függvényhalmaz lezárá­

sához. Azt mondjuk, hogy F(x) mélysége M-re vonatkozóan , 

han a legkisebb olyan nem negativ egész szám, amelyre létezik

■

POcj-nck tii-beli függvényekből és projekciókból összetett függ­

vényként való előállitása, amelyben ai (Л-beli függvények össze-

sen -h-szer fordulnak elő.í
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*
AzM. függvényhalmazt zárthalma znak vagy ki ónnak 

ne ve zzük, ha [M]*= M? .

Azt mondjuk, hogy az Д halmazon értelmezett függ-

halmaz teljes, ha ft bármelyvényekből álló .}

függvénye felírható e rendszer függvényei segítségével,

. A definícióból látszik, hogy egy 

£ függvény pontosan akkor funkcionálisan teljes, ha az a 

halmaz, amely <f-ből és az összes konstans függvények­

ből áLl,funkcionálisan teljes.

[ff .(i, • • • Je P«azaz

A ft- bői képzett függvények Л halmazát maxima -

lisnak nevezzük, haЛ nem teljes, de bármely olyan £

az halmaz teljés.függvényre, amelyrel'eft csf^di,

A meghatározásból következik, hogy minden maximális osz-

:

tály zárt osztály.

•<

:

' . t. I.

■

• •
.

;
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II. TELTESSÉGI TÉTELEK

Ebben a részben két ismert, függvényrendszerek 

teljességére vonatkozó tételt /röviden teljességi tételt/ 

mutatunk be, amelyeket funkcionális teljességi vizsgála­

tainkban felhasználunk. Ezenkivül felsorolunk néhány is­

mert, funkcionális teljességre vonatkozó tételt; köztük 

azokat is, amelyek vizsgálatainkat motiválták.

Számos szerző vizsgálta véges algebrák funkcio­

nális teljességét. Az első' nevezetes eredmény ilyen 

irányban Rédei és Szele [з] tétele, amely szerint a véges 

testek funkcionálisan teljesek, alapműveleteknek az ö^áze- 

adást és a szorzást tekintve.

:!
>'■

!

Az utóbbi általánosításaként Kuznyecov [7] bebi­

zonyította, hogy a véges gyűrűk közül pontosabban a nem 

triviális szorzásu egyszerű gyűrűk funkcionálisan teljesek. 

Kuznyecov mutatta meg cló'ször, hogy egy véges csoport ak­

kor és csakis akkor funkcionálisan teljes, ha nem Abel-cso- 

port és egyszerű.

Kifejtési tétel ./Wille főj , Werner [5] / ‘------ -----------------

Legyen Ц» fej,. véges halmaz. LegyenA és V olyan két-

változós műveletek fí-n, hogy minden agff-ra teljesül

Cl Л Á -= Cl,

Akkor a $~A .V, Xb Д<|---|СЬ|С

q Vo = О V ClCL A 0 = 0 X4-

halmaz teljes.iL » •
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Bizonyítás: Az V műveletre vonatkozó feltétel­

ből következik, hogy ha egy tetszőlegesen zárójelezett 

a.V-VQ*; alakú kifejezés minden tagja 0 esetleg az étj ki­

vételével, akkor a kifejezés értéke (Li /függetlenül a zá-
k

rójelezés módjától/. Ezért ilyenkor a rövid Vfti jelö­

lést használhatjuk.

Ezt figyelembe véve észrevesszük, hogy bármely £ k- 

változós l-l-n értelmezett műveletre és tetszőleges ele­

mekre érvényes:

:)(xM'Jx>j)AXjxjlA.. }лХи1*,к).í * • • •1 y*)_ \/f • -
(ü,,...üAcH4

Valóban а V jel mögött álló minden "tag" 0 ? esetleg annak

~Лк

ü|c=XKa tagnak a kivételével, amelyben 

az utóbbi tag pedig (». .(.

Felhasználjuk a következő nevezetes tételt is:

X\ \ • * I I

SLupecki tétele [У] : A legalább három elemű hal­

mazon értelmezett függvények^ halmaza teljes, ha tartal­

mazza az összes egyváltozós függvényeket, valamint egy 

lényeges függvényt.

Felhasználva azt a jól ismert tényt, hogy tetszőleges ele­

mű halmaz összes egyváltozós függvényei előállithatók ösz- 

szetett függvényként e halmaz trans zpozicióiból és egyetlen 

olyan függvényből, amelynek értékkészlete ti-Л elemű, to­

vábbá az összes transzpozició ugyancsak előállítható a 

(0,2.) , . . . ,(rH,0) transzpoziciókból, nyerjük Slupecki 

tételének a következő alakját: ,

I

..
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A legalább három elemű И halmazon értelmezett függvények

, (t- A ,2., • • • I п-Л )halmaza teljes, ha tartalmazza a Ívíx) ^(X) 

és függvényeket, ahol.:

1, ha X~ö, 

. X, ha Х-ФО,
ll(X) =*

ha X-=0 

^(X)~ j 0| ha X3 t>,
( X különben

I

• lI '

*

és {(К,,...,Хк) lényeges függvény.

Pixlcy nevéhez fűződik a következő í függvény, 

..az tin. te máris dis zkrimjnátor vizsgálata:

X, ha

ha

bármely véges halmazon. Werner bebizonyította, hogy

ez a függvény funkcionálisan teljes.

i
i(x, íj,, z) =

*.

Fried és Pixley [2j vizsgálták az un. duális disz- 

kriminátort, amelynek jele d , definiciója:
1

■

Ä, ha X + ^, 

X különben.
d(x I z) =

Bebizonyitták, hogy a duális diszkriminátor szintén funkcio­

nálisan teljes bármely legalább három elemű halmazon.

Mindkét diszkriminátor-függvény mintafüggvény.

•• '
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A két dis zkriminá tor-függvényre vonatkozó eredményt ál­

talánosítja Csákány [í] tétele, amely szerint legalább há­

rom elemű véges halmazon bármely mintafiiggvény teljes.

A ^>-mintafiiggvények funkcionális teljességének a vizsgá­

latát szintén Csákány vetette fel 1978-ban a csehszlovák 

algebrai nyári iskolán tartott előadásában. Ebben a dolgo­

zatban a mintafüggvények funkcionális teljességét vizs­

gáljuk azokban az esetekben, amikor : részhalmaz, ekvi­

valencia, permutáció, lineáris rendezés, rendezés, a ff in 

reláció. Egyes esetekben sikerült általános mcgállapitáso- 

• kát bizonyítanunk, más esetekre vonatkozóan példákat és 

ellenpéldákat adunk meg. Többek között Werner, valamint 

Fried és Pixlcy emiitett eredményeit permutációkra és li­

neáris rendezésekre is átvisszük. Eredményeink egy réizét\
közlésre benyújtottuk a "Finite Algebra and Many - valued 

Logic" cimü cikkgyűjteménybe [4] .

S

*

Mieló'tt eredményeink ismertetésére rátérnénk, 

megemlítjük, hogy a funkcionális teljesség kérdése végte­

len halmazokon értelmezett függvényekre számossági meg­

gondolások miatt érdektelen. Másrészt a{o;|} két elemű.hal­

mazon értelmezett függvényekre a függvényteljesség kérdé­

se teljesen megoldott. Post egy tétele szerintii akkor és 

csak akkor függvényteljes, ha tartalmaz nem monoton függ­

vényt és mod 2 nem lineáris függvényt. Mindezek miatt a 

továbbiakban mindig feltesszük, hogy az alaphalmaz, ame­

lyen függvényeinket értelmezzük véges és legalább három 

elemű.

I •

.
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III. EGYVÁLTOZÓS RELÁCIÓK<

A H halmazon értelmezőit egyváltozós relációk a 

H halmaz részhalmazai. Hap ilyen részhalmaz, két soro- 

p mintája akkor egyezik meg, ha ugyanannyiadik eleme­

ik tartoznak ap részhalmazhoz.

zat

p részhalmaz reláció, akkor a p-mintafügg-Ha

vények tisztelik ap relációt. Valóban, ha a,1ü4,|...,üiv€p 

akkor £(a, 

adott

i

Felvetődik a kérdés, hogy 

ra a p-mintafüggvények halmaza teljes-e, ha ez 

igy lenne, akkor minden függvény tisztelné p-t, de ez nem

iAt| .

?-

igaz.

Tétel: Legyen adott а И halmazon tetszőleges rész-

halmaz reláció. Akkor egyetlen p-mintafüggvény sem függ­

vényteljes .

Bizonyítás: a. / Ha ap részhalmaz üres vagy ma­

ga а У halmaz, akkora p-mint a függvénye к definíciójából 

következik, hogy azok mind projekciók. Л projekciókból és 

konstansokból nem áLlitható elő az összes függvény.

nem a H halmaz, de vanb. / Ha a p
legalább két különböző eleme: a és tr , mig c<£p , akkor egy 

p-mintafüggvényből és a projekciókból nem tudunk olyan 

Rx) függvényt előállítani, amelyre FÍW3Cl, Ra)-»C vagy ír .

;

Ez FöO-nek <J!(x)-re vonatkozó mélysége szerinti teljes in­

dukcióval adódik.



'
■

11I,J.I

■ • J

c./ Ha j) egyetlen eleme ü, mig ír 

esc j>-n kívüli különböző elemek, akkor egy£(*J j)-minta függ­

vényből és a projekciókból nem tudunk olyan F(XJ függvényt 

előállítani, amelyre F(&Ha, FícK vagy fr .

Ezt is F(X) {(X) - re vonatkozó mélysége szerinti teljes induk­

cióval kapjuk.

v

é

:'
- ■

..

-
■ •

■
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iIV. KÉTVÁLTOZÓS RELÁCIÓK:■

;

ekvivalenciareláció

olyan ekvivalenciarelációTétel: Legyenf
a halmazon, amely nem egyenlőség-reláció. Akkor egyet-

sem függvényteljes.len p- mint a f íi gg v é ny

Bizony tás: Tegyük fel először, hogyp 

teljes reláció. A konstansok és az identikus függvény tisz­

telik a p relációt, mivel az ekvivalenciareláció.

p-mintafüggvénye к tisztelik 1, ha az ekvi-

CLifbj,,.. -

nem a

Másrészt a

valenciareláció, ugyanis:

... ,G esetén ^(л..л-t,...К,-••

hiszen felhasználva az ekvivalencia tulajdonságait, kapjuk:

ó érvényes,

••A).íía.-.üi,-.. ,a«)pf{(t,a*r...а^р^АЛ
p-t tisztelő függvényekből képzett összetett függvények

. Tehát p-mintafüggvény bői, akons-

A

szintén tisztelik 

tansokból és az identikus függvényből a p- 

fiiggvények nem állnak elő.

t nem tisztelő

Ha p teljes reláció, akkor a p-mintafüggve - 

nyék projekciók lesznek. A projekciókból, a konstansokból 

és az identikus függvényből szintén nem rakható össze az 

összes függvény.

2. Ap reláció: permutáció 

Ha ap reláció az identikus permutáció, akkor a
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j> - mint afüggvő пуск közönséges mintafüggvények, cs igy

függvónyteljesek. Mielőtt a nem identikus j) permutációk­

ra vonatkozó j>-mintafüggvónyek funkcionális teljességet 

vizsgálnánk, nézzük meg, milyen tulajdonságokkal rendel­

keznek a j>- mintafüggvények.

Ha f mintafüggvény, akkor ^Tétel: tiszteli

aj) permutációt.

Bizonyítás : Tegyük fel, hogy 

. Azt kell belátni, hogy:

Elég kimutatni, hogy és <ir,, t-t|..., &*> azonos

* I

. . , £-*.) .) f...ün

mintájuak j)-

Ugyanis, ha igaz és аis, akkor ü<c-I5y , de

-ból következik • Fordítva, ha trc^W igaz»

akkor

ra né zve.

ChjXbc is igaz. 

Ezzel a bizonyítás kész. i

mintafüggvényekből csak a j>- 

függvenyek állíthatók elő. Tehát a j)-mintafüggvénye к hal­

maza nem teljes.

t tisztelőÍgy a

Tétel: Hao egy tetszőleges kvázitriviális F11
tisztelő függvény, akkor ez a függvény j?-mintafüggvény.

Bizonyítás : Haj tiszteli J3 -1, akkor I

üjf eseten

is teljesül. Sőt az is igaz, hogy - - • i a*jr-ínv

!<G.< , Cij., - .

esetén <ü<lüí.l...Дл> 'és <i> , lZ{. ..^к> azonos mintájuak

j)-ránézve. Mivel ^ kvázitriviális, igy (jfa, ,йц-.
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h > ezzel a bizonyítás-bol következik

kész.

így kimondhatjuk a következő tételt:

Egy C|. kvázitriviális függvény akkor és

^ ^?~rnj-nta^^gvény.

Másrészt a diszkriminátor függvények funkcionális teljes­

sége nem kivételes jeLcnség. Ezt mutatja a következő példa:

Tétel:

csakis akkor tiszteli -t, haí
. f .

1 •

Legyen a ,rv-t] halmaznak j> tetszőleges

permutációja. Állítjuk, hogy a

~Хк, ha Х4рХд igaz, de Xi^nem,

{(Xi.fc.X,*. *)= ■ ha ^а2> de y’Finem-
Xi különben

függvény f unkcionálisan teljes a l-l halmazon.•:

A bizonyításhoz Slupecki tételét figyelembe véve 

elég belátni, hogy tartalmazza az összes egyváltozós függ­

vényt és egy lényeges függvényt, amely felveszi az összes 

(-] - beli értéket.

Hajp nem identikus permutáció, akkor a keresett 

lényeges függvény maga az£ .

Most előállítjuk a Slupecki-tétel alkalmazásához 

szükséges egyváltozós |i és íi függvényeket.

l)

aholitpO és érvényes. Ha Á-éi-üh-i

«ftU'bf(UxAÁ.o)’ aho1 érvényes. Ezzel a bizonyítás

kész.

I

, akkor

.
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Áttérünk a funkcionális teljesség vizsgálatára. 

A következő tétel a ternáris cliszkriminátor funkcionálisi

teljességét kimutató tétel általánositása. A tételünkben 

szereplő függvénynek a ternáris diszkriminátor az a 

speciális esete, amelyben aidentikus permutáció.

Tétel:

И=ГО|Т. • • , гИ$ halmazon. Akkor az

.

Legyen ^ tetszőleges permutáció a

~Я, ha xpip.

X különben 

f:iogvény függvényteljes a H halmazon.

Bizonyítás : ' A kifejtési tételt használjuk fel. 

Legyenek A és V kétváltozós függvények a f-j 

halmazon, amelyeket a következőképpen definiálunk:

1

f,.

I

ahol Ai olyan elem, amelyre érvényes . 

Most és CA0=C teljesül mindenaeH esetén.

Továbbá

ahol teljesül..

így MO-Cí-Ova érvényes minden aeH-ra. Minden aíH- 

-ra definiálnunk kell a ^karakterisztikus függvényt.

t .

Ha CL+O , akkor

Ха[У) = fíf** •£((( '• • * 1 ^<w, O^üH.O)

>j), Ав|2.) I

ha pedig Q.-0 , akkor

4лч» * % II I

ahol O^ Jc. , -Ipát, -I M^.prvényes .

Ezzel a bizonyítás kész.

II &и*

Wi
* «11^
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A következő tétel a duális diszkriminátorra vonatkozó

Fried-Pixley tétel általa no sitása. \

.tetszőleges permutáció aTétel; Legyen 

H =» [ 0 , ,1, . . . , h.-(j halmazon. Az

$

'У, ha X^i

2. különben

függvény funkcionálisan teljes 1-j-n.

Bizonyítás : Ismét a kifejtési tételt használjuk 

fel. Definiáljuk a szükséges kétváltozós műveleteket. 

/Ai^SÍ^o.X) 

ahol OjvSo érvényes.

Ekkor ало-ö minden öcH-ra teljesül,

I

yv*j-= Sfk, -6^| S(^t Sf^i^Si s fx,-6»* j... j S j )

а e H - ra.

Definiáljuk a Qf«, függvényeket. Ha CL fO, akkor 

M—S(S(Xt 6a,О)Iie11).

ahol ü^>iö. teljesül, ha pedig <X=Ö , akkor

^0f)=*SÍStS(S(Xl4«,lA),^1i)l4SL,o),4e|-l).

Ezzel a bizonyítás kész.

Megjegyzés: Nem igaz, hogy minden ^ 

függvény függvény teljes , ha ^

Ezt a következő példa mutatja. Legyen

‘У, ha Xp-^

különben

_ .oUi
flom..

ahol i

Ekkor (XMO^Cl-övcl minden

teljesül.. . , lT-t*- I

■

-mint a -

nem identikus permutáció.
:

^ = a H -= f 0, Д , - . . ,
И

. rt-ч) •halmazon, és
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Ekkor {'-bői, a projekciókból és a konstansokból olyan 

F(X) nem állítható elő, amelyre teljesül FUJ^O, РИМ , R0)=2- 

Tehát az {(Xp függvény nem függvényteljes. A bizonyítás

mélység szerinti teljes indukcióval történhet. Ha felírjuk
’ ’ 1 ,

az £-rc vonatkozó egy mélységű függvényeket, akkor 

látjuk, hogy azokra az F(xj-re kívánt feltételek nem telje­

sülnek.. Ha F(5f) h mélységű, akkor F(2)=0 csak akkor telje­

sül, ha az FíX)-ben a külső függvényre £(2)-0 , de akkor 

fW)*0 és <f'(c)=c. így — F("á) =*F{o)-0•

Tehát az állításunk be van bizonyítva.

A duális diszkriminátor megfelelőjének funkcionális tel-

jessége sem kivételes jelenség. Valóban nem nehéz példát 

konstruálni további funkcionálisan teljes 

lineáris rendezés.

- mintaf üggvény-

ra, ahol £ 

Ilye n pl. :

X,,ha teljesül, de XpX2

X*,ha Х^Х-^Хч teljesül, és XpX

X3tha XpXa.pXv teljesül, és X3pXi<

de X4pXs

nem,

* is,
{МгД,*,)-

is,

<Jfi,kül önben. nem,

A funkcionális teljesség igazolásához Slupecki 

tételét fogjuk felhasználni. [<£] tartalmaz lényeges függvényt, 

amely az alaphalmazon összes értéket felveszi, ugyanis {! ma­

ga is lényeges függvény. Másrészt 

felépíthetők a további függvények.

f-ből

L(X)-<f( 4,х,х.х), 
(<(Х)=([ХЛО.х) I



.

- 18

ahol 4 í’W •

3. re ndezésí
A reftcxiv, antiszimmetrikus és tranzitív relációt rende­

zésnek nevezzük. 11a a rendezés olyan, hogy minden elem 

minden elemmel összehasonlítható, akkor lineáris rende-

zésnek nevezzük.

•••iH-4$ halmazon legyen j) lineáris

rendezés. Akkor ellentétben azzal az esettel, amikor j5 

permutáció, nem minden minta függvény tiszteli p-t. 

Például az

A

"X,,ha X^X^XSí

<£(У« (Xi, A, V<() — ' y4 különben

függvény nem tiszteli j>-t, ha 

a .. ,n-4] halmazon.

у a közönséges é reláció

Ugyanis:

m,

ié.iK
0 — 0,

de I

V

Most megmutatjuk, hogy az a függvény, amely a duális 

diszkriminátorból úgy keletkezik, hogy definíciójában az 

egyenlőséget lineáris rendezéssel helyettesítjük, szintén 

függvény teljes .

Tétel: Legyen adott а И halmazon az

4 ha X2.ÍJ, 
2. különben

' ч?

2)* '
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V

függvény. Akkor az £(Х^,г) függvény függvény tel­

je s а У halmazon.

Bizonyítás: A kifejtési tételt használjuk fel. Le­

gyenek A és V kétváltozós függvények a H halmazon, amelye­

ket a következőképpen definiálunk: ХЛ^ж

'• £ ekkor teljesülQAUö és О.ЛО-0 minden ЛбН . Továbbá

, ekkor teljesül ova-ü*=-at/0 minden a di esetén.xyp(ix,<jy
Ha d-AO > akkor *

.

.

ffaM-fío.fífífM.x.a) a,о
Ha Cl~o , akkor

%alX)-<f(^f(c1f(C,X1.0,2)1o).
A bizönyitás kész.

Most példát mutatunk arra, hogy a duális diszkri- 

minátor megfelelője alkalmas nemlineárisán rendezett hal­

mazon is függvényteljesnek bizonyul. Vizsgáljuk meg azt az 

esetet, ha az alaphalmazon van két olyan elem, amely nem

'
V

összehasonlítható.

n-2 3 halmaz,Legyen adott az 4 =£o ,e , £ , 2, 3, .. 

aholé és £ nem összehasonlíthatók, 0<őjí^Z, a számmal je-

• >

lölt elemekre pedig a közönséges rendezés érvényes. 

Akkor állítjuk, hogy az

У, ha
_2 különben 

függvény az A halmazon függvény teljes , ha

‘f I ^ 1 ~

A bizonyításhoz szintén a kifejtési tételt használ­

juk fel. Az Д halmazon definiálnunk kell a A és V kétváltozós

*/
:>
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műveleteket. Legyen 

XA^-f(0^,X)

akkor teljesül CU0«ö és Q , ha аеД;

»

\;
továbbá

XWf = <ffX,^),

akkor teljesül o^ü*ü=Civo, ha ЛбА.

Minden а£Д -ra definiálnunk kell a Xl karakterisztikus 

függvényt. Ha a-0 , akkor

Z.M-f(e,fíelf(oIy,e)(2)Io).
Ha а=в , akkor

Z (X) =: f ({(e.x ,o), f (f f 0, v, e). e ,2), o).

Ha a»£ , akkor 

^(y)=<f(o(f(f(£1x,o),f(p(|:felxlo)le1e)l£I2^o)1e).

Ha а-si , akkor felhasználva Xe(x)-et, amelyet márkife­

jeztünk, adódik:

ХаМ=£(оЩ(1,х{о),$ЩЦ(а,х,о),ХеМ>г)<гА),2,ъ),о),е).

Ha a to , афе.а+е, а+2. de аеД> akkor: 

^a(Xj=<f(0,f(f(f(a->»lxta)la1o)lffxlii1oJ1f(ülxlo)),e).

Ezzel a bizonyítás kész.

í

:

.

*

*
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IV. TÖBBVÁLTOZÓS RELÁCIÓK

;

4 affin reláció

Legyen a halmazon egy + Abel-cso-

port- művelet /pl.: a modn. összeadás/ értelmezve . De­

finiáljuk N-n a p relációt a következőképpen:

p(VIiy4|X5,Xí,)«=^ X^Xi-Xj+Xi,.

Az ilyen relációt affin relációnak nevezzük.

г

Haj? affin reláció, 

egy négyváltozós mjntafUggvóny a H halmazon, amely a követ-

Tétcl: pedig[иУч.Ха.Ха.Х.Л
I

kező alakú:

*Xij ha рГХч,Хг,Х3(Хц),

Хц. különben, 

ahol 1 akkor p függvény teljes .

Bizonyítás: A bizonyítást először az , k-*Z 

meg az i~\ , к*Ъ esetre végezzük el.

a. I i-\ , k-2 . A kifejtési tételt használjuk fel.

Definiáljuk а Ц halmazon a A és V kétváltozós műveleteket 

a következőképpen: '

j'fXi, X1( X3, X,) —

XA^=H.fX,^,X,-0 , XVJj.= |г(Х,^,Х,0).

Ekkor QANa , QAO=0 ,аУС=й=СМ/а teljesül, min­

den acM-ra. Már csak a karaktéris ztikus függvények de­

finiálása van hátra, amelyeket a következőképpen adunk meg.

Ha 0.40 , akkor

3Á(X)= jvíjala.O.C.X),
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На а=0 » akkor
Ха(Х) = |ъМ0«4,х).

veletek a következőképpen állnak elő:

, xv^= -p-(x,04x).

Еккогал4~а> ало =*ö , avo=a=Ov'a teljesül minden о.вИ-га.

Ebben az esetben a keresett mü-

Ha üf 0 j akkor'
Xdix)"* •}г(|г(л1 °i0 i*)i ^ I 1 o) *

Ha Q.-—0 , akkor

£Ц*)=|«'МЛо|л).
Ezzel a speciális esetek bizonyítása kész.

Tetszőleges C+к esetén |г(>Г« ,X2 t X3l Xk) 

kapható az előző két esetből a változók megfelelő permu- 

tálásával, igy ,Хл,Х$Л) is függvény teljes .

meg-

Megmutatjuk, hogy a diszkriminátor függvények 

affin relációkra vonatkozó megfelelői is függvényteljesck.

Tétel: A }-} halmazon az

\ha ^(XaiXa.Xir.X’s-).

_Хгкй1опЪепf (X I Xu Xs, x,, *4 —

függvény függvényteljes.

Bizonyítás: Ismét a kifejtési tételt használjuk.

Legyen
XAy=flX,4ftA,4,4)i

akkor üA^Q. és QA0=0 minden aéM-ra teljesül.

xvy=f(x,tj, 0,0,0)
akkor OVCL-0.-Q.V0 minden &£H-та teljesül.

I

i .
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A karakterisztikus függvények definíciója:

(4,o, a,o,)t)
minden aeH-ra. Ezzel a bizonyítás kész.

Tétel: Aj-j halmazon a

'V1(ha ^(X^Xe.^Xy), 

X, különben

függvény függvényteljes.

■■.

: Bizonyítás : A kifejtési tételt alkalmazzuk.

Legyen

akkor üAl-Q és й.ло~0 teljesül minden абЦ-ra.

Legyen
Xv<p 0,X,^).

akkor úv/c-oC'Ok'a minden ЛбН-га.

Az egyváltozós függvények definiálása: 

XiM« ^(O.LX^.ü)

minden a-ra. Ezzel a bizonyítás kész.

Ai

*!

.*

I
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