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Bevezetés

Az 1950-es évek kOzepén sziiletett meg a matematika uj
aga, az automataelmélet. Létrejdttében nagy szerepet jatszott
az elektronikus szamitdgépek gyors fejlddése, a bonyolult
hiradastechnikai és egyéb szabdlyozd-vezérld rendszerek meg-
jelenése.

D6ntd valtozast hozott az 1960-as évek eleje: az algeb-
ra, elsOsorban az univerzalis algebra médszereinek és eredmé-
nyeinek automataelméleti alkalmazésaival és kiterjesztéseivel
kialakult az automatdk algebrai elmélete. A BUCHI-nek és
WRIGHT-nak tulajdonitott alapvetd észrevétel, amely mindezt
lehetdvé tette, a kdvetkezd: az automata bemend jelei tekint-
hetdk &allapothalmaza f6518tti egyvaltozds miiveleteknek, s igy
az automatdt egy specidlis univerzalis algebraval /[ti. uno-
iddal/ azonosithatjuk. Ebben a felfogasban tehat az automa-
ta bemend szavai /unaris/ polinomszimbolumok.

Innen mdr csak egy lépés a THATCHER és WRIGHT [1965J
és DONER [196§]—ben megsziiletett altalénositas, a faautomata,
amely tetsz8leges tipusu [nemcsak undris/ polinomszimbolu-
mokat képes feldolgozni. A polinomszimbolumokat cimkézett
fakkal is reprezentidlhatjuk, innen a faautomata elnevezés.

Az irodalomban kétfajta faautomatat vizsgaltak. Az el-

s6, a leszalld faautomata az input fakat a levelektdl a gyd-

kér felé haladva dolgozza £51 /1d. THATCHER &s WRIGHT [1968],

MAGIDOR és MORAN [1965]/. Erre a tipusra a véges automatéak




hetdk. Az altalanositast megkdnryitette, hogy ha a végalla-
pot-halmaztdl eltekintiink, akkor a leszalldé faautomatéak
univerzalis algebraknak tekinthetdk, vizsgalatukat igy uni-
verzalis algebrai eszkdzdkkel végezhetijiik. [Ennek a gondo-
latnak explicit megfogalmazidsa megtalalhatdé pl. STEINBY
[19770] -ben.

A masik tipusu, un. felszalld faautomata a gydkértdl

a levelek felé haladva vizsgdlja az input fakat. Ezt a ti-
pust a RABIN [196ﬂ cikk vezette be, tulajdonsagait MAGIDOR
&s MORAN [1969], valamint GECSEG és STEINBY [1978] vizsgal-
ta. Az emlitetteken kiviil alig ismert mas, £f6l1lsz38116 fa-
automatikra vonatkozd eredmény. Ennek kettds oka van.

[1) A £51s23116 faautomatdk fdlismerd kapacitdsa erd-
sen korlatozott, még egyes véges erddk sem ismerhettk fel
velik.

(2) Nincs olyan kidolgozott /algebrai/ appardtus, a-
mely lehetdvé tenné a £51sz24116 automatakra vonatkozd prob-
1émak viszonylag egyszerii, egységes targyalasat.

A dolgozatban megkiséreljiik a felszalld faautomatéak
olyan egységes elméletének kiépitését, amely egyrészt tar-
talmazza az ismert eredményeket, misrészt lehetSséget nyujt
a véges automatdk elméletének &ltalénositéséhoz felszalld
faautomatékra.

Az elsd fejezet a legfontosabb altalanos jeldléseket
és - f£6leg univerzalis algebrai - alapfogalmakat tartal-
mazza.

A masodik fejezetben bevezetett speciélis relécids

strukturdk, az un. {61lszalld algebradk a (2) probléma megol-



dasara szolgalnak. Megmutatjuk, hogy £f8lszalld algebrakra
is igazak az alapvetd algebrai eredmények megfeleldi.

A harmadik fejezetben a kiilénbdzd fajtadju faautomaték
definicidit és a rajuk vonatkozd, a dolgozatban késdbb fel-
hasznalt ismert eredményeket foglaljuk Gssze. Itt jegyezziik
meg, hogy &ltaldban az idézett eredmények elsd forfésa sze-
repel az irodalomjegyzékben, de mindegyikiik megtalalhatd a
GECSEG és STEINBY ﬁB?S], [l97i} magyar nyelvii ismertetd
cikkekben.

A negyedik fejezetben definialt zartsagi tulajdonsagok
a felszalld faautomatdknak azt a jolismert sajatossagat fe-
jezik ki, hogy az input fak filiggetlen részfai filiggetleniil
dolgozhatdok £fol, s a kapott eredmények kozdtt késdSbb sincsén
semmilyen kdlcsdnhatas. Hasonld gondolatokon alapul a MAGI-
DOR é&s MORAN [196ﬂ tanulmany 6. fejezete, de az ottani meg-
k&zelités eltérd, inkabb automataelméleti, mig az itt kdve-
tett tisztan algebrai jellegii, s eredményeink is altaléno-
sabbak.

Az dtddik fejezetben a Kleene-féle tétel egy &ltalano-
sitasat adjuk meg felszalld faautomatakkal félismerhetd er-
ddkre. Ezt a tételt, valamint az el6z8 fejezet néhény ered-
ményét tartalmazza a VIRAGH [198d] cilkk.

A hatodik fejezetben a szabad £f61sz4116 automata fo-
galmanak bevezetésével terjesztjiik ki a Myhill- és Nerode-
féle tételeket.

A hetedik fejezetben megmutatjuk, hogy a felszalld fa-

automatakkal f&lismerhetd erddk specidlis, un. D-regularis



fanyelvtanokkal generalhatdék. A D-regqularis fanyelvtanokat
felhasznalva vizsgaljuk a k&rnyezetfiiggetlen és a regularis
nyelvek kapcsolatat a felszalld faautomatdkkal f£8lismerhetd
nyelvekkel,

Az utolsd, nyolcadik fejezetben a Gluskov [196{], [1964]—
ben bevezetett kompozicidfogalomnak, illetve kiilonbdzd spe-
cialis eseteinek /1d. GECSEG &s PEAK [1972], Gfcsec [1974)/
altalanositasaval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a k®z8nsé-
ges automatdk kompozicidira vonatkozd eredmények nagy része

egyszerii eszk8zdkkel atvihetd felszalld faautomatdkra is.

KoszOnetemet fejezem ki Gécseg Ferenc egyetemi tanarnak,
aki a felszalld faautomatak elméletének problémaira figyel-
mem f&lhivta, s batoritasaval, hasznos tanacsaival segitett

az értekezés megirasaban.



1. Alapvetd fogalmak, jeldlések

A dolgozatban a matematikai logika és a halmazelmélet
szokasos jeldléseit hasznaljuk. N, a természetes szamokat, N
az N - {O} halmazt, ¢ az {ires halmazt, P(A) az A halmaz
részhalmazainak halmazat, |Al az A szamossidgat jeldli. Tet-
sz6leges A,B halmazokra A € B&>(Va)(a € A =>a € B)és A C B &
&(h & B&AE B). Az {a} egy elemii halmaz helyett, ha nem
okoz félreértést, egyszeriien a-t irunk. A fliggvény, leképe-
zés, hozzarendelés, operator fogalmakat szinonimaként hasz-
naljuk. Fliggvényen mindig teljesen definialt filiggvényt értiink.

Legyen ¥ : A —» B fiiggvény, A’ &€ A &s B'& B. Ekkor
$a7) ={p]@Ea’ € a7) Ya) =)},
y—l(Bﬂ ='{al¥(a) = B'E.

J injektiv, ha a; # a, @{(al) # {(az) .

{ szirjektiv, ha f(n) = B,
\?bijektiv, ha injektiv és szirjektiv.

Ha £ : A > B leképezés, az £ additiv kiterjesztésén azt

a [szintén f-fel jelélt/'p(A)—v'PGﬂ fliggvényt értjiik, amelyet
minden A’ & A-ra £(A’) =.{f(aﬂlzﬂ e A'} definial.

TetszOleges A halmazra az A f6lotti n dimenzids vektorok

A"-nel jeldlt halmazan az B = (al,az,...,an) alaku rendezett
n-esek 8sszeségét értjikk, ahol a, €A4,j=1,2,...,n. Vektorok
esetén is haszndljuk a b € a jeldlést, ha az a vektor kompo-

nensei halmazok &s b € a; valamely 1 4 i 4 n-re.
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Az {Ai\i E I} halmazrendszer_”(Aili & I) direkt szor-

zata az Osszes olyan f : I —>\Khi|i € I) fliggvénybdl &ll,

amelyre i € I =>£(1)€A; teljestil. TetszSleges i € I-re a ﬂ&

i-edik projekcié a T;(£) = £(i)-vel definialt T, : [[(a,[1 € T)->
> A; leképezést jelenti. Ha I = {1,2,...,n}, akkor ﬂlAi\i € 1)
azonosithatd az olyan LKAili € I) £f516tti n dimenzidés vekto-
rok halmazaval, amelyek i-dik komponense Ai—b61 vald béarmely
i=1,2,...,n~re. Ekkor ﬂi(f) a megfeleld vektor i-dik kompo-
nensét jelenti. A tovabbiakban a véges direkt szorzatnak ezt

a szemléletes fogalmidt hasznidlijuk és alkalmazzuk ra az

Al X A2 X soa X An’ illetve Ai = A, 1 =1,2,.¢s,n esetén az

A" jelslést.

Az {Ai‘i € I} halmazrendszer_ﬂ@xi'i € I) direkt Ossze-
gén az U(Aix (iﬂ i € I) halmazt értjik.

Legyen A tetsz8leges halmaz, n tetszdleges természetes
szam.

Az £ : A" —9{0,1} leképezést A £5618tti n valtozds relacidnak,

az £ : A" —9‘P(A) leképezést A f518tti n vAltozds nemdetermi-
nisztikus miiveletnek,

az £ : A" —>A leképezést A £516tti n valtozds miiveletnek,

az £ : A ~93%An) leképezést A £f616tti n valtozds nemdetermi-
nisztikus £81sz41156 miiveletnek,

az £ : A > A" leképezést A £516tti n vadltozds f61szAalld mii-

veletnek hivjuk.
Azt mondjuk, hogy £ A f5ldtti reldcid /nemdeterminisztikus
miivelet, stb./ ha f A £f518tti n valtozds relédcid [n valtozds
nemdeterminisztikus miivelet, stb./ valamely n &€ N-re. Legye-

. . o 3
nek A és F nem iires halmazok. Az Ul =<{A,F >~ rendezett part



relacids strukturdnak [nemdeterminisztikus univerzalis al-

gebranak, univerzalis algebranak, nemdeterminisztikus £61-

524116 algebranak, £f6lszadlld algebranak/ mondijuk, ha A

folotti relacidk /nemdeterminisztikusbmﬁveletek, miveletek,
nemdeterminisztikus felszalld miiveletek, £81szdlld miiveletek/
halmaza. Minden A f816tti n valtozds nemdeterminisztikus mii-
velet /miivelet, stb./ tekinthetd A f8l8tti n+l valtozds £
relacidnak, ha f¥-ot miiveletek esetén f*(ao,al,az,...,an) =
= l¢£>f(al,a2,...,an) = ao—lal, £61sza3110 miiveletek esetén
f*(ao,al,az,...,an) = lé%>f(ao) = (al,az,...,an)—nel defini-
dljuk. Igy a relacids struktura specialis esetének tekinthetd
az eldbb definialt négyféle algebrafogalom. Ezen beliil az al-
gebrak [£f01szalld algebrak/ f&lfoghatdk specialis nemdeter-
minisztikus algebrakként /[/nemdeterminisztikus £6lszalld al-
gebrakként/. A négy kiildnbdzd fogalomra azért van szlikség,
mert ezekre épiil a kdvetkezd fejezetben ismertetett négyféle
faautomata-fogalom.

Tipuson olyan (F, V) rendezett part értiink, ahol F nem

iires halmaz, a miveleti szimbolumok halmaza, VY pedig F erNo

leképezés. Ha Y ismert, az {(F,V) tipusra csak I emlitésével
hivatkozunk. Az Fy =-{f‘ YE) = k} jeldlést bevezetve F-et
P = U(Fk\k E.N) diszjunkt Osszegként is eldallithatjuk. F

elemeit k valtozds miiveleti szimbolumoknak hivjuk. F tipus

rangtipusan az R(F) = {lek +* ¢} halmazt értjik. F unaris ti-

pus, ha R(F) = {1}, azaz F = F,.

U = (A,Fm> F tipusu nemdeterminisztikus univerzilis

algebra /F tipusu univerzalis algebra, F tipusu nemdetermi-

nisztikus f61lszal116 algebra, F tipusu folsz&116 algebra/ ha




Pt {f"‘(f € F} és £" , az £ realizaltja A-n, V(f) valto-

z6s A f8lotti nemdeterminisztikus miivelet [miivelet, nemdeter-
minisztikus f6lszalld miivelet, f6lszalld miivelet/. A tovabbi-
akban, ha nem okoz félreértésngm és £% jeldlésébdl elhagy-
juk az U £61s8 indexet.

A 6. és 7. fejezetben célszeriibb lesz a miiveletek zard-
jel nélkiili, lengyel prefix jeldlési irasmdédja, erre kiilén
felhivjuk az olvasd figyelmét.

Most a reldcids strukturdkkal és az univerzalis algeb-
rdkkal kapcsolatos néhdny, a tovabbiakban gyakran hasznalt
fogalmat idéziink fel a GRATZER [1968] kényv alapijéan.

A @ A folotti bindris relacid kiterjeszthetd tetszdleges

n € N-re A £816tti gm) binaris reléacidéva az a éM)g &

@(V 1 £1 & n) (aie bi) definicidval, a tovabbiakban gm)
helyett is egyszerilien -t irunk.

A @ A f518tti binaris relacidt ekvivalencianak hivjuk,

ha e reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. A O8sszes ekviva-

lenciidjénak halmazat E£(A) jeldli.

iz W= (A,é> relacids struktura parcidlisan rendezett
halmaz, ha < reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv biniris
relacidé A folott.

az Ul =4{A,4&) parcidlisan rendezett halmaz lanc, ha
barmely a,b € A-ra a £ b vagy b £ a teljesiil.

Legyen 1= (A,4&) parcidlisan rendezett halmaz, A’ < A,
lub(A’) jeldlje A’ elemeinek |/ 4 szerinti/ legkisebb felsd
korlatjat, glb(A’) az A’ elemeinek legnagyobb alsd korlatjat
/amennyiben létezik/. 4l hald, ha minden a,b € A-ra létezik

glb({a,b}) és lub({a,b}) . Bevezetve a A(a,b) = glb({a,b})
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és V(a,b) = lub({a,b}) miiveleteket, az 41 haloet U =<A,F“>
F = F, ={V A] univerzdlis algebraként is definidlhatjuk. TIs-
mert, hogy a hdld két eldzd definicidja ekvivalens. W tel-
jes halé, ha barmely A’ ¢ A-ra létezik lub(A’) és glb(A’).
Az a € A elem kompakt, ha a £ lub(A’) -b81 k&vetkezik

a £ lub(A") valamely véges A" & A-re. Ul algebrai halé, ha

(1) Al teljes hals,
(ii) barmely a € A a = lub(A’) alakban irhatd, ahol A’
minden eleme kompakt.

Ul = {a,{V,A}) disztributiv hdls, ha barmely a,b,c € A-ra

aV(bAc)=(avVvb)A (a V@)

A hald fogalma szoros kapcsolatban van az un. lez&réasi
rendszerekkel. [T A f518tti lezArdsi rendszer, ha L<P®)
&s barmely H <L ~-re NLHEL . Igy H= Ptvéve NH=AEL

mindig teljesiil. A A: TP@) —> PA) leképezés A £518tti

lezarasi operator, ha barmely B,C £ A-ra
(1) B € C=4(B <€ A(C),
(ii) B €& A(B),
iii A®) = AlAB).

TetszBleges [ lezdrasi rendszerhez egy AI:: P(a) — P(n)

operdtort rendelhetiink a AI:(B) = N{c|lc e & B & c] de-
finicidval. Ismert, hogy Al: lezarasi operator, és L?(E)—_— AE
bijekcid az A £818tti lezaradsi rendszerek és lezarasi ope-
ratorok kdzdtt. A ~?_l inverz leképezést »?-l(A) = EA
definidlja, ahol EA= {CIC = A(C)}. EA elemeit A-zart

halmazoknak nevezziik. A /\ lezaradsi operédtor valdédi, ha

A(p) = ®, algebrai, ha barmely B € A-ra A(B) = U»(A(B') l B’CB

és B’ véges), topologikus, ha barmely B,C & A-ra A®)U A(B)=
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= A(AUB). A [ lezarasi rendszer valddi [algebrai, to-
pologikus/, ha ZXE valédi /algebrai, topologikus/.

Ismert, hogy ha I lezarasi rendszer, akkor ([, &)
teljes hals,

ha [ algebrai, akkor (I, <) algebrai
halo,

ha I topologikus, akkor (L ,4)> a {(P(a),%
részhaldja.

Az univerzalis algebrak kdzilil a tovabbiakban az una-
ris tipusuakra, az un. unoidokra lesz sziikséglink. Az unoidok
tekinthetdk felszd116 algebraknak, hiszen egyvadltozds miivele-
teik felszalld miiveletekként is felfoghatdk. Ezért a kdvet-
kezd fejezetben felszalld algebrakra definidlt részstruktu-
ra, generatorrendszer, homomorfizmus, izomorfizmus, beigya-
zas, stb. fogalmak speciilis esetként tartalmazzak a /[fel-
sz4116 algebridknak tekintett/ unoidok megfeleld definicidit.
Kdnnyen ellendrizhetd, szilkkség esetén GRATZER [1966]—at fel-
hasznalva, hogy ezek a definicidk egybeesnek a "hagyomanyos",
az unoidokat egyvaltozds miiveletekkel rendelkezd univerzilis
algebraknak tekintd megfeleld univerzalis algebrai defini-
ciodokkal,

Legyen X tetsz@leges halmaz. Ix= <X* ,?\}> az X &l-

tal generalt szabad monoid, amelyben x* az X elemeibdl képe-

zett Osszes véges sorozatok halmaza, a - kétvaltozds miive-
let a konkatenicié, azaz barmely w,,w, € X® esetén Wy v, =

= WiWy, végiil a A O0-valtozds miivelet az un. lires szé, amely-
re tetszdleges w & X* esetén Aw = wA = w. Ismert, hogy Xﬁ

egységelemes félcsoport a A egységelemmel.
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Ha X véges, akkor tetszBleges L € X" halmazt [X £818tti/
nyelvnek neveziink. Az L nyelv A-mentes, ha A.QIL
Tetszdleges LqeLy E x> nyelvekre értelmezhetdk az alab-
bi miiveletek /vd. SALOMAA [1973] /:
(i) Ly LILZ, Ll(W L, és L - L, a szokidsos halmazelmé-
leti miiveleteket jelenti,
(ii) LiL, = {wlwzlwl E Ll& Wo € Lz},
£
(iii) Li az X -nak L, &ltal generadlt részmonoidja,
(iv) L1/L2 =-{u\uv € L1 valamely v € Lz—re},

(v) mi(L) ={x, x, LR ‘x. X inesEi: B I 65
{ i 4, q 117471,
l,...,k}.

Xi_€ xl j
J

Legyen w,z & X*, w a z prefixe, ha z = wv valamely v € X*—ra,

w a 2z szuffixe, ha z = uw valamely u € XS -ra.

X £f518tti kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanon a G = (V,X,P,s>
rendszert értjiik, ahol
(i) V a nemtermindlis szimbolumok /[X-szel diszjunkt/
véges, nemiires halmaza,
(ii) s €V a kezd&szimbolum,
(iii) X a termindlis szimbolumok halmaza,
(iv) P az Atirdsi szabalyok véges halmaza, ahol a sza-
balyok v —»w alakuak, v £V és w € {V U X}*.
A G altal indukalt :>G relidcibd a k&vetkezd: tetszlleges
w,z € {V L)X}* esetén w =g 2 akkor és csak akkor teljesiil,
ha w = W VWy, Z = WiYWo s és a v >y szabaly P-ben van. Le-
gyen :SE a =$b reliacid reflexiv-tranzitiv lezdrtja. A G
dltal genexralt nvelven az

L(G) ={wlw e xX*% s @z w}
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nyelvet értijik. Az L £ x* nyelv kdrnyezetfliggetlen, ha k&r-

nyezetfiiggetlen nyelvtannal generalhaté.

Véges automatan olyan & = < A,X, cf,ao,z—\> rendszert ér-

tiink, amelyre
A véges, nemiires halmaz, az allapotok halmaza,
X véges, nemiires halmaz, a bemend jelek halmaza,
d: A x X —>A az atmenetfiiggvény,

A £ A a végallapot-halmaz.

4 kiterjeszthetd A x X¥ —> A leképezéssé a
J(a,h) =ig J(a,wx) = cr@'(a,w),x)

definiciéval, ahol a € A, w € X' &s X € X tetszBleges.

Az #£ véges automata adltal fdlismert nyelv:

* -—
L(#) = {w\w e x & J(ao,w) E A} .
Az L nyelv regularis, ha félismerhetd véges automatéval.

Legyen F tetszbleges tipus, X = {xl,x?,...} a tovabbi-

akban r&gzitett, megszamlalhatian végtelen valtozdhalmaz és

Xn — {xl,xz,...,xn} tetszdleges n € N-re. Az §n folotti F

tipusu n valtozdés polinomszimbolumok T = -nel jeldlt halma-
- r

zdn azt a legsziikebb halmazt értjliik, amelyre
(1) XnU Fo & TF,n ! :

(ii) barmely k € R(F), £ € Fi. 85 Pyseeespy € Tp n ©Se-
ten f(Pl’to-,pk) e TF’n L

Az én altal generalt €CF,n = (TF,n,F>'F tipusu szabad algebra

mﬁvelete%p tetszBleges k € R(F), f & Fio 88 Pyseee Py e'TF,n
esetén £ T’n(pl,...,pg) = f(pl,...,pk) definidlja.

Jeldlje T

F az L)(TF'n\n G.N) halmazt. A faautomatik el-

méletében TF elemeit F-faknak, a t TF . polinomszimbolumo-
14



- 13 -

kat n-valtozoés F-faknak, TF " részhalmazait n-valtozds F-
14

erddknek nevezik., Ha n és F ismert, az ezekre vald hivatko-
zdst elhagyjuk az eldzd elnevezésekbdl.

ApET, fa h(p) magassagan azt a h : T = N Ellgg=-

vényt értjik, amelyre

(i) h(p)
(ii) h(p)

= f(pl,...,pk) valamely k € R(F), £ EF, , k > O

o, hapé,XUFO,

il

1 + max(h(p) |1 = l,e..,k), ha p =

és Pyre--rPp € Tp-re.
A definicidébdl lathatd, hogy erddkre vonatkozd allitasokat
az N0 szerinti teljes indukcidnak megfeleld h(p) szerinti
indukcidval is bizonyithatunk.

Ap €T, fa root(p) gydkerén a kdvetkezdt értijlik:

(i) ha p € X UF_, akkor root(p) = p,
(ii) ha p = f(pl,...,pk), akkor root(p) = f.

ApETg fa részfainak sub(p) halmaza:

(i) ha p € X U F_, akkor sub(p) = {p},
(ii) ha p = f(pl,...,pk), akkor sub(p) = {p}L}Q}sub(pi)l
i=1,....k)) .

ApE Tw fa szuperfiinak sup(p) halmaza az &sszes olyan

L= é‘TF fat tartalmazza, amelyekhez megadhatdé olyan k,l1 € N,

1 éi,1< iy £ e <ik41 r Pgre-+rP € Ty, hogy p =

= t(xiie— Py e xize—-pz,...,xik<— pk). Itt t(xii*"pi""’xiﬁ’pk>
azt a fat jeldli, amelyet ugy kapunk t-bdl, hogy xii minden

eldfordulasat pa_-gyel,...,xi minden eldfordulésat pk—val he-

k
lyettesitjiik.

TetszBleges T1,Ty T erddkre a Tl\J Ty Tllﬁ T, és

F,n

T. - T. erddket a szokasos halmazelméleti miiveletekkel értel-

1 o
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mezziik. Tetszdleges i € N-re a Tl-X T2 §i—szorzaton azt
i
az n-valtozds F-erddt értjiik, amelyet ugy kapunk, hogy

minden tl E Tl faban Xy minden eldfordulasat T2—h62 tarto-
z6 fakkal helyettesitjﬁk.*/Kﬁlénb626 eldforduldsokat lehet
b

i

kiildnbozd fakkal is./ A Tl zi—iterélt értelmezése

¥x ., j X
Tlxl =U<TJ’ i e NO), ahol

O,/X.
s B =
T —{Xi} es
J+l,x; JeX JoX
q =1 . L)Tl'x T 4 barmely j € N_-ra.
1 o
Legyen F &s G két tetszOleges tipus. A Yy : F -> G leképe-

zést projekcidnak hivjuk, ha barmely £ € F és i € N, -ra

f E F, = X(f) € G- Y kiterjeszthetd T, > T. leképezéssé a

F G
X(x) =x, -ha x € X,

¥ (E(Pyreeerpy)) = ¥E) (g ro-- x(pk)) definicibval.

ATET erdd projekcidjan a X(T) = {X(t]it € Tg erddt

2 1

értjtik. Az S & T erdd inverz projekcidija Xfl(s) =

G,n
= {t\x(t\ € s}.

Vezessiik be a kdévetkezd fr : TF-—>X* leképezést:

(i) ha p = X, , akkor fr(p) = X

ii hap £,r akkor fr(p) = A,

iii ha p = f(pl, .o ,pk) , akkor fr(p) = fr(pl) fr(pz) - 'fr\-(PK)’

A fr filiggvény additiv kiterjesztése tetszS8leges T & TF—re
a

fr T =f fxit) |t € T].

A definicidébdl lathatd, hogy ha T n-valtozdés erdd, akkor

£ T X £f616tti nyelv.



2. Felszalld algebrék

Ebben a fejezetben a felszalld algebrak alapvetd tu-
lajdonsagait vizsgaljuk. Megmutatijuk, hogy természetes md-
don értelmezhetdk rajuk az ismert algebrai konstrukcidk. Az
univerzilis algebrik és a felszalld algebrak k&zdtt az uno-
idok alkotijak azt a hidat, amelyet f&lhaszndlva az univerza-
lis algebrakra vonatkozd eredmények k&nnyen atvihetdk fel-
szall6 algebrakra.

A tovabbiakban kizarjuk a O-valtozds milveleteket, vagyvis
az eldforduld (F,)ﬁ) tipusokrél mindig feltessaziik, hogy F_ = ¢.
Erre a késSbbiek miatt van sziikség, amikor majd a felszalld
algebrakra épilild felszalld faautomatakat vizsgalijuk [vd. GE-
CSEG-STEINBY [1978]/. Addig is a taArgyaldsunkat egyszeriisiti,
az eredményeket pedig lényegében nem befolydsolija ez a kikd&tés.
A rdvidség kedvéért felszalld algebra helyett legtdbbszor
algebrat mondunk, mig az univerzalis algebrakra ezutén is
teljes neviikkel hivatkozunk.

Legyen LP: A —>B tetszOleges leképezés, k £ N. Ekkor~?
természetes médon Altalanosithatd f : AkW—>Bk leképezéssé
a o?(_é_l_) = Db @(Vl £ i< k) (x?(ai) = bi) definiciéval. A
tovabbiakban gyakran folhasznaljuk * -nek ezt a kiterjesz-
tett értelmezését.,

Legyen N, J> két F-algebra, ‘? A —>B leképezés.‘?

homomorphizmus, ha barmely a € A-ra és £ € F-re ?(f(a» =

= f(Q(aﬂ . &> az Ul homomorf képe, ha \? szlirjektiv. ~P izoc=
morfizmus, ha Q bijektiv is. Ekkor Yl -t és &% -t izomorfok-
nak -mondjuk, jeldlése: MEL . Ezg a = relacid ekviva-

lencia az Osszes F-algebra K(F) halmazan. Az injektiv homo-
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morfizmusokat bedgyazdsoknak hivjuk. {)l izomorfan bedgyaz-

haté 5 ~be, ha létezik ‘-? : N> beagyazas.

A ec E(’UL) ekvivalenciat Yl kongruencidjinak mondjuk,
ha barmely a,b € A és £ € F-re agb -—}vf(a)e £(o). W &sszes
kongruenciajanak halmazat Con (W) -val jeldljiik. Tetszdleges
Ml-ra 1,w € con(M), anol (Va,b € A)(awb) é&s (Wa,b € A)

(awb &a = b). A @ valddi kongruencia, ha g#’l és g + .

Legyen 04,0, € Con (01) » 226 finomitasa, jelben QZ £0yr
hHa 1 {Va,b € A) (agzb =;aglb). A £ relacid parciilis rende-

zés Con (m)—n.

az Ul ={a,r*) algebrénak & = <B,Fz’> részalgebrija,
ha
(i) B € A,
i1) (vp e B)(ve € 7) (£¥ (b) = £" (v)),
(iii) (Vb € B)(Vf € F) (c € £¥(b)=> c € B).

Jr valédi részalgebra, ha B C A. Jeldlje Sub(()t) az

{(2).& U {b\ I részalgebraja Ul—nak} halmazt. Tekintsiik a kdvet-
kezd M : P@) —>P(a) leképezést: tetszbleges G € A-ra [1(G) =
= U(c;|i € ny), ahol

() G, = G,

(% %) Giy1 = {gl(aa E Gi) (3£ ¢ F) <g E fm(a))}.

1. lemma. (i) " valddi topologikus algebrai lezarasi
operator A f£3l16tt,
(11) Lp = sub (W01).
Bizonyitds. (i)~hez a kdvetkezgket kell igazolni:
1/ ["(0) =@
2/ G ¢ I'@)




_1'7._

3/ G H=>1M(G) ¢ "@H)
4] Ple) = F{ree))
5/ M6 VH) = ') U rm)
6/ g € M(c) = (36" ¢ G)(6" véges& g €0'(c’)).
1/ és 2/ trivialis, 3/-6/ kdvetkezik az alabbi Allitasokbkdl:
37/ 6 ¢ n (Vi € N ) (6; € Hy)
47/ Ha ® = 1(G), akkor (Vi € W) (H; = M(c))
5'/ Ha K = G UH, akkor (Vi € N )(K; = G; U Hi)
6"/ (Vi€ N ) (g €6 =>(Tc] ¢ 6;) (6] véges & ge [ (G}))) -
Ez a négy allitas hasonlbéan bizonyithatd i szerinti teljes
indukcidéval, [' definicidjabdl (%) és (x%) -ot f8lhasznilva.
Ezért csak 3’/[/-t részletezziik.
al] Az i = O eset trivialis, hiszen Go =‘G € H = Ho.
b/ Legyen i 2 0, és tegyiik fel, hogy i-re teljesiil
Gi'g Hi. Legyen g € Gi+l tetsz8leges. Ekkor
(Fa€c)(3ter)(g € f"’(a)) , de G, C H, miatt
a € H;, és igy (x%) alapjan g € H;,q+ Mivel g tet-

szb0leges volt, innen Gy € H adddik.

+1 T Al

(ii) bizonyitasidhoz egyrészt elegendd megijegyezni, hogy
ha G € EF , akkor {G,F)-re a részalgebra-definicié hAarom
feltétele nyilvanvaldan teljesiil, ezért G € Sub(Vl) .

Forditva, ha G € sub(Vl) , akkor a definicié (iii) pont-
ja miatt barmely i € N_-ra G, = G, ezért () =l)(Gi\i E Né) =
= G, tehdt 6 € L .0

Ha & az Ul részalgebrdaja és B = '(G), akkor G-t a >

generatorrendszerének, G elemeit generdtorelemeknek hivjuk.

Az W= (A,Fm)algebrénak a G €& A dltal generdlt részalgebra-

jat a tovabbiakban <[G],ﬁ>—fel, vagy néha réviden [G]-vel
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jelslijik.

2. lemma. G akkor és csak akkor generatorrendszere 4l -
nak, ha tetszdleges I algebrara és v? oo X = UL homomor £iz-
musra G & ¥(C)-bd1 ¥(C) = A kdvetkezik.

Bizonyitds. Az elegendfség bizonyitdsdahoz legyen [ =

= <[G],F>, -p: [G] ~»A a G identikus leképezése A-ba. Mi-
vel Y homomorfizmus &s G < P([c]) = [¢], a feltétel szerint
A= \-F([G]) = [c], tehat G generatorrendszere Yl -nak.

A sziikségesség igazolédsihoz legyen a [ = <C,F> algeb-
ra a \P : L >Vl homomorfizmus és a € A tetszdleges. Mivel
G generatorrendszere YUl -nak, megadhatd olyan k természetes

szam és
%) (agrfqrig) s (agsfyriq)reees(ag iy iy)
sorozat, hogy a_ £ G, 8441 = T['ij(f;n(aj)) I L TP JRRRN, T |

és I =Tfik(f]f[(ak)) = a, Hivel ¢ & {’(C), (E]co) (\?(co)= ao).

Tekintsiik a (%¥)-nak megfeleld
G ) (o o8, sl Yrlogafigedy ) eens o lopotiriy]

o B o i % -
sorozatot, ahol Cj+l —'Jtij<fj (cj)) ¢ 3. = 1,2544s,K: Mivel ~f7
homomorfizmus, (%) és (% X) 8sszevetésébdl j = k-ra J(cp,q)=

= ap,q = a. De a € A tetszdleges 1lévén, ebbol ~f(C) = A adob-

dik. O

Legyen {G,6) és {H,V) két tipus, G £ H és barmely
g € G-re G(g) = Wg). A & =<B,G") algebrdt az ¥ ={a,n"

F-részalgebrdjinak mondjuk, ha A = B é&s barmely g € G, a € A

esetén g'ﬁ'(a) = gm(é) i
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Tetsz&leges {(F,V) tipushoz rendeljik azt az (Fg, Vy)
undris tipust, ahol Fgy € F xN és barmely £ € F-re (f,i)€ Fe&>
& i€ VIE) . A tovabbiakban (£,i) helyett roviden f£,-t irunk.

Legyen F tetszdleges tipus, G tetszBleges unaris tipus
é&s M: G =>F; szlirjektiv leképezés. Ekkor az W = {A,F)
£51s28116 algebrdhoz hozzarendelhetjiik azt az = (A, B
unoidot, amelyben barmely a € A-ra és g € G-re, ha m(g) = £
akkor g (a) = ﬂ&(f‘n(a)).

Forditva, ha A: Fg.72€ sziirjektiv leképezés, akkor
az M = (U,G) unoidhoz azt az W,= (U,F} algebrat rendelhet~-
jiik, amelyben bkarmely a € A-ra és £ € F-re leﬂ(a) =
= (byseeeibyg) @01 ¢ 1 € v(E) (Ae) = 9;%9M @) = 1by).
Mindkét hozzarendelés megdrzi a strukturdk egy sor alapvetd
tulajdonsadgat. A tovabbiakban a két legfontosabb specidlis
esettel foglalkozunk.

El0sz6r legyen G = Fy és M az identikus leképezés. Ek-
kor érvényes a

3. lemma. (i) Az W= {(A,F) i, = (A,Fg? hozzaren-
delés bijekcidé az F tipusu algebrdk és az Fy tipusu unoidok
kdzbtt.

(1i) ¢ kongruencia W -n (& @ kongruencia
Iy =n*
(iii) & részalgebraja ¥l -nak & p‘(yﬂ rész-
unoidija 1@u—nek.
(iv) \f : Ul— & homomorfizmus [izomorfizmus,
beagyazas/ & J : t&u‘ﬁ>1%w homomorfiz-

mus [izomorfizmus, beagyazés/.
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Bizonyitas. (i) - U, injektiv: ha N+ L& , két
eset lehetséges: |
al A # B, ekkor vilagos, vhogy Wy, # L .
b/ A =B, de (3£ € F) (Faea)(31<iz<yE)(m £ (a) #
#’J'Ci fx’(a)) .
Ekkor fiw/‘“(a) # fft“(a) miatt ‘Ulluaﬁ [3’,44 s
N>V, sziirjektiv: legyen M =<{U,Ep tetszSleges Fg =

unoid. Definidljuk az 4l = {(A,F) algebrat igy:A = U és

(4 (va € v)(ve € 7) (Ma) = (@ ,£5@) ...t ;tf) (a))).

Nyilvanvald, hogy 'UlM= M lesz.
(ii) Mivel g € £(n), a kdvetkezd ekvivalenciat kell

belatni:

xx) (Va,b € A> ((Vf er) ( agb = £" (a)p£"” (b))<:>

& (Ve € Fy) (agd :?fimﬂ(a)efim’“ (b))).
(% %) rogtdn kdvetkezik az £ és fi miiveletek (¥)-ndl £8lirt
kapcsolatabdl és a @ ekvivalencia vektorokra tdrténd ki-
terjesztésének kordbbi definicidjabol.

Az (iii) é&s (iv) &allitasok hasonld eszkdzdkkel bizo-
nyithatdék, ezért ezeket nem részletezziik. [

Masodszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor lG} S lFo-—l
és a rdgzitett A : Fy > G sziirjektiv leképezés homogén, az-

az
(veer) (141,35 ¢v@) (A = NEy).

Ekkor az Z,{A F-algebridk a kdvetkezd tulajdonsaguak:
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(va e v)(ve e 7)(ab € v) (£ (a) = (Bsbseeesb)) .
Az ilyen tulajdonsagu algebrakat nevezziik homogénnek. Exr-
vényes a
4. lemma. (i) Az M ->7M, hozzérendelés bijekcid az uno-
idok és a homogén algebrak k&zdtt.
(ii) e kongruencia T-n (@g kongruencia T, -n.
iii W részunoidja W-nak & W, részalgebrija
T, -nak.
(iv) \g : 1l >V homomorfizmus /[izomorfizmus,
bedgyazas| & f: W, > W, homomorfizmus
|izomorfizmus, beagyazas/.

Bizonyitds. Hasonld az eldzd lemmdéhoz, ezért elhagyjuk.

Az eldz0 két lemma segitségével szinte minden olyan univer-
zalis algebrai eredmény, amely unoidokra igaz, &ltalanosit-
hatdé algebridkra. Az aladbbi allitasokban szerepld R rangti-
pusokrdl fdltessziik, hogy a O-t nem tartalmazzak. Erre a
korabbi FO = @ kikdtés miatt van sziikség.

5. kdvetkezmény. Legyen R tetszdleges rangtipus.

(1) Minden R rangtipusu W = <A,F> algebrara {Con(®l) , £
algebrai halo.
(2) Minden R rangtipusu M = (A,F) algebrara {Sub(W) , ¢
(i) algebrai haléd
(ii) (Pa), £ részhaléja
(iii) A,® € sub).
(3) TetszSleges A halmazhoz &s a (2)-ben f8lsorolt (i] - (iii}
tulajdonsadgu (I, ¢ ) hadldhoz megadhatd olyan M = (A,F)
R rangtipusu F-algebra, hogy {Sub (n), é> = {L, é) '

(4) Minden monoid izomorf valamely 4l R rangtipusu F-algeb-
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ra endomorfizmusmonoidijaval.

(5) Minden csoport izomorf valamely 41 R rangtipusu F-al-
gebra automorfizmuscsoportijaval.

Bizonyitids. Unoidokra jél ismert mind az 8t &1lités

/v.5. GRATZER [1968]/. A 3. lemma szerint Con (#1) = Con(Ul/uJ
&s sub(#) = sub (M1,.) , igy rdgtdn adédik (1)és (2). A (3)-
(5) bizonyitashoz vegyilink egy-egy megfeleld tulajdonséagu
'ul,'uz, 1% unoidot. Az M->U,. hozzdrendeléssel konstru-
aljunk meg harom, nekik megfeleld R rangtipusu algebrat. A
4., lemma biztositija, hogy ez a harom algebra is eleget
tesz a megfeleld feltételeknek.l]

TetszGleges A halmazra és e € £(A) ekvivalencidra je-

181lje a/ a @ altal indukalt osztalyozas a-t tartalmazd

g
osztalyat, Al(’ = {a/g \ a € A} - A @ -hoz hozzarendelhetd a

: A A = leké és. Mind s A B leké-
{% - /Q' 4§(a) a/g eképezés. Minden \f - eké
pezés egy Q{ € £(A) ekvivalencidt indukal az a g{ b &

& f(a) = {(b) definicidé szerint. Ha @ €con(l) , az Ul/e =

= (A/ ,F) faktoralgebran azt az F-algebrat értjiik, amelyre

(Ve €F) (Vae A)(fm/g (a) = <al/€ '.azlg ,---,av(f)/g) &

o f‘n(a) . (al'az""’avtﬂ))
teljesiil.

6. kdvetkezmény. (i) Ha ¥ : V1> & szlirjektiv homo-

morfizmus, akkor Qﬂ’ € ConWt)
(ii) Ha @EcCon(¥), akkor ~fg : Vl—ﬂﬂ/g
sziirjektiv homomorfizmus.

Bizonyitds. Unoidokra ismertek ezek az &llitéasok, eb-

bS5l a 3. lemma fSlhasznalasaval kévetkezik, hogy tetszﬁgeaa\

“"—,;,k.:"-yz”.',’y‘{". Q




- 23 -

ges F tipusu algebrakra is igazak. [

Legyen X részalgebraja Al -nak, ECon(&) . A konoru-
€ g

encia M -ra vald w-kiterjesztésén azt a /minimalis/

QA S Con(VL) kongruenciat értijiik, amely B-n Q -val, A-B-n
w -val egyezik meg. A J» részalgebra altal generalt kongru-

encia: Q(JG)= N (Q ‘ Q econ() % (Va,b € B) (agb)) . Megje-

gyezziik, hogy a QbG)kongruencia 4ltal indukalt osztdlyozas
B-b0l és egyelemii osztalyokbdl all.
Az {4ﬂi\i = l,2,...,n} F-algebrak 4Vl = WT(Wili =

= 1,2,...,n) direkt szorzatan azt az U = (A,F> algebrat

értjik, amelyre A = ﬂZAili = 1,2,...,n) és minden a € 3,

n
f € F~re f£ (3) = (91""'9‘%f))' ahol

by = (’R’j (ful(al)) % (fmz(a2)> B (£ (an))) , 3=1,2,..., V() .

A TT@ﬂili = l,2,...,n) direkt szorzat I részalgebrajat

az Al algebradk szubdirekt szorzaténak hivjuk, ha 'ﬂE(B) =
¥,
=na;, i=1,2,...,n. Ekkor a & = TI_(‘(ﬂi‘i = 1,2,...,n)
jelslést hasznaljuk. /& -t az ¥, -k nem hatdrozzdk meg egy-
értelmiien altaléban!/
Az {4ni\i = 1,2,...,ni F-algebridk L = Jl(mi‘i=l,2,...,n>

direkt Ssszegén azt a L[ = <C,F> algebrat értjik, amelyre

C = JL(Ai\i = 1,2,...,n) és minden (a,i) € Cc, £ € F-re
£E((a,i)) = fﬂi(a).
Az 41 algebra smbdirekt irreducibilis, ha Al =
%
= ﬂ-(‘\}li\i = 1,2,...,n)$(3i.)(lA[ C |Ai]) . Ul egyszert,

ha nincs valddi kongruenciidja. Lathatd, hogy a bevezetett fo-

galmak hasonldk az univerzalis algebraban haszndltakhoz, st

unoidokra megegyeznek azokkal. Igy, visszaemlékezve a 3. lem-
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mara, koénnyli szdmolassal igazolhatd a kdvetkezd
7. lemma. (i) Ul = Tl-(v(i{i=1,...,n)<;> Ul =
= Tr(mjﬂl i= 1,...,n),
(11) M= T |1 =1,...0e V-
%
= Tf(wiﬂl {'= 1,...,n),
(111) M= I s =1,....n)& U=
= L, (s

(iv) V1 szubdirekt irreducibilis /egyszerii/

= l,...,n),

Oyﬂszubdirekt irreduciblis /egyszerii/.

8. kdvetkezmény. (i) Ha YVl egyszerii, akkor szubdirekt

irreducibilis.

(ii) Ul szubdirekt irreducibilis &
&> {(con (W) ,é> ~ben pontosan eqy
atom van.

(1ii) Barmely algebra eldallithaté szub-
direkt irreducibilis algebrak szub-
direkt szorzataként.

Bizonyitds. Ezek az allitasok igazak univerzalis algeb-

rédkra, és igy unoidokra is [v.0O. GRATZER [1968]/. A 7. lem-

mabdl kdvetkezik, hogy ekkor felszalld algebridkra is igazak.

TetszO0leges F tipusra E¥=<K&%,F> jeldlje az izomorfiz-
mus erejéig egyértelmiien meghatarozott egy elemii F~algeb-
rat. Ha M= E, Ul -t egységnek hiviuk. Con(l) és sSub®l)
kapcsolatiara igaz a k8vetkezd

9. tétel. A  : B - @&) hozzarendelss {sub (11),{V,N})
hemomorfizmusa <Con(Uﬂ ,ﬁ/,A})—be. Q akkor és csak akkor be-
dgyazis, ha Sub(Wl) nem tartalmaz egységet.

Bizonvitas. K&nnyen ellendrizhetd, hogy ?CG) nem mas,
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mint a & 1 kongruencidjanak 2 w-kiterjesztése V1 -ra,
hiszen '7_A szerint B barmely két eleme kongruens, és ez a
minimdlis ilyen tulajdonsagu kongruencia, hiszen csak B ele-
mei kongruensek 22 werint. A ?(.G) ezen elBallitisabsl

azonnal adddnak a
0(HNK)=eB)AQK) &s (BUL)=o(B)v ¢(K)

azonossigok, amelyek éppen azt fejezik ki, hogv x? r Ay —>§(Z~r)
homomorfizmus. g(é) £onti jelentésébdl kovetkezik, hogy

o(%) = Q(E) akkor é&s csak akkor lehetséges, ha & =L &és
mindkettd egység. Ezzel a tétel masodik &llitéasat is igazol-
k.

10. k&vetkezmény. Ha Yl egyszeri algebra, akkor

{sub (1) ,%4 ) a kdvetkezd két lanc egyike:

A

A
[ I L fe}  /ahol ({e},F) egység/
¢ :

A megforditads madr unoidokra sem igaz. Legyen V1 =
> “ -
= <{al,a2,a3,a4}, {f} az f(ai) = 35,41 (mod 4) miivelettel
definiilt unoid. Ekkor Sub (1) = Kir de az a, gaj<=>|i—j[= 2
dltal definidlt @ valddi kongruencia Al -n.
* 11, lemma. Ha J» az Yl részalgebrija és e a {Con(G)}, £>
h4ald atomja, akkor a gA w-kiterjesztéds a {Con (U() P £

haldéban is atom lesz.

Bizonyitas. Legyen ) ég)A és @# W ., Mivel A - B

elemei A/gA—ban egyelemii osztdlyokat alkotnak, a ©® konaru-
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encia [és igy az A/G osztalyozas/ csak B-n lehet finomabb
QA~nél. De ha B-n létezne valddi finomitasa QA—nak, ez el-
lentmondana annak, hogy Q minimalis kongruencia J~ -n.

Lattuk, hogy Ul akkor és csak akkor szubdirekt irredu-
cibilis,  ha (Con(vL),é -ben pontosan egy atom van, igy az
elt5z0 lemmabkol nyerjiik:

12. kdvetkezmény. Az WVl algebra szubdirekt irreducibi-

lis & minden részalgebraja szubdirekt irreducibilis.

13. kdvetkezmény. Ha 4] szubdirekt irreducibilis, ak-

kor {Sub (V) ,%<) -ben legfeljebb 2
(i) egyszerii részalgebra
(ii) paronként diszjunkt részalgebra
(iii) atom
lehet. Ha barmelyik tulajdonsagu részalgebriabdél 2 van, ak-
kor legalabb egyikiik egység.

Bizonyitas. (i) k&vetkezik abbdl, hogy ha L& egyszeri

részalgebra, de nem egység, akkor 9050 a 11. lemma szerint
atom lesz.

(ii) szintén abbdl a megdllapitésbél adédik, hogy U1
diszjunkt, egységtdl kiildnbdzd részalgebrdibdl a 1ll. lemma
szerint a {Con (V) ,£) kiilonbdzd atomjai nyerhet8k.

(ii) = (iii), hiszen {Sub (1) ,£) atomjai sziikségkép-
pen diszjunkt részalgebrak. [l

Az Ul—aim“ hozzarendelést kihasznalva vezetjlik be

a szabad algebra fogalmdt. Legyen Y tetszOleges valtozd-

halmaz, (F,v) tetszdleges tipus, FN Y = ¢. Az Y altal ge-

neralt szabad F-algebrédn azt az /egyetlen, létezd/ %F Y—nal
r

jeldlt F-algebrat értjiik, amelynek M szerinti képe az Y
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altal generalt szabad Fy-unoid. m definicidjanak megfele-
lGenYE;F'Y = <TFJ’Y,F7és tetszbleges g £ TFJ,Y’ f € F-re
e e e Lo B (e b e ol 7,(f)(q)).

A kdvetkezd lemma szerint QF,Y valdéban rendelkezik a
szabad algebrak szokasos tulajdonsdgaival.

14, lemma. Legyen M = (A,F) tetszbleges F-algebra és
§: Y =2 tetszBleges leképezés. Ekkor J egyértelmiien kiter-

jeszthetd gF Y’*iﬁ homomorfizmussa.
’

Bizonyitas. A szabad unoidra igaz a megfeleld allités

[v.5. GRATZER [1968] /. A 3. lemmit f&lhasznalva ebbBl kivet-
kezik, h -ra is igaz.
ezik, hogy QF,Y ra is igaz

Legyen g,h € T A g = h alaku formélis egyenlTsé-

Fg.Y°
geket azonossagoknak hivjuk. A g = h azonossag teljesiil az

{1 algebran, ha tetszGleges ~¥ : qF’Y'ﬁ'UZ homomorfizmus-
ra Q(g) és {(h) megegyezik. Az M algebrén teljesiilt azo-
nossagok halmazat id (V) -val jeldljiik.

F-algebrak tetszdleges K osztalyara legyen
H(K) = {Iy\ X homomorf képe valamely 41 € K-nak}
S(K) = {-6\ I részalgebridja valamely U € K—nak}
P(K) = {.Gl Xy direkt szorzata az {Uli]i € I} K-hoz

tartozod algebréknak}

id (K) {p=ql p=g azonossig teljesiil minden ()IE,K—n}
a = {0 |4 e ki,

A 3. és a 7. lemmiabdl, valamint az azonossagfogalom defi-

K

nicidjabdl rogtdn kovetkezik a
15. lemma. (i) U EH(K) & Uy € H(Ku)
(ii) M esX) & Vi €s(K,)
(iii) 4y € P(K) & U, EP(RL)
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(iv) id(X) = id(K/“).

TetszBleges 3 azonossighalmazra legyen K(T) =
= {ut|ia(w)2 £} . A K osztdly varietds, ha K = HSP(K).

K azonossagokkal definidlhatdé, ha létezik olyan S azonossag-

halmaz, hogy K = R(£). Az 4 € X algebrat K-szabad algebra-

nak hivjuk a Z szabad generatorrendszerrel, ha

(i) v = [Z])

(ii) tetszBleges H € K és ¥ : Z = B leképezés esetén

J kiterjeszthetd Ul—>25 homomorfizmussd. Mivel a

K-szabad algebra most megadott definicidja unoidok esetén
egybeesik a hagyomadnyossal, a 15. lemmabkdl nyerjlik, hogy
1 K-szabad algebra & &EM K,—-szabad unoid. A f&ntie-
ket fdlhasznalva a kdvetkezd tétel adddik a megfeleld uni-

verzalis algebrai /és ezért unoidokra is teljesiild/ ered-

ményekbdl /v.5. GRATZER [1968] /.

16. tétel. (i) Barmely K varietdsban léteznek K-szabad
algebrak tetszdleges szamossagu genera-
torrendszerrel.

(ii) K varietds & K azonossigokkal defini-

alhatd.

Az automataelméletben tdbbféle Osszefliggbség-fogalmat hasz-
nalnak. Most bevezetijiikk a megfeleld fogalmakat unoidokra és
algebrdkra, majd megvizsgdljuk kapcsolatukat a {Sub(Wl) , %7
részalgebrahaldval.
Az Al = {(A,F) unoid
(1) erdsen 8sszefliggd, ha
(Va,b € A)(E]pl,pz & TF’.|)(pl(a) = b & pz(b)
(2) &sszefiiggd, ha

(Va,b € 2)(3p1sp; € Tp 1) (P1(2) = BV py(p) = a)

|
)]
fos
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(3) £81liilr5l erdsen 8sszefiliggd, ha

(3c € a) (Va,b € &) (Fpyspy € Ty 1) (P1(3) = py(b) = c)
(4) £51ilrsl Ssszefiiggd, ha

(Va,b € 2)(3c € A)(le,pz E TF’i)(pl(a) = pz(b) = ¢ )

(5) alulrdl erdsen Osszefiiggd, ha

(3c € a)(Va,b € A) (Ipy,p, € Ty 1) (pyCe) = a &k py(e) = b)

(6) alulrdl 8sszefiiggd, ha

(Va,b € AY(dc € 8) (1,0, € Tp 1)(py() = a X pyte) = b).

Megjegyzés.(B)—nél erdsebb Osszefliggéség-fogalom a ko-

vetkezd

(3’) (3c € A)(Bp € TF'i)Ofa,b € A)(p(a) = pib) = c).

A megfeleld tulajdonsadgu, un. iranyithatdé automatikat vizs-

galja DANG HUN DAO [1978] &s PIRICKA [1972].

17. lemma. Az aldbbi allitasokban 8.f. az Osszefliggd sz6

roviditése:

(1) U erSsen 8.f. & Sub (V1) ={A,<l)}

(2) M S8.f. & M egy elemmel generdlt részalgebrdi léncot
alkotnak

(3) Al £5111x31l erdsen 6.f.<@é><5ub(ﬂﬂ,é. -ben pontosan
egy atom van

(4) 0 folilrsl 8.£. & {Sub(W),£) -ben legfeljebb egy
atom van

(5) Wl alulrdl erBsen 8.f. &» VUl egy elemmel generalt
részalgebrai k&zdtt pontosan egy maximdlis van

(6) Yl alulrdl &.f. & Ul egy elemmel generdlt részalgeb-
rai kozdtt legfeljebb egy maximdlis van.

Bizonyitids. Sziikségiink lesz a kdvetkezd hé&rom megalla-




pitasra:
'(i) Ul barmely részalgebraja eldallithatd egy elemmel gene-
ralt részalgebrak egyesitéseként.
(ii) <Sub(ﬂn),é> minden atomja [c] alaku valamely c € A-ra.
(1ii) Barmely ¢ ca-ra [¢] = {b|(3p € TF'1)<3a €c)(pa) = b).
(i) és (ii) kdvetkezik abbdl, hogy Sub() topologikus lezara-
si rendszer,
(iii) pedig a [G] szokasos univerzalis algebrai jellemzésébtl
/v.5. GRATZER [1968] /.
Az alabbi bizonyitadsok elsd ekvivalencidjanal mindig (iii)-t
hasznaljuk.
(1) MV erdsen 8.f.&(Va,b € A)([a] = [b]){.:f; sub (V) = {A'WS
A masodik ekvivalencia (i) -n alapul.
(2) Ul B.F. @(Va,b € A) ([a] ¢ [v] v [b] e [a]) & az egy
elemmel generalt részalgebrak lancot alkotnak.
A masodik ekvivalencia kdvetkezik a lanc definicidjéabdol.
(3) 41 £5111rSl erSsen 5.£. & (3c € A) (Va,b € A) ([c] < [a]ﬂ[bl)(::)
& {Sub M), ¢)» -ben pontosan egy atom van.
A masodik 1épésbdl &= nyilvanvaldé. Az ellenkezd impli-
kacid kovetkezik abbdl, hogy [c] nyilvanvaldan atom, és
ha [c;7, [e,] a {sub(W) , %) két atomja, akkor a bal oldal
szerint [c] Q;[ci](j [cé], amibdl [c] == [c1] = {cél adédik.
(4) A £51u1rdl 8.£. <> (Va,b € 2) (3c) ([l £[al N [b])&
&> {sub (W) ,£) -ben legfeljebb egy atom van.
A misodik ekvivalencia (3)-hoz hasonldan lathatd be.
(5) Ul alulrél erdsen 6.f.&>(3c € a)(Va,b € a)([c]2 [}V [b})é—?
& az egy elemmel generadlt részalgebrdk k&z6tt pontosan egy

maximédlis van. A mésodik ekvivalenci&bél & nyilyénvaléan
.“‘{ x Y 3§

L~
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teljestil. Forditva, az r&gtdn lathatd, hogy [c] maximi-
lis. Ha [bi],[bé} két maximalis,egy elemmel generalt
részalgebra, a bal oldalt alkalmazva Bﬂ 2 Bﬁjk}[ci],
ahonnan [c] = [c,] = [02].

(6) Ul alulrél 6.£. & (Ya,b € A)(Elc & A) ([c] 2'1al: U [b])@>

&> az egy elemmel generdlt részalgebrak kozdtt legfeljebb
egy maximalis van.

A bizonyitads (5)-hdz hasonlé.[]

Az eldz6 lemmdbdl, valamint a bizonyitads elején tett meg-
jegyzésekbBl kdvetkezik, hogy az (1)- (6) fogalmak a kévet-

kez0 kapcsolatban vannak:

Ha Yl végesen generalt, (5)€=? (6), hiszen a véges sok ge-
neritorelem &ltal generidlt véges sok egy elemmel generalt
részalgebra kdzdtt létezik maximdlis. (a) => (3) viszont nem
igaz, ellenpélda: N = <N,{'}>, n’ = n+l. Ha Ul véges,
(3) & (4) is teljesiil, hiszen ekkor a (Sub(UU,é;> véges
haldnak léteznek atomijai. Igy a kdvetkezd egyszerili Sssze-
fliggések igazak:

18. tétel. TetszOleges m,=‘(A,F> véges unoidra
(1) Y1 erBsen 8.f. &> sub(W) = {A,0],
(2) Ms.£. <&{sub W) , &) lénc,
(3) M £61iilrdl [erSsen/ &.f. & (Sub () ,4¢) -ben ponto-

san egy atom van,
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(4) Y1 alulrdl [erdsen/ &.f. & VU egy elemmel generdl-

hato.

Nevezzik az U = (A,F> algebrat erdsen Osszefliggbnek [Ossze-

fiiggdnek, stb./, ha az Uyw= (A,F?) unoid er&sen &sszefiig-

g6 [Osszefliggd, stb./. A 3. lemma alapjan addédik a

19. kovetkezmény. Algebrékra is igaz a 17. lemma és a

18. tétel.
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3. Kiilonbszd tipusu faautomatak definicidi,

alapvetd eredmények

Ebben a fejezetben a faautomatakra vonatkozd definicid-
kat és azokat az ismert eredményeket foglaljuk Ossze, amelye-
ket a késtbbi vizsgilatokndl felhasznalunk. Fdlhivijuk az ol-
vasd figyelmét, hogy a tovabbiakban szerepld (F,v> tipusokrol
mindig foltessziik, hogy B r ® és F véges.

Legyen F tetsz@leges tipus. Az vt = (UI,Q,A’> rendezett

harmast F tipusu n-vidltozdés nemdeterminisztikus leszalld fa-

automatanak hivjuk, ahol
(i) ‘U1=‘(A,F7 F tipusu nemdeterminisztikus univerza-
lis algebra, /az A halmazt az vt &llapothalmazénak
mondjuk /
(ii) a = (A(l),A(Z),...,A(HD E (?(A))n az A kezddalla-

potvektora

(iii) A’ ¢ A a végallapothalmaz.

Ha Yl F tipusu univerzalis algebra és az a kezddvektor min-

den komponense egyelemii halmaz, akkor 4 -t F tipusu n-valto-

z0s leszalld faautomatanak mondjuk.

A JB==<J3,B',E>'rendszert F tipusu n-valtozbs nemde-

terminisztikus felszd11l6 faautomatanak nevezzik, ha a k&vet-

kezd feltételek teljesiilnek:
(i) %5 ={B,F) F tipusu nemdeterminisztikus felsz&116

algebra, B a J3 &allapothalmaza

(ii) B’ ¢ B a kezddallapothalmaz

(1i1) b= (BY 8@, . ,8™) ¢ (P(B))® a végallapotvek-

tor.
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Abban a specidlis esetben, ha 5 F tipusu £f61szalld algeb-

ra és B’ = {b’} egyelemii halmaz,J3 -t F tipusu n-valtozds

felszalld faautomaténak hivijuk,

P

Az eldz0 elnevezésekbdl altalaban elhagyjuk az "F tipu-
su n-valtozdés" prefixet, ha F és n ismert, és faautomata
helyett is rodviden automatat mondunk. A f£dntiekben defini-
alt faautomatdk F tipusu n-valtozds erddket ismernek f&l a
kovetkezd definicidknak megfelelden.

Az Jt nemdeterminisztikus lesz&11ld6 automata egy

@i} Tr n—aﬁ?(A) leképezést indukal az
’

(i) ha p = x; (1 £ i £ n), akkor ﬂf(p) = A(i),
(11) ha p = £(py,...,p,), akkor B¥(p) =
: A
= U(f(bl,...,bk\\(vl £ j £ n) (bj € p (pj)))

szabialyoknak megfelelden. Az Jt adltal f£&lismert T(A) erddst

T(4)={plp e T, & B)N A+ 0}

definidlja. Ha Jt leszalldé automata, akkor ﬁt(p) egyelemii

halmaz, ezért
r64) = {plp € Ty, & () € 2]

adja meg az J£ altal fdlismert erddt.

lost tekintsiink egy J3 nemdeterminisztikus felszAlld

B

automatit. Ertelmezzikk az o™ : Ty n—af?(A) leképezést a k&-
14

vetkezd mdédons

(i) ha p = X (1 £ i £ n), akkor c{B(p) = B(i),

(11) ha p = f(pl,...,pk), akkor
0(33 (p) ={ a\f(a) N -\T(o(a?’(Pi) l 1

A B automataval félismerhetd T(JD) erddst a

QGRS T P

2= (ol € 1y, & L6 N5 4 0]
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egyenlSséggel értelmezziik. Ha B = {&,{b’} ,b) felszalls

automata,
: R
T(®) = {plp € Tp n & b’ € & (p)g ;

Az eldz0 definicidkban megengedtiik azt is, hogy az automa-
tak &allapothalmaza végtelen legyen. Erre az altaldnos eset-
re csak a 6. fejezetben lesz sziikkség, ezért ha csak mast nem
mondunk, mindig fdltessziik, hogy a szerepld automatidk vége-
sek, vagyis éllapothalmazuk véges.

Az 4 és J3 automatdk ekvivalensek, ha T(#) = T(R) .

Automatak Cl és C2 osztalya ekvivalens, ha barmely d,ecl—hez

létezik vele ekvivalens 33€C2, és megforditva.

1. tétel. A nemdeterminisztikus leszilld, a leszdlld
és a nemdeterminisztikus f3lszalld automatdk osztalya ekvi-
valens. Ha adott valamelyik osztalybdl egy automata, effekti-
ven megkonstrudlhaté a masik két osztalyhoz tartozd) vele
ekvivalens két automata. /1ld. MAGIDOR &és MORAN [1969],
THATCHER é&s WRIGHT [1968]/ ‘

A tovabbiakban ¥

REC

kal f£3lismerhetd erddk osztalyat. Folidézziik az gépc osztaly

-kel jelslijiik a leszalld automatdk-

harom ismert jellemzését.

Legyen F tetszBleges tipus. A regquliris F-kifejezések

R halmazadn a legsziikebb olvan halmazt értjlik, amelyre
F
(1) o€ Ry
(ii) ha p € T , akkor p€ L
(iii) bha “1’“2€RF , akkor (5{1 i 5(2) € RF ;
(iv) ha ¥, 4, € RF és i € N, akkor (‘-\Cli‘&(z)é RF '
(v) ha LER, &s 1 € N, akkor (’3{)*16 R
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Ha F ismert, regularis kifejezést mondunk.

Az X, valtozdonak a M reguliris kifejezésben vald valame-
lyik eldforduléasat kdtdttnek nevezziik, ha « -nak (Kliﬂz)
alaku részkifejezésében ‘ﬁl—ben szerepel. Ellenkezd esetbhen
az adott eldfordulast szabadnak mondijuk. Az % valtozdé sza-
bad a ¥ reqularis kifejezésben, ha van lecaldbb egy szabad

elSfordulasa X -ban. ¥ n-regularis, ha minden szabad val-

tozdja Xn—b61 vald.
A X regularis kifejezés egy |¥| erddt hatiroz meg a k&-

vetkez® szabalyok szerint:

(1) ‘ha - %= @, akkor Wl = ¢;

(ii) ha ¥ = p, akkor I¥|= {p},
(1ii) ha & = % + 3, akkor K| =[%,| UM T,
(iv) ha & = ¥ ik,, akkor |¥|= 11, | 'x;_“le ,

(v) ha 6-(, = (Ml)*l, akkor ‘Q{\: Iul‘*xi N

A T erdd n-reguldris, ha T = ¥X| valamely ¥ n-requléris

e

ifejezésre. T regularis, ha n-reqularis valamely n € N-re.
N - s - - - » . .

*REC a regularis erddk osztilyat jeloli.

Ervényes a Kleesne-féle tétel kdévetkezd altalanositésac:

~

2. tétel. §%E = 7

a REC* Pontosabban minden leszalld fa-

automatahoz-effektiven megadhatd az altala fOlismert erddt
meghatirozd reguliris kifejezés, és forditva [ld. MAGIDOR
&s MORAN [1969] /.

ATC TF % erddhsz tartozd Qn Nerode-kongruencidn a
14

kovetkezOképpen definidlt Te 5 f61tti bindris relacioét
r
B it 2 i . ' . ’ P
értijuk: tetszdleges q,q’ & TF,n fara g gTq & barmely
1 ’ 2 4 A
k & Ngr P e TF,k' l14£ i £k és PpreserPiqrPiypqree-ePp € TF,n

esetén
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P(PyreeerPi_1+9rPyyqre--rP ) € T &

@ p(pl""lpi_l’q”pi+l""’ m)é T-

A Myhili- és a Nerode-féle tétel altalanositasa a kdvetkezd
eredmény.
3. tétel. (i) A T erdd reguléris é@-QGTVéges indexii
kongruencia a T',n szabad algebréan.

(ii) A T erdd reguldris &> T eldall a ‘I’F'n
algebra valamely véges indexii f kongru-
enciidja bizonyos osztalyainak egyesité-
seként,

A bizonyitas megtaldlhatd pl. a BRAINERD [1968] cikkben.
Brainerdtdl szarmazik a regqularis fanyelvtan fogalma
is, amely a kdzdnséges reguldris nyelvtan Altaldnositésa.
Az alabbi megfogalmazas az Fo = ( esetben ekvivalens a
BRAINERD [196@]—ben szerepld definiciédval,
Legyen F tetszBleges tipus. A [ = (Q,F,P,S> rendszert,

ahol

(i) Q véges, nem ilires halmaz, a nemterminalis szimbo-

lumok halmaza,

(ii) s € Q a kezddszimbolumok halmaza,

(iii) P az a/ vagy b/ alaku atirasi szabalyok véges hal-

maza
alasx, (4 €0, %€ %)

bl g %f(qll---qu) (f & Fkl qrqlr---qu€ Q)

F tipusu n-valtozdés regularis fanyelvtannak nevezziik. Ha F

és n ismert, [regularis/ fanyelvtant mondunk. A [T fanyelvtan
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a kdvetkezd :;%'binéris relacidét indukalja a T halma-

F,QUXn

ZOT S
t =, r akkor és csak akkor, ha r megkaphatd ugy t-
b6l, hogy a t-ben szerepld valamely g nemtermindlis
egyik eldfordulisst valamelyik g >w € P szabaly jobb
oldalaval helyettesitijilik.

Jeldlje ::ﬁ: a :i?n relacidé reflexiv-tranzitiv lezarasat.

A [ fanyelvtan altal generalt erddn a

() ={plpe T, & (3Is€ ) (s =¥p)]

erddt értjiik. Jeldlije T

cENn @ regularis fanyelvtanokkal ge-

neralhatd erddok osztalyat.

=T /1d. BRAINERD [1969) /.

4, tétel. EEEG CEN

Végiil a felszalld automatdkkal fdlismerhetd erddk 3% oszta-
lyara vonatkozd eredményeket foglaljuk dssze.

5. tétel. T, C Fpgg /1d- MAGIDOR &s MORAN [1969] /.
Most a masodik fejezetben bevezetett algebrai fogalmakat
dltalanositjuk felszalld automatdkra, felhaszndlva a GECSEG
és STEINBY [197é] cikket. TOlilkk eltérben végtelen automata-
kat is megengediink. Kénnyen ellendrizhetd, hogy ez nem be-
folyasolja az idézett eredményeket.

Legyenek J1==<{n,a’,g> es B =<I;,b;g> F tipusu n-

valtozds felszalld automatak. A Q : A ->J3 homomorfizmus

/izomorfizmus, bedgyazds/ olyan L?: A > B leképezést jelent,

amelyre
(i) Q : Ul- & homomorfizmus /izomorfizmus, beigyazas]/

(i1) f(a’) = b’
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(rar) - P(aft) =i B e 9Thp W L gt 1y n g al L lin,

J3 az A homomorf képe, ha \{) : A -> B sziirjektiv. Ha u? izo-
morfizmus, az algebrdkhoz hasonldan A=]3 -t irunk.

Ha QGE(A): C<SAésa-=(aj,...,a ) akkor a C/e =

{c/e\c E C} és g_/e = (al/g,...,an/e) jeldlést hasznaljuk.

A @ €£(n) relacidé kongruencia o+t -n, ha

(i) @ kongruencia U -n,

(i1) (Va ea) (Vi ¢i 4n)(a ea® alp ¢ A)

A @ kongruencia szerinti Jt/e faktorautomatan ‘7“? =
= (W, a'lg, algy-t értjik.
A kdvetkezd eredmények a GECSEG é&s STEINBY [1978] 1. és 2.
tétdének megfeleldi.
6. tétel. (i) Ha @ kongruencia A -n, akkor Jl/e az
Jt homomorf képe.
(ii) Ha ¥ : A —> B sziirjektiv homomorfizmus,

akkor Q\e kongruencia A -n és Jt/e*'.—‘_’ 5 .

7. tétel. Ha B az 4 homomorf képe, akkor T (&) = T(B).

TetszBleges Jt nemdeterminisztikus felszAllé automatira le-

gyen
At
i (A',a) ={p‘p € TF,n& a € « (P)}-
Az a € A O-allapot, ha T (Jt,a) = ¢. A normalizalt, ha

(va € 2)(ve € F) ((ag,...,a @) € £"a) & (I1 ¢ 1 € ()
(ai O-—éllapot) = (Vl £ 3 £ V(f)) (aj O—éllapot)) .

A kdvetkezd tétel a GECSEG é&s STEINBY [1978] 3. tételének

dltalénositdsa, a bizonyitads analdg az eredetivel.




_

8. tétel, Tetszdleges A [nemdeterminisztikus/ fel-
szalld automatihoz megadhatd vele ekvivalens normalizalt
/nemdeterminisztikus/ felszadllé automata.

az 4= <1ﬂ,a',g> felszalld automatat Osszefliggdnek

nevezziik, ha kezddallapota generidlija, azaz Ul= ([a’],F) .
Ez az Osszefliggdség-fogalom ekvivalens az emlitett cikkben
megadottal, igy érvényes az ott bizonyitott 5. lemma alabbi
megfeleldje.

9. tétel. Tetszlleges A felszalld automatidhoz megad-

hatdé vele ekvivalens Osszefiliggd, normalizalt felszalld auto-

mata.
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4, Zart erddk

Az F - F; hozzarendelést fdlhaszndlva tetszOTleges

p E TF,n fat egyértelmiien "dekompondlhatunk" {gl""’gk}/
g; € T , i =1,...,Kkpolinomszimbolumokra, &gakra. Erddk-

Fd-,n
re kiterjesztve ezt az dgakra vald dekomponalast, azt tapasz-

taljuk, hogy az eredményiil kapott aghalmazbdl nem allapitha-
td meg egyértelmiien, hogy melyik erddbdl indultunk ki. Pél-
ddul a Ty = {f(xl,xz),f(xz,xﬁ} és a T2=T1U{f(xl,xl),f(x2,x2ﬂ
erddck dekomponalasa ugyanazon {fl(xl),fl(xz),fz(xl),f2(x2)}
dghalmazt adja.

A fontiek formalizadlasara vezetjiikk be a kdvetkezd le-
képezéseket, Barmely i € N-re legyen d; :'?(T%D —’:?(TFJ) az
a leképezés, amelyre

(i) cri(xk) = {xk'

® kiildnben,

ha i = k

(ii) Ji(f(plr oo :Pk)) = U(fj(gij) ‘ gije Jl(pj) r 3=1,... rk)

barmely k € N, £ € Fy és PpreeetPp € Tp esetén,

és
(114) (1) = { d ()|t € T}
tetszbleges T C TF-re.
Végiil tetszbleges n € N és T € T -re legyen

F.,n
§P¢ o) =U(d,(T)|1 = R
A tovabbiakban, ha ez nem okoz félreértést, elhagyjuk az

(n) f51s6 indexet. Lengyel prefix /[postfix/ iradsmédot hasz-

%
nalva a d(t)-hez tartozé agakat tekinthetjiik az (FJL)xn)



“ &3 =

szabad félcsoport olyan specidlis elemeinek is, amelyek csak
az eleijiikdn [végiikén/ tartalmaznak egyetlen xj L. &, szimbo-
lumot.
1. lemma. J monoton, a reguldris miiveletekkel fdlcse-
rélhetd filiggvény, azaz
() T ¢ T, S d(T)) € Ty,
1) d(TyVU T, = (T U d(Ty) »
(1ii) J(Tl.xi'rz) = "d(T,) "%, J(T,)
és

(1v) §(z F) = (dlm) * .

Bizonyitds. (i) és (ii) nyilvanvalé. (iii) bizonyitaséhoz

vizsgaljuk eldszdr a JYTl.X Ti)g J(Ti)’x A(Tz) tartalmazast.
1 i
Ha g € J(Tl).x J(Tz), akkor a k8vetkezd két eset lehetséges:
i

(1) g € d5(Ty) és j # i. EbbBLl rdgtén kovetkezik
g € J'j(Tl.xiTz), igy g € J(Tl.xiTz) is.
(2) g = gl‘xigZ’ ahol g, € Ji(tl) valamely t; € T,-re
és g, € Ja(t2) valamely t, € T,-re. Igy ge;Jj(t3)
3 = tl.xit2 € Tl‘xiT2 fara, azaz gEEJj(Tl.xiTz)
ismét teljesiil.

at

A d(Tl.xiTz) ¢ d(r,) .xiJ(Tz) forditott tartalmazis hasonlé-
an lathatd be.
L'
A (iv) 4llitas (i) é&s (iii) alapjan T * induktiv defi-
niciéjat fdlhasznilva teljes indukcidval igazolhatéd.

Megjegyzés. Az 1. lemmdbdl lathatd, hogy T regularita-

sadbdl kovetkezik T regularitésa. A forditott &llités nem

igaz, ellenpéldanak vegyiik a TF " bsszes balanszirozott fa-
’

jabol allo TB erddt.

Jeldlije § 1 a J inverzét, és legyen A = d’l.dﬂ azaz
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A(T) = {tlJ(t)QJ(T)} barmely T ¢ T, -re.

F,

2, lemma. A\ T £516tti valodi algebrai lezaréasi

F,n

operator.

Bizonyitas. A definicidébdl azonnal addédik, hogy /A le-

zarasi operator és A@) = ¢. /A algebrai, mivel a p véges fa
dgainak dJd(p) halmaza is véges, és ezért a J(p) aghalmaz vé-
ges sok fabol Gsszegylijthetd.

Jeldlje a A-zart erddk osztdlydt ¥.. /A tovébbiakban
OD-zart helyett rdviden zart erddkrdl beszéliink./ Az algebrai
lezarasi operidtorok tulajdonsdgaibdl /1d. GRATZER [1968]/
azonnal addédik az alabbi

3. kdvetkezmény. (i) ?C algebrai halsé a Tl/\ T, = Tlr\T2

és T{VT, = A <T1u T2) miiveletek-
re nézve.

(ii) ?é zart iranyitott részhalmazainak
k6zdnséges egyesitésére.

(iii) Barmely zart erdd megkaphatd véges
zart erdokbdl 4116 lanc szuprému-
maként.

4. lemma. Ha F nem undris tipus, akkor ¥, és ¥,..

Osszehasonlithatatlan.

Bizonyitds. Az 4ltaldnossig megszoritasa nélkil f6lte-

hetd, hogy F, # ¢ és £ € F,. Legyen
= {f(xl,f(xl,xl)) rf(f(xlvxl) rxl)} v
T2 = T3ﬂ T4 , ahol

(=]
I

T(™) a

" = <{S,R},{f},{5"’f(RrS) (R>%X,,5 —>le r{S}> fa-

=
w
il

nyebtanra,
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T, = {p|lg(fr(p)) primj.
T, € ?kEG nyilvanvalod. Ty Q ?b, mivel f(xl,xﬁ ¢'th viszont
f(xl,xl) E A(Tl) . Masrészt Ty € ?C [mivel a T, és T, zart
erddk metszete, v.8. 6. lemma/, de a regularis erddk pumpa-
16 lemmajaval /1d. GECSEG &s STEINBY [1975]/ megmutathatd,
hogy T, EI?REG ellentmondashoz vezet.

Definidljuk P(TF'n) -en a kdvetkezd ¢ binaris relaciét

barmely T,,Ty-re

TeT, & dlTr,) = 5(T,).

Lathaté, hogy 4 ekvivalenciareldcid, és a hozza tartozd
osztdlyozids minden osztalya pontosan egy zart erdot tartal-
maz. Ez a zart erdd osztalyanak maximadlis eleme [/a halmaz-
elméleti tartalmazasra, mint parcidlis rendezésre nézve/.
Kénnyen belathaté, hogy az § = {L|2€L & L € X; & L nem
reguléris} halmaz kontinuum szamosségu. Legyen F = F2={f§

'X‘xz
ég T = {f(xl,szk

T € T zart erdd. Mivel az a f : P(S) = P(T) leképezés, ame-

g {xi‘. Nyilvanvald, hogy barmely
2

lyet tetszdleges L € S-re

$@) ={tlte T& £fr(t) € L}

definidl, injektiv, valamint T szamossaga természetesen

kontinuum, a k&vetkezdt nyerijik:

5. kdvetkezmény. ?é kontinuum szamossédgu halmaz.
Az eldzd kdvetkezmény miatt a zart erddk fdlismerésére
/generadlasira/ nem létezhet a véges faautomatékhoz [regu-
laris fanyelvtanokhoz/ hasonld effektiv eszkdz.

6. lemma. (i) Az T. osztaly zart a metszetre és az

c

inverz projekcidbra.
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(ii) ?é nem zart az egyesitésre, a komplemen-
terképzésre, az xi—szorzatra, az xX; -
iteraltra és a projekcidra [pontosab-
ban Tc nem zart a projekcidra & az F
tipusban van legaldbb két azonos aritasu
miivelet/.

Bizonyitas. Lassuk elOszdr a két pozitiv eredményt! Ha

T1 és-T2 zart erdd, a metszetilkk zadrtsdgidhoz elegendd a
AKTIF1T2)Q Tlr\Tz tartalmazast igazolni, a masik iranyu tar-
talmazas adddik abbdl, hogy /\ lezardsi operdtor. Legyen

p e'A(Tlr)TZ) tetszBleges. Ekkor van olyan T C T, N T,,

hogy J(p) € J(T). Ezért J(p) ¢

—_—

J(Ti), 1 =1,2 is igaz, és
T, zartsaga miatt p € TN T,.

Ha y : F = G projekcid, ¥y : Fy — Gy a Yy -nak megfeleld
"agprojekcid" [azaz Y(ﬁi) =‘gi & Y(£) = g barmely £ € F
és i =1,2,..., V() esetén/, akkor a fak magassaga szerinti
teljes indukciéval beldthatd, hogy 371 félcserélhetd d -val

és drl-gyel, pontosabban barmely T & T -re és S C T -re
G'n Gd"n

§(yHm) = §7Hd(T))

FHsTE) = ¥HFE)).

Ezért ha T ¢ TG - zart erdd, akkor
14

Alytm) = §FL.a(yim) = yiam) = yXm),
tehat az inverz projekcid valdban megdrzi a zartséagot.

A negativ eredmények bizonyitédsanal foltehetd, hogy

F, + ¢ és £,9 & Fye Tekintsiikk a k8vetkezd zart erddket:

T, = {f(xl,f(xl,xl))} » Ty ={E(£(x1,%y) ,x))}s
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{f(xl,xz),f(xl,f(xl,xzn}, T, = { £(£(xy,%xq) +x9)}

H
il

g = T(M), M={{s,a,B}, (£} ,{S—?f(B,A),A+fOK,B)(A->x2,B->x]}, s}).
T6 = {f(f(xlrxl) rxl) rg(xlrg(xlrxl))} .

Egyesités: Tl(J T2(£ ?C /1lattuk a 4. lemmanal/.

Komplementer: A deMorgan-azonossagokbdél, valamint a met-

szetre és az egyesitésre kapott eredménybdl
kévetkezik.
X,;-szorzat: T * 44: '¥
x,-iteralt: x2¢ ¥.. Ez abbbl adédik, hogy az iteralthoz
tartozo mizden fa pontosan egy xz-t tartalmaz,
mig a“A(TS 2)—ben levd fak tdbb x,-t is tartal-
mazhatnak.
Projekcib: a Y(g) = Y(£) = £ projekciét véve y(T )= T,V Tzé?é.
Most a zart erddknek egy masik szemléletes jellemzését
adjuk. Lényege, hogy a T zart erdd az Osszes olyan fabdl
all, amely megkaphatd T-hez tartozd, k&zds szuperfaval ren-
delkezd fakbol ugy, hogy a kéz8s szuperfat a megfeleld po-
zicidknal az egyes fakbdl szabadon vilasztott részfakkal egé-
szitjiik ki.

Tetszdleges T C T erddbdl kiindulva képezziik a ko-

F,n
vetkezd Ti erddket minden i € No—ra:

(l) TO =T,
(11 Ty (o] G 68) (g} ety € (35 € Ty )

<(V'1£j£k) EPT IR LS L

(57 Gopaae s - gyt O) &

t= ( Xnt+4€dgre e v X043 q)?{(VngLl) (314r<k) (q ’t(r))gi
/

.
,,,‘ 3 g,

3)
\%{\h\:‘ ‘\*""/
; T et

yer) ]%
A
)
'\N
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Legyen Z(T) = U(Ti\i £ NO).
Egyszerii szamolassal addédik, hogy € : ?(TF Y= P(T, ) va-
o T F,n
16di lezarasi operator, s6t 2Z algebrai is, hiszen barmely
t € 2(T) fat véges sok T-hez tartozd fabdl véges sok (ii)
szerinti helyettesitéssel eldallithatunk.
7. tétel. A A-zart és a L-zart erddk megegyeznek.

Bizonyitas. Azt az erO0sebb allitast bizonyitjuk, hogy

- C - -
tetszdleges T < TF,n és t € TF,n esetén

(%) t € Alp) & £ € Z(T).

(%)-ot két lépésben igazolijuk.

1/ El13sz6r bebizonyitjuk a

(% %) t € A(T) = t € £(T)

implikacidét. Mivel A és % algebrai lezardsi operéator,
elegendd az Osszes véges T erddre belatni (¥ %)-ot.

F6lhasznaljuk a kdvetkezd allitast:
(x%X) t€ A(T) & ITI>'1=>(3t1,t26TF'n\ (tie A(T—{tz})& téA(t,l,tz)) .

Legyen T = {pl,...,pkl, valasszunk ki T-bol egy tetszdleges

pj fat, vizsgaljuk sorra a t fa agait és végezziik a kdvet-

kezdket:
(i) ha a g€ d(t) &g nincs benne J(pj)—ben, akkor g
maradjon valtozatlan,
(ii) ha a g € J(t) &g eldfordul J(pf -ben, akkor keres-
stink J(t) -ben olyan h &gat, amelynek maximilis
k528s prefixe van g-vel azon agak kodziil, amelyek

nincsenek 3ij3-ben. Ha g = Wfilzl’ h= wfizz2
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* % ,
alaku (w € Fyo f. i E € E{' Z4 124 E gfxn), és h € J(pl)

i i
(1# j!), akkor h:gyjik el g-t és helyette vegyiik fel J(pl -
bdl az Osszes wfil prefixii agat.
Ha nem taldlunk az (ii)-ben leirt tulajdonsagu h-t, akkor t=pj,
igy a t, = pj—t és tetszdleges ty € A(T—{pin -t valasztva tel-
jesiil (% X X).
Kiildnben legyen ti a t-bdl az eldzd algoritmussal kapott fa,
ty = Py Ebben az esetben t, € A(T-{tzﬁ), hiszen t4 nem tar-
talmazhat J(t,) -hdz tartozé &gakat (ii) miatt, és t € A(tl,tz)
is régtén addédik, hiszen tl—ben az (ii) szerint fdlvett uj aga-
kat az eredeti agakra visszacserélve visszakapjuk t-t.
Ezek utidn (% X)-ot T szerinti teljes indukcidéval igazol-
hatjuk.
a/ Ha |T| = 1,2 (% X) kdzvetleniil belathaté.
b/ Legyen |T| > 2 és tegyilkk fel, hogy barmely T-ra igaz
(%), ha |IT| < |T]. A (X%X) 411itasbbl &s az indukcids

feltevésbdl kdvetkezik, hogy
(3tg,t,) (tg € Z(T-{t,}) & ¢ € Tty ty)) -
Kihasznalva, hogy Z lezarasi operator
t € Z(ty,t,y) & ZZ(T-ty) U ty) & Z(2(T) = Z(7)
tehat T-re is igaz (% x).

2/ At €5(T) =t € AT implikacidhoz elegendd belatni,

hogy tetszGleges i € N -ra

(% %% %) tET;, =t €AD.
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Ezt i szerinti teljes indukcidval igazoljuk.
a/ Ha i = 0, trivialis az 8llitds, mivel t € T = T<A(T).
b/ Legyen i > O és tegyiik fel, hogy i-l-re igaz (¥XXX) .
Ha t € Ti' akkor van olyan tl,...,tk € Ti-l' hogy t megkap-
hatd tl,...,tk-bél a  definiciéjdban szerepld (ii) alatti
helyettesitésekkel. Mivel egyrészt Bireacsty € A(T) az in-
dukcés fdltevés szerint, masrészt J(t) < tf(tl,...,tk),

t € A(T) valdban telijesiil.
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5., A zart és a requliris erddk kapcsolata

A Kleene-tétel altalanositasa

Altalanositsuk a hatvidnyautomata-konstrukciét felszal-
16 automatakra! Legyen i}=<ﬂn,A’,g> nemdeterminisztikus
felszallé automata. Az #4£-hoz rendelt 'Ri'=<<?UI,A’,g> fel-
sza411l6 hatvanyhalmaz-automatidt a kdvetkezd mdédon értelmezziik:

a ?W:(?LA),F> felszalldé algebra miiveleteit tetszdle-

ges C< A, k EN és £ € Fk—ra

(L}fﬂ;(f“(c))lc € c))

={x

P
£ LC )=
) i=1

definialja, és
(
L L L Bmv,

(D i)

B ={ﬂDeA&DﬂA( +¢} (i==L.n,ﬂ.

A kb&zbnséges véges automataktdl eltérden csak a kdvetkezd al-
litas igaz.

1. lemma. Ha /£ normalizalt nemdeterminisztikus felszal-
16 automata, akkor T (Pt) = A(T(&)) .

Bizonyitds. El8szdr a T(Pt) ¢ A(T(#)) tartalmazast

igazoljuk. Legyen t a T(P4) -hoz tartozd tetszdleges fa és
g a t tetszdleges aga, azaz g € Jj(t) valamely 1 £ j £ n-re.
T () definicidjabdl kdvetkezik, hogy g csucsaihoz a k&vet-

kezd tulajdonsagu A rdyreeerdy allapotsorozat rendelhetd:

- ('
(1) a, € A (0 ¢k ¢ v), a, € A’ és aveAJ),

. . _ 4 ) )
(1i) a;, € Ik(f (aﬂ) , ha a; az £, -val cimkézett csucs
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hoz rendelt &llapot ( 0 ¢ i & v—l).

Mivel & normalizélt, g kiegészithetd valamely £ € T(.t)
fava. Igy g ¢ 63(5) ¢ Jj(TCkD . Mivel g a t tetszBleges
dga volt, ebbdl t € A(T(K) k&vetkezik.

A forditott tartalmazas hasonld okoskodassal lathatd
be.

Megjegyzés. A kdvetkezd ellenpélda mutatja, hogy

csak normalizalt automatdkra érvényes az eldz3 lemma. Le-

gyen n =1, 4=({,a’,a), F = F, = {£}, a = {ao,d},

f(ao) = {(ao,d),(d,ao)}, f£(a) = {(d,d)}, A’ = A(l) = {aol.

Ekkor f(xl,xl) € T(P4) , de f(xl,xl)¢ AlT(*)) , mivel T(4)= ¢.
Ha a hatvanyautomata-konstrukcidt egy A normalizalt

£f51s23116 automatara alkalmazzuk, £ -val ekvivalens auto-

matat kapunk. Igy, f8lhasznilva az l. lemmdt, adédik a

2. kovetkezmény. A T regularis erdd akkor és csak ak-

kor ismerhetd £51 felszAalld automatdval, ha zart. Maskép-

e ~/

pen: ?REG(]}C = *A'

3. kdvetkezmény. TetszOleges T regularis erddrdl el-

ddnthetd, hogy fdlismerhetd-e £851sz4116 automataval.

Bizonyitds. Legyen T = T(#) az #A nemdeterminisztikus

f61lsza4l1l6 automatara. A 3.8.tétel alapjin feltehetd, hogy
normalizalt. A 2. kdvetkezmény szerint T akkor és csak ak-
kor fSlismerhetd, ha T(dﬂ = T(Pk) . A 3.1. tétel szerint
effektiven konstrualhatd #-val, illetve Pt -val ekvivalens
determinisztikus lesz&ll6 automata. Innen mar adddik:. a
bizonyitandd &allitas, hiszen a leszill6 automatdk ekviva-
lenciija elddnthetd /1d. THATCHER és WRIGHT [1968]/ .

4. lemma. (i) A f8lismerhetd erddk ?A osztalya zart a
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metszetre és az inverz projekciodra.

(ii)’?A nem zart az egyesitésre, komplementer-
képzésre, xi—szorzatra, xi—iteréciéra és
projekcidra.

Bizonyitas. Ismert, hogy ?%EG zart a folsorolt miivele-

tekre /1d. THATCHER &s WRIGHT [1968]/. Az T, = ¥po. 1 T,
egyenldségb3l és az ?E osztéalyra a 4.6. lemmidban bizonyi-
tott zartsdgi tulajdonsigokbdl addédik az (i) eredmény. A
negativ allitasok is r8gtdn kdvetkeznek a 4.6. lemma bizo-
nyitasadban f6lsorolt ellenpéldakbdl, hiszen azok nemcsak
zart, hanem /[regulirisak lévén/ fSlismerhetd erddk is.

Még erdsebb negativ eredményt tartalmaz az

5. lemma. ?A nem zart a regularis miiveletek egyetlen
polinomjara sem, kivéve a csak U-t tartalmazé egyvdltozds
polinomokat.

Bizonyitds. Legyen p az U,.X.ﬁ;i (i € N> miiveletek-

bdl £51épiild tetszdleges polinom, Ip = {i‘ -y, Vagy *x g
i 1

eldfordul p-ben .
(l) Legyen el&sz8r T, = ®.
a/ Ha p egyvaltozds, akkor ?A zart p-re, mivel barmely

£ - -
T & Tp ,re p(T) P

b/ Ha p k-valtozds, k > 1, akkor legyen Tl={f(xl,f(xl,xﬁ)},

-
T2=...=Tk={f(f(xl,xl),xl)}. T 40,6 Ty de
p(Tl,...,Tk)é;'yA /v.5. 4.6. lemma/.

(2) Legyen Ip + 0, i €.Ip, j ¢ Ip és max(IpLJ {j}) = fi.

Ilyen j és n létezik, mivel Ip véges. Tekintsiik a ko&-

vetkezd n-valtozds £61lszalld automatat:

‘*4 =<‘Ul ,ao,_a;}, A ={ao,a1,a?,a3,a4,d}: F = F2 ={f‘l



£la,) = (a;,a,) £(a;) =(a,a)
£(a;) = (4,4) f£(ay) = (az,a,)
£(a,) = (ag.ay) £(d) = (a,d)

®, hak # i &% k # j

(k) = {al’a4}’ ha k = i (k=l,2,...,n)

és A
{az,a3}, ak = §.
*X.

- > L —— - l
Az & altal f8lismert erdd, T = T (&) = {f(xl,xj)}.xj{f(xj,xi)}
T.. T nem lehet zart, hiszen minden t & T.x T fa hatara tar-

i : !

talmaz két X szimbolum k&z6tt legalabb egy xj-t, viszont
[&(T.x T)-ben vannak szomszédos xi—ket tartalmazd6 hataru fak

i

*x
is. Hasonld okbdl a (T) i és a p(T,...,T) erdd sem lehet
zart. [

Ezek a negativ eredmények, valamint a 2. kdvetkezmény

uj, D-reqguliris miiveletek bevezetését sugalljdk a kdvetkezd

médon. Tetszdleges Ty.T, C TF’n—re legyen

(1) A-egyesités, ) : T]_@T2 =A(T1U Tz)
" =A(Tl'x.T2)
i
*
=A((Tl\xi)-

6. lemma. A D-regularis miiveletek megdrzik a regulari-

(1i] A-x,-szorzat, ®, : T; ®,

i
x.
i

4 18
és (iii) A -x,-iterslt, ®xi: (Tl)

tast és a felszialld automatidkkal vald fdlismerhetOséget.

Bizonyitds. Kdvetkezik a reguléaris erddk RKleene-tételé-

bol /3.2, tétel/ és a 2. kdvetkezménybll.
7. lemma. Ervényesek a kdvetkezd azonossagok
() Ty @, = Ar)) @ AlT,),
(i1) Tl®@ x,T2 " A(T%@)x@ xiA(Tz) '
. o - :
(418) oy TL = (Alrg) oL
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Bizonyitas. Az eldz3d azonossagok kdvetkeznek az alabbi-

akbé1l, ha d 1-et alkalmazzuk mindkét oldalukra.

(*) d(r, U T, =d(Alr)) U A(T,)),

(% %) d(ry0y 7)) = (DG -y AE,)

(%% %) d(r,%5) = J((am)*E) .
A 4.1. lemmaban bizonyitottuk, hogy J f8lcserélhetd a re-
gularis miiveletekkel. Konnyen belathatdé az is, hogy tetszo-
leges T erddre J(ALTU = Jd(T). EbbS1l a két megillapitasbdl

mar kdvetkezik (%) — (X ¥ %).[

Vezessiik be a % regularis kifejezés I(3¢|| D-reguléris

interpretacidjat:
(i) ha % = ¢, akkor (Kl az iires erds,
(ii) ha X = p(peT,), akkor ¥l = {p},
(111) ha 4 = (K,+%)), akkor (Al =1 1 @ NI,
(iv) ha %= (i), akkor [l = It lle, (4],
(v) na A= (P, axkor W= (W f¥s

T D-reqularis erdd, ha T =l¥|l valamely % regularis ki-

fejezésre.
8. lemma. TetszBleges Y regularis kifejezésre
Mll=A(A])  teljestil.

Bizonyitds. Végezziink a X -ban eldforduld miiveleti je-

lek szamaszerinti teljes indukciodt!
a/ Ha Y nem tartalmaz miiveleti jelet, &K = ¢ vagy
= p lehet, ekkor trivialisan teljesiil az &llitéas.
b/ Tegyiik fel, hogy a X-ndl kevesebb miiveleti jelet

tartalmazd reqguliris kifejezésekre igaz az &llités.
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Legyen eldszdr ¥ = (xl - Kz), ekkor
= NN @ e, = Al U (1,1 =
= A(AUAG)) U ANK,))) = 04,1 U Ik, =Alud) .

A harmadik egyenl®Gségnél az indukcids feltevést,

a negyediknél a 7. lemmat hasznaltuk.

U= (1(115(2) -re és K = ('3(1)* i_re hasonléan bizo-

nyithaté az allitas.d
Az eldz8 eredményekbdl mar egyszeriien levezethetd a fel-
sz4116 automatdkkal fdlismerhetd erddk Kleene-tétele:

9, tétel. A D-regularis és a felszalld automataval

fdlismerhetd erddk megegyeznek, é&s ez a kapcsolat mindkét
iranyban effektiv.

Bizonyitds. Legyen eldszdr 4 felszalldé automata,

T = T(4). A 3.1, és 3.2. tétel szerint effektiven megadhatd
olyan J3 leszi11l6 automata és ¥ regularis kifejezés, hogy
T = T(#) = T(R) =[X| . Mivel a T f8lismerhetd erdd zart,

a 8. lemma alkalmazasaval ebbdl T = A(T) = A(4c)) = K]
adodik.

Forditva tegyiik fel, hogy T =IMll a % regularis ki-
fejezésre. Ismét a 3.1l. és 3.2. tételt alkalmazva effekti-
ven megadhaté a || -t f6lismerd G nemdeterminisztikus fel-
sz4116 automata. A 3.8. tétel alapjan fdltehetd, hogy C
normalizalt. Megkonstruidlva a PC hatvanyautomatat az 1.

lemma szerint

T (®c) =Alre) = A0 =1l .

/|Az utolsd egyenldség a 8. lemma alkalmazdsaval addédik./ OO0
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Megjegyzés. A bizonyitds mindkét részében erdsen ki-

hasznaltuk a regularis erddk Kleene-tételét [3.2. tétel/.
Lehetett volna ettdl fiiggetleniil bizonyitani, de akkor a
bizonyitas joval hosszabb lenne.

A zartsag fogalmat a T%,n szabad algebra kongruen-
caira kiterjesztve kdnnyen jellemezhetdk azok a kongruen-
ciak, amelyek tetszBleges osztalyainak egyesitése f8lis-
merthetd erdot ad. A T%,n folotti Q kongruenciat nevez-

ziikk D-kongruencianak, ha tetszdleges olyan T &< er-

TF,n
dore, amely eldall a (% szerinti osztélyozas bizonyos

osztalyainak egyesitéseként, teljesiil
(Ve € TF,n) CYANC) @(BEETF'n)(E ET& tQ E))

10. tétel. A e véges indexili kongruencia tetszOleges
osztalyainak egyesitése akkor és csak akkor ismerhetd
fel felszalld automataval, ha e D-kongruencia.

Bizonyitas. Ez a tétel az ?A = ?REG(W‘ic egyenlo-

séget felhaszndld atfogalmazasa a regularis erddk Nerode-

tételének /3.3. tétel/. (O
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6. A Myhill- és a Nerode-tétel altalédnositésa

felszalld automatékra

Az elozd fejezetet zard 5.10. tételnek két szépséghi-
baja van:

(l) a If,n "leszalld" algebra kongruenciaival reprezental-
ja a £81sz4116 automatikkal folismerhetd erddket,

(2) nem reprezentdlhatd minden felszdlld automataval f&lis-
merhetd erdd D-kongruenciaval, mivel az ?% osztaly nem
zart a komplementer-képzésre.

A kdvetkezd eredmények ezt a két hiadnyossagot kilisztbdlik

ki. Vizsgalataink a szabad £81lszalld automata fogalman ala-

pulnak, targyalasmdédunk a BRAINERD [19683—hoz hasonléd.

Ebben a fejezetben a polinomokat zardjel nélkiili lengyel
prefix jeldléssel irjuk, és uj leképezéseket vezetlink be az
eldzd két fejezetben hasznalt J;—k helyett.

TetszBleges i,n € N és T & Tp ,~re legyen
’

yi(T) = mi(cfi(T)/{in és X(n)(T) =U(\6/i(T) i = 1,...,n).
Itt is elhagyjuk késSbb az (n) felsd indexet.

Ha az egyetlen y szimbolummal generalt gF,y szabad
felszalld algebrat tekintjiik /ez felel meg az egy kezddal-
lapotu felsz4lldé automataknak/, az y generatorelemet a A
iires szdéval azonositva %F,h tartéhalmaza azonosithatd a
X(TF,n) dghalmazzal.

AT C Te o erddh®dz tartozd szabad felszadlld automatédn
14

a C;T =<€F,}\,'a'9-> végtelen felszalldé automatat értjlik, ahol
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";F,X a A adltal generdlt szabad felszalld algebra,
g = (i {md, ouuly CTH )
1. lemma. Tetszdleges T & Te n erddre T(C}T) = A(T).
Bizonyitas. tET(G)E>(V1£1¢n)(y;(t) Cy,(T)) e
&1 cin)(d(t)¢ Ji(T)) & JR) T & te Am.O

2. kdvetkezmény. A szabad automataval f&lismerhetd

erddk osztalya éppen 3;.

3. kévetkezmény. A T zart erdot fSlismerd barmely

normalizdlt &sszefiiggd & =<{",a’ ra ) felsz4116 automata a
gT szabad automata homomorf képe.

Bizonyitads. Vilagos, hogy QT Osszefliggd és normalizalt.

Mivel az A automata Osszefliggd, a 2.2. lemma miatt az Y] al-
gebra a gF 1 szabad f£81szalldé algebra homomorf képe a

14
t?: 7&—>ao homomorfizmus mellett. Az A automata normalizalt-

sdga azt jelenti, hogy barmely 1 ¢ i & n-re és g€e€T -re

Fa"n
igaz a

g€ 5,(1) &> g€ 2P

" A & (i) . -1;. (1)
ekvivalencia, ezért Q(Xi(TD =ateées §(at) = ¥;(T).
EbbB1 mar kdvetkezik, hogy U a G, homomorf képe.

Xi(T) tekinthetd Fy f&6lstti kozdnséges nyelvnek. Je-

181lje P; a yi(Tﬂ - Eg |kdz8nséges/ Nerode-kongruenciajat.

4 & * C 4
A T erddhdz tartozd Nerode-kongruencian az Fjy-on értelmezett

@q = N{0;l1 = 1,3,04x4n)
relacidt értjiik.
4, lemma. (i) @ kongruencia a 9T szabad automatén,

(ii)(iT barmelyik kongruencidja finomitasa @,-
nek.
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Bizonyitds. (i) Ismert, hogy a Qi Nerode-kongruenciak

kongruenciak lesznek a TFJ’& szabad unoidon. Ezért (o is

kongruencia I% -n, de akkor a 2.3. lemma szerint a gF 2
14

2
szabad fﬁlszélié algebran is kongruencia. Mivel @ barme-
lyik Q;-nek finomitdsa, tetszdleges 1 £ i £ n-re Xi(T) els-
dllithatdé bizonyos QT—osztélyok egyesitéseként. Ezért QT
kongruencia a 9T automatan is.

(1i) Kovetkezik abbél, hogy @, a legdur-

vabb olyan kongruencia, amely finomitdsa barmely Qi—nek
(1 ¢4 ¢ n), s igy a legdurvabb olyan kongruencia, amelynek
osztalyaival a végallapot-vektor Xi(T) komponensei barmely
1 £i &£ n-re eldallithaték.O

5. tétel. Legyen T folismerhetd erdd. A T-t f&lismerd
Osszefliggd normalizalt felszalld automatak kozdtt létezik
izomorfizmus ereijéig egyértelmiiben meghatarozott minimalis

dllapotszadmu automata és ez izomorf ST/QT -vel.

Bizonyitds. A 3. kdvetkezmény szerint ha T=T(A), &

bsszefliggd és normalizalt, akkor & a %T homomorf képe, ezért
A ’;%T/e‘ valamely ¢ G £615tti kongruencidra [v.5. 3.6.
tétel/. Mivel a 4. lemma miatt Q0 £ O, (a) > |GF’7L/QT] i
EgyenlGség csak a @ = QT esetben lehetséges, tehét(%T/QT
valéban az egyetlen minimalis automata.

A 3. fejezet végén idézett eredményekbdl kdévetkezik,
hogy ha £ nem &sszefiiggd vagy nem normalizdlt, akkor is

igaz |al 2 |G . Az 5, tétel a GECSEG &s STEINBY (1978]-

F,k/eT'
ban bizonyitott eredménynél gyengébb, mivel ezen az uton
nem kaptunk algoritmust ST/O meghatarozéaséra.

> T

A minimdlis automataval kapcsolatos a kdvetkezd prob-
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léma is. Az eldzd fejezetben vizsgalt hatvanyautomata-
konstrukcidéra visszaemlékezve fdlvethetd az a kérdés, hogy
ha a T € TA erdd n adllapotu nemdeterminisztikus £81szalld
automataval ismerhetd fel, nem létezik-e olyan 2"-nél ki-
sebb K(n) korlat, hogy T mindig f8lismerhetd K(n)-nél keve-
sebb allapotu felszalld automataval. A valasz a kdvetkezd

6. tétel. Ha F nem unaris tipus, akkor barmely n € N-re
létezik olyan n allapotu C, nemdeterminisztikus felszalld
automata, hogy a vele ekvivalens minimdlis &llapotszamu
Osszefliggd normalizalt felszalldé automatanak 21 allapota van.

Bizonyitds. A MOORE [1971] cikkben megtaldlhaté a té-

tel bizonyitasa unaris F-re, ha |F| > 2. Moore megkonstrual-
ja n allapotu kdzbnséges nemdeterminisztikus automatédk olyan
{Bn\n € Nz sorozatat, amelyekkel ekvivalens minimalis de-
terminisztikus automataknak 2" allapota van.

Ezt f8lhasznilva k&nnyen bizonyithatd a tétel nem una-
ris F-re is. Legyen Cn tetszOleges olyan nemdeterminiszti-

kus felszAalld automata, amelyre Cn tartalmaz Bn—nel izo-

M
morf F-részautomatat, és T(Cn)éi'?A. Ekkor a Cn—nel ekviva-
lens minimilis felsz&11l6 automata allapotszéama 20, IReve-
sebb nem lehet, mert akkor cnp 33n-nel izomorf F-részauto-
matijdhoz is meg tudnank adni vele ekvivalens, 2"-né1 ke-
vesebb Allapotu automatéat./ [

A kdvetkezd allitads a Myhill- és a Nerode-féle tétel
altalanositasa.

7. tétel, TetszOleges T zart erddre ekvivalensek a

kdvaotkezd allitisok:
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(i) T véges felszalld automataval felismerhetd,

(ii)égT véges indexii kongruencia a gF,% szabad fel-
szallé algebran,

(iii) a gF,k algebran megadhaté olyan € véges indexii
kongruencia, hogy barmelyik yi(T) (1 €4 4 n)
eldallithatd g—osztélyok egyesitéseként.

Bizonyitds. (i) => (ii): Ha T véges f51lszA4ll6 automa-
taval folismerhetd, akkor az 5. tétel alapjan a T-t f8lis-
merd minimalis allapotszamu gT/gT automata véges, ezért O
véges indexii.

(ii) = ({ii): @= Op teljesiti az (iii)
feltételeket.

(iii) = (i) : Az ({iii) tulajdonsagu 0 rela-
cid kongruencia a QT szabad automatan
is. A gT/Q véges faktorautomata a 3.7.

tétel szerint T-t ismeri f£&61.[]
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7. A felszalld automatdk, a regularis fanyelvtanok és a

kérnyezetfiliggetlen nyelvek kapcsolata

A 3.4, tétel szerint a regqularis fanyelvtanokkal gene-
ralhatd erddk megegyeznek a leszalld automatéakkal fBlismer-
hetd erddkkel. Most olyan speciélis fanyelvtanokat definia-
lunk, amelyek hasonld kapcsolatbanallnak a f6lszallé automa-

takkal fodlismerhetd erddkkel.

A= (Q,F,P,S> regularis fanyelvtant D-regularisnak
hivjuk, ha
(i) s = {s} egyelemii halmaz,
ii Barmely (q,f) € QX F-hez pontosan egy olyan sza-
baly van P-ben, amelynek bal oldala g és jobb ol-
dala f-fel kezdddik.
1. tétel. A T erdd akkor és csak akkor generalhatd
D-regularis fanyelvtannal, ha fOlismerhetd f6lszalldé auto-
mataval.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T = T(4) valamely

¢ ={4,a’,a) F tipusu n-valtozds felszallé automatira. Konst-
ruiljuk meg a kdvetkezd [' = (Q,F,P,S> F-tipusu n-valtozds
reguliris fanyelvtant. Legyen Q = A, s = a’ és P az

(1) a > f(ayse..ray) € P & £'(a) = (agreeceray) s
(2) a—>x, €P &> aecal® (i =1,2,...,n)

Osszefiiggésekkel adott. A miiveletek determinisztikusségéabdl
k&vetkezik, hogy [ D-regulédris fanyelvtan. A T([7) = T(k)

egyenldséghez elegendd a kdvetkezd ekvivalenciadt beldtni



- B3 =

tetszdleges p £ T és a € A-ra:

F,n
4 X
(%) a € d(p) & a = p.

Ezt az allitast p magassaga szerinti teljes indukcidval
igazoljuk.
. < WIET USRI - & i
Ha p = x;, d(p) =2Aa"", igy (2) miatt teljesiil (%).
Legyen p = £ PyreserPy és a A tetszbleges. Tegyiik

fel, hogy a p-nél kisebb magassagu fakra igaz (%) . Ekkor

* ]! *
a edpPe £ (a)ﬂﬂ_(o( (pi)\i = 1,...,k) + (f)é—:.}
m A
&> £'(a) = (a;,....8,)% (V1 ¢1¢x)(a € £ ())&
. x ¥
& a —af(al,...,ak) e P&(Vl &£i & k)(ai :;>P pi) & a = P
Az utolsd elotti lépésben az indukcids feltevést és az
fﬂ(a) = (al,...,ak) Ea —>f(al,...,ak) € P ekvivalenciat
hasznaltuk.
Forditva, tegylik fel, hogy T = T(W a I"=<{0Q,F,P,S)
F tipusu n-valtozdés D-reqularis fanyelvtanra. Konstrual-

juk meg az at=(kﬂ,a’,g> automatat, ahol "= (A,F), A = Q,

a’' = s és
(3) f“’(a) = (al,...,ak) & a —)f(al,...,ak) € P
(4) a € A(i) & a->x; €FP (i = 1,2,...,n).

(3) - (4) ~et és a D-reqularis fanyelvtan definicidjat &ssze-
vetve lathatdé, hogy & felszallé automata lesz. Alkalmaz-
zuk A-ra a bizonyitas elsd részében leirt konstrukcidt. Mi-
vel (1) & (3) és (2) & (4), visszakapjuk az eredeti T fa-
nyelvtant. Az elsd részben bizonyitott 811itas szerint te-
hat T (&) = T().

A faautomatdk felhasznalhatdk nyelvek felismerésére.

Az A n-valtozds automata altal fSlismert nyelven az
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L(A) = £r T(A) € x:

nyelvet értjik.

Régdta ismert eredmény, hogy a leszalld automatik
pontosan a kdrnyezetfiiggetlen nyelveket ismerik f&l, sOt
egyetlen kétvaltozds és egyetlen O-valtozds miivelet is ele-
gendd az Osszes kdrnyezetfiiggetlen nyelv fdlismeréséhez
/1d. THATCHER [1967], MAGIDOR &s MORAN [1969] /. Az &lta-
lunk definidlt felszalld automatak az F0 = @ kikdtés miatt
csak A-mentes nyelveket tudnak felismerni, rajuk a kévet-
kezd eredmény igaz:

2. tétel. (i) Legyen F tetszBleges tipus, n € N. Ha £
F tipusu n-valtozds felszalld automata, akkor L (&) ¢ x:
A-mentes kdrnyezetfliggetlen nyelv.

(ii) Tetszdleges L < X; A-mentes kdrnyezet-
fiiggetlen nyelvhez megadhatdé olyan F = F2 tipus és F tipusu

n-valtozbés + felszi11lé automata, hogy L = L(#A).

Bizonyitas. Mivel ?Aci ?REG’ a tétel elsd allitasa ko-
vetkezik a leszilld automatikra vonatkozd emlitett eredmény-
bSdl. Itt az 1. tételen alapuld egyszerii bizonyitasat ismer-
tetjiik. A T(A) erdd az 1. tétel szerint generdlhatd valamely
M={q,F,P,s) F tipusu n-valtozdés regularis fanyelvtannal.
Konstruidljuk meg azt a G = <Q,Xn,§,s> kdrnyezetfiiggetlen
nyelvtant, amelyben

(5) @ »ry...r, € Péeya—>£flry,...,r) € P,

(6)q—7xi & §<:‘>q'_>xi€PI

és P az (5), (6) &ltal meghatdrozott szabalyokbdl &ll. L{(G)

2 -mentes, mivel P nem tartalmaz g->2 szabalyt. TetszOleges
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t ¢ TF QUX -re a levezetés hossza szerinti teljes indukcid-
1 4
n

val igazolhatd az
s =g§'t & s :ﬁﬁ; £fr(t)

ekvivalencia. EbbSl L(#) = fr T([") = L(G) k&vetkezik, tehat
L(#) valdéban kdrnyezetfiiggetlen nyelv.

A masodik AllitAs bizonyitasanal f&ltehetd, hogy L a
G = (Q,Xn,P,s> Chomsky-normalformdju nyelvtannal adott, az-
az P szabalyai

(7) aq —>r,r,
és (8) ¢q > X,
alakuak /1d. SALOMAA [197i]l. Sorszamozzuk meg P (7) alaku
szabalyait, legyen k darab ilyen szabaly. Definidljuk a
[1=4<5,F,§,é7 F tipusu n-valtozdés regularis fanyelvtant,
amelyben Q = QU {d}, F = F, = {fl,...,fk} és P a kévetkezd
szabalyokat tartalmazza:

(9) g = £;(xry,x)) € P & P i-dik szabalya (7) alaku

és g —> I r,,
10 q »£,(4,4d) € P & P i-dik szabalya (7) alaku és
nem g-val kezddik,

1) da »£,(a,d)eP (i =1,2,...,k),

(12) g-=>x, € P &q ->x; € P.
Az igy megadott "-ra a tétel elsd &llitasanak bizonyitéséa-
ban leirt konstrukcidét alkalmazva olyan G1 nyelvtant kapunk,
amely ekvivalens az eredeti G-vel, hiszen a P:;Gl konstruk-
cidnal a M (10) és (11) szerint képezett szabdlyaibdl szar-
mazd Gl-hez tartozd szabalyok "haszontalanok", f&lhasznala-

sukkal nem vezethetd le egyetlen w € Xi termindlis sz6 sem.

(9) - (12) -bB1 az is kdvetkezik, hogy [ D-reguléris fanyelv- .
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tan. Igy az 1. tétel és mostani tételiink mar bebizonyitott
elst része szerint valamely &£ F tipusu n-valtozds felszal-

16 automatara érvényes az

L(#) = £rT(k) = £XrT(0) = L(G)) = L(G) = L egyenl&ség.[]

Mar az el0zd tétel bizonyitdsabdl sejthetd az alabbi
negativ eredmény.

3. tétel. Legyen F = F, = {£f} &s n 2 2. Ekkor létezik
olyan L ¢ X; A-mentes kérnyezetfiiggetlen nyelv, amely nem

ismerhetd £61 F tipusu n-valtozdés felszalld automataval.

Bizonyitads. Korabban lattuk, hogy a T = {f(xl,xz),f(xz,xiﬁ
erdd nem ismerhetd fel f8lszalld automataval, ebbdl adéddan
L = {xlxz,xzxi} sem ismerhetd f31 a tételben megadott tulaj-
donsagu felszdlldé automataval. (]

Megjegyzés. A bizonyitasban f&lhaszndlt L nyelv regu-

laris, ezért az eldzd tétel a A -mentes regularis nyelvekre
is igaz.

Valdésziniileg igaz az az erdsebb allitas is, hogy tet-
szOleges F = F,y tipushoz megadhatd olyan L. A-mentes k&rnye-
zetfiliggetlen [regularis/ nyelv, amely nem ismerhetd fel F
tipusu felszalld automataval.

Az n 2 2 feltétel szilkkségességét mutatja a kdvetkezd
pozitiv eredmény.

4. tétel. Legyen F = F, = {f} és n = 1. Ekkor az F
tipusu egyvaltozdés felszalld automatdk pontosan az Xy £6-
15tti A-mentes reguldris nyelveket ismerik f&l.

Bizonyitas. Mivel minden L Q-Xi kérnyezetfiiggetlen

nyelv reguléris /ld. SALOMAA [1973]/, a 2. tételbdl kdvet-
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kezik az egyik irdnyu allitas.

Forditva, legyen az L ¢ xi tetszdleges A-mentes regu-
laris nyelv a G =<(Q,Xn,P,s> nyelvtannal adott, ahol P gza-
balyai

(1) g - X T
és (ii) q > Xy
alakuak, q,r € Q, valamint g —>X,r EP& q—>Xx;s €EP=>r = s.
Ilyen G megadhatd, 1d. SALOMAA [1973] . Konstrudljuk meg a

kévetkezd M={Q,F,P,s) fanyelvtant. Q = QU{v,d}, §=P1U P2UP3,

ahol
Py ={q »£(v,r)|q S E T E P{,
P, ={qg—=>x|la-»>x, € P,
és P, =f{v ->f(4,d4), 4> £(4,4d), v—>x1§.
A frT(M) = L (G) egyenldség az eldzd tételekhez hasonldan bi-

zonyithaté. A G-re kiszabott feltételekbdl k&vetkezik, hogy I
D-reguldris. Az 1. tétel szerint létezik olvan &t F tipusu

egyvaltozdés felszalld automata, amelyre

L(x) = £rT(") = L(G) = L
teljesiil. O
Tetsz8leges F tipusra és L < X;-ra legyen fr_l L =

= {t\t E T nsk fr(t)E.L}. A lesz&4116 automatakkal ellentét-

F,
ben /1d. GECSEG &s STEINBY [1979] / az aldbbi negativ ered-
ményt kapjuk.

5. tétel. A fr_l fliggvény nem Orzi meg a f&lismerhe-
t8séget. Pontosabban tetszdleges nem unaris F tipushoz és
n € N-hez megadhatd olyan L & Xz A-mentes regularis nyelv,

amelyre frl L nem ismerhetd fel f51sz4116 automatéaval.

Bizonyitds. Elegendd az n = 1 esetet vizsgalni. Az

dltalanossag megszoritdsa nélkiil f&ltehetd F, + ¢ és
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+ -
f ¢ F,. Legyen L = {xlxﬁ . Ekkor t; = f(xl,xl) és

0§

t L. -~ben van, de

5 f(f(xl,xl) ,f(xl,xf) fr

il

£ f(xl,f(xl,x]}) ¢ fr-‘:L L , azaz fr'-:L L nem A-zart,

3
és igy nem ismerhetd fel £61sz4l11ld6 automataval. []
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8. Felszalld automatadk kompozicidi

Ebben a fejezetben a GLUSKOV [1963], [1964] -ben beve-
zetett altalanos kompozicid fogalmat terjesztjiik ki felszal-
16 automatikra. Vizsgidljuk a GECSEG és PEAK [1972], vala-
mint GECSEG [1974] specidlis kompozicidinak megfeleldit is.
A fejezet eredményei k&zdnséges automatdkra nagyrészt is-
mertek. Elsddleges célunk az volt, hogy bemutassuk azokat
a médszereket, amelyekkel ezek az eredmények meglepden egy-
szerii médon altalanosithatdok felszalldé automatakra. Leszal-
16 automatakra td8rténd altalanositasok taladlhatdk példaul
a MAGIDOR &s MORAN [1969), RICCI [1973], STEINBY [1977a]
munkakban,

A kdz8nséges automatak kompozicidinidl megszokott mé-
don az automatdk kezddallapotat és végallapot-vektorat fi-
gyelmen kiviil hagyjuk, tehat valdéjaban felszalld algebrak
kompozicidit tekintjiik. Ezért a tovabbiakban automaték he-
lyett algebrakrdl beszéliink, és az ennek megfeleld jeldlé-
seket hasznaljuk /1d. 2. fejezet/.

Legyen R tetszOleges, de erre a fejezetre rdégzitett
véges rangtipus. Minden, a tovabbiakban eldforduld \ﬂ=A(A,F>
algebrardél fBltessziik, hogy A és F véges halmaz, valamint
R(F) = R, /Ha R = {1}, akkor a -véges unoidoknak tekintett -
kdzdnséges automatdkra vonatkozd megfeleld fogalmakat és
eredményeket kapjuk./

Jeldlje K(R) az 8sszes R rangtipusu véges algebra -

pd - -~ - - (i)
osztalyat. Legyen k € N, ml""’mk € K(R) és Wi = <Ai'F }
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(i =1,2,...,k), F tetszBleges tipus, R(F) = R, tovabba
1[/': Ay X eeo XA XF —>F (Dx ies XF k) aritastarté leképe-
zés, azaz barmely a; e Ai (i = l,2,...,k), 9 & N, £ € Fj-
re

) k)
'\{’r(allooolak'f)é Fj x o o o XFj °

Konstrudljuk meg az Ul = (A,F) algebrat, amelyre
A =.ﬂ(Ai‘i = 1,...,k) és barmely a € A, £ €EF, VE) = j-re
£%(a) = (By,---sby), ahol Y(a,f) = (e @00, 200,

£™(a ) =(bpyy s e rbys) (M= 1,2,...,k), végiil

-l?-l = (blilbzilﬁo'lbki) (1 . llzl"‘lj)‘

Ezt az W algebrat az (,,...,l; algebrik YV visszacsato-

lasi fiiggvénnyel képezett altalanos szorzatédnak nevezziik,

k
és Ul = iT=|_1 mi[F,V] ~vel jeldljik.
Ha bevezetjiik a'Y} = ;Y fiiggvényeket, akkor

V=(¥ys...,Y}) irhaté, ahol

LA TR IR WS R S ¢ A BN )

A VY visszacsatolasi fiiggvényre tett kiildnbdzd kikdtésekkel
definialhatjuk az altaladnos szorzat specidlis eseteit.
Legyen i € NJ. Az 1l = jﬁlmj [F ,“{f] szorzatot &, ~szor-
zatnak nevezziik, ha barmely wm=>3j + i, j =1,2,...,k ese-
tén'W} nem fiigg Ul,, -tdl.
Ha VW nem filigg egyetlen U[,,-t&l sem, tehét

K
V:ro>rPx ...xF® 1eképezés, akkor U= T]'UIJ-[F,"V]
=1

kvazidirekt-szorzat.

Végidl, ha még F = F3) (j = 1,...,k) is teljestil,
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és Y(f) = (f,...,f) barmely £ € F-re, akkor a 2. fejezet-
ben bevezetett direkt szorzat fogalmat kapjuk.

Nevezziik az altaladnos szorzatot G-szorzatnak, a kva-
zidirekt-szorzatot Q-szorzatnak, a direkt szorzatot D-szor-
zatnak. A tovabbiakban a ©, @1, @2 jelek a G,D,Q, di(iGENo)
barmelyikét jelenthetik.

Azt mondjuk, hogy a &= {B,F) algebra izomorfan /ho-
momorfan/ beagyazhatd az V= ﬁ'lﬂi[F,H{] ()-szorzatba, ha

i=1
megadhatd olyan [ €sub(Vl) és »(7: C - B leképezés, hogy J

izomorfizmus /sziirjektiv homomorfizmus/. Ekkor VUl -t a Jo

izomorf [homomorf/ O -dekompozicidjanak is mondjuk. Az

izomorf /[homomorf/ (9—dekompozic16 valédi, ha lAi[ < |B]

(i = l,...,k). J> izomorfan [homomorfan/ ® -irreducibilis,

ha nincs valédi izomorf /homomorf/ () -dekompozicidja. Az
M € K(R) halmaz I@(M) (HO(MD izomorf /homomorf/ @ -lezara-
sidn az &sszes olyan . algebra halmazat értjiik, amelynek

létezik M elemeibdOl képezett izomorf /[homomorf/ dekompozi-

cidéja. M izomorfan [homomorfan/ @-teljes, ha I@(M) =

= K(R) {HO(M) = K(R)). M minimidlis izomorfan /homomorfan/
@—teljes, ha tetszO8leges Al € M-re M = M—{UQ mar nem izo-
morfan /homomorfan/ @ -teljes.

Azt mondjuk, hogy a Ql-szorzat izomorfan /homomorfan/

altalanosabb a Qz-szorzatnél, ha barmely M £ K(R) esetén

Igl(M) p) Igz(M) (Hel( M) 2 HGZ( M)) és létezik olyan M ¢ K(R),
hogy I, (M) > In (M) (H, (H) D> H, (M)].
N o, ( 0, o, )
Vilagos, hogy ha az M rendszer izomorfan (D-teljes,

akkor homomorfan is () -teljes. A megforditads egyetlen ®-ra

sem igaz. Legyen @ tetszdleges, akkor érvényes az
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l. tétel. Létezik olyan homomorfan [ -teljes rendszer,

amely nem izomorfan @-teljes.

Bizonyitds. Legyen M tetszOleges izomorfan @-—teljes

rendszer., Ekkor az ¢ = ({efi ,F> egység is I_(M)-ben van,

C)
azaz létezik olyan k € N, Uli EM (i-= l,...,k) és

k k

T Uty [F, V] @-szorzat, hogy & =4 € Sub( 'ﬂ'l‘()[i[F,‘{’]) .
i=1 =
A Y visszacsatolasi fiiggvény definicidéja szerint az M elemei-
b3l képezett [ -szorzatnak csak akkor lehet egyelemii rész-

algebrdja, ha van olyan [ = (Am, G(m’> € M, hogy
(X) (Vr € R)(Elg € Gl;_"))Ga £ Am) (g(a) = (a,a,...,a)) .
Képezziik az M = {’6_[] \Ulj € M} rendszert, ahol

1/ ha Ulj-re nem teljesiil (%), akkor ﬁj = Ulj .
~ f eaii THAN Gn g5 o
2/ Ha Ulj re teljesiil (%), akkor Ulj (Aj,G >,Aj AjUBj,
.
By = {a*‘(zlr ¢ r) (Ig € g (g J(a) = (a,a,...,a)),

és barmely g £ G 3) s @ € Aj’ ate Bj-re

U, U W

g J(a) =g J(a), ha g J(a) # (a;8,«x00a),

N 05

g_—](a) =(a*,a*,...,ax), hagj(a) =(a,a,...,a),

s 0o
végiil g )(a') =g J(a).

Mivel M egyetlen algebrajdn sem teljesiil (¥), M nem lehet
izomorfan @ -teljes.

Megmutatjuk, hogy M homomorfan O -teljes. Legyen

n
I ={c,H) tetszBleges algebra, 'ﬂ'wm[ﬂ,ﬂ a L izomorf O -
m=1

n
dekompozicidja a ) €Sub( me[ngl) részalgebra és a
m=1

\.(}: /D—»E izomorfizmus segitségével.
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Képezziik M elemeibdl a 'ﬂ' umIH g] szorzatot, ahol bar-

mely a € ﬂ' A és h € H eseten
m=1

£ (a/n) = §(am) és

n
a, ha _&}_E,T{' A_,
A m=1 ™
a= i n
az az a € T[ A vektor, amelyet ugy
m=1
kapunk, hogy a minden al alaku kompo-
nense helyett aj-t irunk.

Az «Tt. algebrak definicisjabsl adddik, hogy ) =(D,H) (13:{@1?;@)
[H g] szorzat részalgebraja és a Q(d =-¥(§) leké-

pezés ? g :—f) [T sziirjektiv homomorfizmus lesz. [
A kovetkezd tétel bizonyitasaban szilkséglink lesz az

{U&_= <Ai,F(ix> \i = l,...,ki algebrik F-direkt &sszegének

fogalmara. Ezen az Ul=<(A,F> algebrat értjiik, amelyben

A =_H(Ai|i = l,...,k)L){*g, {F,V) az <F(i),)ﬁ> tipusok di-
rekt Osszege, azaz F = lKF(i)‘i = 1,...,k> és barmely
(£,3) € F-re V(£,3) = Vj(f). A milveleteket a k8vetkezBkép-

pen értelmezzitk: tetszdleges (a,m) € A &s(f,j) € F esetén

(f,jft(a,nﬂ = ((al,m),... (an,nO),ha j =m és

s
: & J(a) = (al,...,an),
A
(£,5) @@,m) = (¥,%,..., %), ha 5 #m
valamint (f,jyn(*) = (%, %, ...,%).

2. tétel. Ha nem létezik véges homomorfan Q-teljes
rendszer, akkor van olyan M homomorfan (D-teljes rendszer,
amely nem tartalmaz minimdlis homomorfan ©-teljes részrend-

szert.

Bizonyitas. Legyen M = {iﬂili E N}algebrék olyan
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rendszere, amely nem tartalmaz izomorf algebrakat, de tet-
sz6leges & algebrahoz létezik olyan j index, hogy .‘G"—-‘fﬂlj.
Ilyen megszamlalhatdan végtelen M halmaz létezik, mivel rdg-
zitett R rangtipusu véges algebrakat tekintiink. M nyilvéan-

valdéan homomorfan /sot izomorfah/ 0O -teljes. Képezzik az

M = {ﬁi\i € N} rendszert, ahol tetszBleges i € N-re U, az

5
{vzj lj = l,...,i‘} rendszer F-direkt 8sszege. M is izomorfan

® -teljes, hiszen az 171i F-direkt &sszeg barmelyik ténye-

z0je izomorf 'Uli egy részalgebrajaval. Legyen ﬁ={1fli leN,ijeNi
5 J
az M tetszBleges izomorfan () -teljes részrendszere. Megmu-

tatjuk, hogy M nem minimalis. Legyen Uli e M tetszdleges,
_ a8

tekintsiik az M* = {1 - {mi 1 rendszert. M teljességébsl

Jo

k&vetkezBen M és igy M* is végtelen. Legyen X tetszdleges
algebra, és tegyiik fel, hogy & & ()lj € M., Mivel M* végte-

len, létezik olyan ij b max(j,ij ) » hogy —Uii e M. A
1 o 3
1 -
"részalgebridja" relacid tranzitivitdsa miatt LHELHE Sub(Uli )
J
vagyis M¥ is izomorfan ©-teljes.U o

Megjegyzés. A bizonyitasbdl latszik, hogy a 2. tétel

Jamely egyébként a DOMOSI [1976] 2. tételének &ltalanosi-
tisa/ izomorfan O-teljes rendszerekre is igaz.

Azt mondjuk, hogy az M rendszer az erddkre vonatkozo-

an O -teljes, ha tetszBleges T € ¥, erdd fdlismerhetd M-

b3l vett automatak valamely 4= T[' 'Uli[F,\Y] szorzatahoz
i=1

tartozd Jt=<m,a',§_} normalizilt felsz4lld automataval.
3. tétel. M akkor &s csak akkor homomorfan O -teljes,
ha az erddkre vonatkozdan ( -teljes.

Bizonyitds. Legyen el83sz&r M homomorfan [(-teljes
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rendszer, T = (D) tetszOleges fdlismerhetd erdd, ahol
B={%,b",b) a & ={B,F) algebrdhoz tartozd &sszefiiggd,
normalizalt felszalldé automata. [Ilyen T35 létezik, 1d.
3.9. tétel./ Mivel M teljes, megadhatd Ul= '%'wi[F[Wj (-
szorzat, EGSub(UL) és \f: L>4 szﬁrjekti;lhomomorfiz-
mus. 1B 8sszefilggdsége azt jelenti, hogy 4={B,F) =
= <[b'],F>. Ezért létezik olyan c’ € {—l(b’), hogy X% a
L= <(c’],ﬁ> € sub(Ul) részalgebra homomorf lépe. A
C=<f,c’,g>, ct) - x.?-l(B(i)) N [c'] (1 =1,...,n)

automatanak homomorf képe 13, igy a 3.7. tétel szerint
T(C) = (). Abbdl, hogy R a C homomorf képe &s I3 nor-
malizalt, kévetkezik, hogy C is normalizalt.

Forditva, legyen M az erddkre vonatkozdan [ -teljes,
U = {A,F) tetszBleges algebra. Konstruidljuk meg azt a
%={B,G) algebrat, ahol B = A = {al,...,agi, G, = F;, ha
i+26ésG,=F,U {hl /f5ltehetjiik, hogy 2 € R/. Tetszd-
leges g € G-re és ay € A-ra |
% ng(aj)' ha g # h
g (a3) =

(aj+1 mod (k)? 5+1 mod(kQ » ha g = h.

A 'E>=<l3,al,g>, a= A(l) = {alg egyvaltozés G tipusu fel-
s2z34116 automata 8sszefiiggd é&s normalizalt. Valdban,

L= < [a]] ,G> és barmely aj £ B-re T(?),aj) # ¢. 15 minima-
lis allapotszédmu a T = T(®) erddt f&lismerd felszalld auto-
matdk k3zdtt. Ez abbdél lathatd, hogy a

T = {xl,h(xl,xﬁ ,h(h(xl,xl),h(xl,xiﬂ ,...} erdd T(H) -hez
tartozdé fainak fdlismeréséhez legalabb k &llapot kell, hogy

a leveleknek a gydkértdl mért tavolsigit mod (k) szamolm¥, . ™
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tudjuk. Kihaszndlva M erddkre vonatkozd teljességét, léte-

k
zik olyan L= '\Twi[G,g] © -szorzat M-bd1, hogy alkalmas
A i

" 88 ¢ valasztéassal a C ={Il,c’,c) normalizalt

c
felszalld automata T(B)-t ismeri f8l. Fdltehetd az is, hogy
C &6sszefiiggd, ha nem az, helyette a c =<E,c’,_c__*><’5ssze-

fliiggd normalizalt automata vehetd, ahol

E=< [c'],G>, g* =(C(l)ﬂ[c’]) "
A 6.4. lemmdbdl és 6.5. tételbdl addddan a I3 minimalis
automata a ( automata homomorf képe. Ezért % a L ={[c’],G)€
€ sub(K) részalgebra homomorf képe, vagyis EGH@(M) ,
Mivel Ul a X F-részalgebraja, innen mar kdnnyen adddik
'U[eH@(M), ha azt a E = i'}i['l(}li[}?,%] @-szorzatot vessziik,
amelyben a g 5 Alx A2 XAkX F —->F(l)x xF(k) visz-
szacsatolasi fﬁggvﬁny a g n@gszo#ftésa A1¥ .“.YAkx F-re,
azaz bérmeiy a€ i!imi, f € F-re g(gﬂf) = g(g,f). A L
szorzat L = <[bf],F> részalgebriajanak homomorf képe VUl .l]

Megjegyzés. Valdszinii, hogy a tételhez sziikséges az

erdd-teljesség definicidjaban a normalizaltsag feltétele-
zése, bar ezt nem sikeriilt bebizonyitanunk. A GECSEG és
HORVATH [l97é]cikk leszallé faautomatdkra tartalmaz hason-
16 erdd-teljességi kritériumot.

A 2.3, és 2.4, lemmiahoz hasonldé alapvetd szerepe van
a kdvetkezd két lemmanak, mivel segitségiikkel kapcsolatot
tudunk teremteni a felszd11d6 algebrdk kompozicidi és a k&-
z6nséges automatdk, azaz unoidok kompozicidi kdzdtt.

A tovabbiakban K(1) az 8sszes véges unoid osztélyat,

M

Ly az {1&ulvl€ M} halmazt jeldli.
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4, lemma. TetszBleges M ¢ K(R) rendszerre, VIEK(R)
algebrara és 0O -szorzatra igaz
(1) MeTgm) = 4, € T5M,),
(i) W EH M) = U, € Hy(M )

Bizonyités. Legyen WUl= (A,F) izomorf az M elemeibdl

képezett L= \( [i[F,”‘f] @-szorzat &L részalgebrajaval.

Kepezzuk az M/u rendszer .E i algebraibdl (1 =1,... ,3)

J
T\' E {Fd,"l{f:‘ @-szorzatot, amelyben tetszdleges c £ '[I

és f € F-re, valamint 1 £ k £ VY(f) -re

(X) '\'V(c £.) = (g(l) s s éj))éz‘?“{f(c,f) (g (1),...,g(j)) ;

J
(*) alapjan nyilvanvald, hogy [ = L F,'\{f) =

j N
- _Wl[iM[Fd,*{f] . A 2.3. lemma a4llitasaibdl k&vetkezik, hogy
1=
. o
.2;’—“6 Sub(()l/&) és U, = "G/w'

Ha U] a & részalgebra homomorf képe, akkor szintén

a 2.3. lemmaval addédik, hogy Ul/u_ a OGM homomorf képe.

Legyen R tetszBleges rangtipus, j € R. Az Ul =(A,F)

R rangtipusu homogén algebrat j-homogénnek hivijuk, ha

barmely k # j, £ € Fy é&s a € A-ra teljesiil £(a)=(a,a,...,a).
A 2, fejezet Ul—> U‘lk hozzarendeléséhez hasonld kap-

csolatot definidlunk K(1) és az R rangtipusu j-homogén al-

gebrak kdzdtt. Legyen Ul = (A,G) tetszdleges unoid, a hoz-

za tartozd Ul;\j =<A,F;Lj> R rangtipusu j-homogén algebrat

a kévetkezd mdédon kapjuk:

ij =U(thli 3 R), F;j ={§lg S G} és IIFIJ'I = 1, ha i#j.
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P
A milveletek realizalasa barmely f € F J 8s a € A esetén:

(B,ay-casa)y ha £ & F.oy
f(a) = ¢ J

(b,b,...,b), ha £ = §€le és g(a) = b.
Jeldljiik az R rangtipusu j-homogén algebrak osztalyat J(R)-
rel.
5. lemma. (i) Az tﬂ—a1ﬂli hozzarendelés bijekcid
K(1) és J(R) kdz6tt,
(ii) & € sub() & .ij € Sub (Ulli),

(1ii) £ : Ul>2 izomorfizmus /homomorfiz-
mus, beégyazés/éﬁ?\f =(ﬂly9£3jizo—
morfizmus [homomorfizmus, beagyazas/,

(iv) J(R) zart a H,S,P,Iy,Hy operatorokra.

Bizonyitds. A 2. fejezet lemmaihoz hasonld egyszerii

szamitasokkal igazolhatd.[]

6. lemma. Tetszdleges M ¢ K(1) rendszerre, Ul € K(1)
unoidra és O -szorzatra igaz
(1) M e yM) & M;Lj € I@(Maj) '

i Ul EH M) & Vl,\j & H@(M.’Lj) .

Bizonyitds. Az AUl= (A,F} unoid legyen izomorf az M

m
elemeibdl képezett K= il Ei(F,‘Yj @ -szorzat <& rész-
i=]

unoidjaval. Képezziik az M

- rendszer ‘Eik' algebraibdl a

m Y 1= J ] m
:Wlti [E‘J,“r] O-szorzatot, ahol tetszdleges ¢ € chi
i= e i=1

J

B 24
és fEF mellett

(1) ha £ ¢ Fjlj, akkor;W{g,f) =(f(D ,...,EM]) , és éﬂ

a L, egyetlen V(£) aritasu miivelete k = 1,...M-re,
AL
J



A=

(2) ha £ =G€ F, 4 ¥le,a

< W (9/9)

.

) =(5W,...,5™) &

(30, s™)

m e
A TT L [E‘J,Wﬂ szorzat ilyen valasztasa mellett az

i=1 1aj

POy ~ ;\'] '—') e e
5. lemmabdl Wl.-—ofy?\.é Sub(iﬂ:]_l:ikj[F ,"{f] . Az eldz3

konstrukcid (1) és (2) szerinti megforditasaval adédik az

Ul;lje Ie(maj) = Ul € Ig(M) implikéacid.

A homomorf lezaréasokra vonatkozd allitas bizonyitésa

hasonldan td&rténhet.

O

7. kdvetkezmény. (i) Ha K(1) -nek nincsen véges izo-

Bizonyitas. (i)

(ii)

ill

morfan /homomorfan/ © -teljes M
részhalmaza, akkor K(R)-nek sem
lehet véges izomorfan /homomorfan/
@-teljes M részhalmaza egyetlen

R rangtipusra sem.

Ha ( # G, akkor nincsen véges
izomorfan @—teljes rendszer egyet-
len R rangtipusra sem.

Ha © = D,Q,dg akkor nincsen vé-

ges homomorfan @ -teljes rendszer

egyetlen R rangtipusra sem.

nyilvanvaléan k&vetkezik a 4. lemmabdl.

(ii) kbz6nséges automatdkra, igy mnoidokra

(iid)

is, igaz /1d. IMREH [1978] , ebbsl (i)

felhasznilasaval k&vetkezik tetszdle-

ges R rangtipusra.

k&zdnséges automatdkra igaz [ld. GECSEG

és PEAK [1972], ezért (i) miatt tet-
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sz8leges R-re is igaz.[]

8. kdvetkezmény. Legyen @1 és @2 két tetszdleges szor-

zat. TetszOleges R rangtipusu algebrakra vonatkozdan @l ak-
kor és csak akkor altaldnosabb izomorfan /homomorfan]/ @2—né1,
ha unoidokra vonatkozdan altalanosabb izomorfan /homomorfan/
CE-nel.

Bizonyitads. Egyik iranyban vilagos.

Forditva, tegyiik fel, hogy ©, izomorfan &ltaldnosabb @2-

nél az unoidokra vonatkozdéan és M < K(1) -re Io (m)> Iy M).
1 2

Legyen R tetsz8leges rangtipus, j € R. A 6. lemma szerint

Igl(MAQ p) IQZ(MAj)' tehdt O, az R rangtipusra vonatkozdéan

is altalanosabb izomorfan @2—nél.

A homomorf &altalanossagra vonatkozd allitas ugyanigy
bizonyithato.

Vezessiik be a “@2 izomorfan /homomorfan/ altalanosabb
©,-nél" allitds réviditésére a @, <, 0, (0;<, _0,)
jeldlést.

9, kdvetkezmény. Legyen R tetszdleges rangtipus,

ekkor

(1) D 44,0 ey $ipeee $45%5 Lygoer Ligeling Ligee <48

(ii> 2 <homQ <hom”<o <hom °<l <hom°(2 °

Bizonyitds. (i) k®zdnséges automatdkra ismert [v.d.

IMREH [1978]/, ebbdl a 8. kdvetkezmény
szerint tetszdleges R rangtipusra add-
dik.

(11) unoidokra igaz /ld. GECSEG ([1974]/,
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ezért szintén a 8. kdvetkezmény miatt barmely
R-re is teljestil.O
TetszB8leges 0O -szorzatra vezessiik be K(R)-en a k&vet-
kezd relaciodkat:
(i) 1ﬂ$915 &> YVl izomorfan bedgyazhatd & valamely egy-
tényezds 0 -szorzataba.
WD W ED &> Wégh &s L&y UL,

10. lemma. (i) éWD reflexiv és tranzitiv relédcid K(Rren,

(ii) €g végtelen indexii ekvivalencia K(R)-en,

(1ii) ha ©# D, akkor tetszBleges n € N-hez
megadhatd n elemii algebrdk olyan véges
M rendszere, hogy barmely Ul n elemii
algebra 89 -ekvivalens valamely 5 € M -
nel,

(iv) ha ©= D és F rdégzitett tipus, akkor
tetsz8leges n € N-hez megadhatd n elemii
F tipusu algebrédk olyan véges ﬁn rend-
szere, hogy barmely I n elemii F tipu-

su algebra €&

D-ekvivalens valamely

Mn-sal.

Bizonyitds. (i) nyilvanvald, (ii) k&vetkezik (i)-bdl

é&s az Ulé'e.l’: = |A| = |B| implik&ciébdl. (iii) -(iv) abbdl
a megallapitasbdol adddik, hogy tetszdleges r € R-re az

f : N - N' leképezések szama véges, ezért csak véges sok
olyan n elemii algebra van, amelyek "lényegesen" kiilénbdz-
nek, azaz nemcsak tartéhalmazuk és miiveleteik jeldlése tér
el.

11. lemma. Legyen M, ,M, € K(R), M, = {Mi‘i € I},
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M, = {-Gi(i & I} és barmely i € I-re 1l €o «G'i. Ekkor

Iy M) = Ie(Mz) és H@(Ml) = Hg(M,) .

K
Bizonyitads. Legyen U = T Uli[F,"{f] tetszbleges, My
i=1 :
elemeibdl képezett 0 -szorzat. Tegyiik fel, hogy U(i = {Ai,F(l)>

. i) 4 " (i)
a in = <Bi,GL > € M, algebra egytényezls Ii= %i[F " ,"f’l]
O -szorzataval izomotf a \{’i izomorfizmus mellett. Képezziik

azt a &L= ]}]{— ,Gi[F,Y] szorzatot, amelyben tetsz8leges
i=1 ~

k by
b = (bl,...,bk) éiElBk, f € F esetén “{’(I_J,f) — "{’(u(’(g),f). /4’(9)

a(‘fl(bl) ,...,‘fk(bk)) vektort jelenti./ A W visszacsatolasi
fliggvény definicidjabél lathatd, hogy & is @ -szorzat lesz,
tovabbd a J: b > J(b) leképezés % izomorfizmusa 4l-ra. Eb-
bs1 Ie(Ml) £ I@(Mz) és H@(Ml) ¢ Hy(My) kdvetkezik.

My &s M, szerepének f&lcserélésével ugyanugy igazolha-
t6 a két forditott irdnyu tartalmazis.[]

12. lemma. Legyen Ul= {Aa,F) € K(R) é&s M={% ,...&kKEK(R)
tetszOleges. Ha VUl € IQ(M) , akkor Y izomorfan bedgyazhatd
valamely M elemeibdl képezett legfeljebb K tényezds 0 -szor-

1Al

zatba is, ahol K = k.b i'h = max(]Bil \ is= l,...,k) .

Bizonyitds. Ez a lemma az IMREH [1978] cikk 6. tételé-

ben igazolt &llitas megfeleldje, a bizonyitis megegyezik az
ottanival. O

13. kdvetkezmény. (i) TetszBleges O-ra, W€ K(R) -re

és véges M ¢ K(R)-re elddnthetd,
hogy 11 beagyazhatd-e izomorfan
M-hez tartozé automatdk (@ -szor-
zataba.

(1i) TetszBleges @ -ra és YVLEKR) -re
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elddnthetd, hogy M izomorfan @ -irre-
ducibilis-e.

Bizonyitas. (i) Az eldzd lemma szerint az elddnthetd-

ség adddik M elemeibdl alkotott véges sok, legfelijebb K
tényezSs O-szorzat vizsgalatabdl. Egy-egy ilyen szorzatra
természetesen véges sok lépésben eldénthetd az izomorf be-
agyazhatdsag.
(iQ A 10. lemmabdl kdvetkezik, hogy az

U (aG/Ee ]Iye K(R)& |Bl £ \A\) halmaz véges. E@ definicib-
jabol és a 10. lemma bizonyitasanak (iii) - ({iv) részébol
kapjuk, hogy effektiven megadhatd az egyes osztalyok rep-
rezentansaibél 4116 M véges halmaz. A 1l. lemma alapjan 1l
izomorfan @-irreducibilis <:>‘ULEEI@(M). Az utdébbi rela-
ciérdél (i) -ben beldttuk, hogy elddnthetd.[]

Ezutdn ratériink az egyes 0 -szorzatok vizsgalatéra.
El18szdr néhany direkt szorzatokra vonatkozd eredményt bi-
zonyitunk, ezért a tovabbiakban a rdgzitett F tipushoz
tartozd algebrikat tekintiink, Ssszességiiket K(F) -fel jeldl-
jik.

14, tétel. Az M ¢ K(F) rendszer akkor és csak akkor
izomorfan D-teljes, ha barmely 4l szubdirekt irreducibilis
algebrahoz létezik olyan X5 € M, hogy 4l € Sub(®H).

Bizonyitas. Az elegenddség k&vetkezik az univerzalis

algebrakra j61 ismert (V1 ¢ i< n)(¥l; € sub(%,))=>

n n
= Tu € Sub( ﬂ'zi) allitasbdol, amely a 2.7. lemma se-
i=1 i=1

gitségével bizonyithatd felszalld algebrdkra, valamint a

2.8. kdvetkezmény (iii) pontjdban bizonyitott szubdirekt
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felbontasi tételbdl.
A sziikségesség igazoldsihoz legyen W = {A,F) tet-
sz8leges szubdirekt irreducibilis algebra, UL € & = {B,F),

R
oGGSub(.-ﬂ'eri), "&i €EM,i=1,2,....,k. Univerzalis al-
l=

gebrakra - és igy a 2.3, 2.7. lemma miatt felszalldé algeb-
rakra is - igaz a kdvetkezd eredmény /1d. GRATZER [19663/.

X
Ha % €sub( T &;), akkor barmely 1 £ i £ k-ra
1=1

(1) %,

:

<ﬁi(B),ﬁ> a 23i részalgebraija,

Ry _
1y & = TT*aEi és a {(b) = W, (b) leképezés L homo-

i=1
morfizmusa iii-ra.
Mivel ekkor Yl is a ia—ok szubdirekt szorzata, VUl szubdi-
rekt irreducibilitésa miatt van olyan 1 £ j £ k index, hogy
|ﬁ&(Bﬂ > |A| = |B|, ebbd1 viszont az adédik, hogy
n S;(;i € sub(%,;) .0

15. tétel. Legyen Y1 € K(F) tetszdleges. YVl akkor és
csak akkor izomorfan D-irreducibilis, ha szubdirekt irre-
ducibilis.

Bizonyitds. Az izomorf D-irreducibilitdsbdél nyilvan-

valdan kdvetkezik a szubdirekt irreducibilitas. Forditva,
ha Ul szubdirekt irreducibilis, akkor az eldzd tétel szik-
ségességének bizonyitdsdbél lathatd, hogy Ul D-irreducibi-
lis. O

A tovabbiakban a HD(M) homomorf D-lezAradsokat vizs-
galjuk.

16. lemma. Tetsz®leges 4l € K(F) és M ¢ K(F) esetén

(%) Ul € Hy(M) & UL € HSP(M).
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Bizonyitas. Kdztnséges automatdkra, igy unoidokra is

igaz (%) , 1d. GECSEG {lQ?i]. TetszOleges F tipus vissza-

vezethetd erre az esetre az

(%%) M €usP(M) & ut,, € HSP(M,,)

(% % %) n exyM) & U‘LAG,HD(MM)
ekvivalenciakkal, amelyek a 2.15, illetve 2.3. lemmakbol

kdvetkeznek. [

17. k&vetkezmény. Legyen YVl EK(F) tetszdleges al-

gebra és M ¢ K(F) tetszB8leges véges rendszer. Ekkor

(i) Ul e HD(M),
ii 1 homomorf D-irreducibilitéasa
elddnthetd,

Bizonyitds. (i) kdvetkezik az eldzd lemma (¥) -(¥ X)

ekvivalencidibdél és abbdél, hogy «%M'é HSP(&M) elddnthetd,
1d. GECSEG és SZEKELY [1973].

(ii) Legyen M ¢ K(F) olyan halmaz, amely
nem tartalmaz izomorf algebrdkat, de barmely |A| -nal ke-
vesebb allapotu X% =<B,F) algebra izomorf valamely 41 é€M-
mel. Viladgos, hogy effektiven megadhatdé ilyen véges M hal-
maz. A 11l. lemma szerint

M homomorfan D-irreducibilis & VU € H(M).
Az utdbbi relacid az (i) -ben bizonyitott &llités segitsé-
gével elddnthetd.

Attériink a kvazidirekt-szorzat vizsgilatara, ezért

ujra megengediink tetszBleges, R rangtipusu algebréakat.

18. lemma. Legyen Wl ={A,F) £ K(R) és
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{Mi\i = 1,...,k} C K(R) tetszdleges. Ul akkor és csak akkor

K
egyezik meg valamely Tl 1ﬂi[F,Wj kvazidirekt-szorzattal,
i=1

ha barmely 1 4 i 4% k-ra megadhatdé olyan egytényezds
P

&
szorzata, azaz M= -W JGi.
i=1

Bizonyitds. Legyen tetszdleges f € F-re és i=1,2,...,k-

ra Y&(f) = ﬂ&CY(f)). Ekkor a V(f) = CWi(f),...,Yk(fn azo-

nossagbdl adddik mindkét irdnyban a lemma allitasa.U

; =W (r, Y] kvazidirekt-szorzat, hogy Ul a &%,-k direkt

Mivel az eldz3 lemma VI, és ‘51 algebrainak tartdéhalmaza
megegyezik, igaz az alabbi

19, kdvetkezmény. TetszBleges Ul algebra akkor és csak

akkor izomorfan /[/homomorfan/ Q-irreducibilis, ha izomorfan
/homomorfan/ D-irreducibilis.

Ebbdl a 17. kdvetkezményhez hasonld elddnthetSségi
eredményeket kaphatunk.

20. kovetkezmény. Legyen 4Vl = {A,F) € K(R) tetszdle-

ges algebra és M ¢ K(R) tetszdleges véges rendszer. Ekkor
(1) neny),
(ii) V1 homomorf Q-irreducibilitésa
elddnthetd.

Bizonyitéds. (i) Jeldlje M az M elemeibdl képezhetd

Bsszes egytényezds kvazidirekt-szorzat halmazét. A 10. lem-
ma és a 13. k&vetkezmény bizonyitdsdhoz hasonldan belédtha-
t6, hogy effektiven megadhatd olyan véges M* ¢ K(R), hogy
barmely % € M-hoz létezik % -vel Q-ekvivalens I eM® és

forditva. A 18. és a l1ll. lemma szerint

W € Hy(M) & W eny(f) & Ve, .
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A legutolsd relacid a 17. kdvetkezmény (i) része szerint
elddnthetd.
A masodik &allitas bizonyitadsa hasonldan vezethetd
vissza a 17. kdvetkezmény megfeleld eredményére. ]
2l. lemma. TetszBleges Ul={A,F)-hez megadhatd olyan
L = {(B,G) egyszerii algebra, hogy 'UlsQ.l’}.

Bizonyitas. Legyen A = {al,az,...,ak}, p > k tetszo-

leges prim és B = A U {ak+l""'ap1 diszjunkt Ssszeg. Fel-
tehetd, hogy 2 €R, ekkor legyen G, = F, U {h}{, h uj miive-
leti jel, és Gi = Fi’ ha i # 2. Tetszdleges b £ B és
g € G-re legyen
n 1
g (b)), ha g€ F és b € A,
g%(v) ={ (b,b,...,b), ha g EF és b & A,

ha g = h és b = aj

(aj+l mod (p) '35+1 mod(p)) ’
A 2.3. lemma miatt & egyszerii algebra, mivel a la‘= (B,GJ>
unoidnak a (B,hi} primkdr egyszerii részunoidja [v.5. GECSEG
[1974]/. Legyen Ul = J}(F,“{L ahol barmely f € F-re és
b £ B-re Vib,£f) = £. Nyilvanvald, hogy Ul kvazidirekt-szor-
zat és Ul €sub(N) . O

22. kdvetkezmény. Az egyszerii algebrak izomorfan O-

teljes rendszert alkotnak.

23. tétel. TetszBleges M £ K(R) rendszer akkor és
csak akkor izomorfan Q-teljes, ha barmely Ul egyszeri al-
gebrahoz létezik olyan & € M, amelyre 'UléQIG teljesiil.

Bizonyitds. Az elegendGség kdvetkezik a éQ reléaciod

tranzitivitasabdl és a 22. kdvetkezménybdl.
A sziikségesség bizonyitadsdhoz legyen W= (A,F)
i 4[] k
tetszdleges egyszerii algebra és NE L , L€ Sub( -|T zi[F ,"{’D,
i=1



- 88 -

.,516 M,i=1,...,k. Jelbljdn u? : s> egy alkalmas
izomorfizmust. Definidljuk Vl-n a kdévetkezd Qi relacio-

kat. Barmely a,b € A és O £ i £ k esetén

a g;b & (V1 £ 3 ¢ 1) (‘Jl‘j(\(’(a)) - ’Itj(c?(b))) L

A definicidbdl kovetkezik, hogy barmelyik Qi ekvivalen-

cia és
'L=Qoz le ZQk =,

Mivel kvazidirekt-szorzatrdl van szd, ei kongruencia is,
hiszen J{(a) és {(b) j—-dik komponensének egyenldségébdl
kévetkezik az £ ({(a) és f(%(b» megfeleld vektoraiban a
j-dik komponensek egyenldsége. De Ul -nak nem lehet valédi
kongruenciaja, ezért van olyan 1 £€m £ k, hogy i<m =0, =1
és i=2m 0; =w.

Megmutatjuk, hogy ekkor 'UléQ,,Gm. Ehhez vegylik azt
a L= <Bm'F> = ﬁm[F,E] egytényez0s kvazidirekt szorzatot,
amelyben barmely f € F-re {(f) = TG“CW(f)). Legyen
Q: A -> B, az a leképezés, amelyet tetszOleges a € A-ra
?(a) = Tﬁnb¥(a)) definial. Az T hozzdrendelés Ul izomorf
beagyazasa [;—be.'? injektivitasa kdvetkezik abbdl, hogy
Qm—l =1 @&s Om=NV miatt barmely a,b € A-ra
atb = ’Kfm(\Q(a)) + ’Tfm(uf(b)) . T homomorfizmus volta a
f izomorfizmust felhaszndld egyszerii szamolassal igazol-
haté. O

24, kdvetkezmény. Nem létezik minimé&lis izomorfan

Q-teljes rendszer.

Bizonyitds. Legyen M € K(R) tetszOleges izomorfan

Q-teljes rendszer és 4/l €M tetszOleges algebra. Megmutat-
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juk, hogy M; = M- {1} is izomorfan Q-teljes, azaz barmely
4 egyszeri algebrdhoz létezik olyan [ £ M,, hogy JGSOI; .
Mivel M izomorfan Q-teljes, az eldz0 tétel szerint létezik
olyan L EM, hogy o‘GsQf . Két esetet kiildnbdztetiink meg.

(1) Ha I + U1, akkor legyen [ = T

(2) Legyen L =11 . A 21. lemma szerint megadhatd olyan

egyszerii algebra, hogy ‘W.sgl) é&s (Al < |p|. Mivel M izo-

morfan Q-teljes, van olyan —E— €M, hogy D SQE . A éQ rela-
cid tranzitivitisa miatt JGSQ ;E , tehat [ ==J=i valasztha-
t4, hiszen E=#(ﬂ az |a| ¢ lDl foltétel miatt. T

Mivel barmely egytényez0ls do—szorzat kvazidirekt-szor-
zat, nem meglepd, hogy‘do-szorzatokra is a most bizonyitot-
takhoz hasonld eredmények igazak.

25, tétel. TetszBleges M C K(R) rendszer akkor és csak
akkor izomorfantﬁo—teljes, ha barmely WVl egyszerii algebra-
hoz létezik olyan X5 € M, hogy Utso(oé teljesiil.

Bizonyitads. A tétel eldtti megjegyzés miatt

Ul$,<of7@ Uléq:ﬂ,, igy a feltétel elegenddsége kdvetkezik
a 23, tételbOl.

A szilkségesség a 23. tétel bizonyitdsaval azonos mddon
igazolhatd. Az ott definialt 0; relacidk do—szorzat esetén
is kongruencidk lesznek, és a L = (Bm,F> = Q&“[F,ZJ, bar-
mely £ € F-re E(f) = T (V(by,...,by,£) -fel definialt
egytényez8s o -szorzatba ugyancsak az T(a) = Mp(f(a)) izo-
morfizmussal &gyazhatd be ¥ . [

26. kdvetkezmény. (i) TetszSleges M ¢ K(R) akkor és

csak akkor izomorfan Q-teljes, ha izomorfan do—teljes.

(ii1) Az egyszerii algebrdk izomorfan
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do—teljes rendszert alkotnak.
(1ii) Nem létezik minimilis izomorfan e -
teljes rendszer.
27. tétel. Az U= {A,F) algebra akkor és csak akkor izo-
morfan of -irreducibilis, ha egyszerii.

Bizonyitas. Ha Yl nem 1zomorfan CX -irreducibilis,

akkor beagyazhatd egy olyan 'ﬁ<£ [F,W] d -szorzatba is,

amelyre ]Bi| < |al teljestil (i = lypesask)s Tekintstk a 23.
és 25. tétel bizonyitaséanak 03 kongruenciait. Ha ezek ko&-
z6tt nincs valédi kongruencia, akkor megadhatd olyan
143 4£%k, hogy 1= Qo = el SR ej-l és w= ?j=§3+l="'=€k’
A Qi—k definicidéja szerint ez azt jelenti, hogy A injektiven
leképezhetd Bj-be, ami ellentmond lBj\ £ |Al -nak.
Forditva, legyen 5? az Ul algebra olyan valédi kongru-

encidja, amely szerinti A/q osztalyozasnak j osztalya van,
és legyen k = max (‘alg\ l a € A). Legyen 'z’l = ‘Ul/g = (A/g i

= <B2’G>' ahol B, tetszBleges k elemii halmaz, G=kKGifi€IQ
és G; = Afg % F,. Vegyiink egy olyan f ¢ A= A/Q X B, injektiv
leképezést, amelyre tetszOleges a € A esetén igaz ﬂi(ﬁﬂaﬂ = ak;.
Ilyen u? nyilvanvaldan létezik a % valasztésa miatt.
f-t fBlhaszndlva definidljuk a <52 algebra miiveleteit a k&-
vetkezd mdédon: tetszBleges b € B2 és g = (ak?,f)e G esetén

legyen

P (bl""'c\KfQ , ahol ci=ﬂ5(ﬂ£(4(fm(a»>)
(2l +£) 2(m)={1 = 1,..., V(£), ha b € T,(4(n)),

WE] o e s
tetszOleges (bl,..., \Kfﬁ € B kiildnben.

Képezzik a [ = ﬂ oZvi[F,‘{f] o ~szorzatot a"{’(a/e ,b,f) =
i=1

= (f,(aje,f)) visszacsatoldsi filiggvénnyel tetszdleges
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a/g (2 AJQ, be B, & f € F-re. U1 izomorfan bedgyazhatd a
{ leképezéssel K -be. Mivel ¥ injektiv volt, csak azt
kell belatni, hogy n? homomorfizmus. Ez kdvetkezik ¢5é mii-
veleteinek (x)definicidjabdl é&s &y = Uile -bdl. I valddi
izomorf o -dekompoziciéja 4Ul-nak, mivel [Akﬂ L |A| és

a3

|B,| =k < |a

51
Az Altalanos szorzat izomorf teljességére a kdvetkezd
kritérium adhaté.
28. tétel. Legyen M ¢ K(R) tetszdleges. M akkor és
csak akkor izomorfan G-teljes, ha van olyan AUl €M,
U= {A,F), a;,a, € A, hogy barmely r € R, a € {al,a2} és
a € {al,a21r~hez megadhatd olyan f € Fr' amelyre fm(a) = a.

Bizonyitas. El0sz6r tegyiik fel, hogy M izomorfan G-tel-

jes. Legyen & ={ B,F) az az algebra, amelyre B = {bl,bzg
&s tetszBleges r € R, b € B és b € {bl,béir esetén megad-
hatd fx(b) = b-t teljesitd f € F.. Mivel M izomorfan G-tel-

k
jes, &= Ul , ahol Ul egy alkalmas | 'Uli(F,‘{’] , M elemeibdl
i=1

alkotott &ltalénos szorzat részalgebrdja. Legyen »f: & -0
izomorfizmus, ?(bf = (ai,...,aé) és Q(bz) = (ai,...,aﬂj.
Ekkor van olyan 1 £ j £ k, hogy aé + a;. Megmutatjuk, hogy
az 1ﬂj algebra eleget tesz a tétel feltételeinek. Legyen

r € R, a& {aﬁ,ag , a € {ag,ag ¥ tetszdleges. Mivel J> tel-
jesiti a tétel feltételeit, megadhatd olyan f € Poi b E€B
&s b € BY, hogy £°(b) = b és 'xrj(uﬂb)) = a,

(%EQQ(blﬂ r""ﬂ5(¢(b£n) = a. EbbS1l lathatd, hagy az

£ = ']Tj("f@(b) ,f)) € F% miiveletre valéban igaz £ j(a) = a.

Forditva, tegylik fel, hogy az W ={A,F) algebra a,,a,
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elemei eleget tesznek a tétel feltételeinek. Legyen &€ K(R),

4 = {(B,G) tetszGleges. Legyen ¥ : B - {al,az%k injektiv le-
képezés valamely alkalmasan valasztott k € N-re. Konstrual-
juk meg azt a K= ;ﬁl1ﬂi[G,Hf] G-szorzatot, amelyben

M, =Vl (1¢i¢k) &s tetszBleges c = (cg,...,0) € A",

r €ER és g € G, esetén Y(c,g) = (f(l),...,f(kv , ahol bar-

mely 1 £ i & k-ra

tetszSleges £ € F_, ha ¢ ¢ (8),

(i) az az f € Fr’ amelyre fﬂ(cf =(ci,...,c§), ha
£ o= ; 5
c =9, a¥n)=(by,...,b ), db.)=(cI,...,cI),
1 r 3j 1 k
g T K,

VY definicibéjabdl adédik, hogy a \¥ leképezés Jy izomorf

bedgyazadsa K -be.[]

Az altalanos szorzat izomorf teljességére vonatkozd
hasonld kritérium taldlhaté a STEINBY [1977a] cikkben le-
szalldé automatdkra. Bar nem sikeriilt az M rendszer homo-
morf G-teljességére sziikséges és elegendd feltételt talal-
nunk, az eldzd tételbdl annyi adddik, hogy létezik véges

homomorfan G-teljes rendszer.
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