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Bevezetés

Az 1950-es évek közepén született meg a matematika uj 

ága, az automataelmélet. Létrejöttében nagy szerepet játszott 

az elektronikus számitógépek gyors fejlődése, a bonyolult 

hiradástechnikai és egyéb szabályozó-vezérlő rendszerek meg­

jelenése .

Döntő változást hozott az 1960-as évek eleje: az algeb­

ra, elsősorban az univerzális algebra módszereinek és eredmé­

nyeinek automataelméleti alkalmazásaival és kiterjesztéseivel 

kialakult az automaták algebrai elmélete. A BÜCHI-nek és 

WRIGHT-nak tulajdonított alapvető észrevétel, amely mindezt 

lehetővé tette, a következő: az automata bemenő jelei tekint­

hetők állapothalmaza fölötti egyváltozós műveleteknek, s igy 

az automatát egy speciális univerzális algebrával /ti. uno- 

iddal/ azonosíthatjuk. Ebben a felfogásban tehát az automa­

ta bemenő szavai /unáris/ polinomszimbolumok.

Innen már csak egy lépés a THATCHER és WRIGHT [l965"j 

és DONER [l96ó]-ben megszületett általánositás, a faautomata, 

amely tetszőleges tipusu /nemcsak unáris/ polinomszimbolu- 

mokat képes feldolgozni. A polinomszimbolumokat címkézett 

fákkal is reprezentálhatjuk, innen a faautomata elnevezés.

Az irodalomban kétfajta faautomatát vizsgáltak. Az el­

ső, a leszálló faahtomata az input fákat a levelektől a gyö­

kér felé haladva dolgozza föl /ld. THATCHER és WRIGHT [1968] , 

MAGIDOR és MORAN [l969] /. Erre a tipusra a véges automaták 

elméletének klasszikus eredményei szinte hiánytalanul/^t^^x
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hetők. Az általánositást megkönryitette, hogy ha a végálla­

pot-halmaztól eltekintünk, akkor a leszálló faautomaták 

univerzális algebráknak tekinthetők, vizsgálatukat igy uni­

verzális algebrai eszközökkel végezhetjük. /Ennek a gondo­

latnak explicit megfogalmazása megtalálható pl. STEINBY 

[1977b] -ben.

A másik tipusu, un. felszálló faautomata a gyökértől

a levelek felé haladva vizsgálja az input fákat. Ezt a tí­

pust a RABIN f"l969] cikk vezette be, tulajdonságait MAGIDOR 

és MORAN [l969] , valamint GÉCSEG és STEINBY [l978] vizsgál­

ta. Az említetteken kivül alig ismert más, fölszálló fa­

automatákra vonatkozó eredmény. Ennek kettős oka van.

íl) A fölszálló faautomaták fölismerő kapacitása erő­

sen korlátozott, még egyes véges erdők sem ismerhetők fel

velük.

(2) Nincs olyan kidolgozott /algebrai/ apparátus, a- 

mely lehetővé tenné a fölszálló automatákra vonatkozó prob­

lémák viszonylag egyszerű, egységes tárgyalását.

A dolgozatban megkíséreljük a felszálló faautomaták 

olyan egységes elméletének kiépítését, amely egyrészt tar­

talmazza az ismert eredményeket, másrészt lehetőséget nyújt 

a véges automaták elméletének általánosításához felszálló 

faautomatákra.

Az első fejezet a legfontosabb általános jelöléseket 

és - főleg univerzális algebrai - alapfogalmakat tartal­

mazza.

A második fejezetben bevezetett speciális relációs 

struktúrák, az un. fölszálló algebrák a (2) probléma megöl-
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dására szolgálnak. Megmutatjuk, hogy fölszálló algebrákra 

is igazak az alapvető algebrai eredmények megfelelői.

A harmadik fejezetben a különböző fajtájú faautomaták 

definícióit és a rájuk vonatkozó, a dolgozatban később fel­

használt ismert eredményeket foglaljuk össze. Itt jegyezzük 

meg, hogy általában az idézett eredmények első forrása sze­

repel az irodalomjegyzékben, de mindegyikük megtalálható a 

GÉCSEG és STEINBY [l97ó] , [l979] magyar nyelvű ismertető

cikkekben.

A negyedik fejezetben definiált zártsági tulajdonságok 

a felszálló faautomatáknak azt a jólismert sajátosságát fe­

jezik ki, hogy az input fák független részfái függetlenül 

dolgozhatók föl, s a kapott eredmények között később sincsen 

semmilyen kölcsönhatás. Hasonló gondolatokon alapul a MAGI- 

DÓR és MORAN [l969] tanulmány 6. fejezete, de az ottani meg- 

közelités eltérő, inkább automataelméleti, mig az itt köve­

tett tisztán algebrai jellegű, s eredményeink is általáno­

sabbak .

Az ötödik fejezetben a Kleene-féle tétel egy általáno­

sítását adjuk meg felszálló faautomatákkal fölismerhető er­

dőkre. Ezt a tételt, valamint az előző fejezet néhány ered­

ményét tartalmazza a VIRÁGH [l98o] cikk.

A hatodik fejezetben a szabad fölszálló automata fo­

galmának bevezetésével terjesztjük ki a Myhill- és Nerode- 

féle tételeket.

A hetedik fejezetben megmutatjuk, hogy a felszálló fa­

automatákkal fölismerhető erdők speciális, un. D-reguláris
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fanyclvtanokkal generálhatók. A D-reguláris fanyelvtanokat 

felhasználva vizsgáljuk a környezetfüggetlen és a reguláris 

nyelvek kapcsolatát a felszálló faautomatákkal fölismerhető

nyelvekkel.

Az utolsó, nyolcadik fejezetben a Gluskov [l963j , [.1954^ -

ben bevezetett kompoziciófogalomnak, illetve különböző spe-

/ld. GÉCSEG és PEÁK [l972] , GÉCSEG [l974] / 

általánosításával foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy a közönsé-

ciális eseteinek

ges automaták kompozícióira vonatkozó eredmények nagy része 

egyszerű eszközökkel átvihető felszálló faautomatákra is.

. Köszönetemet fejezem ki Gécseg Ferenc egyetemi tanárnak, 

aki a felszálló faautomaták elméletének problémáira figyel­

mem fölhivta, s bátorításával, hasznos tanácsaival segitett 

az értekezés megírásában.
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1. Alapvető fogalmak, jelölések

A dolgozatban a matematikai logika és a halmazelmélet 

szokásos jelöléseit használjuk. Nq a természetes számokat, N 

az Nq - £ ol halmazt, 0 az üres halmazt, 'P(a) az A halmaz 

részhalmazainak halmazát, |a| az A számosságát jelöli. Tet­

szőleges А,В halmazokra A £ B4^(Va) (a £ A a £ B)és А С В 

Ф$>(а £ В & А ф в). Az {a} egy elemű halmaz helyett, ha nem 

okoz félreértést, egyszerűen а-t Írunk. A függvény, leképe­

zés, hozzárendelés, operátor fogalmakat szinonimaként hasz­

náljuk. Függvényen mindig teljesen definiált függvényt értünk.

Legyen Ф? % A —»» B függvény, A' A és B't B. Ekkor

f(A') = {bj(3a' £ A') (jf(a') = b)] ,
f 1fB') = f а I <?(a) 6 B'| .
jp injektiv, ha а-, ф a2 "fíap) £ 'f (a2) '

szürjektiv, ha ^(A) = B,

bijektiv, ha injektiv és szürjektiv.

Ha f : A -> В leképezés, az f additiv kiterjesztésén azt 

a /szintén f-fel jelölt/ 'P(a) "T^b) függvényt értjük, amelyet

minden A' £ A-ra f (A= £f (a'J } a' £ A'J definiál.

Tetszőleges A halmazra az A fölötti n dimenziós vektorok 

An~nel jelölt halmazán az a = (a-j,a^ 

n-esek összességét értjük, ahol a^ 6 A; j = 

esetén is használjuk a b £ a jelölést, ha az a vektor kompo­

nensei halmazok és b £ a^ valamely 1 ^ i - n-re.

an) alakú rendezett 

n. Vektorok
P • " « P

11 2 t • • • p
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iu.il1 е z)(М1 £ I] halmazrendszer direkt szor-AZ

zata az összes olyan f ; I —> U(a.. |i £ i) függvényből áll,

amelyre i £ I =$>f(i)€A^ teljesül. Tetszőleges i 6. I-re a ÍTt 

i-edik projekció a 7tt(f) = f(i)-vel definiált TlU : "f](A^| i £ i) 

-9« A^ leképezést jelenti. На I = { 1,2 ,. . . ,nj , akkor

olyan U(A.ji £ i) fölötti n dimenziós vekto­

rok halmazával, amelyek i-dik komponense A^-höl való bármely 

n-re. Ekkor lí^ (f) a megfelelő vektor i-dik kompo­

nensét jelenti. A továbbiakban a véges direkt szorzatnak ezt

1Г(А.| i 6 I)
azonosítható az

i = 1,2 f • • M 9

a szemléletes fogalmát használjuk és alkalmazzuk rá az

illetve Aj = A, i = 1,2 n esetén azA1 * A2 * ... X A 

An jelölést.

Az {Aj I i £ l] halmazrendszer JKa-jJí £ íj 

gén az U(a.-lX (i}J i £ i) halmazt értjük.

9 • • fn'

direkt össze-

t
Legyen A tetszőleges halmaz, n tetszőleges természetes

szám.

Az f : An ~S>{o,l{ leképezést A fölötti n változós relációnak, 

az f з An —> ?(a) leképezést A fölötti n változós nemdetermi- 

nlsztikus műveletnek,

az f ; An —? A leképezést A fölötti n változós műveletnek, 

az f з A —?(An) leképezést A fölötti n változós nemdetermi­

nisztikus fölszálló műveletnek, 

az f : A An leképezést A fölötti n változós fölszálló mű­

veletnek hívjuk.

Azt mondjuk, hogy f A fölötti reláció /nemdeterminisztikus 

művelet, stb./ ha f A fölötti n változós reláció /n változós 

nemdeterminisztikus művelet, stb./ valamely n £ N-re. Legye­

nek A és F nem üres halmazok. Az t/l = \A,Fny rendezett párt
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relációs struktúrának /nemdeterminisztikus univerzális al­

gebrának, univerzális algebrának, nemdeterminisztikus föl-
«szálló algebrának, fölszálló algebrának/ mondjuk, ha F A

fölötti relációk /nemdeterminisztikus műveletek, műveletek,

nemdeterminisztikus felszálló műveletek, fölszálló műveletek/

halmaza. Minden A fölötti n változós nemdeterminisztikus mű­

velet /művelet, stb./ tekinthető A fölötti n+1 változós f*

an) =relációnak, ha f<f-ot műveletek esetén f*(aQ,a-,,

an) = ao~lal, fölszálló műveletek esetén

,an) = 1<H> f (aQ) = (aira2

áljuk, így a relációs struktúra speciális esetének tekinthető

a2 ' " * " 9

— 1 к-ó f (a , s 2 

f Cao'al,a2

t • • n /

a ^-nel defini­n'9 • e 9 * * e 9

az előbb definiált négyféle algebrafogalom. Ezen belül az al­

gebrák /fölszálló algebrák/ fölfoghatok speciális nemdeter­

minisztikus algebrákként /nemdeterminisztikus fölszálló al-

gebrákként/. A négy különböző fogalomra azért van szükség, 

mert ezekre épül a következő fejezetben ismertetett négyféle 

faautomata-fogalom.

Típuson olyan <(F,V]> rendezett párt értünk, ahol F nem

Ш ■

üres halmaz, a műveleti szimbólumok halmaza, V pedig F Nq 

leképezés. На V ismert, az <F,V)> tipusra csak F említésével 

Az F^ = -[ f I V(f) = k^ jelölést 

F = U(Fj,[k €. n) diszjunkt összegként is előállíthatjuk. F-}r 

elemeit к változós műveleti szimbólumoknak hívjuk. F tipus 

rangtipusán az R(F) = £k|p^ ф halmazt értjük. 

pus, ha R (f) = (l"?j , azaz F = F-j .

•1Л- = ^A,FЛу F tipusu nemdeterminisztikus univerzális 

algebra /F tipusu univerzális algebra, F tipusu nemdetermi-

bevezetve F-ethivatkozunk,

F unáris ti-

nisztikus fölszálló algebra, F tipusu fölszálló algebra/ ha
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= {f4* ( f £ és f^ f az f realizáltja A-n, V(f) válto­

zás A fölötti nemdeterminisztikus művelet /művelet, nemdeter-

FW

minisztikus fölszálló művelet, fölszálló művelet/. A további­

akban, ha nem okoz félreértést^ F<!1 

'űl fölső indexet.

és f^ jelöléséből elhagy­

juk az

A 6. és 7. fejezetben célszerűbb lesz a műveletek záró­

jel nélküli, lengyel prefix jelölésű Írásmódja, erre külön 

felhívjuk az olvasó figyelmét.

Most a relációs struktúrákkal és az univerzális algeb­

rákkal kapcsolatos néhány, a továbbiakban gyakran használt 

fogalmat idézünk fel a GRÄTZER [l968] könyv alapján.

A £> A fölötti bináris reláció kiterjeszthető tetszőleges 

n £ N-re An fölötti (5°^ bináris relációvá az a ^ b 4Ф 

(V 1 ó i 4 nj (a., p b/) definícióval, a továbbiakban 

helyett is egyszerűen f?~t írunk.

A a fölötti bináris relációt ekvivalenciáinak hívjuk, 

ha |0 reflexiv, szimmetrikus és tranzitív. A összes ekviva­

lenciájának halmazát £(a) jelöli.

Az Hl = <(a,4^ relációs struktúra parciálisán rendezett 

halmaz, ha 4 reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitív bináris 

reláció A fölött.

Az \A = < A,4)“ parciálisán rendezett halmaz lánc, ha 

bármely a,b £ A-ra a 4 b vagy b 4 a teljesül.

Legyen <Я=^А,4^ parciálisán rendezett halmaz, A ' C A, 

lub(A') jelölje A' elemeinek / 4 szerinti/ legkisebb felső 

korlátját, glb("A') az A' elemeinek legnagyobb alsó korlátját 

/amennyiben létezik/. Hl háló, ha minden a,b 6 A-ra létezik 

glb((a,b\) és lub({a,b^) . Bevezetve a A(a,bj = glb((a,b7j)



9

és V(a,b) = lub((a,b^) műveleteket, az 1Л hálót "1Л = ^A,FW^ 

F = F0 =univerzális algebraként is definiálhatjuk, 

mert, hogy a háló két előző definíciója ekvivalens. Ш tel­

jes háló, ha bármely A' C A-ra létezik lub(A') és glb(A') .

Az a 6 A elem kompakt, ha a £ lub(A')-bői következik 

a < lub(A") valamely véges A" <1 А-re. ÍH. algebrai háló, ha 

(i) ЛЛ teljes háló,

(ii) bármely a G. A a = lub(A') alakban irható, ahol A' 

minden eleme kompakt.

АЯ - {A,disztributiv háló, ha bármely a,b,c <£ A-ra 

a V(b Л c) = (a Vb)A (a Ve).

Is-

A háló fogalma szoros kapcsolatban van az un. lezárási

JC£?(a)
П dG £ IS • így <&•= 0-tvéve OáS = a £ IS 

mindig teljesül. A A : 1?(a) ~> VCA) leképezés A fölötti

lezárási operátor, ha bármely B,C £ A-ra

rendszerekkel, £ A fölötti lezárási rendszer, ha 

és bármely dG £ IS -re

(i) В £ C A(b) £ A(C) , 

(ii) В £ A(B) , 

iii А(в) = Д(А(в)) .
V(a) -^>?(a)£ lezárási rendszerhez egy Д^: 

operátort rendelhetünk а А^(в) = Г){с|с ££ ?< В £ c| de-

Tetszőleges

^(E)= Afinicióval. Ismert, hogy Дг lezárási operátor, és 

bijekció az A fölötti lezárási rendszerek és lezárási ope-

rátörök között. A ^ 1 inverz leképezést ^ J(A) = 17д

£д= {с IС = А (С)]. elemeit Д-zártdefiniálja, ahol 

halmazoknak nevezzük. А Д lezárási operátor valódi, ha

A(B) = U (é(Bf) I B'tB 

és B' véges), topologikus, ha bármely B,C £ A-ra Aía)U Д(В) =

A(0) = 0, algebrai, ha bármely В £ A-ra
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= Л ( А и в). А С lezárási rendszer valódi /algebrai, to- 

pologikus/, ha valódi /algebrai, topologikus/.

Ismert, hogy ha JC lezárási rendszer, akkor Jf, á: )> 

teljes háló,

JC algebrai, akkor algebrai

háló,

XT topologikus, akkor {C,é)> a ('P(a') , 

részhálója.

Az univerzális algebrák közül a továbbiakban az uná- 

ris tipusuakra, az un. unoidokra lesz szükségünk. Az unoidok 

tekinthetők felszálló algebráknak, hiszen egyváltozós művele­

teik felszálló műveletekként is felfoghatók. Ezért a követ­

kező fejezetben felszálló algebrákra definiált rcszstruktu- 

ra, generátorrendszer, homomorfizmus, izomorfizmus, beágya­

zás, stb. fogalmak speciális esetként tartalmazzák a /fel­

szálló algebráknak tekintett/ unoidok megfelelő definícióit. 

Könnyen ellenőrizhető, szükség esetén GRATZER [1968] -at fel­

használva, hogy ezek a definíciók egybeesnek a "hagyományos", 

az unoidokat egyváltozós műveletekkel rendelkező univerzális 

algebráknak tekintő megfelelő univerzális algebrai defini-

ha

ha

dókkal,

У = <X* ,{• ,Я}> az X ál-Legyen X tetszőleges halmaz. 

tál generált szabad monoid, amelyben Xм az X elemeiből képe­

zett összes véges sorozatok halmaza, a • kétváltozós műve­

let a konkatenáció, azaz bármely w-j ,w2 € X~ esetén w1 * w2 =
= w-,w?, végül a A. 0-változós művelet az un. üres szó, amely-

Xw. Ismert, hogy Xre tetszőleges w £ Xх esetén Aw = wA = 

egységelemes félcsoport a A egységelemmel.
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На X véges, akkor tetszőleges L C x* halmazt /X fölötti/

Я 4 L*
Tetszőleges L-j , L2 £ X* nyelvekre értelmezhetők az aláb­

bi műveletek /vö. SALOMAA [l973] / :

(i) Lj U 1>2 > L]_ П L2 és L-j - L? a szokásos halmazelmé­

leti műveleteket jelenti,

nyelvnek nevezünk. Az L nyelv Я-mentes, ha

= { W1W2| M1 & L1 & w2 £ L2] '

X ~nak L-j által generált részmonoid ja,

(ii) L^

(iii) L* az

(iv) L^/L2 = {u|uv 6 L-, valamely v £ L2~re^,

...x I
*}•

(v) mi (L) = {х± x±к x. x. ...x. £ L és
11 x2 xkk-1

= 1x± £ X, j
3 * *Legyen w,z £ X , w a z prefixe, ha z = wv valamely v £ X -ra,

, . . • ,

w a z szuffixe, ha z = uw valamely u £ X*-ra.

X fölötti környezetfüggetlen nyelvtanon a G = <(V,X,P,sУ

rendszert értjük, ahol

(i) V a nemterminális szimbólumok /X-szel diszjunkt/ 

véges, nemüres halmaza,

(ii) s £ V a kezdőszimbolum,

(iii) X a terminális szimbólumok halmaza,

(iv) P az átirási szabályok véges halmaza, ahol a sza- 

bályok v —>w alakúak, v £ V és w £{VU xj' .

A G által indukált reláció a következő: tetszőleges

w,z £ |v U X^* esetén w -=$>G z akkor és csak akkor teljesül, 

z = wlYw2, és a v —>y szabály P-ben van.

■=7>g reláció reflexiv-tranzitiv lezártja.

Lé­ha w = Wlvw2, 

gyen =>* a 

által generált nyelven az

A G

L(g) = •[ w | w £ X* Я: s wj
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nyelvet értjük. Az L C xH nyelv környezetfüggetlen, ha kör­

nyezetfüggetlen nyelvtannal generálható.

Véges automatán olyan dt = <( A,X, <T,ao,A^> rendszert ér­

tünk, amelyre

A véges, nemüres halmaz, az állapotok halmaza,

X véges, nemüres halmaz, a bemenő jelek halmaza,

J*: A x X -»A az átmenetfüggvény,

Ä £ A a végállapot-halmaz. 

cT kiterjeszthető А x X* —=> A leképezéssé a

cT(T(a,w),x]сГ(а,?0 = rí(a,wx) =a,

definícióval, ahol a € A, w £ X4 és x £ X tetszőleges. 

Az véges automata által fölismert nyelv:

L(^) = £w|w £ X'' J(aQ,w) £ A j .

Az L nyelv reguláris, ha fölismerhető véges automatával.

Legyen F tetszőleges tipus, X ={x^,x? 

akban rögzített, megszámlálhatván végtelen változóhalmaz és

Xn " {X1,x2

■} a további-f • •

xn"| tetszőleges n £ N-re. Az X 

tipusu n változós polinomszimbolumok T

fölötti FГ • e * 9 —П

-nel jelölt halma-F,n
zán azt a legszűkebb halmazt értjük, amelyre

U) xn и Fo c TF^n ,
(ii) bármely к £ R(f) , f £ F^. és p^

pk) e T
Pk ^ TF,n ese-9 " e «* 9

tén f(p^

Az X által generált ‘TV,
П-------- ”j—■——. \ г f П

műveleteit tetszőleges к £ R(F), f £ F^ és

9 * * • 9 F,n *
= <^Tp n,F^> F tipusu szabad algebra

pk € TF,n9 «* e • F
%T,n

• 'P]<) = f0?l 
U(TF,n|n £N)

. ,Pp) definiálja, 

halmazt. A faautomaták el-

(*1

Jelölje TF az 

méletében Tp elemeit F-fáknak, a t

esetén f 9 • «9 * «

T„ polinomszimbolumo- r , n
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részhalmazait n-változós F-kat n-változós F-fáknak, TF,n
erdőknek nevezik» Ha n és F ismert, az ezekre való hivatko­

zást elhagyjuk az előző elnevezésekből.

A p £ Tp fa hCp) magasságán azt ah : függ­

vényt értjük, amelyre

ti) h(p) = 0, ha p£ X UFq,

(ii) h(p) = 1 + max(h(p /) j i = 1

Pk) valamely к £ R(f), f £ Fk

pk £ TF
A definícióból látható, hogy erdőkre vonatkozó állításokat 

az Nq szerinti teljes indukciónak megfelelő h(p) szerinti 

indukcióval is bizonyíthatunk.

A p £ T-p, fa root(p) gyökerén a következőt értjük:

(i) ha p £ X U Foí akkor root(p) =

(ii) ha p = f(p1

A p £ TF fa részfáinak sub(p) halmaza:

k) , ha p = •
ff • • * 9

к > 0I■ • f

-re.r » « • /

pk), akkor root(p) = f.ff П fi » ff

(i) ha p £ X U Fo, akkor sub(p) = { p] ,

pk) , akkor sub(p) = { p] U ^U(sub(p/) |(ii) ha p = f(px 

i = 1

ff * « * 9

• * 'k)) •
ff *

A p £ Tp fa szuperfáinak sup(p) halmaza az összes olyan 

t 6 T„ fát tartalmazza, amelyekhez megadható olyan k,l £ N,
Г

Pk £ TF.- hogy p =

Pk)* Itt fc(x
1 ' 4 4 i2 <
= Pj.»
azt a fát jelöli, amelyet úgy kapunk t-ből, hogy x^1
előfordulását p^-gyei 

lyettesitjük.

* < é 1 ' pl
x

к

9 * « * fп о

xipPk)P/j_ r •X . 
Х2 P2 * * Г4ff fi ff

minden

x. minden előfordulását p, -val he- 
^k K

ff « O fi ff

Tetszőleges TX,T2 C Tp n erdőkre a Tj U T?, Tj fi és 

Tx - T0 erdőket a szokásos halmazelméleti műveletekkel értei-
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mezzük. Tetszőleges i £ N-re a T^*x 

az n-változós F-erdőt értjük, amelyet úgy kapunk, hogy

Xj --szorzaton azt

minden tj 6 fában minden előfordulását T0-höz tarto­

zó fákkal helyettesitjük. /Különböző előfordulásokat lehet
*x

különböző fákkal is./ A Tj ^

*x.
„ 1

x^-iterált értelmezése

j
ib £ No)’= U(t aholT1

o,x1 ={ХЛ *sT

j+l/X.
T

3 »X 1 U t, * T3' 11 X±

Legyen F és G két tetszőleges tipus. А у : F -$» G leképe-

bármely j £ N -ra.= T

zést projekciónak hivjuk, ha bármely f £ F és i £ N^-ra 

f £ Ff ^ ^Cf) £ G^. у kiterjeszthető Tp leképezéssé a

NfCx) = x, ha x £ X,

*(f(Pl K(pk>)PkD = íí(f) Ыр1> definícióval.f • • • // • • • f

erdő projekcióján a ^Ct) = { ^(t) j t £ erdőt 

erdő inverz projekciója ^ '' (s) =

A T С TF,n
értjük. Az S é T

= £ s}.
H*Vezessük be a következő fr : Tp —> X leképezést: 

(i) ha p = x^, akkor fr(p) = x^, 

ha p = f , akkor fr(p) =

G ,n

ii

Pk) , akkor fr(p) = 1г(рх) fr(p2) . . .fr(pK).ha p = f(p1iii / • • • f

A fr függvény additiv kiterjesztése tetszőleges T T -reF
a

fr T = { fr (t) I t S T}.

A definícióból látható, hogy ha T n-változós erdő, akkor 

Xn fölötti nyelv.fr T
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2. Felszálló algebrák

Ebben a fejezetben a felszálló algebrák alapvető tu­

lajdonságait vizsgáljuk. Megmutatjuk, hogy természetes mó­

don értelmezhetők rájuk az ismert algebrai konstrukciók. Az 

univerzális algebrák és a felszálló algebrák között az uno- 

idok alkotják azt a hidat, amelyet fölhasználva az univerzá­

lis algebrákra vonatkozó eredmények könnyen átvihetők fel­

szálló algebrákra.

A továbbiakban kizárjuk a O-változós műveleteket, vagyis 

az előforduló típusokról mindig feltesszük, hogy F = ф.

Erre a későbbiek miatt van szükség, amikor majd a felszálló 

algebrákra épülő felszálló faautomatákat vizsgáljuk /vö. GÉ- 

CSEG-STEINBY [l978~|/. Addig is a tárgyalásunkat egyszerűsíti, 

az eredményeket pedig lényegében nem befolyásolja ez a kikötés. 

A rövidség kedvéért felszálló algebra helyett legtöbbször 

algebrát mondunk, mig az univerzális algebrákra ezután is 

teljes nevükkel hivatkozunk.

Legyen ip : A —^>В tetszőleges leképezés, к £ N. Ekkor ^ 

természetes módon általánosítható ^ : A —> В leképezéssé 

a d^a) = b <£=5>(V 1 4 i 4= k) = bi) definícióval. A

továbbiakban gyakran fölhasználjuk ^ -nek ezt a kiterjesz­

tett értelmezését.

Legyen ifi , $зг két F-algebra, : A —> В leképezés. ^ 

homomorphlzmus, ha bármely a £ A-ra és f £ F-re ^(f(a)) =

= f (^(a)) . Já- az írt homomorf képe, ha ^ szürjektiv. ^ izo­

morfizmus , ha ^ bijektiv is. Ekkor 1Д -t és -t izomorfok-

1Л. S . Ez a = reláció ekviva­

lencia az összes l'-algebra KÍF) halmazán. Az injektiv homo-

H

d, ,

nak mondjuk, jelölése;
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morfizmusokat beágyazásoknak hivjuk. ifi izomorfan beágyaz­

ol fe beágyazás .dfo -be, ha létezik ^ :ható

A jOC ekvivalenciát jJt kongruenciájának mondjuk,

01 összesha bármely a,b £ A és f £ F-re a^b f (b) .

kongruenciájának halmazát Con (ÍR) -val jelöljük. Tetszőleges 

VI-ra 1,00 £ Con(Ol), ahol (Va,b £ A)(aab) és (Va,b £ a) 

(acub<-=^a = bj. A ^ valódi kongruencia, ha Ц ф 1 és £ 

Legyen jO-, £ Con (ÍR) / ^2a?.l finomítása, jelben é (Op, 

ha (Va,b £ a) fa^b a^»-, b^ . A é reláció parciális rende­

zés Con (OtJ-n.

Az ifi = (a,FW^) algebrának <5& = <^B,F?’^> rész algebrája,

ha

(i) В C A,

(ii) (v b £ в) (v f £ fJ (f ** (b) = fW (b)j ,

(iii) (Vb £ ß)(Vf £ f) (c £ f^Cb)r^> c £. Вj . 

valódi részalgebra, ha В C A. Jelölje Sub(Otj az 

{0^ \J |b| <&■ részalgebrája ÍR -nak^ 

kezo Г : V(a) —P(a) leképezést: tetszőleges G £ A-ra P(G) = 

= U (G±| i £ Nq); ahol

(*) Gq = G,
(4 X) G

i

halmazt« Tekintsük a követ-

= {g|(3a £ G^Of £ F)(g £ fW(a))j.i+1

1. lemma, (i) P valódi topologikus algebrai lezárási 

operátor A fölött,

(ii) Гр = Sub (ül) .

Bizonyitás. (i)-hez a következőket kell igazolni:

1/ Г(Ф) = ф
2/ G £ PÍG)
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3/ G С H =£> P(G) 4 Р(К)
4/ P(G) = Г (РCG))
5/ Р (G U Н) = РCG) U Р(Н)

б/ g € P(G) (3 G' С g) (g' véges fr g £ r(G'j) .
1/ és 2/ triviális, 3/-6/ következik az alábbi állításokból: 

3'/ G £ H ^>(Vi £ Nq) (G± $ H±)

4 ' I Ha H = P (g) , akkor (Vi i1 Nq) (h.. = P (g))

5 ' / На К = G UH, akkor (V i <£ N J ( K± ' = U H±J

6'/ (Vi £ No)(g £ Gi^(3GÍ C G.) ( G f véges P< g £ P (Gí))) .

Ez a négy állitás hasonlóan bizonyítható i szerinti teljes 

indukcióval, P definíciójából (4) és (* *) -ot fölhasználva. 

Ezért csak 3#/~t részletezzük.

a/ Az i = О eset triviális, hiszen GО

b/ Legyen i $ 0, és tegyük fel, hogy i-re teljesül

= G C. H = H .О

G^ £ . Legyen g £ G^+1 tetszőleges. Ekkor

(3a £ Gi')(3f £ F)(g £ f^Ca)) , de G. б H. 

a £ H.. , és igy (%*) alapján g 6 H

£ H

miatt

Mivel g tet-i+1*
adódik.szoleges volt, innen Gi+1

(ii) bizonyításához egyrészt elegendő megjegyezni, hogy
i + 1

, akkor ^G,F)>-re a részalgebra-definició háromha G £. Cp

feltétele nyilvánvalóan teljesül, ezért G £ БиЬЦЯ) .

Fordítva, ha G £ SubCfft) , akkor a definíció (iii) pont­

ja miatt bármely i € NQ-ra G^ = G, ezért P(g) = U (g^| i £ =

= G, tehát G £ К p •П
Ha az 4jl részalgebrája és В = P(G), akkor G-t а c&- 

generátorrendszerének, G elemeit generátorelemeknek hívjuk.

1Л = (A,Fw)algebrának a G £ A által generált részalgebrá­

ját a továbbiakban ^[gJ,fJ-fel, vagy néha röviden [g]-vei

Az
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jelöljük.

2, lemma. G akkor és csak akkor generátorrendszere itt - 

nak, ha tetszőleges L algebrára és ^ :

G £ ^(C)-bol fCC) = A következik.

Bizonyítás. Az elegendcség bizonyításához legyen = 

-^A a G identikus leképezése A-ba. Mi­

vel 'f homomorfizmus és G £ ^ ([G3) = [G3 , a feltétel szerint 

A = ^ ([g]) = [G3 , tehát G generátorrendszere Vi -nak.

A szükségesség igazolásához legyen a C = <^C,F/> algeb- 

5C —=> ЛД homomorf izmus és a £ A tetszőleges. Mivel 

G generátorrendszere Ul-nak, megadható olyan к természetes 

szám és

L-> Mi homomorfiz­

musra

= < M ,f), : [G]

ra a

* ' (ak ’ fk ,ak)(ао'£оДо) ' (al'flrll)(*) t * •

= 1Г. , 3
j

= ^i. (£кЛСак!) = a* Mivel G * •?«=), (3coKf(co)= ao)" к

sorozat, hogy aQ £ G, а^ + 1 

és a

. , k-1í = 1,2 9 *• *

k+.l
Tekintsük a (^)-nak megfelelő

(ck, f k, з.к)(-H( c0 , fQ' ^o) ' ^C1' ~1' al) P • « * 9

= íti (f? (cj)) - 3 k. Mivel ^

a. De a £ A tetszőleges lévén, ebből ^f(c) = A adó­

sorozatot, ahol c_. 

homomorf izmus, (*) és G* *) összevetéséből j = k-ra

= 1,2 f • • • Fj + 1

= ak+l = 

dik. □

Legyen <G,6)> és két tipus, G £ H és bármely

g £ G-re 6(g) = l)(g) . A Jj = <(В,G*у algebrát az i/t = A,HWy*

F-részalgebrájának mondjuk, ha A = В és bármely g £ G, a £ A 

(a) = g^'(a) .esetén g^
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Tetszőleges <^F,v)> típushoz rendeljük azt az <F<r'^V>
unáris típust, ahol Fj- c f xN és bármely f £ F-re (f,i)£ F^^ 

<£=> i é V (f) . A továbbiakban (f,i) helyett röviden f..-t Írunk.

Legyen F tetszőleges tipus, G tetszőleges unáris tipus

VI - <a,f)>

<A,G>

szürjektiv leképezés. Ekkor azés M : G -> Fj 

fölszálló algebrához hozzárendelhetjük azt az

unoidot, amelyben bármely a 6 A-ra és g £ G-re, ha /U.(g) = f-,

akkor g^(a) = (f m ( a)) .

Fordítva, ha A.: Fj- G szürjektiv leképezés, akkor 

az 7Л = <(U,G)> unoidhoz azt az 7^=<ö,F)> algebrát rendelhet­

jük, amelyben bármely a £ A-ra és f в F-re f(a) =

b v(f)) (V 1 £ i £ V(f)) (a(f±) = д^(а) = bj . 

Mindkét hozzárendelés megőrzi a struktúrák egy sor alapvető 

tulajdonságát. A továbbiakban a két legfontosabb speciális

= (ьх / • • * r

esettel foglalkozunk.
'■

Először legyen G = F<f és az identikus leképezés. Ek­

kor érvényes a

3. lemma. (i) Az V{ = ( A,F^

Jf

= <(a,Fcjy’ hozzáren­

delés bijekció az F tipusu algebrák és az Fj- tipusu unoidok

között.

(ii) p kongruencia VI -n <£=> ^ kongruencia

Цл ~n *
(iii) Xy részalgebrája VI -nak <£=>■ Xy^ rész- 

unoidja í^-nek.

(iv) ^ : ÍR-*? Xy homomorfizmus /izomorfizmus,

beágyazás/ ^ :

mus /izomorfizmus, beágyazás/.

homomorfiz-Г-
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-Ut \лл injektiv: ha iH ф , kétBizonyítás. Ci) 

eset lehetséges : 

a/ А ф B, ekkor világos, hogy 4u Ф ^/A -
(3f ег) {За C a) (31 í iá V(fj) (or± f* (a) 1Ы A = B, de

* ^i (a)) *
Ekkor f.J^(aj ^ f.5'/4(aj

szürjektiv: legyen 7A = {u,F^ tetszőleges F^-

miatt

1Л. = <( A,F]> algebrát igyi A = U ésunoid. Definiáljuk az

Ы) (Va £ u)(Vf € f) (^f^(a) = (f^(a) , f^ta)

'WyA =
(ii) Mivel £ £ (a) , a következő ekvivalenciát kell

f V(fJ? • * * r

7Л lesz.Nyilvánvaló, hogy

belátni:

(**) (V a ,b £ A^ ^(Vf £. f) ( a^b => f ^ (a)(jf m (b)j <=> 

Ф=> (Vf± £ Fj) (aob (a)q (b))j.

(X И) rögtön következik az f és f^ műveletek (54) -nál fölirt

(Э ekvivalencia vektorokra történő ki­kapcsolatából és a 

terjesztésének korábbi definíciójából.

Az (iii) és (iv) állítások hasonló eszközökkel bizo­

nyíthatók, ezért ezeket nem részletezzük. □

Másodszor vizsgáljuk azt az esetet, amikor ]g| £ iFj-l 

és a rögzített X; F^ G szürjektiv leképezés homogén, az­

az

(Vf С p) ( 1 £ i,j éVCf)) (^Cf±) = Mfj)) •

7v[. F-algebrák a következő tulajdonságnak?AEkkor az
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(Va £ u)(vf £р)(зь £ u)(fUMa) = (b,b bj).t в * * /

Az ilyen tulajdonságú algebrákat nevezzük homogénnek. Ér­

vényes a

4. lemma. (i) Az hozzárendelés bijekció az uno-

idok és a homogén algebrák között.

(ii) (9 kongruencia 71-n kongruencia 71 ? -n.

iii 7/ részunoidja 71-nak 4^ részalgebrája 

ТХд-nak.
(iv) : 71 7Г homomorf izmus /izomorfizmus, 

beágyazás / 4=5> 71^ -> 7f% homomorf izmus

/izomorfizmus, beágyazás/.

Bizonyítás. Hasonló az előző lemmáéhoz, ezért elhagyjuk. 

Az előző két lemma segítségével szinte minden olyan univer­

zális algebrai eredmény, amely unoidokra igaz, általánosít­

ható algebrákra. Az alábbi állításokban szereplő R rangti- 

pusokról föltesszük, hogy a 0-t nem tartalmazzák. Erre a 

korábbi Fo = 0 kikötés miatt van szükség.

5. к öve tke zmény. Legyen R tetszőleges rangtipus.

(1) Minden R rangtipusu 'Vt = (a,F/> algebrára (ConCVl) , 4 у 

algebrai háló.

(2) Minden R rangtipusu 4Л = (a,F^ algebrára <\Sub (Vl) , é 'y

(i) algebrai háló 

(ii) <részhálója 

(iii) A,0 £. Sub С.1Л) .

(3) Tetszőleges A halmazhoz és a (2) -ben fölsorolt Cij - (iii)

tulajdonságú hálóhoz megadható olyan Vl = (A,F)>

R rangtipusu F-algebra, hogy <[Sub (VI.), 4 у = ( t r ^ •

(4) Minden monoid izomorf valamely 4J1 R rangtipusu F-algeb-
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ra endomorfizmusmonoidjával.

(5| Minden csoport izomorf valamely 1Л R rangtipusu F-al- 

gebra automorfizmuscsoportjával.

Bizonyítás. Unoidokra jól ismert mind az öt állitás 

/v.ö. GRATZER [1968]/. A 3. lemma szerint Con (1П.) = ConCW^J 

és Sub (1П.) = Sub (.Vtyn.) f igy rögtön adódik Cl) és (2) . A (3) - 

(ó) bizonyításhoz vegyünk egy-egy megfelelő tulajdonságú 

11.-, , "Up, 7i3 unoidot, Az Ul-a>hozzárendeléssel konstru­

áljunk meg három, nekik megfelelő R rangtipusu algebrát. A

4. lemma biztosítja, hogy ez a három algebra is eleget 

tesz a megfelelő feltételeknek. □

Tetszőleges A halmazra és p €£(a) ekvivalenciára je- 

a £> által indukált osztályozás а-t tartalmazólölje a/

osztályát, A= j^a/^ | a £ a| . A -hoz hozzárendelhető a 

^ : A -> A/? , 

pezés egy

^(a) = a/p leképezés. Minden | : A В leké- 

^ £(A) ekvivalenciát indukál

i^(a) = 'fCb) definíció szerint. Ha

b &

£ Con(Vl) , az {Jl/^ = 

= ^ A/^ ,F^ fáktoralgebrán azt az F-algebrát értjük, amelyre

az a

(Vf G F) ( У a £ A) (fW? (a) =(a x/? ayCf)^)

a Víz)

-a. / p « „ m p2'§
))f^Ca) = (ax,a2,. e f

teljesül.

6. következmény. (i) Ha ^ : W-3> szürjektiv homo-

morfizmus, akkor (3# £ ConCnJ

és -W

(ii) Ha {ЭбСоп({Я), akkor ^ : Vi-^Ш/^

szürjektiv homomorfizmus.

Bizonyítás. Unoidokra ismertek ezek az állítások, eb­

ből a 3. lemma fölhasználásával következik, hogy tetsző
•aA'í;í

P ■<

■
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ges F tipusu algebrákra is igazak.□

£Con(^rj . A kongru­

encia W ~ra való oo-kiterjesztésén azt a /minimális/

(0^ £ Con(1Я) kongruenciát értjük, amely B-n

со -val egyezik meg. A részalgebra által generált kongru-

Megje-

Legyen X? részalgebrája irt -nak,

-val, A-B-n

(C>0&)= P) ( ^ I (0 GConClrt) (V a,b £ в) (a(5b)] . 

gyezzük, hogy a (?(«£) kongruencia által indukált osztályozás 

B-bol és egyelemü osztályokból áll.

encia:

n^ F-algebrák VX = TÍ^A^ji =Az = 1,2,.

. , nj direkt szorzatán azt az A/t = ^A,F^> algebrát

» * /

= 1,2

értjük, amelyre A = Ifl^A^ji = 1,2

f*(ä) = (bx

9 • •

.,n) és minden a £ A,
f * •

b^f)) ' aholf £ F-re 9***9

А ТГ(1Л±1 i = 1,2

" Cf (an'))) ' v(f).j=l,2,. • * /f * •

П) <3?r részalgebrájátdirekt szorzat9 * • * f

az АД.. algebrák szubdirekt szorzatának hivjuk, ha (В) =

n. Ekkor a Xy = TÍ*KU = n)1,2i = 1,2= V
jelölést használjuk. /«5-t az АЛ^-к nem határozzák meg egy-

9***99 * * • 9

értelműén általában!/ 

Az {VljJi = 1,2 .. ,n( F-algebrák G= | i=l ,2 »)
9***99 *

direkt összegén azt a C = <(c,f)> algebrát értjük, amelyre

n) és minden (a,i) £ C, f £ F-reC = AL(a± 1 i = 1,2 

£C((a,i)) = fWi(a).
9 * • • 9

\Jl algebra cgubdlrekt irreducibilis, ha A/l =Az

= TÍ'(AAi^i = n)=^(3i) (1*1 £ KI) • « egyszerű,1,2,. • • /

ha nincs valódi kongruenciája. Látható, hogy a bevezetett fo­

galmak hasonlók az univerzális algebrában használtakhoz, sót 

unoidokra megegyeznek azokkal. így, visszaemlékezve a 3. lem-
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mára, könnyű számolással igazolható a következő
n )<£> Wjn=(i) 1/1 = 1Г(1Л±|1

- ТГ(1Дд i 

ТГ(чл. j i = 1
-

(ui) ut = IL(íat|i = 1 

= -^i/J1 = 1

7. lemma» =1 9 • * • /

n)'= 1 f e • * t

n)^> ^ =(ü) üt = 9 * • " 9

n) ,= 1 9***9

n)& ^V =9***9

n) ,
9***9

(iv] 1Я szubdirekt irreducibilis /egyszerű/

1/t^szubdirekt irreduciblis /egyszerű/.

8» következmény. (i) На VI egyszerű, akkor szubdirekt

irreducibilis.

(ii) "Út sziibdirekt irreducibilis 4=^

4Ф^Соп (A/l) , 4 У -ben pontosan egy 

atom van.

(iii) Bármely algebra előállítható szub­

direkt irreducibilis algebrák szub­

direkt szorzataként.

Bizonyítás. Ezek az állítások igazak univerzális algeb­

rákra, és igy unoidokra is /v.ö. GRATZER [l968j/. A 7. len- 

mából következik, hogy ekkor felszálló algebrákra is igazak.

Tetszőleges F típusra E= ,F^> jelölje az izomorfiz­

mus erejéig egyértelműen meghatározott egy elemű F-algeb- 

rát. На 1Л^£, Ül -t egységnek hívjuk. Con(Art) és Sub(Ül) 

kapcsolatára igaz a következő

9. tétel. A ^ : <& —> (*>(«&) hozzárendelés <(Sub (irt) ,{l/, П^

hcmomorf izmusa <(con (Irt) , (V, A])>-be. ^ akkor és csak akkor be­

ágyazás, ha Sub (1Л) nem tartalmaz egységet.

Bizonyítás. Könnyen ellenőrizhető, hogy (p(&) nem ma s,
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mint a Xr A kongruenciájának fi 

hiszen fi szerint В bármely két eleme kongruens, és ez a 

minimális ilyen tulajdonságú kongruencia, hiszen csak В ele­

mei kongruensek Aszerint. A ^(Xrj ezen előállításából 

azonnal adódnak a

oo -kitér jesztése Vt -ra,

5(*-nrj= f(*)Af(d és ?(*urj = q(&) V ?(C)

azonosságok, amelyek éppen azt fejezik ki, hogy ^ : Xy 

homomorfizmus. ) fönti jelentéséből következik, hogy

£>(-&) = (2(C) akkor és csak akkor lehetséges, ha Л = C és 

mindkettő egység. Ezzel a tétel második állítását is igazol­

tuk .

10. következmény. Ha ifi egyszerű algebra, akkor 

(Sub (1Д) ,é у a következő két lánc egyike:

A
A

{él /ahol ,f)> egység/

Ф Ф

VI =A megfordítás már unoidokra sem igaz. Legyen

az =

definiált unoid. Ekkor Sub (.1A) = C3 , de az ^ |i-j| = 2

által definiált P valódi kongruencia Vt -n.

4 11. lemma. Ha Xy az iA részalgebrája és £>

háló atomja, akkor a (3A oo "kiterjesztés a <(Con (Vt) , ér /■ 

hálóban is átom lesz.

Bizonyítás. Legyen

elemei A/0A-ban egyelemü osztályokat alkotnak, a 0 kongru-

= {(al,a2,a3,a4j; { f]) (mod 4) művelettelai+l

a (Con CXr) r ér У

0 ф ex) . Mivel A - P0 és
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encia /és igy az A/g osztályozás/ csak B-n lehet finomabb 

(O^-nál •

lentmondana annak, hogy p minimális kongruencia -n.

Láttuk, hogy VI akkor és csak akkor szubdirekt irredu- 

cibilis, ha ^Con^Ul) ,é)> -ben pontosan egy atom van, igy az 

előző lemmából nyerjük:

12. következmény. Az irt algebra szubdirekt irreducibi- 

lis <£=> minden részalgebrája szubdirekt irreducibilis.

13. következmény. Ha 'Üt szubdirekt irreducibilis, ak­

kor <(Sub (1П.) , -ben legfeljebb 2

(i) egyszerű részalgebra 

(ii) páronként diszjunkt részalgebra 

(iii) atom

lehet. Ha bármelyik tulajdonságú részalgebrából 2 van, ak­

kor legalább egyikük egység,

Bizonyítás, (i) következik abból, hogy ha £y egyszerű 

részalgebra, de nem egység, akkor <o(£r) a 11. lemma szerint 

atom lesz.

De ha B-n létezne valódi finomítása (5 -nak, ez el-

4.

{fi

(ii) szintén abból a megállapításból adódik, hogy 1Л 

diszjunkt, egységtől különböző részalgebráiból a 11. lemma 

szerint a <^Con (1Л,) ,<=У különböző atomjai nyerhetők.

(ii) гф (iii) , hiszen <(Sub (Vl) , atomjai szükségkép­

pen diszjunkt részalgebrák. IU

1Д -=> hozzárendelést kihasználva vezetjük be 

a szabad algebra fogalmát. Legyen Y tetszőleges változó­

halmaz, <(F tetszőleges típus, F П Y = 0. Az Y által ge­

nerált szabad F~algebrán azt az /egyetlen, létező/ ^ y-nal 

jelölt F-algebrát értjük, amelynek yít szerinti képe az Y

Az
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által generált szabad F^-unoid. /jl definíciójának megfele-

, f £ F-relően ,Y = <\TF^fYfF^és tetszSle9es 9 G Tp у

f 'Y(g) = (fi(.g)'f2(g)^--'f xf)^g^)’

A következő lemma szerint § valóban rendelkezik aF,Y
szabad algebrák szokásos tulajdonságaival.

lemma. Legyen ül = (A,FУ tetszőleges F-algebra és 

^ : Y -> A tetszőleges leképezés. Ekkor ^ egyértelműen kiter­

jeszthető ^

Bizonyítás. A szabad unoidra igaz a megfelelő állitás 

/v.ö. GRATZER [l96sj /. A 3. lemmát fölhasználva ebből követ-

, hogy 4FjY 

Legyen g,h £ T

14.

1Jt homomorf izmussá .F,Y

kezik -ra is igaz.

A g = h alakú formális egyenlősé-
Fj re­

geket azonosságoknak hivjuk. A g = h azonosság teljesül az

W. algebrán, ha tetszőleges ^ “5” W homomorfizmus-F , Y
ra (g) és ^(h) megegyezik. Az Ш algebrán teljesülő azo­

nosságok halmazát id (ül) -val jelöljük.

F-algebrák tetszőleges К osztályára legyen

H (К) = ^ X? \ X? homomorf képe valamely Üt £ K-nak^

S (K) = {«&! Xy részalgebrája valamely ül £ K-nak^

P (к) = { J&| Д? direkt szorzata az -[üí^ji £ 

tartozó algebráknak^ 

id (к) = fp=q! p=q azonosság teljesül minden tt£K-n^ 

= Ол|1Л £ К].
A3, és а 7. leiratából, valamint az azonosságfogalom defi-

K-hoz

K

niciójából rögtön következik a

15. leirata, (i) Üt £ H(K) <=> 1Jl^ £ H(K^)

(ii) VtéSÍK) %£s(.K^)

( iii) Щ £ PCK) 4=P £ P (K^)
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(iv) id (К) = id(K^).

Tetszőleges azonossághalmazra legyen К (.21) =

. А К osztály varietás, ha К = HSP(K).

К azonosságokkal definiálható, ha létezik olyan £ azonosság­

halmaz, hogy К = K(£).Az А Я € К algebrát К-szabad algebrá­

nak hivjuk a Z szabad generátorrendszerrel, ha

= { w I id(-ut)

U) VI = [z] J

(ii) tetszőleges <& £ К és ^ : Z —> В leképezés esetén 

'-f kiterjeszthető homomorfizmussá. Mivel a

К-szabad algebra most megadott definíciója unoidok esetén

egybeesik a hagyományossal, a 15. lemmából nyerjük, hogy 

VI К-szabad algebra <=?> Vl^ K^-szabad unoid. A fontie­

ket fölhasználva a következő tétel adódik a megfelelő uni­

verzális algebrai /és ezért unoidokra is teljesülő/ ered­

ményekből /v.ö, GRÄTZER [1968] /.

16. tétel. (i) Bármely К varietásban léteznek K-szabad

algebrák tetszőleges számosságu generá­

torrendszerrel .

(ii) К varietás ФФ К azonosságokkal defini­

álható .

Az automataelméletben többféle összefüggőség-fogalmat hasz­

nálnak. Most bevezetjük a megfelelő fogalmakat unoidokra és 

algebrákra, majd megvizsgáljuk kapcsolatukat a (Sub(ütj r£=y 

részalgebrahálóval.

= <A,F^ unoid

(1) erősen összefüggő, ha 

(Va,b € a)(3Pi,p2 £ T
(2] összefüggő, ha

(V a,b £ а)(НР]у P2 £ TF,l)(Pl^a) = b V p2(b^ = a)

Az

) (pl( a) = b & p2(b) = a ]F,1
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(3) fölülről erősen összefüggő, ha

(3c 6 a) (Va,b € a)(3Pi,p2 <£ TF(i)(Pi(a) = P2<b) = c)

(4) fölülről összefüggő, ha

(Va,b £ a) (3c £ a')(3p1,p2 £ TF,i) (Р]/а) = = c )

(5) alulról erősen összefüggő, ha

(3 c £ a) (Va,b £ A) (3p1#p2 £ TF f 1) (РрС0) = a %c p2(c) = b)

(6) alulról összefüggő, ha 

(V a,b £ A) (3 c £ a)('3p1,P2 £ T )(piCc) = a^< P2Cc) = b).F,1

Megjegyzés. (3)-nál erősebb összefüggőség-fogalom a kö­

vetkező

(3') (3c в а)(зр e TF<1)(V

A megfelelő tulajdonságú, un. irányítható automatákat vizs­

gálja DANG HUN DAO [l97ö] és PIRICKÁ [l972] .

C a) (p (a) = PCb) = c) .a ,b

17. lemma. Az alábbi állításokban ö.f. az összefüggő szó

rövidítése:

(1) Hl erősen ö.f. <=^ SubCtl) = { A,0]j

(2) 1Д. ö.f. 4A egy elemmel generált részalgebrái láncot

alkotnak

(3) Hl fölülről erősen ö.f. <£=^><(£ub(/W),£^> -ben pontosan 

egy atom van

(4) Hl fölülről ö.f. ^ Sub (Hl), -ben legfeljebb egy

atom van

(5) VX alulról erősen ö.f. <£=Ф VI egy elemmel generált 

részalgebrái között pontosan egy maximális van

(6) VI alulról ö.f. Vt egy elemmel generált részalgeb­

rái között legfeljebb egy maximális van.

Bizonyítás. Szükségünk lesz a következő három megálla-
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pitásra:

(i) <Jl bármely részalgebrája előállítható egy elemmel gene­

rált részalgebrák egyesítéseként.

(ii) <(sub ('Utjjé:/’ minden atomja [c(] alakú valamely с £ A-ra. 

(ill) Bármely G £ A-ra [g! = {b^(3p £ Тр £ G)(p(a) = b) .

(i) és (ii) következik abból, hogy SubdJt) topologikus lezárá­

si rendszer,

(iii) pedig a [gJ szokásos univerzális algebrai jellemzéséből 

/ V. ö. GRATZER [Í968J/.

Az alábbi bizonyítások első ekvivalenciájánál mindig (iii)-t 

használjuk.

(l) 1Д. erősen ö.f. <^(\/a,b £ A)(Ca3 = [b}) <$=2? Sub (Ш) = {ä,0^

A második ekvivalencia (i) -n alapul.
(2) ö.f. <^(Va,b £ a) [[a] £ [b] v [b] <1 [a]j az egy

elemmel generált részalgebrák láncot alkotnak.

A második ekvivalencia következik a lánc definíciójából.

(3) Dt fölülről erősen ö.f. 4=5> (3 c £ A)(Va,b £ a) ([ej С [а] Г) [bjj<s=>

Ф5? <(Sub (itt), -ben pontosan egy atom van.

A második lépésből <f= nyilvánvaló. Az ellenkező impli­

káció következik abból, hogy [ej nyilvánvalóan atom, és 

ha [c^j > [cp] a <(Sub(Vt) , két atomja, akkor a bal oldal

[C1 — [cjl О [c2-l ' amiből [ej = [c^] = \_o^\ adódik.

(4) 1Д fölülről ö.f. <==> (Va,b £ A) (3c) ([cl С [а] Г) [ь])ф^

<í=5> <(Sub (1Д) ,£•)> -ben legfeljebb egy atom van.

A második ekvivalencia (3)-hoz hasonlóan látható be.

(5) 1Л alulról erősen ö.f.<=^(3c 6 A)(\/a,b £ Aj ([ej 2. [aj U [b])<£?> 

<=$>az egy elemmel generált részalgebrák között pontosan egy

maximális van. A második ekvivalenciából ф= nyilvánvalóan

szerint

и *ü'vj *1
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teljesül. Forditva, az rögtön látható, hogy [ej maximá­

lis. Ha [ej , [c2] két maximáliSjegy elemmel generált 

részalgebra, a bal oldalt alkalmazva [c] => [c J U [сД] t 

ahonnarl [ej - [c-j3 =
(б) АД alulról ö.f. Фр1 ( V a,b G а) (З c 6 A^ ([c] 2 [aj U [bl) 

4^ az egy elemmel generált részalgebrák között legfeljebb 

egy maximális van.

A bizonyitás (5)-höz hasonló.D

Az előző lemmából, valamint a bizonyitás elején tett meg­

jegyzésekből következik, hogy az (l)- (б) fogalmak a követ­

kező kapcsolatban vannak:

<£=>

0)
4 (5)a)
U)vtV(4 (6)

На АЛ. végesen generált, (.5) (б) , hiszen a véges sok ge­

nerátorelem által generált véges sok egy elemmel generált 

részalgebra között létezik maximális. (4) (з) viszont nem

igaz, ellenpélda: = n' = n+1. Ha АЛ. véges,

(3) 4=^(4) is teljesül, hiszen ekkor a <(Sub(Vl), ^/• véges 

hálónak léteznek atomjai. így a következő egyszerű össze­

függések igazak:

18. tétel. Tetszőleges \A =^A,F^ véges unoidra

(1) 1fl erősen ö.f. ф=> Sub( Vl) = { A,0^;

(2) АЛ ö.f. 4==>{suh (VI) ,0 lánc

(3) 4Л fölülről /erősen/ ö.f. <^Sub (Vl) , -ben ponto­

san egy atom van

)

I
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(4) 1Я alulról /erősen/ ö.f. <£=?> 4Л egy elemmel generál­

ható .

Nevezzük az 1Л = (a,f)> algebrát erősen összefüggőnek /össze­

függőnek , stb./, ha az 4/í^ = <^A,Fj-^ unoid erősen összefüg­

gő /összefüggő, stb./. A 3. lemma alapján adódik a

19. következmény. Algebrákra is igaz a 17. lemma és a

18. tétel.



33

3. Különböző tipusu faautomaták definíciói,

alapvető eredmények

Ebben a fejezetben a faautomatákra vonatkozó definíció­

kat és azokat az ismert eredményeket foglaljuk össze, amelye­

ket a későbbi vizsgálatoknál felhasználunk. Fölhivjuk az ol­

vasó figyelmét, hogy a továbbiakban szereplő (F ,У>у típusokról 

mindig föltesszük, hogy Fq = 0 és F véges.

Legyen F tetszőleges tipus. Az 

hármast F tipusu n-változós nemdeterminisztikus leszálló fa-

<A - (.VI ,а,А'У rendezett

automatának hívjuk, ahol

iTt = ^A,F^> F tipusu nemdeterminisztikus univerzá­

lis algebra, /az A halmazt az állapothalmazának

mondjuk/

(ii) a = (aQ) 

potvektora

(iii) A' C a a végállapothalmaz.

На VI F tipusu univerzális algebra és az a kezdövektor min­

den komponense egyelemü halmaz, akkor Л -t F tipusu n-válto­

zós leszálló faautomatának mondjuk.

A 3 = ,в' ,ъУ rendszert F tipusu n-változós nemde-

terminisztikus felszálló faautomatának nevezzük, ha a követ-

(i)

,a<2) A £ (У (A)) n az jt kezdoálla-9 * • * 1Г

kező feltételek teljesülnek:

,J5 = ^ В ,F^ F tipusu nemdeterminisztikus felszálló 

algebra, В a 3 állapothalmaza 

(ii) В' с в a kezdoállapothalmaz

(iii) b = (в (1) 

tor.

(i)

(2) (n)) £ (P(B))n a végállapotvek-Bf ** e * 9
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Abban a speciális esetben, ha ■& F tipusu fölszálló algeb­

ra és B' = {b'j egyelemü halmaz, JB> -t F tipusu n-változós 

felszálló faautomatának hivjuk.

Az előző elnevezésekből általában elhagyjuk az "F tipu­

su n-változós" prefixet, ha F és n ismert, és faautomata 

helyett is röviden automatát mondunk. A föntiekben defini­

ált faautomaták F tipusu n-változós erdőket ismernek föl a 

következő definícióknak megfelelően.

Az Ж nemdeterminisztikus leszálló automata egy
В -» V (.A) leképezést indukál az

i (1 ^ i < n), akkor ß*(p) = A^,
fí : TF,n 

(i") ha p = x

Pk) , akkor ^(p) -(ii) ha p = f^

= U(f(b1

szabályoknak megfelelően. Az Ж által fölismert т(Ж) erdőt

Г • • • f

bk^(vi ^ j án)(b. e ^(Pj)))
r * * * /

ß*(p) П А' Ф 0}тСЛ) = [p\p £ TF,n
dbß (p) egyelemüdefiniálja. На Ж leszálló automata, akkor

halmaz, ezért

& fbáp) e a'}T(A) ={p|p & TF ,n

adja meg az Ж által fölismert erdőt.

Most tekintsünk egy (B nemdeterminisztikus felszálló

—>"9(a) leképezést a kö-Bautomatát. Értelmezzük az o( : T 

vetkező módon:
Ъ(i) ha p = xi (l < i < n) , akkor of(p) =

pk), akkor
oO^Cp) ={ aj f (a) fl T(cftp±) I i = 1/2,...,k) ф 0} .

А В automatával fölismerhető T(ЗЪ) erdőt a 

T(b) ={p(p £ T

F,n

(ii) ha p = f(px 9 • • • F

a /(p) ncííjF.P.
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egyenlőséggel értelmezzük. Ha { b' j ,b^ felszálló

automata,

Ят№) = { p I ? 6 T & Ъ' £ (А ' С р)| .F,n

Az előző definíciókban megengedtük azt is, hogy az automa­

ták állapothalmaza végtelen legyen. Erre az általános eset­

re csak a 6. fejezetben lesz szükség, ezért ha csak mást nem 

mondunk, mindig föltesszük, hogy a szereplő automaták vége­

sek, vagyis állapothalmazuk véges.

Az Л és Jí> automaták ekvivalensek, ha T (Л) - T (J3>) . 

Automaták C-^ és C2 osztálya ekvivalens, ha bármely ot^C^-hez 

létezik vele ekvivalens és megfordítva.

1. tétel. A nemdeterminisztikus leszálló, a leszálló

és a nemdeterminisztikus fölszálló automaták osztálya ekvi­

valens. Ha adott valamelyik osztályból egy automata, effekti­

ven megkonstruálható a másik két osztályhoz tartozó; vele 

ekvivalens két automata. /Id. MAGIDOR és MÓRÁN [Í9693 ,

THATCHER és WRIGHT [l963]/.

A továbbiakban ^ЕС 

kai fölismerhető erdők osztályát. Fölidézzük az *3-

-kel jelöljük a leszálló automaták-

osztályREC
három ismert jellemzését.

Legyen F tetszőleges tipus. A reguláris F-kifejezések 

31 halmazán a legszűkebb olvan halmazt értjük, amelyre
Г

(i) Ф € 31F ,
(ii) ha p £ Tp , akkor p 6 ,

(iii) ha ' akkor (4Í^ + €. ,

akkor O^ii^C,) ^ >0-v) ha 6 és i £ N,

(v) ha Яв'Яр és i 6 N, akkor ^ F *
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Ha F ismert, reguláris kifejezést mondunk.

Az X.. változónak a iC reguláris kifejezésben való valame­

lyik előfordulását kötöttnek nevezzük, ha IC-nak (i(^iJC0) 

alakú részkifejezésében -ben szerepel. Ellenkező esetben 

az adott előfordulást szabadnak mondjuk. Az változó sza­

bad a % reguláris kifejezésben, ha van legalább egy szabad 

előfordulása 4£-ban. ЙС n-reguláris, ha minden szabad vál­

tozója X^-ből való.

A 3C reguláris kifejezés egy |3C| erdőt határoz meg a kö­

vetkező szabályok szerint:

(i) ha Mi = 0, akkor №Cl = 0,

(ii) ha M = p, akkor 1^1= {p\,

(iii} ha 4C = , akkor (iC| = 1^-,! U ,

(iv) ha ÓC = jC1iK2 / akkor |iC| = *>q 1^1 ,

(v) ha ÓC. = C'SC^ , akkor

A T erdő n-reguláris, ha T = ti£ I valamely i-C n-reguláris 

kifejezésre, T reguláris, ha n-reguláris valamely n 6 N-re. 

a reguláris erdők osztályát jelöli.

*3.

$
REG

Érvényes a Kleene-féle tétel következő általánosítása: 

2. tétel. *£ Pontosabban minden leszálló fa-REC*
automatához - effektiven megadható az általa fölismert erdőt

REG

meghatározó reguláris kifejezés, és fordítva fid. MAGIDOR 

és MORAN [196 9]/.

A T С T erdőhöz tartozó <0^ Néródé-kongruencián a

fölötti bináris relációt
F,n

következőképpen definiált TF ,n 

F ,n
к a No, p £ TF^k, 1 4 i é к és Pl 

esetén

fára q <^Tq' bármely

“ "'Pi-l'Pi+l

értjük: tetszőleges q,q' a T

Pk £ TF,nf • e • Pf •
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рп) £ т £=>Р(РХ pi~l'q,pi+lг * * • г 9 • * • 9

4=> p(pi pra)é Т-Г е * * 9 9 * * в 9

A Myhill- és a Nerode-féle tétel általánositása a következő

eredmény.

3. tétel, (i) A T erdő reguláris <£=$> (Э T véges indexű 

kongruencia a n

(ii) A T erdő reguláris T előáll a T*

szabad algebrán.

F ,n
algebra valamely véges indexű ^ kongru­

enciája bizonyos osztályainak egyesíté­

seként.

A bizonyítás megtalálható pl. a BRAINERD [l968] cikkben.

Brainerdtől származik a reguláris fanyelvtan fogalma 

is, amely a közönséges reguláris nyelvtan általánositása.

Az alábbi megfogalmazás az F0 - Ф esetben ekvivalens a 

BRAINERD [l969~| -ben szereplő definícióval.

Legyen F tetszőleges tipus. А Г = <(o,F,P,S^> rendszert,

ahol

(i) Q véges, nem üres halmaz, a nemterminális szimbó­

lumok halmaza,

(ii) S C Q a kezdoszimbolumok halmaza,

(iii) P az a/ vagy b/ alakú átirási szabályok véges hal­

maza

(q 6Q, x± в Xn)

qk) (f 6 Fk, д,дх

a/ q ->х± 

b/ q -> f (q3 qke Q)9***9 Г * * • F

F tipusu n-változós reguláris fanyelvtannak nevezzük. Ha F

és n ismert, /reguláris/ fanyelvtant mondunk. A P fanyelvtan
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bináris relációt indukálja a T„ _,,v 7P F ,Q U Xna következő halma­

zon :

t ^r akkor és csak akkor, ha r megkapható úgy t- 

ből, hogy a t-ben szereplő valamely q nemterminális 

egyik előfordulását valamelyik q -> w £ P szabály jobb 

oldalával helyettesitjük.

■=b> reláció reflexiv-tranzitiv lezárását.P
A P fanyelvtan által generált erdőn a

=?>; ■Jelölje

= {p|p e TF,n ^ (3s e s) (s p)}T(P)

erdőt értjük. Jelölje % 

nerálható erdők osztályát.

a reguláris fanyelvtanokkal ge~GEN

= T /Id. BRAINERD [l969] / .

Végül a felszálló automatákkal fölismerhető erdők osztá­

lyára vonatkozó eredményeket foglaljuk össze.

/Id. MAGIDOR és MORAN [l969] /.

Most a második fejezetben bevezetett algebrai fogalmakat 

általánosítjuk felszálló automatákra, felhasználva a GÉCSEG 

és STEINBY [l978j cikket. Tőlük eltérően végtelen automatá­

kat is megengedünk. Könnyen ellenőrizhető, hogy ez nem be­

folyásolja az idézett eredményeket.

Legyenek Ji = ,a',a) és Я ={Xy ,bjb^ F tipusu n-

változós felszálló automaták. A ^ homomorfizmus

/izomorfizmus, beágyazás/ olyan : A -> В leképezést jelent, 

amelyre

4. tétel. R̂EG GÉN

5. tétel. С TREG

( i) ^ homomorf izmus /izomorfizmus, beágyazás/

(ii) ^(a') = b'
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(üi) ^(ací)) = (i) ,és vf X(Bíx)) = AU); i = 1,2

az jt homomorf képe, ha ^ : A —> В szürjektiv. Ha Ж izo­

morfizmus, az algebrákhoz hasonlóan Ж = -73 -t Írunk.

В . ,n,f • •

Ha £ £(A), С C A és a = ( &n)j akkor a C/^> = 

jelölést használjuk.

f • « • f

= {c/?!c £ c]és = (*!/<> an/?)f • * * f

A £? €£(a) reláció kongruencia A; ~n, ha

(i) (9 kongruencia Aí -n,
(ii) (Va 6 a) (Vi é i ^ n) (a £ А Ы ==> a/^ C AU)) .

Ж Iq =A |0 kongruencia szerinti faktorautomatán

= { W-lq ,
A következő eredmények a GÉCSEG és STEINBY [l978*] 1.

a' /(0 , a/^-t értjük.

és 2 .

tételének megfelelői.

6. tétel, (i) Ha kongruencia Ж-n, akkor A/^ az 

jt homomorf képe.

(ii) Ha ^ : А Й szürjektiv homomorfizmus,

akkor kongruencia Ж -n és A= J3 .

9^._tétel. Ha az Л homomorf képe, akkor T (A) = T (B) .

Tetszőleges A nemdeterminisztikus felszálló automatára le­

li

1

gyen

& a £ сЛр)} .= { p|p £ TT (4,a) F ,n

Az a € A O-állapot, ha T (A,a) = ф. Ж normalizált, ha

a y{f)) £ fin(a) %< (31 é i £ V(f))(Va £ A)(Vf £ f) ((ax 

(a^ О-állapot) (V lé- jé- y(f)) (0-állapot)) .

t • л " f

A következő tétel a GÉCSEG és STEINBY [1978] 3. tételének 

általánosítása, a bizonyítás analóg az eredetivel.
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8. tétel» Tetszőleges Jt /nemdeterminisztikus/ fel­

szálló automatához megadható vele ekvivalens normalizált 

/nemdeterminisztikus/ felszálló automata.

Л- <(/W,a,,a') felszálló automatát összefüggőnek 

nevezzük, ha kezdőállapota generálja, azaz 

Ez az összefüggőség-fogalom ekvivalens az emlitett cikkben 

megadottal, igy érvényes az ott bizonyított 5. lemma alábbi 

megfelelője.

9. tétel. Tetszőleges Ж felszálló automatához megad-

Az

4= <[a'],F> .

ható vele ekvivalens összefüggő, normalizált felszálló auto­

mata .
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4 „ Zárt erdők

Az F -> Fj- hozzárendelést fölhasználva tetszőleges 

fát egyértelműen "dekomponálhatunk" (g^

frpolinomszimbolumokra, ágakra. Erdők-
9Kbp 6 T I ,F,n

9i€ ’Чг;«
re kiterjesztve ezt az ágakra való dekomponálást, azt tapasz-

, i = 1 1 • • • 1

táljuk, hogy az eredményül kapott ághalmazból nem állapítha­

tó meg egyértelműen, hogy melyik erdőből indultunk ki. Pél­

dául a ^ = [ f (x1,x2) ,f (x2 ,x£)} és а T2=T1U{'f (xi ,xi^ ,f (x2 'хг)] 

erdők dekomponálása ugyanazon {f-^(x^) ,f-^(X2) ,f2(xj) ,f2(x2)| 

ághalmazt adja.

A fontiek formalizálására vezetjük be a következő le­

képezéseket. Bármely i 6 N-re legyen (Г : У(тр) 

a leképezés, amelyre
У (TFcr) az

ha i = кr xк'(i) - • ф különben,

PkO 6Ji(Pjb
3 3

k)(ii) <Г± (f (рх

bármely к £ N, f £ és p^

j=l t • • e tt • • • /

•rPk £ TF esetén,í • *

és

(iii) <Г±(Т) = { tf^Ct) | t £ t]

tetszőleges T C T^-re. 

Végül tetszőleges n 6 N és T с т -re legyenF,n

Jtrt( T) = и(сГ±С T) I i = 1 n) .f • • • 9

A továbbiakban, ha ez nem okoz félreértést, elhagyjuk az 

(n) fölső indexet. Lengyel prefix /postfix/ Írásmódot hasz­

nálva a cf(t)-hez tartozó ágakat tekinthetjük az U xrf
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szabad félcsoport olyan speciális elemeinek is, amelyek csak 

az elejükön /végükön/ tartalmaznak egyetlen x_. £ Xn szimbó­

lumot .

1. lemma. cT monoton, a reguláris műveletekkel fölcse- 

rélheto függvény, azaz

Cx) т±с t2 => «TíTj) с сГ(т2\

(ii) сГ(тхи T2) = сГСТд) U J(T2) ,

(üi) cT(t

(ív) J(tXí) = X± .

Bizonyítás. (i) és (ii) nyilvánvaló, (iii) bizonyításához

T2) 2 сКТд) .x>cf(T2) tartalmazást.

Ha g £ <JCTi) • cí(T9), akkor a következő két eset lehetséges:JL X. Á

Ebből rögtön következik

g £ <fj(Ti*x.T2') ' 9 £ JÍTi-x>T2) is-
gl*x g2' aho1 5]_ £ (Tj (tx) valamely t-^ £ T1 

i
és g2 £ cTj (t2') valamely t2 £ T2~re. így g£cfj(t3) 

fc2 € Tl‘x.T2 fára' azaz g6crj(Tl*x.T2^

^т2) - .x <KT2)l*x
és

vizsgáljuk először а сГ(Т l*x.
í

Cl) g £ cTjCT^ és j ф i.

(2) g = -re

a t3 = 4-x. 

ismét teljesül.

T9) £ cf(T.) . d*(T~) fordított tartalmazás hasonló-
/í -L X £А сГ(т l*x.1

an látható be.
*x.

A (iv) állitás (i) és (iii) alapján T i induktiv defi­

nícióját fölhasználva teljes indukcióval igazolható.

Megjegyzés. Az 1. lemmából látható, hogy T regularitá- 

T regularitása. A fordított állitás nem

összes balanszírozott fá­

sából következik

igaz, ellenpéldának vegyük a T 

jából álló T

Jelölje <Г ^ a cf inverzét,

F,n
erdőt.В

legyen Л = cT 1. cT,és azaz
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Д(Т) = {t |<fCt) с<Г(Т)] bármely T с тр п-re.

2. lemma. Д Т fölötti valódi algebrai lezárásiF,n
operátor.

Bizonyítás. A definícióból azonnal adódik, hogy Д le­

zárási operátor és ДС.0) = 0. Д algebrai, mivel a p véges fa 

ágainak cTcp) halmaza is véges, és ezért a cí(p) ághalmaz vé­

ges sok fából összegyűjthető.

Jelölje a Л-zárt erdők osztályát Trc. /А továbbiakban 

Л-zárt helyett röviden zárt erdőkről beszélünk./ Az algebrai 

lezárási operátorok tulajdonságaiból /Id. GRATZER [19683/ 

azonnal adódik az alábbi

3. következmény, (i) ?r algebrai háló а Л T2 = T-^O T2

T^VT2 = Л (TXU T2) müveletek-és

re nézve.

(ii) Tc zárt irányított részhalmazainak 

közönséges egyesítésére.

(iii) Bármely zárt erdő megkapható véges 

zárt erdőkből álló lánc szuprému-

maként.

4. lemma. Ha F nem unáris tipus, akkor és 'í'REG 

összehasonlíthatatlan.

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül fölte­

hető, hogy F2 Ф 0 és f 6 F2. Legyen

= •[ f (xl, f ff(f(x]_»xi)»xi)}»

T2 = T3 П T4 , ahol 

T3 = TCP) a

Г = <{s,R},(f},{s-*f(R,S) fR^x1,S-*x1} ,{S]> fa- 

nyeltanra,

és
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т4 = { Р| 1(Э (fr С Р^) prim].

T1 ^REG nYilv^nval0. T;l4 Tc, mivel f(x^,x£) , viszont

f (х-^Хд) £ ДСт.^) * Másrészt T2 £ Tc /mivel а és Т4 zárt 

erdők metszete, v.ö. 6. lemma/, de a reguláris erdők pumpá­

ló lemmájával /Id. GÉCSEG és STEINBY [l975j / megmutatható, 

hogy T2 £ rREG

Definiáljuk P(t 

bármely Тд,T2~re

ellentmondáshoz vezet.

) -en a következő bináris relációtF,n

T1?T2 <=> cTCtx) = cT(T2) .

Látható, hogy () ekvivalenciareláció, és a hozzá tartozó 

osztályozás minden osztálya pontosan egy zárt erdőt tartal­

maz. Ez a zárt erdő osztályának maximális eleme /a halmaz- 

elméleti tartalmazásra, mint parciális rendezésre nézve/. 

Könnyen belátható, hogy az S = { L j U L & L £ X* & L nem 

reguláris] halmaz kontinuum számosságu. Legyen F = F?=(f^
X x2= {f (х^,х2У] '.x [хз] • Nyilvánvaló, hogy bármely

T £ T zárt erdő. Mivel az a ^ : PCS) -> ? (.T) leképezés, ame­

lyet tetszőleges L £ S-re

és T

f(L) = (t|t £ T & frCt) £ l}

T számossága természetesendefiniál, injektiv, valamint 

kontinuum, a következőt nyerjük:

5. következmény. ^ kontinuum számosságu halmaz.

Az előző következmény miatt a zárt erdők fölismerésére 

/generálására/ nem létezhet a véges faautomatákhoz /regu­

láris fanyelvtanokhoz/ hasonló effektiv eszköz.

6. lemma. (i) Az osztály zárt a metszetre és az

inverz projekcióra.
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(ii) 7C nem zárt az egyesítésre, a komplemen- 

terképzésre, az x^-szorzatra, az x^- 

iteráltra és a projekcióra /pontosab­

ban nem zárt a projekcióra az F 

tipusban van legalább két azonos aritásu 

művelet/.

Bizonyítás. Lássuk először a két pozitiv eredményt! Ha

T1 és T2 zárt erdő, a metszetük zártságához elegendő a 

Д(Т-^Г) T2) С Т^ПТ2 tartalmazást igazolni, a másik irányú tar- 

talmazás adódik abból, hogy Д lezárási operátor. Legyen 

Р £ Д(т^Пт2) tetszőleges. Ekkor van olyan T С П T?, 

hogy J"Cp) Q cT(JT). Ezért <f(p) C £ (t^ , i = 1,2 is igaz, és 

zártsága miatt p 6 T] 0 T2.

Ha ^ : F -> G projekció, у : F^- —> а у-nak megfelelő

"ágprojekció" /azaz у (fi) = g^ {==? )fCf) = g bármely f £ F 

és i = 1,2 ., VCf) esetén/, akkor a fák magassága szerinti 

teljes indukcióval belátható, hogy fölcserélhető cT-val

és cT ^-gyel, pontosabban bármely T £ T

9 • "

-re és S t T -reG ,n ÖJ.n

сГС^Ст)) = Jc V(t))
és

Ezért ha T £ T zárt erdő, akkorG, n

ACy1^)) = сЛсК^Чт)) = ^ 1(Д(т)) = yV),

tehát az inverz projekció valóban megőrzi a zártságot.

A negativ eredmények bizonyításánál föltehető, hogy 

F2 Ф 0 és f,g £ F2. Tekintsük a következő zárt erdőket:

T1 = { f (xl'f ^xl'xi))] ' T2 =ff (f(xi,xi) ,xx)],
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т3 = { fCx1,x2) ,f(xx,f (xlfx2))}f ={f(fcx1,x1) гхх)] ,

T5 = T(P), P=<{s,A,B^ , {f] ,{S-*f (B,A^A->f(A;B)fA->x2,B^x1},ÍS])f

T6 = [f (fCXi,xiUxi) »дСХд^дСх^Хд))} .

Egyesítés; T.^ (J T2 ф ifc /láttuk a 4. lemmánál/. 

Komplementer; A deMorgan-azonosságokból, valamint a met­

szetre és az egyesítésre kapott eredményből 

következik.

3 *x_
*4 Lx^-iterált: T^ 2(j) •

T4 4 ^C*-szorzat: TSi­
ez abból adódik, hogy az iterálthoz 

tartozó minden fa pontosan egy x2~t tartalmaz, 

mig a Д(т^ -ben levő fák több x2~t is tartal­

mazhatnak .

a )((<?) = yCf) = f projekciót véve у (Tg) = T^U T2^^c* 

Most a zárt erdőknek egy másik szemléletes jellemzését 

adjuk. Lényege, hogy a T zárt erdő az összes olyan fából 

áll, amely megkapható T-hez tartozó, közös szuperfával ren­

delkező fákból úgy, hogy a közös szuperfát a megfelelő po­

zícióknál az egyes fákból szabadon választott részfákkal egé-

Projekció:

szitjük ki.

Tetszőleges T С т erdőből kiindulva képezzük a kö-F,n
vetkező T^ erdőket minden i £ NQ-ra:

(i) T v о
(ii) T

= T,

=[t|(3k,i в n) (at^', 

((V44,t2(j)

)tk€.TiH3s £ T

4(J1 £ TF,n) 

xn+lfrtl31)) &<

хп+Г#(И4т-1) (3l4rík) (ví’fc

p * • • 9 F,n+1i+1

r * • • 9

(Vs (хп+^Ча>
t=s(xn+l‘-ql

9 * • • 9

9***9



47

Legyen £(т) = U(t . \± 6. No) .

Egyszerű számolással adódik, hogy "£ : ?(t ) ?(T ) va-F,n
lódi lezárási operátor, sót £ algebrai is, hiszen bármely

F,n

t 6 5Лт) fát véges sok T~hez tartozó fából véges sok (ii) 

szerinti helyettesitéssel előállíthatunk.

7. tétel. A Л-zárt és a SL-zárt erdők megegyeznek. 

Bizonyítás. Azt az erősebb állitást bizonyltjuk, hogy

eseténtetszőleges T £ T és t £ TF,n F,n

t £ ДСт) t £ £(t) .(*)

(X)-ot két lépésben igazoljuk. 

1/ Először bebizonyítjuk a

(* *) t £ Д(т) ==? t £ ZCt)

implikációt. Mivel Л és 21 algebrai lezárási operátor, 

elegendő az összes véges T erdőre belátni (x*)-ot. 

Fölhasználjuk a következő állitást:

(XX*) t € ЛСт) &• |т|>1^(з^^2етр>п] (t4e A(T-[t2])gr teA(t4,t2)) .

..,p^ , válasszunk ki T-ből egy tetszőleges 

fát, vizsgáljuk sorra a t fa ágait és végezzük a követ-

Legyen T = [p-^ 9 •

Pi
kezőket:

(i) ha a g€ <f(t) ág nincs benne ^(Pj) “ben, akkor g 

maradjon változatlan,

(ii) ha a g €. J(t) ág előfordul сГ(р^) -ben, akkor keres­

sünk cf(t) -ben olyan h ágat, amelynek maximális 

közös prefixe van g-vel azon ágak közül, amelyek 

nincsenek <Г(р^) -ben. Ha g = wfij*!' h" wfi2z2
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alakú \y ь Fr £ F*Xn), és h £ cT(Pl)

(1# jl), akkor hagyjuk el g-t és helyette vegyük fel ^(p^) -
cf' fVfi2 £ F(f ' zl'z2

prefixü ágat.bol az összes wf

Ha nem találunk az (ii) -ben leirt tulajdonságú h-t, akkor t=Pj , 

~t és tetszőleges t^ £ A(T“ÍPj]) _t választva tel-igy a t2 = p. 

jesül (x X X).

Különben legyen t^ a t-bol az előző algoritmussal kapott fa, 

t2 = Pj• Ebben az esetben t^ £ A(T-{t2\) , hiszen t^ 

talmazhat cT(t2)-höz tartozó ágakat (ii) miatt, és t £ A(t^,t2) 

is rögtön adódik, hiszen t^-ben az (ii) szerint fölvett uj ága­

kat az eredeti ágakra visszacserélve visszakapjuk t-t.

Ezek után (X X)-ot T szerinti teljes indukcióval igazol-

nem tar­

hatjuk .

a/ На |TI = 1,2 (X X) közvetlenül belátható, 

b/ Legyen ItÍ > 2 és tegyük fel, hogy bármely T-ra igaz 

(XX), ha 1TI £ 1 T! . А (X X X) állitásból és az indukciós 

feltevésből következik, hogy

(it^t^ (t4 £ I(T-{t2]) & t £ £(Ч,Ь2)) .

Kihasználva, hogy 21 lezárási operátor

t £ l(t±rt2) £ £(2:(т-t2) U t^ £ Z(2(t)) = 2(t)

tehát T-re is igaz (xx).

2/ A t £ 2(T) =Ф t £ ДСТ) implikációhoz elegendő belátni, 

hogy tetszőleges i £ NQ-ra

(* X X X) t £ Ti =?> t £ A(T) .
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Ezt i szerinti teljes indukcióval igazoljuk.

a/ Ha i = 0, triviális az állitás, mivel t £ TQ= TááCT). 

b/ Legyen i > 0 és tegyük fel, hogy i-l-re igaz (****} .

Ha t £ akkor van olyan tj

ható t^

helyettesítésekkel. Mivel egyrészt t^ 

dukcós föltevés szerint, másrészt cT(t) £ cT(t^ 

t £ A(T) valóban teljesül.

t^ £ > hogy t megkap-

t^-ból a fi definíciójában szereplő (ii) alatti
t • • • V

f • • • t

tk £ ACT; az in-

tk) '

r • • * 9

P • • * P
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5. A zárt és a reguláris erdők kapcsolata

A Kleene-tétel általánositása

Általánosítsuk a hatványautomata-konstrukciót felszál­

ló automatákra! Legyen JÍ = (W.,A',а У nemdeterminisztikus

rendelt УЛ = УШ ,A',b^ 

szálló hatványhalmaz-automatát a következő módon értelmezzük:

Plty^PCA) , felszálló algebra műveleteit tetszőle­

ges C^A, k£Nésf£ Fk~ra

felszálló automata. Az d-hoz fel-

a

«0 - I (uKí^te))! ))pvt
c £ Cf

definiálja, és

ш).12), вВ в9 • • • f

[d|d£A& DÍlA^1 Ф Ф ] (i = 1

A közönséges véges automatáktól eltérően csak a következő ál­

lítás igaz.

1. lemma. Ha Jz normalizált nemdeterminisztikus felszál­

ló automata, akkor = Д(т(о£)) .

Bizonyítás. Először a T(РЯ) C <4(т£а)) tartalmazást 

igazoljuk. Legyen t a -hoz tartozó tetszőleges fa és

gat tetszőleges ága, azaz g £ cl\(t) valamely 1 é j 4r n-re.

T definiciójából következik, hogy g csúcsaihoz a követ­

kező tulajdonságú aQ,a^,...,av állapotsorozat rendelhető:

(i) ak 6 A (o ék^ v], a06 A' és av£ A 

(ii) а^+^6 '^"k( ai^) r ha ax az fk-val címkézett crucs-

n) .В r • * * f

(j)
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hoz rendelt állapot ( О é i í v-l).

Mivel Л normalizált, g kiegészíthető valamely t С т(Я)

• így g € £ cTj(TÍvAl) . Mivel gat tetszőleges

ága volt, ebből t 6 Л(т(Л)) következik.

A fordított tartalmazás hasonló okoskodással látható

fává

be.

Megjegyzés. A következő ellenpélda mutatja, hogy 

csak normalizált automatákra érvényes az előző lemma. Le- 

.*-<tt,A',a>, F = F2 = {fj, A = {ao,dj, 

f(ao) = {(ao,d),(d,ao)} ' f(d) = (Cd,d)] , A' = АШ 

Ekkor f (x^,x^) €. T(Pot) , de ^х^х^ф Д(тШ) , mivel т(Я) = 0.

Ha a hatványautomata-konstrukciót egy Л normalizált 

fölszálló automatára alkalmazzuk, Л -val ekvivalens auto­

matát kapunk. így, fölhasználva az 1. lemmát, adódik a

2. következmény. A T reguláris erdő akkor és csak ak­

kor ismerhető föl felszálló automatával, ha zárt. Máskép-
nf= V

3. következmény. Tetszőleges T reguláris erdőről el­

dönthető, hogy fölismerhető-e fölszálló automatával.

Bizonyítás. Legyen T = Т(Л) az Л nemdeterminisztikus 

fölszálló automatára. A 3.8.tétel alapján feltehető, hogy 

normalizált. A 2. következmény szerint T akkor és csak ak­

kor fölismerhető, ha T^1) = T(?cO . a 3.1. tétel szerint 

effektiven konstruálható Я-val, illetve РЖ -val ekvivalens 

determinisztikus leszálló automata. Innen már adódik a 

bizonyítandó állitás, hiszen a leszálló automaták ekviva­

lenciája eldönthető /ld. THATCHER és WRIGHT [1968]/ .

4. lemma. (i) A fölismerhető erdők Тд osztálya zárt a

gyen n = 1,

= { a0l •

f П 7T REG 1 TCpen:
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metszetre és az inverz projekcióra.

(ii) nem zárt az egyesítésre, komplementer­

képzésre, x^-szorzatra, x^-iterációra és 

projekcióra.

Bizonyítás. Ismert, hogy 3^REG zárt a fölsorolt művele­

tekre /Id. THATCHER és WRIGHT [1968]/ . Az 7Д = T 

egyenlőségből és az osztályra a 4.6. lemmában bizonyí­

tott zártsági tulajdonságokból adódik az (i) eredmény. A 

negativ állítások is rögtön következnek a 4.6. lemma bizo­

nyításában fölsorolt ellenpéldákból, hiszen azok nemcsak 

zárt, hanem /regulárisak lévén/ fölismerhető erdők is.

Még erősebb negativ eredményt tartalmaz az

5. lemma. 'Уд nem zárt a reguláris műveletek egyetlen 

polinomjára sem, kivéve a csak U~t tartalmazó egyváltozós

nrcREG

polinomokat.

Bizonyítás. Legyen p az U 

bői fölépülő tetszőleges polinom, I = £i | . 

előfordul p-ben .

(l) Legyen először I = 0.

a/ Ha p egyváltozós, akkor Тд zárt p-re, mivel bármely 

-re p(T) - T.

\ (1 £ N) műveletek-t • xi'
vagy *xjxi

T C TF,n
b/ Ha p k-változós, к > 1, akkor legyen T^={f[x^,f(x^,x^), 

•=Tk=(f ^xl,xl^ 'xl^ * T1'T2^ ^A' Őet2= O 9

p (T1, . . . , Tk) ф Уд

(2) Legyen 1*0, i € Ip, j ф Ip és max (lp U (jj)

Ilyen j és n létezik, mivel I véges. Tekintsük a kö­

vetkező n-változós fölszálló automatát:

/v.ö. 4.6. lemma/.

= n.

^ =(1Л ,aQ,a), { ac,a1,a?,a3,a4,d], F = F2 = [ f},A =
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flao'> = ^ al ,a2^ 

f(ai) = (d,d)

f ia2) = (a3'a4)

f(a3) = (d,dj 

f(a4) = (a3/a4) 

f(d) = (drd)

0, ha к f i ^ к f j 

íal'a4}, ha к = i

^а2,аз1 '
Az vA által fölismert erdő, T = T 

T nem lehet zárt,

A00 = n)(k = 1,2es r,

ha к = j .
*x

(Jt) = {f (x1,xj)j.x {fCx^x^J 1.

hiszen minden t £ T.
X ■1

talmaz két x^ szimbólum között legalább egy x..-t, viszont 

Д( T. T)-ben vannak szomszédos x.-ket tartalmazó határú fák
^ X . > дл. 1

Hasonló okból a (t) 1 és а р(т

T fa határa tar-т. x.
í

t) erdő sem lehetis. Í • • • 9

zárt.D

Ezek a negativ eredmények, valamint a 2. következmény 

uj, D-reguláris műveletek bevezetését sugallják a következő 

módon. Tetszőleges T. ,T~ C T_ -re legyen1 Z £ , П

(i) A-egyesités, Q) : T^ © T2 = A(t1U T2)

(iil A -x^-szorzat,

és (iii) A -x^ -iterált, ®x

.T2)
1

x 1 ® x T2 A (T ^ ^ 
i i

X : (TiP =a((tP) .
© : T

6. lemma. A D-reguláris műveletek megőrzik a regulari-

tást és a felszálló automatákkal való fölismerhetőséget.

Bizonyítás. Következik a reguláris erdők Kleene-tételé-

ből /3.2. tétel/ és a 2. következményből.

7. lemma. Érvényesek a következő azonosságok

(i) T1 Q) T2 = AÍT-j) @) A(t2) , 

í11' T1 0 x.T2 “A(Tl' © X.AP' >
TXX1 = (A^pi.(ül)
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Bizonyítás. Az előző azonosságok következnek az alábbi­

akból, ha cf ^-et alkalmazzuk mindkét oldalukra.

00 cf(Tx U т2) = cf(ЛСтх) и Л(т2У) , 

t**) ^(тг^т2) = (Г(ДСТд) .х.Л(т2)) , 
(X X X) é(r^Ki) = сГ((A(t)) Xl) .

A 4.1. lemmában bizonyítottuk, hogy сГ fölcserélhető a re­

guláris műveletekkel. Könnyen belátható az is, hogy tetsző­

leges T erdőre cT(ACt)J = (_t) . Ebből a két megállapításból

már következik (X) — (X X X) .□

Vezessük be a % reguláris kifejezés l(0C(( D-reguláris 

interpretációját:

(i) ha AC = ф, akkor 1(^(1 az üres erdő,

(ii) ha X = p (p6TF) , akkor IMI = {p] ,

(iii) ha IC = (^x+^2^ ' akkor IMII = M ^ ® IM2^ '

(iv) ha i< = (M^iK2) ’ akkor IMII = IIК

(v) ha M - (IC/1, akkor ||jC(( =

T D-reguláris erdő, ha T =1|4С|| valamely % reguláris ki­

fejezésre .

8. lemma. Tetszőleges % reguláris kifejezésre 

IMI = Л(("VGI) teljesül.
Bizonyítás♦ Végezzünk a Aí-ban előforduló műveleti je­

lek száma szerinti teljes indukciót I

af Ha 1L nem tartalmaz műveleti jelet, -AC = 0 vagy

X= p lehet, ekkor triviálisan teljesül az állitás. 

b/ Tegyük fel, hogy a 4C-nál kevesebb műveleti jelet 

tartalmazó reguláris kifejezésekre igaz az állitás.

.«2II' 1

1
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Legyen először X = (j(^ + ekkor

паи* IHC^I© I1X21! =a(h%1ii u i\x2n) =
= Д(Д0%!) и дсис2!)) = Д(исд1 yj \v.2\) =A((ai) .

A harmadik egyenlőségnél az indukciós feltevést, 

a negyediknél a 7. lemmát használtuk. 

a= (^i^)-re és К = (Xj) 

nyitható az állítás. □

Az előző eredményekből már egyszerűen levezethető a fel­

szálló automatákkal fölismerhető erdők Kleene-tétele:

9. tétel. A D-reguláris és a felszálló automatával 

fölismerhető erdők megegyeznek, és ez a kapcsolat mindkét 

irányban effektiv.

Bizonyítás. Legyen először ol felszálló automata,

T = T (X). A 3.1. és 3.2. tétel szerint effektiven megadható 

olyan leszálló automata és 1-C reguláris kifejezés, hogy 

T = т(Л) = тСВ) = |a| . Mivel a T fölismerhető erdő zárt, 

a 8. lemma alkalmazásával ebből T = Д(т) = A(liCl) = H'Klf

* i-re hasonlóan bizo-

adódik.

Fordítva tegyük fel, hogy T = ЦХЦ a X reguláris ki­

fejezésre. Ismét a 3.1. és 3.2. tételt alkalmazva effekti­

ven megadható а |a| -t fölismerő C nemdeterminisztikus fel­

szálló automata. A 3.8. tétel alapján föltehető, hogy C 

normalizáit. Megkonstruálva a ?C hatványautomatát az 1.

lemma szerint

T(?C) = Д(т(С» = ДС\ДС1) =№СП -

/Az utolsó egyenlőség a 8. lemma alkalmazásával adódik./ D
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Megjegyzés. A bizonyítás mindkét részében erősen ki­

használtuk a reguláris erdők Kleene-tételét /3.2. tétel/. 

Lehetett volna ettől függetlenül bizonyítani, de akkor a

bizonyítás jóval hosszabb lenne.

A zártság fogalmát a ^ n 

cáira kiterjesztve könnyen jellemezhetők azok a kongruen-

szabad algebra kongruen­

ciák, amelyek tetszőleges osztályainak egyesítése fölis­

mer thető erdőt ad. A ^ fölötti (2 kongruenciát nevez-F, n
zük D-kongruenciának, ha tetszőleges olyan T á Tp ^ er­

dőre, amely előáll a szerinti osztályozás bizonyos

osztályainak egyesítéseként, teljesül

) (t G ACt) ^(3t£TF>n)(t 6 T & t q t)j.(Vt 6 TF,n

véges indexű kongruencia tetszőleges 

osztályainak egyesítése akkor és csak akkor ismerhető 

fel felszálló automatával, ha (0 D-kongruencia.

Bizonyítás. Ez a tétel az Тд = TREQ П Tc egyenlő­

séget felhasználó átfogalmazása a reguláris erdők Nerode- 

tételének /3.3. tétel/. □

10. tétel. A (0



57

6. A Myhill- és a Nerode-tétel általánosítása

felszálló automatákra

Az előző fejezetet záró 5.10. tételnek két szépséghi­

bája van:

(1) a X "leszálló” algebra kongruenciáival reprezentál-F,n
ja a fölszálló automatákkal fölismerhető erdőket,

(2) nem reprezentálható minden felszálló automatával fölis- 

merhető erdő D-kongruenciával, mivel az osztály nem 

zárt a komplementer-képzésre.

A következő eredmények ezt a két hiányosságot küszöbölik 

ki. Vizsgálataink a szabad fölszálló automata fogalmán ala­

pulnak, tárgyalásmódunk a BRAINERD fl968j-hoz hasonló.

Ebben a fejezetben a polinomokat zárójel nélküli lengyel 

prefix jelöléssel Írjuk, és uj leképezéseket vezetünk be az 

előző két fejezetben használt <T-k helyett.

Tetszőleges i,n £, N és T é T„ -re legyen
£ fii

y.(T) = mif^tT) /{XiY) és y(n)(T) =U(y.(T) I i = 1 n).t • • • t

Itt is elhagyjuk később az (n) felső indexet.

Ha az egyetlen у szimbólummal generált ^ 

felszálló algebrát tekintjük /ez felel meg az egy kezdőál- 

lapotu felszálló automatáknak/, az у generátorelemet а A, 

üres szóval azonosítva ^

^(Тр n) ághalmazzal.

A T С T

а \ végtelen felszálló automatát értjük, ahol

szabad

tartóhalmaza azonosítható a

erdőhöz tartozó szabad felszálló automatánF,n
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$ a X által generált szabad felszálló algebra,F ,X

2 = (^Ct) •'2fntT0-f ® •

erdőre t(Cjt) = Д(т ). 

Bizonyítás, t £ T(<^T)4>(\/1 é i £ n) (y±(t) <1 у±(.т)) Ф=> 

<=Ц\/1 ^iín) (сГ±(Л)С сГ±CT>) ф» cT(t) £ сГ(Т) t £ лет) . □

1. lemma. Tetszőleges T £ TF,n

2. következmény. A szabad automatával fölismerhető 

erdők osztálya éppen 3-^.

3. következmény. A T zárt erdőt fölismerő bármely

normalizált összefüggő Л = ,а',aу felszálló automata a

C^T szabad automata homomorf képe.

Bizonyítás. Világos, hogy összefüggő és normalizált. 

Mivel az Л automata összefüggő, a 2.2. lemma miatt az Щ al­

gebra a szabad fölszálló algebra homomorf képe a

: X -» aQ homomorf izmus mellett. Az automata normalizált- 

sága azt jelenti, hogy bármely 1 £ i £ n-re és g£Tf
5 ’

igaz a

-re

g £ ^IT) фф ^(g) C A(i)

ezért ^(yi(T)) = A ^ és ^ ^'(a = у^(т) .

Ebből már következik, hogy Л a (^T homomorf képe.

y^(T) tekinthető Fj- fölötti közönséges nyelvnek. Je­

lölje a y^^T) <=. /közönséges/ Nerode-kongruenciáját.

A T erdőhöz tartozó Néródé-kongruencián az F^ -on értelmezett

ekvivalencia,

n)<?T = n(?i|i - 1.2 f • • • r

relációt értjük.

lemma, (i) T kongruencia a (|T szabad automatán,

(ii) <^T bármelyik kongruenciája finomítása fed­
nek .

4.
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Bizonyítás. (i) Ismert, hogy а Nerode-kongruenciák

kongruenciák lesznek a szabad unoidon. Ezért Зт is
?F,7L

4^
, de akkor a 2.3. lemma szerint akongruencia TL . -n * cT ^

szabad fölszálló algebrán is kongruencia. Mivel bárme-

у±Ст) elő-lyik ^^-nek finomítása, tetszőleges 1 

állítható bizonyos (^-osztályok egyesítéseként. Ezért 

kongruencia a automatán is.

élé n-re

(ii) Következik abból, hogy a legdur­

vább olyan kongruencia, amely finomítása bármely (^K-nek 

(l é i é n), s igy a legdurvább olyan kongruencia, amelynek 

osztályaival a végállapot-vektor y\(T) komponensei bármely 

léié n-re előállíthatok. □

5. tétel. Legyen T fölismerhető erdő. A T-t fölismerő 

összefüggő normalizált felszálló automaták között létezik 

izomorfizmus erejéig egyértelműben meghatározott minimális 

állapotszámu automata és ez izomorf ^т/(?т “vei.

Bizonyítás. A 3. következmény szerint ha T = T (Я), Л

összefüggő és normalizált, akkor Ж a <~j.T homomorf képe, ezért

fölötti kongruenciára /v.ö. 3.6.^ ^^т/(9 valamelY $ 

tétel/. Mivel a 4. lemma miatt (Э é ^T, |a) ^ | .

^T/<?TEgyenlőség csak a esetben lehetséges, tehát

valóban az egyetlen minimális automata.

A 3. fejezet végén idézett eredményekből következik, 

hogy ha X nem összefüggő vagy nem normalizált, akkor is

Az 5. tétel a GÉCSEG és STEINBY [1978] - 

ban bizonyított eredménynél gyengébb, mivel ezen az utón 

kaptunk algoritmust ^т/р meghatározására.

A minimális automatával kapcsolatos a következő prob-

igaz Ul ? |gf>x/?t| .

nem
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léma is. Az előző fejezetben vizsgált hatványautomata" 

konstrukcióra visszaemlékezve fölvethető az a kérdés, hogy 

ha a T £ 1 erdő n állapotú nemdeterminisztikus fölszálló
Jr\

automatával ismerhető fel, nem létezik-e olyan 2n-nél ki­

sebb K(n) korlát, hogy T mindig fölismerhető K(n)-nél keve­

sebb állapotú felszálló automatával. A válasz a következő

6. tétel. Ha F nem unáris tipus, akkor bármely n £ N-re 

létezik olyan n állapotú Cn nemdeterminisztikus felszálló 

automata, hogy a vele ekvivalens minimális állapotszámu 

összefüggő normalizált felszálló automatának 2n állapota van.

Bizonyítás. A MOORE [l971~j cikkben megtalálható a té­

tel bizonyítása unáris F-re, ha |f| >. 2. Moore megkonstruál­

ja n állapotú közönséges nemdeterminisztikus automaták olyan 

(Bn|n 6n| sorozatát, amelyekkel 

terminisztikus automatáknak 2n állapota van.

Ezt fölhasználva könnyen bizonyítható a tétel nem uná-

ekvivalens minimális de-

ris F-re is. Legyen Cn tetszőleges olyan nemdeterminiszti­

tartalmaz В -nel izo- nkus felszálló automata, amelyre Cn^ 

morf F-részautomatát, és T(C_) £ • Ekkor a C -nel ekviva-

lens minimális felszálló automata állapotszáma 2n. /Keve-

B -nel izomorf F-részauto- 
Т\)Л n

matájához is meg tudnánk adni vele ekvivalens, 2n-nél ke­

vesebb állapotú automatát./□

A következő állitás a Myhill- és a Nerode-féle tétel

sebb nem lehet, mert akkor C

általánositása.

7. tétel. Tetszőleges T zárt erdőre ekvivalensek a

következő állitások:
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(i) T véges felszálló automatával felismerhető,

(ii) £>T véges indexű kongruencia a ^ 

szálló algebrán,

(iii) a algebrán megadható olyan véges indexű

kongruencia, hogy bármelyik у.^(.Т) (l é? 1 < n) 

előállítható ^-osztályok egyesítéseként. 

Bizonyítás, (i) =£> (ii) 1 Ha T véges fölszálló automa­

tával fölismerhető, akkor az 5. tétel alapján a T-t fölis­

merő minimális 

véges indexű.

szabad fel-

állapotszámu automata véges, ezért

(ii) (iii) : teljesiti az (iii)

feltételeket.

(iii) =£> (i) : Az (iii) tulajdonságú () relá­

ció kongruencia a szabad automatán

fáktorautomata a 3.7. 

tétel szerint T-t ismeri föl.D
A <ít/? végesis.
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7. A felszálló automaták, a reguláris fanyelvtanok és a

környezetfüggetlen nyelvek kapcsolata

A 3.4. tétel szerint a reguláris fanyelvtanokkal gene­

rálható erdők megegyeznek a leszálló automatákkal fölismer­

hető erdőkkel. Most olyan speciális fanyelvtanokat definiá­

lunk, amelyek hasonló kapcsolatban állnak a fölszálló automa­

tákkal fölismerhető erdőkkel.

A P = (Q,F,P,S^ reguláris fanyelvtant D-regulárisnak 

hivjuk, ha

(i) S = {sj egyelemü halmaz,

Bármely (q,f) £ QXF-hez pontosan egy olyan sza­

bály van P-ben, amelynek bal oldala q és jobb ol­

dala f-fel kezdődik.

1. tétel. A T erdő akkor és csak akkor generálható

ii

D-reguláris fanyelvtannal, ha fölismerhető fölszálló auto­

matával .

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy T = T(oí) valamely 

<k = £ui,a',a) F tipusu n-változós felszálló automatára. Konst­

ruáljuk meg a következő П = <(Q,F,P,S^ F-tipusu n-változós 

reguláris fanyelvtant. Legyen Q = A, s = a' ésPaz

'

(x = 1,2

akl £ P Ф» fl1(a) = (a1 

a £ A

(1) f (al

(2) a ->xt £ P

összefüggésekkel adott. A műveletek determinisztikusságából 

következik, hogy f D-reguláris fanyelvtan. A T(pJ = 1(A) 

egyenlőséghez elegendő a következő ekvivalenciát belátni

a - -> t в e * f9 * в • 9

(i) n)<=> 9 » • • 9
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tetszőleges p £ T és a £ A-ra:F,n

A *a £ o( (p) <$=£> a p.(*)

Ezt az állitást p magassága szerinti teljes indukcióval

igazoljuk.
X ia)

d (p) = A , igy (2) miatt teljesül (-*-).

A tetszőleges. Tegyük 

fel, hogy a p-nél kisebb magasságú fákra igaz (H)• Ekkor

Ha p = x^, 

Legyen p = f px és a'PkV • • •

a 6 <Лр) (а) П TTfe^Pj) | i = 1
fW(a) = (a1

ak) С P & (V 1 ^ i £ k) (a± -=p* p.) ф=> a ^ p.

к) ф ф 4=> 

ak) gr (\/ 1 é i Í к) (а £ <?( (p^í)/ • • • /

<£=> a f (a.^,. • • f

Az utolsó előtti lépésben az indukciós feltevést és az

ak) £. P ekvivalenciátf*(a) = ( ах a^) <£=> a f (ax f • • • Pt « • • 9

használtuk.

Fordítva, tegyük fel, hogy T — T(rj a P = <(Q,F,P,S^ 

F tipusu n-változós D-reguláris fanyelvtanra. Konstruál­

juk meg az Jt-{írt ,a',a^ automatát, ahol W = (a,f), A = Q, 

a' = s és

(3) fU(a) = (ax

(4) a é АЫ

ak) О a f (ax ak) £ P

a -> xi 6 P (i = 1,2,.

9 • • • ff • • • 9

n).<Ф=> • • Г

(3) - (4)-et és a D-reguláris fanyelvtan definícióját össze­

vetve látható, hogy jt felszálló automata lesz. Alkalmaz­

zuk ^t-ra a bizonyítás első részében leirt konstrukciót. Mi­

vel (Д)Ф=^>(3) és (2) <=ф (4) , visszakapjuk az eredeti Г fa­

nyelvtant. Az első részben bizonyított állítás szerint te­

hát T (jU = T(Pj .

A faautomaták felhasználhatók nyelvek felismerésére. 

Az Л. n-változós automata által fölismert nyelven az
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ь(Л) = fr т Ш С х*

nyelvet értjük.

Régóta ismert eredmény, hogy a leszálló automaták 

pontosan a környezetfüggetlen nyelveket ismerik föl, sót 

egyetlen kétváltozós és egyetlen O-változós művelet is ele­

gendő az összes környezetfüggetlen nyelv fölismeréséhez 

/ld. THATCHER [1967], MAGIDOR és MORAN [1969]/. Az álta­

lunk definiált felszálló automaták az F„ = 0 kikötés miattо
csak ?V-mentes nyelveket tudnak felismerni, rájuk a követ­

kező eredmény igaz:

2. tétel, (i) Legyen F tetszőleges tipus, n в N. Ha Jt 

F tipusu n-változós felszálló automata, akkor L(Л) c X*

A-mentes környezetfüggetlen nyelv.

(ii) Tetszőleges L C X* 

független nyelvhez megadható olyan F = F^ tipus és F tipusu 

n-változós felszálló automata, hogy L = L(c7Íj.

Bizonyítás. Mivel C ki­

vetkezik a leszálló automatákra vonatkozó emlitett eredmény­

ből. Itt az 1. tételen alapuló egyszerű bizonyítását ismer­

tetjük. A T(oO erdő az 1. tétel szerint generálható valamely 

P = <Q,F,P,s> F tipusu n-változós reguláris fanyelvtannal. 

Konstruáljuk meg azt a G = <[Q,Xn,P,s^> környezetfüggetlen 

nyelvtant, amelyben 

(5) q —? r^

X-mentes környezet-

, a tétel első állitása kö-REG

rk> £ p-f (rxrk t P q 9 *» • • fв о в

(6) q в Р q ->xi £ Р,

és Р az (.5) , (б) által meghatározott szabályokból áll. L(G) 

A-mentes, mivel P nem tartalmaz q->X szabályt. Tetszőleges

^xi
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-re a levezetés hossza szerinti teljes indukció-t € TF,QUXn 

val igazolható az

S t S z=5>* fr(t)P о

ekvivalencia. Ebből LСЛ) = frT(r) = L(G) következik, tehát

L (jt) valóban környezetfüggetlen nyelv.

A második állitás bizonyításánál föltehető, hogy L a 

G = ^Q,X ,P,s^ Chomsky-normá1forrnáju nyelvtannal adott, az­

az P szabályai

(7) q гхг2

és (8) q x±

alakúak /Id. SALOMAA [l973] /. Sorszámozzuk meg P (7) alakú 

szabályait, legyen к darab ilyen szabály. Definiáljuk a 

P = <Q,F,P,s> F tipusu n-változós reguláris fanyelvtant, 

amelyben Q = QU(dJ, F = F^ = {f д , . 

szabályokat tartalmazza:

(9) q -=> f r^ ,r2) £ P ^P i-dik szabálya (7) alakú 

és q r2^r2 ,

(ló) q -^f^Cdjd) £ P P i-dik szabálya (7) alakú és 

nem q-val keződik,

(11) d ^f.(d,d)6P

(12) q xi £ P q -»x± £ P.

Az igy megadott P-ra a tétel első állításának bizonyításá­

ban leirt konstrukciót alkalmazva olyan G, nyelvtant kapunk, 

amely ekvivalens az eredeti G-vel, hiszen а Г =t>G^ konstruk­

ciónál а Г (LÓ) és (ll) szerint képezett szabályaiból szár­

mazó G-^-hez tartozó szabályok "haszontalanok", fölhasználá­

sukkal nem vezethető le egyetlen w £ X* terminális szó sem. 

(9) - (12) -bői az is következik, hogy P D-reguláris fanyelv-

és P a következő• • !

k) ,(i = 1,2 9 * • « t

—

■bí

$s> %r::-
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tan. így az 1. tétel és mostani tételünk már bebizonyított 

első része szerint valamely jfc F tipusu n-változós felszál­

ló automatára érvényes az

L (jt) = frT(^) = frT(P) = L(G^) = L (G) = L egyenlőség. О

Már az előző tétel bizonyításából sejthető az alábbi 

negativ eredmény.

3. tétel. Legyen F = = { f] és n 3 2, Ekkor létezik

olyan L с X* A-mentes környezetfüggetlen nyelv, amely nem 

ismerhető föl F tipusu n-változós felszálló automatával.

Bizonyítás. Korábban láttuk, hogy a T = {f(x-j ,x2) ,f(x2,x^)j 

erdő nem ismerhető fel fölszálló automatával, ebből adódóan 

L = {xjX2,x2x^ sem ismerhető föl a tételben megadott tulaj­

donságú felszálló automatával. □

Megjegyzés. A bizonyításban fölhasznált L nyelv regu­

láris, ezért az előző tétel a A-mentes reguláris nyelvekre

is igaz.

Valószínűleg igaz az az erősebb állítás is, hogy tet­

szőleges F = F2 típushoz megadható olyan L Я-mentes környe­

zetfüggetlen /reguláris/ nyelv, amely nem ismerhető fel F 

tipusu felszálló automatával.

Az n ^ 2 feltétel szükségességét mutatja a következő 

pozitív eredmény.

4. tétel. Legyen F = F2 = [f] és n = 1. Ekkor az F 

tipusu egyváltozós felszálló automaták pontosan az 

lötti А-mentes reguláris nyelveket ismerik föl.

Bizonyítás. Mivel minden L Q X* környezetfüggetlen 

nyelv reguláris /Id. SALOMAA [l973j/, a 2. tételből követ-

fö-
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kezik az egyik irányú állitás.

Forditva, legyen az L C X* tetszőleges l-mentes regu­

láris nyelv a G =<Q,Xn,P,s> nyelvtannal adott, ahol P sza­

bályai

(i) q —>xxr 

és (ii) q

alakúak, q,r £ Q, valamint q -> x^r £ Pß q—?-x^s £ P =£> r = s. 

Ilyen G megadható, Id. SALOMAA [1973] . Konstruáljuk meg a 

következő P = ( Q,F ,P, s)’ fanyelvtant. Q = Q\J{v, d] , P=P^\JP?UP3, 

ahol

P1 = í 4 ->fCv,r)|q -^r e P],

P2 = [q -^xi|q ^ xi 6 P] , 

és P^ ={v—>f(d,d), d f(d,d), v -> x 

A frT(p) = L (G) egyenlőség az előző tételekhez hasonlóan bi­

zonyítható. A G-re kiszabott feltételekből következik, hogy P 

D-reguláris. Az 1. tétel szerint létezik olyan Ji F tipusu 

egyváltozós felszálló automata, amelyre

il-

L(ot) = frT(P) = L(G) = L

teljesül. □

Tetszőleges F tipusra és L £ X'n~ra legyen fr 

= {t|t 6 fr(t)ÉLj.
ben /ld. GÉCSEG és STEINBY [1979] / az alábbi negativ ered­

ményt kapjuk.

5. tétel. A fr ^ függvény nem őrzi meg a fölismerhe­

tőséget. Pontosabban tetszőleges nem unáris F típushoz és 

n £ N-hez megadható olyan L £ X* 

amelyre fr 1 L

Bizonyítás. Elegendő az n = 1 esetet vizsgálni. Az 

általánosság megszorítása nélkül föltehető F2 ф 0 és

L =

A leszálló automatákkal ellentét­

el -mentes reguláris nyelv,

nem ismerhető fel fölszálló automatával.
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f £ F2* Le9Yen L = {xlxll * Е^ког = £(х^,Хт) és 

t2 = f(f(x1,x1) ,f(x1,x^) fr 1 L

= f (x^,f (х^,Хц)) ф fr 1 L , azaz fr ^ L 

és igy nem ismerhető fel fölszálló automatával„ □

-ben van, de

nem Д-zárt,fc3
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8. Felszálló automaták kompozíciói

Ebben a fejezetben a GLUSKOV [1963], [l964] -ben beve­

zetett általános kompozíció fogalmát terjesztjük ki felszál­

ló automatákra. Vizsgáljuk a GÉCSEG és PEÁK [1972^ , vala­

mint GÉCSEG [1974^ speciális kompozícióinak megfelelőit is.

A fejezet eredményei közönséges automatákra nagyrészt is­

mertek. Elsődleges célunk az volt, hogy bemutassuk azokat 

a módszereket, amelyekkel ezek az eredmények meglepően egy­

szerű módon általánosíthatók felszálló automatákra. Leszál­

ló automatákra történő általánositások találhatók például 

a MAGIDOR és MORAN [1969] , RICCI [1973] , STEINBY [l977a] 

munkákban.

A közönséges automaták kompozícióinál megszokott mó­

don az automaták kezdőállapotát és végállapot-vektorát fi­

gyelmen kivül hagyjuk, tehát valójában felszálló algebrák 

kompozícióit tekintjük. Ezért a továbbiakban automaták he­

lyett algebrákról beszélünk, és az ennek megfelelő jelölé­

seket használjuk /ld, 2. fejezet/.

Legyen R tetszőleges, de erre a fejezetre rögzített 

véges rangtipus. Minden, a továbbiakban előforduló Vt=^A,F^ 

algebráról föltesszük, hogy A és F véges halmaz, valamint 

R(f) = R. /Ha R = (1^, akkor a -véges unoidoknak tekintett - 

közönséges automatákra vonatkozó megfelelő fogalmakat és 

eredményeket kapjuk./

Jelölje К(R) az összes R rangtipusu véges algebra

«i =<vFli’>wk a k(r)osztályát. Legyen к £ N, ést • e • r



70

к), F tetszőleges tipus, R(f) = R, továbbá

X F ^ aritástartó leképe-

k), j £ N, f £ F.-

(i = 1,2 

T: Aix
9 ° * 9 9

ll'x. X Ak x F -» F 

zés, azaz bármely a.. £ A^

© • ©О ©

(i = 1,2 / • • • 9

re

ak,f) £ F.a,x

Konstruáljuk meg az (Я = (A,F^ algebrát, amelyre

k) és bármely a £ A, f £ F, =

bj), ahol Y(ü,f) = (f ^

bmj) (m= l,2,...,k), végül

bk.) (i = 1,2

(k)Т(аг 9 • • • 9

A = TTfA.li = 1 j-re9 • * * /

flk)),fM(ä) = ( bi 

£<”°(am) =(bml
9 • • * 99 • * • 9

9 • • • 9

• , j) •—i = (bli'b2i 9 * •9 • • • /

V(k algebrák Yvisszacsato- 

lási függvénnyel képezett általános szorzatának nevezzük,

Ül algebrát azEzt az 9 • • • 9

к
= ТГ 1iíi[F ,Y] -vei jelöljük.

i=l
és

Ha bevezetjük a = 'ítj'Y függvényeket, akkor 

irható, aholT=(Ti 7 * • ® P

k) .(i = 1Ti : A, x X F* *Ak 9 9© 91

A Y visszacsatolási függvényre tett különböző kikötésekkel

definiálhatjuk az általános szorzat speciális eseteit.к _
Legyen i £ N . Az ül = ТГ \JL[F,Yj szorzatot o(.~

j=l 3
zatnak nevezzük, ha bármely то $ j + i, j = 1,2 

tén Yj nem függ 171^, -tői.

Ha Y nem függ egyetlen üt^-től sem, tehát 

Y : F F ^ X. . 

kvázidirekt-szorzat.

szor-

k ese-9 • • • f

= fttjF.r]
j=l J

X F ^ leképezés, akkor 'Üt« ©

F ^ ^ kj is teljesül,(j = 1Végül, ha még F = / • • • 9
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és Y(f) - (f f) bármely f £ F-re, akkor a 2. fejezet­

ben bevezetett direkt szorzat fogalmát kapjuk.

ß • • • 9

Nevezzük az általános szorzatot G-szorzatnak, a kvá-

zidirekt-szorzatot Q-szorzatnak, a direkt szorzatot D-szor- 

zatnak. A továbbiakban a 0, 0^, $2 jelek a G,D,Q, (i 6 NQ) 

bármelyikét jelenthetik.

<& = <B,f) algebra izomorfan /hq-

szorzatba, ha

Azt mondjuk, hogy a 

momorfan/ beágyazható az - TT tX±[F,Y] 0-
i=l

megadható olyan JC6Sub(ÜÍ) és ^ : С -» В leképezés, hogy 

izomorfizmus /szűr jektiv homomorfizmus /. Ekkor i/í-t a

izomorf /homomorf/ 0-dekompoziciójának is mondjuk. Az

izomorf /homomorf/ 0-dekompozició valódi, ha |A..| < |B|

(i = 1 к). X? izomorfan /homomorfап/ 0-irreducibilis, 

ha nincs valódi izomorf /homomorf/ 0 -dekompoziciója. Az 

M C K(R) halmaz I0(M) izomorf /homomorf/ 0-lezárá­

sán az összes olyan X algebra halmazát értjük, amelynek

t e • • f

létezik M elemeiből képezett izomorf /homomorf/ dekompozi- 

ciója. M izomorf an /homomorf ап/ 0-t.el jes, ha I^(m) =

M minimális izomorfan /homomorfап/ 

0-teljes, ha tetszőleges АЛ £ M-re M = М-{ЧЛ] már nem izo­

morf an /homomorf ап/ 0-teljes.

Azt mondjuk, hogy a Qj-szorzat izomorfan /homomorfan/

= K(íO ( H0(M) = K(R)) .

általánosabb a 0^-szorzatnál, ha bármely M й K(R) esetén

és létezik olyan M é K(R),VM)- VM) (\(M) - H
hogy I@ Cm) 5 i0 (m) (h0 (m) 5 н@ (Й)) . 

1 2 1 2

(9

Világos, hogy ha az M rendszer izomorfan 0-teljes, 

akkor homomorfan is 0-teljes. A megfordítás egyetlen 0-ra 

sem igaz. Legyen 0 tetszőleges, akkor érvényes az
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1. tétel. Létezik olyan homomorfan 0-teljes rendszer, 

amely nem izomorfan 0-teljes.

Bizonyítás. Legyen M tetszőleges izomorfan 0-teljes

rendszer. Ekkor az fc= egység is I^CMj-ben

k) és

van,0
azaz létezik olyan к £ N, Vb в M (i = 1 

к
If Ijfj- [f,Y] 0-szorzat, hogy
i=l
A 'Yvisszacsatolási függvény definíciója szerint az M elemei­

ből képezett 0 -szorzatnak csak akkor lehet egyelemü rész- 

algebrája, ha van olyan Vlm= (a^, в, M, hogy

/ • • • 9

E=w esnbí f flijpl]].
4 i=l

(Уг € R)(3g € <^°)(3a £ Am)(g(a) = (

Képezzük az M = ■[ 3Jl_. | í/l j £ м^

*,a)) *3, p cl ff л •

rendszert, ahol

= tn, .1/ ha Vb-re nem teljesül LX), akkor Vb 

2/ Ha Vlj-re teljesül (X) , akkor VIj = <(Äj,G^^,Äj.=A.U В., ] 3 3

Bj = { a*|(3r €. r) (3g C g] (g j(a) =

a* £ B..-re 

VU
g а) ф (a,a 

aK) , ha g'ba) = (

a)) ,( a, a,. . * t

(j)és bármely g £ G

g (a) = g ^a),

g -4a) = C a ,a
- ... ^j/ ^jvégül g JQa J = g J

Mivel M egyetlen algebráján sem teljesül (X), M nem lehet 

izomorfan 0-teljes.

Megmutatjuk, hogy M homomorfan 0 -teljes. Legyen

, a £ Aj,

a) ,ha f ® • f

a) ,a,a,P * Г • • • f

(a) .

n
Г= ^ C ,H^ tetszőleges algebra, 7f а £ izomorf 0-

m=l
dekompoziciója a

^ : T)-v П izomorfizmus segítségével.

X) 6 Sub^ Tf részalgebra és a
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I, «mMln _ m=l
mely a £ Tf Ä és h £ H esetén 

m=l

£ (a»h) = \ (a,h) és

Képezzük M elemeiből а szorzatot, ahol bár-

a, ha a£'[f Am, 
m=l n

az az a G ТГ A^ vektor, amelyet úgy 
m=1 *kapunk, hogy a minden aalakú kompo­

nense helyett a^-t Írunk.

Az 'Utj algebrák definíciójából adódik, hogy

a =

5 =<D,h) (d= {d jdéD)
n _ — _

a «.[H,5 J szorzat részalgebrája és a ^(d) = >^(d) leké­
rnél ^

pezés ^ JC szürjektiv homomorfizmus lesz.D

A következő tétel bizonyításában szükségünk lesz az 

= <(a^ ,F I i = l,...,k] algebrák F-direkt összegének

fogalmára. Ezen az VI = ^A,f)> algebrát értjük, amelyben

^ , V^4) típusok di- 

. ,k) és bármely 

(f,j) G F-re V(f,j) = Vj(f). A műveleteket a következőkép­

pen értelmezzük: tetszőleges (a,m) £ A és(f,j) G F esetén

=tn és

k)U{*l , <F,V> az ^F

= I í = 1
A = J[(a.[ i = 1 

rekt összege, azaz F

9 • « * 9

9 • •

ЛЛ ,
(f Г j ) (a,m) = ( (a1#m) (an,m)J; ha j9 * ° *

Wi/ . ,f 3(a) = (ax

(f,j) (a,m) = (*,*

aJ'9 » * • 9

*), ha j ф mp m * m p

= (*,X *)•valamint p*9*p

2, tétel. Ha nem létezik véges homomorfan 0-teljes 

rendszer, akkor van olyan M homomorfan 9-teljes rendszer, 

amely nem tartalmaz minimális homomorfan 0-teljes részrend­

szert.

Bizonyitás. Legyen M = {'W.Ji £ n|algebrák olyan
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rendszere, amely nem tartalmaz izomorf algebrákat, de tet­

szőleges algebrához létezik olyan j index, hogy ^ - 1Л_. . 

Ilyen megszámlálhatóan végtelen M halmaz létezik, mivel rög­

zített R rangtipusu véges algebrákat tekintünk. M nyilván­

valóan homomorfan /sót izomorfan/ 0 -teljes. Képezzük az 

M = { i £ N] rendszert, ahol tetszőleges i £ N-re Ul^ az

{«jh - 1
0-teljes, hiszen az i/L F-direkt összeg bármelyik ténye­

zője izomorf 1/L egy részalgebrájával. Legyen M: 

az M tetszőleges izomorfan 0-teljes részrendszere. Megmu­

tatjuk, hogy M nem minimális. Legyen 1Л.. £ M tetszőleges,

tekintsük az M* = M - ^
jo

következően M és igy M* is végtelen. Legyen X7 tetszőleges

algebra, és tegyük fel, hogy & — Wj £ M.

. > max(j,i. ) , hogy M,
31 3o

"részalgebrája" reláció tranzitivitása miatt 

vagyis M* is izomorfan 0-teljes.O

Megjegyzés. A bizonyításból látszik, hogy a 2. tétel 

/amely egyébként a DÖMÖSI [1976^] 2. tételének általánosí­

tása/ izomorfan ©-teljes rendszerekre is igaz.

Azt mondjuk, hogy az M rendszer az erdőkre vonatkozó­

an Q-teljes, ha tetszőleges T £ 'í erdő fölismerhető M-

ből vett automaták valamely Ift = lf ^.[f,-^] szorzatához
i—1 1

tartozó ot - <(Ul,a',aj- normalizált felszálló automatával.

3. tétel. M akkor és csak akkor homomorfan 0-teljes, 

ha az erdőkre vonatkozóan 0-teljes.

Bizonyítás. Legyen először M homomorfan 0-teljes

i] rendszer F-direkt összege. M is izomorfan# • • • ff

30
M teljességébőlrendszert.

Mivel M* végte- 

£ M*. Alen, létezik olyan i
jl

£ subU^ )
ji
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rendszer, T = т(Ъ) tetszőleges fölismerhető erdő, ahol

<^«5,Ь' ,1b4) а <& = ( В ,F/> algebrához tartozó összefüggő,

normalizált felszálló automata. /Ilyen 'ТЪ létezik, ld.к
3.9. tétel. / Mivel M teljes, megadható 1Л= (J1^[f,3|/j 0-

i=l
szorzat, Г £ Sub(vi) és ^ : JC szürjektiv homomorfiz-

mus. Tb összefüggősége azt jelenti, hogy .&=^B,F^ =

= <( [b'J ,F^. Ezért létezik olyan c' £ ^ ^(b') , hogy a 

£ = <[c'],F> 6 Sub(ül) részalgebra homomorf lépe. A 

С=<£,с',с>, СЫ = Г) [c'] (i = 1

automatának homomorf képe , igy a 3.7. tétel szerint 

t(C) = t(B) . Abból, hogy Ь a C homomorf képe és Ъ nor­

malizált, következik, hogy C is normalizált.

Forditva, legyen M az erdőkre vonatkozóan 0-teljes,

n)9 • • • 9

itt *= <(a,f)> tetszőleges algebra. Konstruáljuk meg azt a

akl - Gi = Fi- ha 

Tetszo-

<2*>= ^ B,G^ algebrát, ahol В = A = (a^ 

i ф 2 és = F^ U (Ц /föltehetjük, hogy 2 £ R/. 

leges g 6 G-re és a^ £ A-ra

f • • * 9

gW(aj) , ha g ф h 

(aj+l mod(к); aj+l modCk^ '
g (aj) =

А lb =(& ,a.j,^4), a = A^

ha g = h.

= {aj egyváltozós G tipusu fel­

szálló automata összefüggő és normalizált. Valóban,

{ [aj ,g) és bármely a^ £ В-re T(.b,aJ ф ф. 7b minimá­

lis állapotszámu a T = T(Tb) erdőt fölismerő felszálló auto­

maták között. Ez abból látható, hogy a 

T = { x1,h(x1,x1) ,h(h(x1,x1) jhCx^x.,)) 

tartozó fáinak fölismeréséhez legalább к állapot kell, hogy

gyökértől mért távolságát mod(k) számoln^rr*^‘vN

] erdő TCSb) -hez9 • • •

a leveleknek a

■ t j-
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tudjuk. Kihasználva M erdőkre vonatkozó teljességét, léte-
k

olyan П= "íf 4* [g,?"[ 0-szorzat M-ből, hogy alkalmas
„V i=l 1

zik

= ca> választással a C = <X ,c' ,c^ normalizált 

felszálló automata T(P>)-t ismeri föl. Föltehető az is, hogy

c' és c

C = ^ E,c' rsty össze-C összefüggő, ha nem az, helyette a 

függő normalizált automata vehető, ahol

£ = { [c'J fG)r £* =(c^fj[c'j).

A 6.4. lemmából és 6.5. tételből adódóan a 7b minimális 

automata a C automata homomorf képe. Ezért & a n=([c'J ,g) £ 

€ Sub(C) részalgebra homomorf képe, vagyis j& £ H^(M) .

Mivel 1Л а -ЙГ F-részalgebrája, innen már könnyen adódik 

4Л£Нф(м), ha azt a £
A

amelyben a ^ : A^ X A2
- т«±Ы1 0-i—1 1

szorzatot vesszük, 

(k) visz- 

* А^ x F-re, 

,f). A £
JC = <( [c£J ,F^> részalgebrájának homomorf képe VI , П

<*>x. X Ak X F -> F . X F» о• о

szacsatolási függvény a megszorítása A^*
к a

azaz bármely a £

e e ®

f(a,f) = 5(a, f £ F-re

szorzat

Megjegyzés. Valószinü, hogy a tételhez szükséges az 

erdő-teljesség definíciójában a normalizáltság feltétele­

zése, bár ezt nem sikerült bebizonyítanunk. A GÉCSEG és 

HORVÁTH [197б] cikk leszálló faautomatákra tartalmaz hason­

ló erdő-teljességi kritériumot.

A 2.3. és 2.4. leiratához hasonló alapvető szerepe van 

a következő két leiratának, mivel segítségükkel kapcsolatot 

tudunk teremteni a felszálló algebrák kompozíciói és a kö­

zönséges automaták, azaz unoidok kompozíciói között.

A továbbiakban K(l) az összes véges unoid osztályát,

{ halmazt jelöli.m/a az
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4 „ lemma. Tetszőleges M с к(тС) rendszerre, ineKfR) 

algebrára és 0-szorzatra igaz

(i) 1Л€10(м) =Ф

(ii) U0H0CM) VI* t н0(Мл).

Bizonyítás. Legyen \Á = <(A,F")> izomorf az M elemeiből

szorzat & részalgebrájával.

j) a

képezett t = Ц ^[f^J 0“
i=l

Képezzük az rendszer Г algebráiból (i = 1

~jT Г. í~Fr,Yl 0-szorzatot, amelyben tetszőleges c £ Jí C. 
i=l 1/*L 0 J i=l 1
és f 6 F-re, valamint léké У(£) -re

Г • • • tV

g(j)).= (9 Q>

C/*= (.tCilF.r]} -

(li(•X) Y(c,fk) = (gk 'gk • • • pt • • •

(X) alapján nyilvánvaló, hogy

- ífyS’tri •
•^0 Sub(in/C) és

A 2.3. lemma állításaiból következik, hogy

Ha 1il a Ä részalgebra homomorf képe, akkor szintén

a <& homomorf képe.a 2.3. leiratával adódik, hogy \Jl
/*■ /'■

Legyen R tetszőleges rangtipus, j £ R. Az 1Л = < A,f"> 

R rangtipusu homogén algebrát j-homogénnek hivjuk, ha 

bármely к # j, f £ F^ és a £ A-ra teljesül f(a)=(a,a

A 2. fejezet hozzárendeléséhez hasonló kap-

csolatot definiálunk K(l) és az R rangtipusu j-homogén al­

gebrák között. Legyen 'Ut = (a,G^> tetszőleges unoid, a hoz-
/ A-5 vzá tartozó Vt = £A,F J > R rangtipusu j-homogén algebrát 

Aj /

a) .f • • • t

a következő módon kapjuk:

F J - U(f±3|í £ r) , F.i g(g £ g] és I F^:1| = 1, ha iíj.
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A műveletek realizálása bármely f 6 F J

a) , ha £ 4 Fj,

b) , ha f = g£Fj és g(a) = b.

Jelöljük az R rangtipusu j-homogén algebrák osztályát J(r)- 

rel.

és a £ A esetén:

(a,a / • • • 9
f (a) =

(b/b / • • • 9

5. lemma. (i) Az

К Cl) és JCR) között,

Cü) & € Sub(Ül) $ C Sub (%.),

(iii) üt -$> izomorfizmus /homomorfiz-

, beágyazás^ izo­

morfizmus /homomorfizmus, beágyazás/, 

Civ) J(íO zárt a H,S,P,I^,H0 operátorokra. 

Bizonyítás. A 2. fejezet lemmáihoz hasonló egyszerű 

számításokkal igazolható. □

6. lemma. Tetszőleges M £ к Cl) rendszerre, 

unoidra és 0 -szorzatra igaz

hozzárendelés bijekció

mus

M £ К Cl)

Ci) W £ I0(M) ФФ £ I0(M;,j) ,

ii Ül £ H CM) <=^ VI^ £ Нд(мя ) .
ü ' j ö j

Bizonyítás. Az Vt = C A,F> unoid legyen izomorf az M

szorzat rész­

algebráiból a

= f CJf.T] 0- 
1=1

elemeiből képezett £

rendszer J£unoidjával. Képezzük az M
m
Ti c
i=l 1

fii [f4y] a-
i=l Aj

szorzatot, ahol tetszőleges c 6

A-i
és f £ F -1

Cl) ha f^ Fj 3 , akkor YÍ£/f) = (f ^ 

atk

mellett

f'*') Я0, és f9 • • * f

egyetlen yCf) aritásu művelete k = 1 m-re,f ... r

A.
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(2) ha f = g £ F^ ^ , Y(c,g) = ( g ^

^ Y(c/g) = (g ^

) <F=>-cm)>gf • • •

) •(m)
»gf • © ©

Öта - .
а ТГ Г. [ F 3,y] szorzat ilyen választása mellett az

5. lemmából 1Л^ = £ Sub/"'[] . |jF Az előző
j 1 = 1 Aj '

konstrukció (1) és (2) szerinti megforditásával adódik az

i=l .1

iK^ £ IqCMa.^ ^ <C Iq(M) implikáció.
D

A homomorf lezárásokra vonatkozó állitás bizonyítása 

hasonlóan történhet.О

7. következmény. (i) Ha K(l)~nek nincsen véges izo-

morfan /homomorfan/ 0 -teljes M 

részhalmaza, akkor К(R)-nek sem 

lehet véges izomorfan /homomorfan/ 

0-teljes M részhalmaza egyetlen 

R rangtipusra sem.

(ii) Ha Q ф G, akkor nincsen véges

izomorfan 0-teljes rendszer egyet­

len R rangtipusra sem. 

iii Ha 0= D,Q,d(q akkor nincsen vé­

ges homomorfan 0-teljes rendszer 

egyetlen R rangtipusra sem.

Bizonyítás. (i) nyilvánvalóan következik a 4. lemmából.

(ii) közönséges automatákra, igy unoidokra 

igaz /Id. IMREH [l978] , ebből ti)

felhasználásával következik tetszőle-

is,

ges R rangtipusra.

közönséges automatákra igaz /ld. GÉCSEG 

és PEÁK [l972j , ezért (i) miatt tet­

tül)
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szoleges R-re is igaz.Q

8. következmény. Legyen 0^ és 0^ két tetszőleges szor­

zat. Tetszőleges R rangtipusu algebrákra vonatkozóan 0^ ak­

kor és csak akkor általánosabb izomorfan /homomorfan/ ö^-nél, 

ha unoidokra vonatkozóan általánosabb izomorfan /homomorfan/ 

0^-nél.

Bizonyítás. Egyik irányban világos.

Fordítva, tegyük fel, hogy 0^ izomorfan általánosabb 02~ 

nél az unoidokra vonatkozóan és M Q К ll) -re Iq (m)} Iq (.m) .

Legyen R tetszőleges rangtipus, j £ R. A 6. lemma szerint

In (m ) , tehát 0. az R rangtipusra vonatkozóan 
y2 1

is általánosabb izomorfan 02~nél.

A homomorf általánosságra vonatkozó állitás ugyanígy 

bizonyítható.

Vezessük be a "O^ izomorfan /homomorfan/ általánosabb 

0^-nél" állitás rövidítésére a 0^ 

jelölést.

9 2)0 2 (0i << iz hóm

9, következmény. Legyen R tetszőleges rangtipus,

ekkor

£zG'W D <iz2 <i24= <

(гл.) D ^hom^o ‘'bőm °^1 ’"hóm r'2 °

Bizonyitás. (i) közönséges automatákra ismert /v.ö.

IMREH [l97s3/ , ebből a 8. következmény 

szerint tetszőleges R rangtipusra adó­

dik.

(ii) unoidokra igaz /ld. GÉCSEG [1974J / ,

^iz^i ^iz* ^iz °^i+j iz ’ » eа оiz* ® a
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ezért szintén a 8. következmény miatt bármely 

R-re is teljesül. □

Tetszőleges 0 -szorzatra vezessük be K(R)-en a követ­

kező relációkat:

(i) 1Л izomorfan beágyazható valamely egy­

tényezős 0-szorzatába.

Cü) ÜUQ& és ^40Ut.
10. lemma, (i) reflexiv és tranzitiv reláció KO^-en,

(ii) £q végtelen indexű ekvivalencia K(R)-en, 

(iii) ha 0=£ D, akkor tetszőleges n 6 N-hez

megadható n elemű algebrák olyan véges 

Mn rendszere, hogy bármely Üt n elemű 

algebra £q -ekvivalens valamely &£ Mr- 

nel,

(iv) ha 0= D és F rögzített tipus, akkor

tetszőleges n 6 N-hez megadható n elemű 

F tipusu algebrák olyan véges rend­

szere, hogy bármely üt n elemű F tipu­

su algebra £D-ekvivalens valamely

M -sál. n
Bizonyítás. (i) nyilvánvaló, (ii) következik (i)-böl

és az W£q°G- (АI = I B| implikációból. Ciii) - (ivj abból

a megállapításból adódik, hogy tetszőleges r £ R-re az 

f : N -»Nr leképezések száma véges, ezért csak véges sok 

olyan n elemű algebra van, amelyek "lényegesen" különböz­

nek, azaz nemcsak tartóhalmazuk és műveleteik jelölése tér

el.

lemma. Legyen ,1^ d к (R) , M-, = {ÜL | i 6 i] ,11.
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M2 = í ± ( i 6 i] és bármely i £ I-re 1Л . <&. .

VMÍ = VM2> és VM1} - VM2>*к
Bizonyítás. Legyen VI = Д ÜíTf , YJ tetszőleges, Mx 

elemeiből képezett 0-szorzat. Tegyük fel, hogy W± = (a.,F^'\ 

a ^i £ M2 а19еВга egytényezős Jt^= «^[f ^

Ekkor

0-szorzatával izomoff a ^ izomorfizmus mellett. Képezzük 

azt a «& = lf szorzatot, amelyben tetszőleges
i=l к

• fbk) £ Д ^, f £ F esetén = YGf^bbf) ♦

^k^bk^) vektort jelenti./ A Y visszacsatolási 

függvény definíciójából látható, hogy <& is 0 -szorzat lesz, 

továbbá a Д: b -> ^ (Ъj leképezés izomorfizmusa ül -ra. Eb­

ből Ig(Mj) £ 1^ (M2) és Н^(Мд) C Hq(M2') következik.

és M2 szerepének fölcserélésével ugyanúgy igazolha­

tó a két fordított irányú tartalmazás. □

12, lemma. Legyen 1Л = ^A,F^ £ K(R) és M=(Y , • . . r&k^£K(R) 

tetszőleges. Ha Ül £ I^CM) , akkor ül izomorfan beágyazható 

valamely M elemeiből képezett legfeljebb К tényezős ©-szor­

zatba is, ahol К = k«b 'A' , b = max (|В^| | i

Bizonyítás. Ez a lemma az IMREH [l978] cikk 6. tételé­

ben igazolt állítás megfelelője, a bizonyítás megegyezik az 

ottanival. □

13. következmény, (i) Tetszőleges 0-ra, Ül £. K(r) -re

és véges M £ K(.R)-re eldönthető, 

hogy ül beágyazható-e izomorfan 

M-hez tartozó automaták 0 -szor­

zatába.

(ii) Tetszőleges 0 -ra és Ül £ к (.R) -re

ь = (ьг 9 • •

a (íl^l) 9 • • • 9

k).= 1 9 « * • 9
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eldönthető, hogy M izomorfan 0-irre-

ducibilis-e.

Bizonyítás. (i) Az előző lemma szerint az eldönthető-

ség adódik M elemeiből alkotott véges sok, legfeljebb К 

tényezős 0-szorzat vizsgálatából. Egy-egy ilyen szorzatra 

természetesen véges sok lépésben eldönthető az izomorf be- 

ágyazhatóság.

(ii) A 10. lemmából következik, hogy az

U (Ж/с ]&€.K(r)8c I Bl 1a|) halmaz véges. definició-
0

jából és a 10. lemma bizonyításának (jLil) - (iv) részéből 

kapjuk, hogy effektiven megadható az egyes osztályok rep­

rezentánsaiból álló M véges halmaz. A 11. lemma alapján 01 

izomorfan 0-irreducibilis фф VI £ Iq(m). Az utóbbi relá­

cióról (i")-ben beláttuk, hogy eldönthető. □

Ezután rátérünk az egyes 0-szorzatok vizsgálatára. 

Először néhány direkt szorzatokra vonatkozó eredményt bi­

zonyltunk, ezért a továbbiakban a rögzített F tipushoz 

tartozó algebrákat tekintünk, összességüket K(F)-fel jelöl­

jük .

14. tétel. Az M £ KtF) rendszer akkor és csak akkor

izomorfan D-teljes, ha bármely Vt szubdirekt irreducibilis 

algebrához létezik olyan <&- £ M, hogy 1Л 6 Sub(<£j.

Bizonyítás. Az elegendőség következik az univerzális

algebrákra jól ismert (Vl <= i. 4=. nj (VL 6 Sub(^)) 

n n
T 00 6 Subf ТГ-S-s ) állításból, amely 
i=l i=l

a 2.7. lemma se­

gítségével bizonyítható felszálló algebrákra, valamint a 

2.8. következmény (iii) pontjában bizonyított szubdirekt
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felbontási tételből.

A szükségesség igazolásához legyen V[ = <A,F^> tet-

-Ül = & = <B,F> , 

k. Univerzális al-

szoleges szubdirekt irreducibilis algebra,

<5- € sub ( T й Л, z
i=l

£ M, i = 1,2 f • • • • f

gebrákra - és igy a 2.3, 2.7. lemma miatt felszálló algeb­

rákra is - igaz a következő eredmény /Id. GRATZER [l968}/.

Ha J-r £ Subí [T , akkor bármely léié k-ra
i=l 1

(i) Cb) ,F^ a részalgebrája,
k* _

(ii) oüj = "|T c£r. és a ^(b) = X(b) leképezés Ar homo- 
i=l 1

morf izmusa *&^-га.

Mivel ekkor ifi is а <£ч-ок szubdirekt szorzata, VI szubdi­

rekt irreducibilitása miatt van olyan 1 é j é к index, hogy 

|lt\tB)] i | A| = \ В| , ebből viszont az adódik, hogy

в Sub^J . □
15. tétel. Legyen Ul 6 K(F) tetszőleges, ifi akkor és 

csak akkor izomorfan D-irreducibilis, ha szubdirekt irre­

ducibilis .

Bizonyítás. Az izomorf D-irreducibilitásból nyilván­

valóan következik a szubdirekt irreducibilitás. Fordítva,

ha VI szubdirekt irreducibilis, akkor az előző tétel szük­

ségességének bizonyításából látható, hogy VI D-irreducibi­

lis. □
A továbbiakban a (M) homomorf D-lezárásokat vizs­

gáljuk .

16. lemma. Tetszőleges if. £ K(F) és M £ K(F) esetén

iA £hd(m) <=ф 1X£hsp(m).(*)

J
.... »•
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Bizonyítás. Közönséges automatákra, igy unoidokra is 

igaz (X) , ld. GÉCSEG [l973] . Tetszőleges F tipus vissza­

vezethető erre az esetre az

(*'*) Vt £ hsp(m) <£=> £ HSP (Мл)

VI£hdCm) <=^> \ЛА £ hd(_m^)

ekvivalenciákkal, amelyek a 2.15, illetve 2.3. lemmákból 

következnek. □

17. következmény. Legyen V16k(f) tetszőleges al­

gebra és M £ KCF) tetszőleges véges rendszer. Ekkor

és

(* X K)

(i) 1Л 6 hd(m) ,
ii VI homomorf D~irreducibilitása

eldönthető.

Bizonyítás. (i) következik az előző lemma CX) -(X X)

ekvivalenciáiból és abból, hogy VI £ HSP (M ) eldönthető,
Г r

ld. GÉCSEG és SZÉKELY [1973] .

(ii) Legyen M £ K(.F) olyan halmaz, amely 

nem tartalmaz izomorf algebrákat, de bármely |A| -nál ke­

vesebb állapotú = < B,F)> algebra izomorf valamely lit £ M- 

mel. Világos, hogy effektiven megadható ilyen véges M hal­

maz. A 11, lemma szerint

VI homomorfan D-irreducibilis VI £Hd(m).

Az utóbbi reláció az Ci) -ben bizonyított állitás segítsé­

gével eldönthető.

Áttérünk a kvázidirekt-szorzat vizsgálatára, ezért 

újra megengedünk tetszőleges, R rangtipusu algebrákat.

18. lemma. Legyen VI = ^ A,F^> £. K(R) és
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KU = 1
u

egyezik meg valamely If írt.\F,Y| kvázidirekt-szorzattal,
i=l

ha bármely 1 á i í> k-ra megadható olyan egytényezős

= tiL[F,Yj kvázidirekt-szorzat, hogy 1Л a <&..-k direkt

szorzata, azaz 1Л = [Г .
i=l 1

k| С К(R) tetszőleges. 1Л akkor és csak akkor9 * • • 9

Bizonyítás. Legyen tetszőleges f 6 F-re és i=l,2 k-9***9

Yi(f) = . Ekkor af(f) = (YjCf) rkw)ra azo-

nosságból adódik mindkét irányban a lemma állitása.D 

Mivel az előző lemma VI ^ és algebráinak tartóhalmaza

megegyezik, igaz az alábbi

19, következmény. Tetszőleges irt algebra akkor és csak

akkor izomorfan /homomorfan/ Q-irreducibilis, ha izomorfan

/homomorfan/ D-irreducibilis.

Ebből a 17. következményhez hasonló eldönthetőségi 

eredményeket kaphatunk.

20. következmény. Legyen Vt = ^A,F^> £, K(R) tetszőle­

ges algebra és M £ K(R) tetszőleges véges rendszer. Ekkor

(i) Vl£HQ(M),

(ii) Vt homomorf Q-irreducibilitása 

eldönthető.

Bizonyítás. (i) Jelölje M az M elemeiből képezhető

összes egytényezős kvázidirekt-szorzat halmazát. A 10. lem­

ma és a 13. következmény bizonyításához hasonlóan belátha­

tó, hogy effektiven megadható olyan véges M* C K(R), hogy

JC £M* ésbármely 6 M-hoz létezik <&■ -vei Q-ekvivalens

fordítva. A 18. és a 11. lemma szerint

171 € HQ(M) <f» VI £hdCm) V1£HdCm*] .
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A legutolsó reláció a 17. következmény fi) része szerint 

eldönthető.

A második állitás bizonyitása hasonlóan vezethető 

vissza a 17. következmény megfelelő eredményére. □

21. lemma. Tetszőleges 1Я = <A,F^-hez megadható olyan

= ^B,GУ egyszerű algebra, hogy 

Bizonyítás. Legyen A = {a^,a2 

leges prim és В = A U { а^. + ^

a^ , p > к tetsző- 

а^Д diszjunkt összeg. Fel­

tehető, hogy 2 6 R, ekkor legyen G? = F? \J ífh^ , h uj müve-

f • • • f

leti jel, és G^ = F^, ha i ф 2. Tetszőleges b £ В és 

g €, G-re legyen

g^O), ha g 6 F és b € A,

b) , ha g С F és b ф A,

’aj+l mod(p)) - ha g = h és b = ^

A 2.3. lemma miatt egyszerű algebra, mivel a - (,B,Gj)> 

unoidnak a ^Bjh^) primkör egyszerű részunoidja /v.ö.

£l974j /. Legyen VI = ^[f,^, ahol bármely f в F-re és 

b £ В-re 'Ylbjf) = f* Nyilvánvaló, hogy VI kvázidirekt-szor- 

zat és \A £ Sub (Vi) . □

22. következmény. Az egyszerű algebrák izomorfan Q- 

teljes rendszert alkotnak.

23. tétel. Tetszőleges M £ KfR) rendszer akkor és 

csak akkor izomorfan Q-teljes, ha bármely Vt egyszerű al-

g£(b) = (b,b f • * • f

(a a .j + 1 mod(p)

GÉCSEG

gebrához létezik olyan Хт £ M, amelyre teljesül.

relációBizonyítás. Az elegendőség következik a 

tranzitivitásából és a 22. következményből.

A szükségesség bizonyításához legyen VI = <fA,F)> 

tetszőleges egyszerű algebra és VI =& , & 6 Sub(|A[F,rj),
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к. Jelöljön ^ : (Л-»& 

izomorfizmust. Definiáljuk 1Л-п a következő reláció­

kat. Bármely a,b £ A és О i i é к esetén

£ M, i = 1,. egy alkalmas• • f

a {jb «.(VI í j П) (*,(*«) = ItjWCb))) .

A definícióból következik, hogy bármelyik (2^ ekvivalen­

cia és

7, = = OJ.©90

Mivel kvázidirekt-szorzatról van szó, ^ kongruencia is, 

hiszen ^(a) és ^(b) 

következik az f f^(a))

j-dik komponensének egyenlőségéből 

f(^(b)j megfelelő 

j-dik komponensek egyenlősége. De ifi -nak nem lehet valódi 

kongruenciája, ezért van olyan 1 ír тп é k, hogy i<vr\ ф ^ =1

?i=w-
Megmutatjuk, hogy ekkor Ehhez ve9yük azt

a C= egytényezős kvázidirekt szorzatot,

amelyben bármely f в F-re ^(f) = '}t'Tn('ty‘(f)) . Legyen

és vektoraiban a

és i £TT)

T): A Bm az a leképezés, amelyet tetszőleges a £ A-ra

Az 7^ hozzárendelés ifi izomorf 

beágyazása C-be. ^ injektivitása következik abból, hogy 

= 1 és

T?(a) = 7Гт(^(а)) definiál.

= cu miatt bármely a,b £ A-ram-1
a * b =5> 1Cm(^(a)) ф ttmOfCb)) • *Т? homomorfizmus volta a 

^ izomorfizmust felhasználó egyszerű számolással igazol­

ható. □

24, következmény. Nem létezik minimális izomorfan

Q-teljes rendszer.

Bizonyítás. Legyen M d K(R) tetszőleges izomorfan

VI £M tetszőleges algebra. Megmutat-Q-teljes rendszer és
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juk, hogy M^ = M- $ЧЛ] is izomorfan Q-teljes, azaz bármely 

& egyszerű algebrához létezik olyan £ £ M^, hogy ^ £ .

Mivel M izomorfan Q-teljes, az előző tétel szerint létezik

. Két esetet különböztetünk meg.olyan £ 6 M, hogy

(1) На £ ф ÜT , akkor legyen £ = £ .

(2) Legyen £ = Üt . A 21. lemma szerint megadható olyan

egyszerű algebra, hogy АД, és (A1 <. 1d| . Mivel M izo-

morfan Q-teljes, van olyan £ £ M, hogy T) • A

ció tranzitivitása miatt £ > tehát £

tó, hiszen £ ф Üt az |a| 4 (d| föltétel miatt.D

Mivel bármely egytényezős ^-szorzat kvázidirekt-szor- 

zat, nem meglepő, hogy ^-szorzatokra is a most bizonyítot­

takhoz hasonló eredmények igazak.

25. tétel. Tetszőleges M £ K(F0 rendszer akkor és csak

relá-

= £ választha-

akkor izomorfan o/^-teljes, ha bármely Vt egyszerű algebrá­

hoz létezik olyan £r 6 M, hogy VI ^ & teljesül. 

Bizonyítás. A tétel előtti megjegyzés miatt

[)l<., \Jlén& , igy a feltétel elegendősége következik

a 23. tételből.

A szükségesség a 23. tétel bizonyításával azonos módon 

igazolható. Az ott definiált ^ relációk ^-szorzat esetén 

is kongruenciák lesznek, és a 

mely f £ F-re ^(f*) = ^т(Т(Ь^, • • . ,b^ ,f)) -fel definiált 

egytényezős ^-szorzatba ugyancsak az ^(a) =(a)) izo­

morfizmussal ágyazható be üt . D

26. következmény, (i) Tetszőleges M c kCR) akkor és 

csak akkor izomorfan Q-teljes, ha izomorfan o(o-teljes.

(iij Az egyszerű algebrák izomorfan

£ = (вт'РУ = bár_
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(A -teljes rendszert alkotnak, о
(iii^ Nem létezik minimális izomorfan c{Q~

teljes rendszer.

= <(A,F^ algebra akkor és csak akkor izo-27. tétel. Az

morfan o^-irreducibilis, ha egyszerű.

Bizonyítás. На VI nem izomorfan c^-irreducibilis,

is,akkor beágyazható egy olyan ТГ -szorzatba
i=l

k). Tekintsük a 23.amelyre |b^| 4 |a| teljesül (i = 1

és 25. tétel bizonyításának (Э ^ kongruenciáit. Ha ezek kö­

zött nincs valódi kongruencia, akkor megadható olyan

9 * e • 9

Iá j 4 k, hogy 1 =<?!=• és со =■«j-i ?j+l ?k*
A 9j[-k definíciója szerint ez azt jelenti, hogy A injektiven

• •

leképezhető B^-be, ami ellentmond lB^| 4 (Al-nak.

Forditva, legyen (2 az Ш algebra olyan valódi kongru­

enciája, amely szerinti Aosztályozásnak j osztálya van, 

és legyen к = max ((a/^| ja в a) . Legyen 

*&2 ~ ah°l B2 tetsz°le9es к elemű halmaz,

és G.. = A/^ X F^. Vegyünk egy olyan 

leképezést, amelyre tetszőleges a £ A esetén igaz ^ (^(a)) = a/( 

Ilyen ^ nyilvánvalóan létezik a () választása miatt.

^-t fölhasználva definiáljuk a algebra műveleteit a kö­

vetkező módon: tetszőleges b 6 B2 és g = (a/^? ,f) € G esetén 

legyen

= <A/§ ,F), 

U(Gi| i £ r)

= 1Л/

G=

A -> A/q X B^ injektiv

$ *

cv(f)) , ahol ci=T2(ir.(^(f^(a)^) f 

V(f) , ha b £ TT2C^(A)) ,

b v(f)) £
2

С = 1Г c^.[f,T] o< -szorzatot a Y(a/p ,b,f) = 
i=l

= (f,(a/^,f)j visszacsatolási függvénnyel tetszőleges

CC1 9***9

*2
(X) (a/? ,f) (Ы = j i = 1

(^tetszőleges (b^

9 * • • 9

V(f) különben.Г9 * • • 9

Képezzük a
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а/(э 4 А/^ , b £ és f £ F-re. VI izomorfan beágyazható a 

^ leképezéssel C-be. Mivel ^ injektiv volt, csak azt 

kell belátni, hogy ^ homomorfizmus. Ez következik mü-

veleteinek (*) definiciójából és = Vl/^-ból. £ valódi

izomorf c40-dekompoziciója Vt-nak, mivel [a/^| 4 |A|és

lB2l = к 4 |A| . a
Az általános szorzat izomorf teljességére a következő 

kritérium adható.

28. tétel. Legyen M £ K(_R) tetszőleges. M akkor és 

csak akkor izomorfan G-teljes, ha van olyan ЛЛ 6 M,

Ш. = ^A,f)>, a^,a2 4 A, hogy bármely r £ R, a 4 £a^,a2] és 

а в {a^,a2^r-hez megadható olyan f £ Ff, amelyre f^(a) = a.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy M izomorfan G-tel­

jes. Legyen <& =<(b,f') az az algebra, amelyre В = (blfb2] 

és tetszőleges r€R, b £ В és b £ [b^,b2^r esetén megad­
ható f^(b) =

=& S 1Я , ahol VI egy alkalmas Tf Vtj[F,Y] , M elemeiből

b-t teljesitő f 4 F . Mivel M izomorfan G-tel-
k

jes,
i=l

alkotott általános szorzat részalgebrája. Legyen ^ : &-> Ut

a^) és ^(b2) = ( a£izomorfizmus, ^(b^) = (a£

Ekkor van olyan 14 j 4 k, hogy a^ ф a".

9 • • • 9 9 • • • 9

Megmutatjuk, hogy

Híj algebra eleget tesz a tétel feltételeinek. Legyen

tetszőleges. Mivel <£r tel-

b 6 В

az

a 4 (aj, aji' s £ íaj'a" 

jesiti a tétel feltételeit, megadható olyan f 6 F ,

és b 6 Br, hogy f*^(b) = b és 114(^Чь)) =

r 4 R,

a,
№jMCbi^ • * * * '^j (*?(ьг))) = fL* Ebből látható, hogy az

f = TTjQTG^Cb) ,f)) £ F^ műveletre valóban igaz f ^(a) = a.

Vt = ^A,F^ algebra a^.,a2Fordítva, tegyük fel, hogy az
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elemei eleget tesznek a tétel feltételeinek. Legyen ;£-£ К(R) , 

<&• = <B,G> tetszőleges. Legyen ^ : В -> (a^,a2] injektiv le­

képezés valamely alkalmasan választott к £ N-re. Konstruál-
k

E = TT W±Cg.Y]
i=l 1

1Л^ = Vt Cl - i - k) és tetszőleges c = ( 
r £ R és g é Gr esetén ^(c^g) = (f ^ 

mely 1 £ i é- k-ra

juk meg azt a G-szorzatot, amelyben

ck) £ Ak,

, ahol bár-
t • * • t

f(w)t • • • 9

tetszőleges f £ Fr, ha с ф >^(в) , 

az az f £ F , amelyre fW(c/) =(cf 

c = ^ (b) , g^(b) =(blf . . . ,br) r^(bj) = (ej

j = 1

'Y definíciójából adódik, hogy a ^ leképezés izomorf 

beágyazása JC-be.CJ

c5), ha
f ^ =

f • • • Г

*'ck ^ 'J • •

,r./ • • •

Az általános szorzat izomorf teljességére vonatkozó 

hasonló kritérium található a STEINBY [l977a] cikkben le­

szálló automatákra. Bár nem sikerült az M rendszer homo-

morf G-teljességére szükséges és elegendő feltételt talál­

nunk, az előző tételből annyi adódik, hogy létezik véges

homomorfan G-teljes rendszer.
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