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A disszertacié Bernstein és Zygmund klasszikus eredményeire épiil, melyek 27 periddikus
fiiggvények Fourier-soranak abszolit konvergenciajara adnak elegendo feltételeket. Nevezetesen,
ha az f(z) fliggvény a-rendii Lipschitz feltételnek tesz eleget o > 1/2 esetén, illetve ha korlatos
valtozasu és a-rendii Lipschitz feltételnek tesz eleget o > 0 esetén, akkor az f fliggvény Fourier-
sora abszolit konvergens (lasd példaul [19]).

Ezen tételeknek szdmos altalanositasa ismert, példdul Szédsz [12], Salem [9] és a legijabbak
kozott emlitends, Gogoladze és Meskhia [4] munkaiban. A disszertacié elsé részében ezen
tételeket terjesztjiik ki egyvaltozos Fourier-sorokrél kettos Fourier-sorokra.

A disszertécio masodik részében kettés Walsh-Fourier-sorok abszolit konvergencidjat vizsgaljuk.
Méricz F. [5] egyvéltozés Walsh-Fourier-sorok abszolit konvergencidjat vizsgdlé eredményei
alapjan elegendé feltételek adunk a (lokalis, illetve globédlis) diadikus folytonossdgi modulus

és a korlatos s-fluktuacié felhasznalasaval kettos Walsh-Fourier-sorok abszolit konvergencidjara.
I:Tj eredmények: Kettds Fourier sorok

Egy komplex értékii f € L'(T?), T? := T x T fiiggvény Fourier-sordn a

fly) ~ Y > flmn)e™ ™) (z,y) € T

mEZ neZ

sort értjiik, ahol f (m,n) jeloli a fliggvény tgynevezett Fourier-egyitthatdit, amelyek definici6

szerint
A 1 )
fm,n) = —; / f(z,y)e Mt qg dy, (m,n) € Z*.
’]1‘2

472

Az f € LP(T?) fuggvény integrdl folytonossdgi modulusdnak nevezzik (LP normdban) az

1 1/17
w(f;51, 52)p = SUP{ (m//2 ‘A1,1f§$7y§ hi, hz)’pd$d3/> )
T

0<h1§51 and 0<h2§52}, 51,(52>0
fiiggvényt, ahol
(1) Avi(fsz,ysha, he) i= f(x + hy,y + h) — f(z,y + he)

_f($+hlay)+f(x7y)v (x,y) ETZ és h17h2>0-

Az f € C(T?) fuggvény folytonossdgi modulusa hasonléan definidlhaté:

W(f§ 01, 52) = SUP{\ALl(f; x,y; ha, h2)’ :

(fE,y) ET2, 0< h S(Sl and 0 < hy §52}, 51,52>0



Kovetve Gogoladze és Meskhia [4] definicidjat egyszeres sorokra, azt mondjuk, hogy a v =
{Ymn : (m,n) € N2} nemnegativ szamokbdl all6 kettds sorozat benne van az 2, osztdlyban

valamely o > 1 esetén, ha minden u, v > 0 szamra igaz, hogy

1/a
@ DI T SH S
meD, neD, meD, 1 neD, 1
ahol
(3) Dy:={1}, D,:={2*""+1,2¢""+2...,2"} peN,.
Legyen tovabba
(4) D_1 = DQ = {1},
és
(5) Y—mmn = Tm,—n = V—m,—n ‘= Tmn, (m7 n) € Ni

Tovabbi részletek megtalalhatok [4] és [13] cikkekben.
1. Tétel. Legyen f € LP(T?), 1 <p <2. Ha

T = {an} S le/(pfrp+7“)7 re (Oa Q) esetén:

ahol 1/p+1/q =1, akkor

(6) =D malfmyn)[" <

m[>1 |n|>1

S 9o/ (T
RO D2, (i) |

pn=0 v=0

ahol k az o :=p/(p —rp + 1), értékhez tartozo konstans a (2) alatti egyenldtlenségben,

(7) L, = Z Z Ymn minden p,v > —1 esetén

meD, neD,

a (4) alatti megdllapoddssal és
(8) F,Ll, = Foy, Fu’,l = F#O o, v Z 0 esetén, és F,L,l = Foo = {’}/11}.

1. Kovetkezmény. Az 1. Tétel feltételei mellett

(9) Z(’Y; e < Hci i(mn)_r/q Vo W (f; %, %)p.
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Az f € C(T?) fiiggvény a Lip(ay, as) Lipschitz fliiggvényosztélyba tartozik valamely oy, ap >

0 esetén, ha
(10) w(f301,02) = O(67"057).

Erdemes kiilon figyelmet forditanunk az 1. Tételre abban a specialis esetben, amikor f €

Lip(aq, az) és Ymn = 1, illetve v = mPin2 és r = 1.

2. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(ay, as) valamely oy, e > 0 esetén és legyen 1 < p < 2

tetszoleges. Ha

q
1+ ¢gmin{a, as} srse
akkor
(11) Z Z |f(m,n)|" < co.

[m[>1 |n|>1

3. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(aq, as) valamely aq,ay > 0 esetén és legyen 1 < p < 2.
Ha By, B2 € R teljesitik a
1
6'<Oé‘——, j:172
j -

feltételeket, akkor

(12) Z Z mPn2| f(m,n)| < cc.

m[>1 ml[>1

Megjegyezziik, hogy az 1. Tétel és az 1. Kovetkezmény A, = 1, p = 2 és r = 1 esetben
a [7] alatti cikkben, A,,, = 1, p = 2 esetben pedig [14] alatti cikkben részletesen megtaldlhatd.
Abban a specidlis esetben, amikor \,,, =1, p =2 and r = 1, a (6) alatti egyenl6tlenség jobb

oldalan 1év6 sor konvergens, ha
f € Lip(ag,ap) valamely «q, a9 > 1/2 esetén.

Erdemes megemliteni, hogy az 1. Tétel és az 1. Kovetkezmény igaz marad akkor is, ha a
folytonossdgi modulust kicseréljiik a simasagi modulusra az allitasban.
Az [ = f(x,y) mindkét valtozdjdban 2w periodikus fiiggvényt Vitali értelemben korldtos

s-vdltozasunak nevezzik, jelolése: f € BVS(T2), ha

(13) Va(f) = sup D Y | (wnow) = flan1,m)—

PixPa =

f(Ik7yl—l) + f(xk—lv yl—1)|8 < 00,



, 2 . ;
ahol a szuprémumot T 0sszes lehetséges
Pri—rm=x0<x1 <9< ...< Xy, =7 68

Po:—rm=yo<n<y2<...<yY, =7

felosztdson értjitk. Az s =1 eset definiciéja megtalalhaté Clarkson és Adams cikkében [3].
Ha az f € BV,(R) fiiggvény f(-,c) és f(a,-) marginalis fiiggvényei korldtos s-véltozasiak az
[a,b] és [c,d] intervallumokon, akkor az f fliggvényt Hardy és Krause értelemben vett korlatos

s-véaltozdstunak nevezziik, jelolése: f € BV} (R). (Lasd [3].)
2. Tétel. Legyen f € C(T?)N BVS(TQ) valamely s € (0,2) esetén. Ha

v ={Ymn} € Azj2-r), 7 €(0,2),

(14) Z(% [ = Z Z ’Ymn|f(man)|r <

[m|>1|n|>1

o0 o0 B . o) T T
<wCVIR(H)S S 20, e <f; s 27) ,
p=0 v=0

ahol k az a := 2/(2 —r) értékhez tartozé konstans a (2) alatti egyenldtlenségben, Vi(f) a (13)
alatt definialt totalis s-vdltozds, 'y, pedig a (7) és (8) alatt definidlt dsszeg.

4. Kovetkezmény. A 2. Tétel feltételei mellett

(15) > (i) < KOV gj n:(mn)_"" T w72 (T 1Y

Hasonldéan az 1. Tételhez, itt is érdemes megfogalmazni azt a két specidlis esetet a 2. Tétel
kovetkezményeként, amikor f € BVS(TZ) N Lip(ay, ap) és v = 1, illetve r = 1 és Ypn = mPin2,
ahol (1, B € R.

5. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(ai,az) N BVS(T2) valamely aq,a0 > 0 €s 0 < s < 2

esetén. Ha
1

>
" 1+ (1 —s/2)min{ay,as}’

akkor (11) teljesiil.

6. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(ag,as) N BV;(T2) valamely aj,an > 0 €50 < s < 2

esetén. Ha
Bi < (1—s/2)a;, j=12,

4



akkor (12) teljesiil.

A 2. Tétel és a 4. Kovetkezmény ~v,,, = 1, s = 1 és r = 1 esetben [7] alatti cikkben,
Amn = 1, s = 1 esetben pedig [14] alatti cikkben részletesen megtaldlhaté. Abban a specidlis
esetben, amikor 7,,,, =1, s =1ésr =1, a (15) egyenlétlenség jobb oldalan 1évé sor konvergens,
ha

B1 B2 2
w (f; z, z) =0 (<log E) <log z) ) valamely (1,02 > —— esetén.
mn m n 2—5
Kés6bb felhasznaljuk a kovetkezd, Berkson nevéhez fiiz6d6 felbontdsi tételt [1] : az f fiiggvény

akkor és csak akkor abszolut folytonos az R := [a, b] X [c, d] téglalapon (jelolés: f € AC(R)), ha
létezik olyan g € AC([a,b]), h € AC([c,d]) és ¢ € L'(R), hogy

(16) f(z,y) = g(x) + h(y) + /33 /y o(u,v)dudv, x € la,b], y € [c,d.

Zygmund tételének tobb valtozéra vald kiterjésztése a 2. Tétel

kovetkezményeként adodik a 7,,, =1, s =1 és r = 1 specialis esetben.
3. Tétel. Ha f € AC’(T2) és foy € LP(T?) valamely p > 1 esetén, akkor

(17) S N I men)] < GV I fe 12

m|>1 nl>1

Osszekombindlva az 1., 2. és 3. Tételeket a megfeleld egyvaltozés eredményekkel, konnyen
adhatéak elegend6 feltételek a
(18) oD Al fmm)l

meZ neZ

sor konvergenciajara. Ennek bemutatasaként a kovetkezo részben ismertetiink néhany kovetkezményt
abban a specialis esetben, amikor v,,, = 1 és r = 1. Az igy kapott feltételek biztositjak az f
fiiggvény kettos Fourier-soranak abszolit konvergencidjat.

Megjegyezziik, hogy az ismertetett eredmények tobbsége kiterjeszthetd tobbvaltozés trigonometrikus

Fourier-sorokra is (részletekért ldsd [6] és [7].)
Ijj eredmények: kett6s Fourier-sorok abszoliit konvergenciaja

Az (18) alatti sor konvergencidjanak vizsgalatahoz a specidlis v, = 1 és r = 1 esetben

végezziik el a kovetkezo felbontast:

> ftmn) =

mMEZ nEZ
Do D M mm)+ Y 1 O,m)] + Y 1f(m,0)] =1 £(0,0)].
|m|>1 |n|>1 nez meZ



Az n =0 é m = 0 specidlis esetben az f (m,n) egyttthatékra

(19) Fm,0) = fi(m), ahol fi(z) / f(z,y)dy, = €T:
és
(20) f(0,n) = fo(n), ahol fo(x): /f z,y)dz, ye T.

Osszekombinalva Bernstein és Zygmund egyvaltozés Fourier-sorok abszolit konvergenciajardl
sz016 tételeit (lasd példdul [2], [15], [17] és [18]) az 1., 2. és 3. Tétellel, megkapjuk a tételek

kiterjesztését kettés Fourier-sorok abszolit konvergencidjara.

7. Kovetkezmény. Ha f : T? — R fiigguény olyan, hogy f € Lip(ay,as), fi € Lip(asz) és
fo € Lip(ow) valamely a; > 1/2, j = 1,2,3,4 esetén; ahol f1 és fo (19) és (20) alatt definidlt

fugguények, akkor az f Fourier-sora abszolut konvergens.

8. Kovetkezmény. Ha az f : T?> — R fiigguény olyan, hogy f € Lip(a,az) N BVH(TQ),
f1 € Lip(az)NBV(T) és fy € Lip(ay) N BV(T) valamely a; >0, j =1,2,3,4 és0 < s, 81,83 < 2
esetén, ahol f1 és fo (19) és (20) alatt definidlt figgvények, akkor az f Fourier-sora abszolit

konvergens.

9. Kovetkezmény. Ha f € AC(T2); fey € LP(T?), ¢’ € LPY(T) és W' € LP2(T) wvalamely
p,p1,p2 > 1 esetén, ahol g és h (16) alatt definidlt figguények, akkor az f Fourier-sora abszolit

konvergens.

I:Tj eredmények: kettés Walsh-Fourier-sorok

Legyen f : I? — R fiiggvény Lebesgue integralhat6 az I? = [0,1) x [0,1) egységnégyzeten,
jelolésekkel: f € LY(I?). Az f fiiggvény kettds Walsh-Fourier-sordn a

(21) f(ZE, y) ~ Z Z f(m7n)wm($)wn(y)

meN neN

sort értjiik, ahol

(22) f(m,n) ::/O /o f(z, ) wy(x)w,(y) dedy, m,n €N,

az f fiiggvény m-edik Walsh-Fourier-egyiitthatdja és w,,(x) az m-edik Walsh-figgvény.
Jelolje Cyy (T?) az 6sszes W-folytonos fliggvény halmazat, ahol az I egységnégyzeten értelmezett

diadikus topologiat az
(23) I(k,m;l,n) = I(k,m) x I(l,n)

6



— k27, (k+1)27™) x 1277, (1 + 1)277),
0<k<2m, 0<1<2" é kil mmneN

diadikus téglalapok generdljék. Az f € Cy (I?) fiiggvény (globalis) diadikus folytonossdgi modu-
lusan az
wW(f;61,062) == sup{|Ar1f(z,y: h1, ho)| : (2, y) € I?,
0§hj<5j,j:1,2}, O<5J§1

fliggvényt értjiik, ahol
(24) Avf(@,y; b, he) == f(z + hi,y + he) — f2,y + ha)

—f(x 4 hy,y) + fz,y).

Az f e Lr(I) fiiggvény diadikus LP-folytonossdgi modulusdn, 1 < p < oo, az

1 pl 1/p
w(f;01,02)p := sup { (/ / |Avf(z,y;5 e, ho)|P do dy) :
0 0

0<h; <d;, j=1,2}

fliggvényt értjik.
Legyen aj, e > 0, az f € Cw/(I?) fiiggvény a Lip(ay,as; W) diadikus Lipschitz-osztdlyba
tartozik, ha
w(f;01,02) < CHM052, 0<dp,00 <1,

ahol C' olyan konstans, ami csak az f fliggvénytol fiige. Hasonldéan, aj,as > 0és 1 < p < o0

esetén az f € LP(I?) fiiggvény benne van a Lip(ay, a; LP) Lipschitz-osztalyban, ha
w(f;01,02), < CO6TH5%, 0 < dy,69 < 1.
A diadikus téglalapokra vezessiik be a kovetkezo jelolést:
I(k,m;l,n) = I(k,m)x I(l,n) =1 x J,

ahol 0 < k < 2™ 0 <1l < 2™ k,I,m,n € N. Ezek utdn bevezethetjiik a lokdlis diadikus
folytonossdgi modulusdt az f € Cy (I?) fiiggvénynek:

w(fa[ X J) = Sup{|A171f(:U,y;h1,h2)| : (-T,y) elx ‘]7

0<hi <|I], 0 < hy <|J]},

ahol |[I| =27™ és |J| = 27" az [ és J intervallumok hossza. Tovabb4, az f € LP(I?), 1 < p < oo

figgvény lokdlis diadikus LP-folytonossagi modulusdn az

1 1/P
W(f% 01, 52);0 := sup { (W /I/J \A1,1f($>y; ha, h2)’p dx dy) :

7



0§h1<|]|,0§h2<|<]’}

fiiggvényt értjiik.
Végiil, az f : I — R fiiggvény korldtos s-fluktudcidji, 0 < s < oo, jelolésekkel: f € BF,(I?),
ha

gm_19n_1 1/s
(25) Fl,(f;1?) := sup sup (Z Z lw(f; I(k,m) x I(l,n))|5) < 00.

mzl mzl \ k2o =0

4. Tétel. Legyen f € LP(1?), 1 <p<2. Ha

1 1
(26> {/}/mn} € le/(pferrr)a 0 <r< q, ahOl 5 + 6 = 1’
akkor
(27) S vl flmam)l”
m=1 n=1

< 47k Z Z 27(M+ll)r/unfl,u—l ‘w(fS 27% 27V)p’r?

©n=0 v=0
ahol k az o :=p/(p —rp+r) értékhez tartozo konstans a (2) alatti egyenlétlenségben, I, pedig
a (7) és (8) alatt definialt dsszeg.

Erdemes megfogalmazni a 4. Tételt abban a specidlis esetben, amikor f € Lip(ay, ag; W),

és Ymn = 1, illetve Ymn = m51n62 és r = 1.

10. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(ag, ao; W),, a1, >0 és1 <p<2. Ha

q
<r<
1+ gmin{ay, as} e
akkor
(28) Z Z |f(m,n)|" < .

11. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(oq,ag;W),, ag,00 >0 és1 < p < 2. Ha 1,0, € R
teljesitik a .

ﬁ'<CY‘——, j:172

j 1T

feltételeket, akkor

(29) Z Zmﬁlnﬁﬂf(m,n)\ < 00.

m=1 n=1



5. Tétel. Legyen f € LP(I%), 1 < p <2. Ha {Ymn > 0} sorozat teljesiti a (26) feltételt, akkor

(30) Z Z'Ymn|f(mvn)|r

m=1 n=1

o oo on_19v_1 1/p
<ATRY Y 2T, (Z > |W(f;f(k,u;l,V))p|p) :

p=0 v=0 k=0 1=0
ahol k az o :=p/(p —rp+r) értékhez tartozo konstans a (2) alatti egyenlétlenségben, I, pedig
a (7) és (8) alatt definialt osszeg, I(k,p;l,v) (23) alaki diadikus téglalap.
6. Tétel. Legyen f € Cyy N BF,(1?), 0 < s < 2. Ha

(31) {amn > O} € QlQ/(Q_T) O<r< 2,
akkor
(32) SN vl fmon)["
m=1 n=1
SATTRFL(f T2 N T2y fw (27, 27 e
pn=0 v=0

ahol k az o == 2/(2 — r) értékhez tartozo konstans a (2) alatti egyenlétlenségben, Iy, a (7) és
(8) alatt definidlt dsszeg, Fly(f) pedig a (25) alatt bevezetett totdlis s-fluktudcid.

A 4. Tételhez hasonléan itt is megfogalmazzuk azokat a specidlis eseteket, amikor v,,, = 1,

illetve 7 = 1 és Yy = mPin2.

12. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(ay, ag; W) N BF,(I%), ay, a3 >0 és 0 < s < 2. Ha
1

>
" 1+ (1 —s/2)min{ay,as}’

akkor (28) teljestil.

13. Kovetkezmény. Legyen f € Lip(ay, as; W) N BF,(T?), aj,as > 0 és0 < s < 2. Ha
b1, B2 € R teljesitik a

B <(1—s/2)a;, j=1,2,
feltételt, akkor (29) teljesiil.

Osszekombindlva a 4. és 6. Tételeket az egyszeres Walsh-Fourier-sorok abszolit konver-

gencidjara vonatkozé tételekkel (lasd [5]), konnyen adhatéak elegendd feltételek a

(33) Z Z'Ymn’f(mvn)r

m=0 n=0

sor konvergenciajara. Ennek bemutatasaként a kovetkezo részben ismertetiink néhany kovetkezményt
abban a specidlis esetben, amikor ~v,,, = 1 és r = 1. Az igy kapott feltételek biztositjak az f
fiiggvény kettos Walsh-Fourier-soranak abszolit konvergenciajat.

Tovabbi részletek olvashatok [8] alatti cikkben.

9



Ijj eredmények: kett6s Walsh-Fourier sorok abszoliit konvergenciaja

A (33) alatti sor konvergencidjanak vizsgdlatdhoz a specidlis 7, = 1 és r = 1 esetben

végezziik el a kovetkezo felbontast:

> D> ftmn) =

DD fmm)[+ Y 1F0.n) 4+ Y 1f(m,0)] = [£(0,0)].

m=0

~

m=1n

Az n =0 és m = 0 specidlis esetben az f(m,n) egyiitthatékra

(34) F(m,0) = fum), ahol fi(z) = / fa.y)dy, wel
és
(35) F(0.n) = fa(n), abol fo(y) = / f(z,y)dz, yel

Osszekombindlva Bernstein és Zygmund egyvaltozés Fourier-sorok abszolit konvergencigjarol
sz0l6 tételeinek diadikus dltalanositdsat (ldsd példaul [10]) a 4. és 6. Tétellel, megkapjuk a tételek

kiterjesztését kettés Walsh-Fourier-sorok abszolut konvergenciajara.

14. Kovetkezmény. Ha az f : 12 — R fiigguény olyan, hogy f € Lip(ay,ao; W), f1 €
Lip(ag; W) és fo € Lip(au; W) valamely a; > 1/2, j = 1,2,3,4 esetén, ahol fi és fo (34) és (35)

alatt definidalt fiigguények, akkor f Walsh-Fourier-sora abszolut konvergens.

15. Kovetkezmény. Ha az f : T2 — R fiigguény olyan, hogy f € Lip(ay, aqo; W) N BF,(T?),
fi € Lip(ag; W) N BF,,(I) és fo € Lip(au; W) N BF,(I) valamely o; > 0, j = 1,2,3,4 és

0 < s,581,80 < 2 esetén, akkor f Walsh-Fourier-sora abszolut konvergens.

Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani Dr. Moricz Ferenc professzornak, témavezetomnek
onzetlen segitségéért, folyamatos tamogatasaért és hasznos tanacsaiért, melyekkel jelen értekezés

megirasat, illetve kutatomunkamat segitette.
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