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II

I. BEVEZETÉS

A retardált tipusu funkcionál differenciálegyenletek (röviden 

retardált differenciálegyenletek) a differenciálegyenletek egy 

gyorsan fejlődő, uj ága. Az első retardált differenciálegyenle-

Euler munkáiban. Adott tulajdonsággal 

rendelkező sikbeli görbék egyenletének keresése vezetett ilyen 

példákhoz. A retardált differenciálegyenletek rendszeres vizsgá-

tek 1750 körül jelentek meg

lata az 1940-es évektől kezdődött, amikor szükségessé vált a gyors

működésű gépek, berendezések pontosabb matematikai leirása.

Mint ismeretes, a közönséges differenciálegyenletek olyan

folyamatokat Írnak le, amelyekben a -t időbeli sebességet megha

tározza а к idő és az x (1) állapot. Általános alakjuk

4^ i*&)) e R'*).= 4 (t, у &))(1.1)

A retardált differenciálegyenletek esetén a t időbeli sebesség az 

állapotot megelőző állapotoktól is függ. Ilyen például az

о
x (4.) = J -e x(-t+>b)ol/b(1.2)

— Л"

О << со . Az (l.l)-re és (1.2)-re vonatkozó 

kezdetiérték-probléma is különböző. Az (l.l) egyenletre vonatkozó

(*о«*о) e R x ^-hez az

egyenlet, ahol

Cauchy-probléma a következő: adott 

(l.l) olyan

teljesül, az (1.2) egyenlet esetében pedig adott -te e R -hez és

értelmezett, R -értékű, folytonos függvényhez

megoldását keressük, amelyre

a
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keressük az (1.2) olyan x megoldását, amelyre az x (i0+*) =

G fj- rrx oj . Tehát közönséges différett

ig *- R*
(•Ь0)ср) -t a végtelen dimenziós 

térből vettük. Ez és még további különbsé

gek okozzák, hogy egyrészt uj tipusu problémák merülnek fel a re

tardált differenciálegyenletek elméletében, másrészt az azonos

egyenlőség érvényes, ha

ciálegyenletre a kezdőpont a véges dimenziós 

mig az (1.2) egyenletre

tér eleme,

jellegű kérdések vizsgálatához is többnyire más módszerek szüksége

sek, mint a közönséges differenciálegyenletekben.

Milyen gyakorlati feladatok tanulmányozása vezet retardált ti

pusu funkcionál differenciálegyenletekhez? Mivel minden hatás véges

sebességgel terjed, voltaképpen a fizika legtöbb egyenletét retar

dált differenciálegyenletként kellene felirni. Szerencsére az ese

tek nagy többségében erre nincs szükség. Például az égi mechanika 

mozgásegyenleteinél a mozgások lassúak a gravitációs hatás terjedé

séhez képest, ezért az időbeli késleltetés elhanyagolható. Más

lenne a helyzet, ha a bolygók 1000-szer gyorsabban mozognának.

Figyelembe kell venni azonban a késleltetés hatását például a raké

ta mozgásának leírásakor. Ha egy t időpontban olyan parancs ér

kezik a vezérlőegységhez, hogy a hajtómű fejtsen ki nagyobb toló

erőt, akkor először nagyobb mennyiségű hajtóanyagot kell az égési 

térbe betáplálni. Amig ez a többlethajtóanyag elég és kiáramlik, 

addig idő telik el, és eközben a rakéta számottevő utat tesz meg.

Ha egy ilyen rakéta mozgását a célhoz viszonyított helyzete vezér

li, akkor az adott pillanatban kifejtett tolóerőt egy korábbi idő

pontbeli helyzete határozza meg, amely retardált differenciálegyen

letet jelent a mozgás leírásánál. Hasonló a helyzet más vezérlési

problémánál is [36].
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Az atomreaktorok különböző modelljeinek matematikai leirása

is sok esetben retardált differenciálegyenlethez vezet (C. COR- 

DÜNEANU [8], J.J. LEVIN és J.A. NOHEL [28]).

A retardált tipusu funkcionál differenciálegyenletek egy má

sik alkalmazási területe a biológia. Az egyik jellemző példa a

populációk fejlődését leiró úgynevezett A.J. LOTKA-féle modell

[30]. Egy populáció létszámának változása a születésből és a ha

lálozásból adódik. Egy adott időegységre eső születések száma az

ivarérett egyedek számától függ, és ez pedig a korábbi jól megha

tározott időre eső születések számától. így a születéstől az ivar

érésig eltelő idő szükségképpen késleltetésként jelentkezik ezek

ben az egyenletekben. Egy másik példa a járványok terjedésének ma

tematikai leirása (K.L. COOKE és J.A. YORKÉ [7]).

Retardált differenciálegyenletek alkalmazására további pél

dák és irodalmi utalások találhatók R. BELLMAN és K.L. COOKE [1],

SZ.B. NORKIN [33], J.A. MITROPOLSZKM és D.I. MARTINJUK [33] és

R.D. DRIVER [10] könyvében valamint A.M. ZVERKIN, G.A. KAMENSZKIJ,

SZ.B. NORKIN és L.E. ELSZGOLC [453, K.L. COOKE [6], A.D. MISKISZ 

és L.E. ELSZGOLC [34] cikkében.

Sok, retardált differenciálegyenlettel leirt modellben (pl. 

populációmodellekben [7], rekeszmodellekben [13]) bizonyos fázis

koordináták legjellemzőbb tulajdonsága az, hogy konstanshoz

tartanak, ha -fc oo .

A megoldások konstanshoz tartásának vizsgálata a stabilitás

vizsgálat egy finomitása , amely a nullához tartás esetén speci

álisan az aszimptotikus stabilitást adja.
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A stabilitáselmélet egyik módszere az úgynevezett Ljapunov-féle

második módszer, amelynek lényege közönséges differenciálegyen

letek esetén az, hogy könnyen kezelhető segédfüggvények, az úgy

nevezett Ljapunov függvények tulajdonságaiból következtetünk a

megoldások viselkedésére, anélkül, hogy a megoldásokat explicit

módon ismernénk [38]. Reterdált tipusu funkcionál differenciál

egyenletekre ez a módszer átvihető, de a Ljapunov függvények sze

repét Ljapunov funkcionálok veszik át [16, 24, 44]. A gyakorlat

ban azonban nehézkes egy adott retardált differenciálegyenlethez

megfelelő Ljapunov funkcionált konstruálni, ezért célszerűnek lát

szott itt is olyan eljárás kidolgozása, amelyben a Ljapunov függ

vények játszanak központi szerepet. Először B.SZ. RAZUMIHIN [37] 

kapott Ljapunov függvények segítségével retardált differenciál

egyenletekre vonatkozó stabilitási tételeket. Módszerét, amelyet

az irodalomban Razumihin tipusu módszernek szokás nevezni, N.N.

KRASZOVSZKIí [24], R.D. DRIVER [9], J. KATÓ [21, 22, 23], S.E.

GROSSMAN és J.A YORKÉ [12], G. SEIFERT [40, 41], R. GRIMMER és

G. SEIFERT [11], J, TERJÉKI [42] sikerrel alkalmazták különböző/

alakú retardált differenciálegyenletek megoldásainak stabilitás

vizsgálatára. S.R. BERNFELD és J.R. HADDOCK [2, 3]-ban skalár

funkcionál differenciálegyenletek megoldásainak konvergenciáját

biztositó Razumihin tipusu tételt bizonyítottak. Eljárásuk azon

ban nem volt alkalmazható olyan egyenletekre, amelyek jobboldala

egy azonos nagyságrendű közönséges és funkcionál rész összege.

Ezek az egyenletek igen fontosak az alkalmazásokban, ezért S.R. 

BERNFELD és J.R. HADDOCK [2] 1977-ben azt a problémát vetették
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fel, hogy ebben az esetben létezik-e a megoldások határértéke. 

Autonóm és periodikus egyenletekre oldották meg a problémát kü

lönböző utón C. JEHU [19], J.L. KAPLAN, M. SORG és J.A. YORKÉ 

[20], J.R. HADDOCK és J. TERJÉKI [15]. Nemperiodikus egyenletek

esetén e disszertáció szerzője adott elegendő feltételeket a meg

oldások konstanshoz tartására [25].

A jelen disszertáció célja az, hogy a [25]-ben alkalmazott

eljárás továbbfejlesztésével általánosabb feltételeket adjunk a

megoldások konvergenciájára, a konvergencia gyorsaságát becsüljük

és a megoldások további aszimptotikus jellemzőit tudjuk vizsgálni.

A disszertáció II. fejezetében leirjuk azt az egyenletosztályt,

amelyre eredményeink vonatkoznak, ismertetjük a későbbiekben hasz

nálandó fogalmakat, jelöléseket.

A III. fejezet egy összehasonlitási tételt tartalmaz, amely

VI. és VII. fejezetben használt módszer alapjául szolgál.az V • 9

A IV. fejezetben a megoldások létezését, egyértelműségét,

folytathatóságát és a kezdeti adatoktól való folytonos függését

tárgyaljuk.

Az V. fejezet fő eredménye a Ljapunov függvénynek a megoldások

mentén való konstanshoz tartását állitja véges retardálásu egyen

letekre. A Ljapunov függvény deriváltját nem nullával becsüljük 

felülről, mint azt korábban a Razumihin tipusu tételekben tették, 

hanem egy nemnegativ függvénnyel, igy a kapott eredmény S.R. BERN

FELD és J.R. HADDOCK fentemlitett problémájára is alkalmazható. 

Elegendő feltételt adunk arra, hogy a Ljapunov függvény exponen

ciális gyorsasággal tartson konstanshoz. Általános eredményeinket
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konkrét egyenleteken szemléltetjük. Megmutatjuk többek között, 

hogy N.N. KRASZOVSZKIJ [24] egyik nevezetes példájában, amely

ben KRASZOVSZKIJ a megoldások stabilitását bizonyította, a fel

tételekből a megoldások konstanshoz tartása is következik.

A VI. fejezet vektor Ljapunov függvények konvergenciájára 

ad elegendő feltételeket. Eredményünk alkalmazásaként megoldjuk 

GYŐRI ISTVÁN egyik problémáját, amely a biológiai folyamatok ma

tematikai leírásában fontos szerepet játszó úgynevezett rekesz-

modellek elméletében merült fel [13].

A VII. fejezetben egy, mind az elmélet, mind a gyakorlat 

szempontjából érdekes, végtelen retardálásu egyenletet vizsgálunk. 

A disszertáció V. fejezetének eredményeit a szerző már pub

likálta [25, 26], a VI. és VII. fejezet pedig a legújabban kapott

tételeit tartalmazza.



II. JELÖLÉSEK, DEFINÍCIÓK

Jelöljük R -rel a valós, R* -szál a nemnegativ valós számok 

halmazát, R -nel a valós szám-n-esek euklideszi terét, J*| 

pedig jelentse az euklideszi normát К 

Legyen H a

-ben.

[-T.0] -ból az R -be képező függvények tere, 

ahol T adott szám, 0 4'i'5? 00 • Az /t*= oo esetben (j-'i'iO]] a

X: [б-'Г, A) -+ R"

H függvényt t 6 [б, A] -ra igy definiáljuk:

Ct + -b) , C [- % 0].

(-00iC>]-t jelölje. Ha в< A , adott függvény,

akkor az

*tC*) = x

Tekintsük az

x(t) = T (■*-, xj(2.1)

retardált tipusu funkcionál differenciálegyenletet, ahol Ts [б,со)х^-> R

ЛсН,adott függvény,

Megjegyezzük, hogy az *r - Ö esetben a (2.1) egyenlet közön

séges differenciálegyenlet lesz.

IcR2.1 Definició A (2.1) egyenletnek az 

az X függvény megoldása, ha

x : U &-'»*,*] -> 
te I

(Vt) e [e,co)x fí.

(iii) X folytonosan differenciálható I-n,

X kielégíti (2.l)-et I -n.

2.2 Definició Adott (j£,X-fí.-ra 

-n átmenő megoldása, ha van olyan A > ^ , hogy x , if>) a

(2.1) megoldása j^,A) “П és

int ervallumon

(i)

ha -tel(ü)

(iv)

y(Í.Y) a (2.1) egyenlet

*,($.*f) = Y-i
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a (2.1) egyenletnek nem folytatható2,3 Definíció Az X

goldása Г|, A) -n, £<A » ha

(i) X a (2,1) megoldása

(ii) nem létezik olyan

me

ГИ) -n,
A'>A és ^ , hogy a (2.1) 

x(^) = ^(0) , ha fj-/r. A) •(A ) -n ésmegoldása

2,4 Definíció Az X a(2.l) egyenletnek í^i^) -n átmenő 

maximális megoldása f^,A) -n,

(i) X a (2.1) egyenlet f^t^) -n átmenő megoldása £"^(A) -n,

(ii) a (2,1) egyenlet bármely -n értelmezett í^t^j -n

átmenő^. megoldására x(4) ^ i^(í) teljesül, ha

^ < A , ha

t ef£, A).

A (2.1) egyenlet megoldásai létezésének biztosításához to

vábbi feltételek szükségesek az T függvényre. Ilyen feltételeket 

adunk a 4.1 Tételben.

V: JW, 00) x R"^R" függvényt

Ljapunov függvénynek nevezzük, ha folytonos és lokális Lipschitz 

feltételnek tesz eleget.

2.5 Definíció A

2.6 Definíció А V Ljapunov függvénynek a (2.1) rendszer 

szerinti .jobboldali felső (alsó) deriváltja

4] = ti* <fl")4-WT(t,<f))-Vrt,ífío)J]j

e [e,co) К Ä és a szuprémumot komponensenként értjük.ahol
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2.7 Definíció A lokális Lipschitz feltételnek eleget tevő 

függvény .jobboldali felső (alsó) deriváltjaat : [b ( °ö) ->>
D^Ar(Í.) = (л\лл /Vu.p
_ Jk-XM

teföTjco),

1 + vt(Ő] ( ^ D^íí) i
ha

На X a (2.1) egyenlet megoldása , A) -n és V egy Ljapu- 

nov függvény, akkor T. YOSHIZAWA O1»] egy eredménye alapján

V(t,*f)= D4 V(é,x(<)) f tef5-,A).(2.2) D4V(V(0) D42. <)I

v=(v,,...,4J egy Ljapunov függvény ésHa

€ [6-, СО) X И , akkor legyen

V(*4», уH) ( V (i,1^) 5 ^ ^Víttf И.

III. EGY ÖSSZEHASONLÍTÁSI TÉTEL

A differenciálegyenletek elméletében gyakran alkalmazzák az

úgynevezett összehasonlítási módszert, amely abban áll, hogy egy 

differenciálegyenlőtlenséget kielégítő függvényt a megfelelő diffe

renciálegyenlet extremális megoldásaival becsüljük. Ezen eredmények 

egyike az alább ismertetendő tétel, amelyet a 4 5. és 6. pontban• f

fogunk használni.

Tekintsük az

0u(<0eR)(3.1)
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az E(cR*)-ből R -beközönséges differenciálegyenletet, ahol 

képező függvény. A (3.1) egyenlet a (2.l)-nek az a speciális esete,

és T(-(,cf) = 'R"=R arámikor

3.1 létei Legyen E nyilt halmaz 

tonos függvény és u^eR . Tegyük fel, hogy [V, ^4)

(e^o) -on átmenő “U.

folytonos függvény,

E->R-ben, foly-

a legnagyobb

intervallum, amelyen a (3.1) egyenlet 

mális megoldása létezik. Ha *n.’.[S|A) R

£ £ , vn (&) é-^o 

D+W4 (i) < c^Ct^C-U) t te[y,A)\S

maxi-

te[*,A) esetén és

ahol S(cR) legfeljebb megszámlálható számosságu halmaz, akkor
w\ (4.) ^ лх. (i.) i. e£e,A).

A 3.1 Tételt [lT]-ben ugyanilyen formában kimondva tárgyalja 

V. LAKSHMIKANTHAM és S. LEELA, ezért itt a bizonyitást elhagyjuk.

3.1 Megjegyzés A 3.1 Tétel a T>+ 

helyett a D*

jobboldali alsó derivált

jobboldali felső deriváltra is érvényes.

IV. A MEGOLDÁSOK LÉTEZÉSE, EGYÉRTELMŰSÉGE, FOLYTATHAT ÓSÁGA ÉS 

FOLYTONOS FÜGGÉSE

A 2. pontban definiáltuk a ^2.1) egyenlet ( ^, <f) -n átmenő

kezdőfüggvényre azonban nem feltétmegoldását. Tetszőleges c^eH 

lenül létezik (^(cp) -n átmenő megoldás. A kezdőfüggvények terének, 

<^>e H függvények halmazának a megválasztása, amelyekre 

a megoldások egzisztenciája, unicitása, folytathatósága és a kezdeti

azaz azon

adatoktól való folytonos függése állitható, végtelen retardálás
/*# __ -q\

(/r= oo) esetén nehéz feladat. Ha a retardálás véges (-r< ooj ? 

akkor a megoldás folytonosságából következik, hogy "t ^ 1+ V '-re
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£->r, CTJ -ból R -be képező folytonos függvényekaz X^ már a 

terébe tartozik,-ezért a kezdőfüggvények terének a

választható. Végtelen retardálás esetén azonban az X^ mindig 

tartalmazza részeként a kezdeti függvényt.

J.K. HALE és J. KATÓ 1978-ban bizonyos alaptulajdonságokkal

rendelkező kezelőfüggvényterekre, úgynevezett axiomatizált terekre

végtelen retardálásu funkcionál differenciálegyenletek megoldásai

nak létezését, egyértelműségét, folytathatóságát és a kezdeti adatok

tól való folytonos függését bizonyították. Ezen eredmények közül

néhányat, amelyeket alkalmazni fogunk, bizonyítás nélkül ismertetünk.

Itt nem soroljuk fel azokat az axiómákat, amelyeket a kezdőfüggvények 

terének ki kell elégítenie ]-ben. Ehelyett négy olyan alaptulaj

donságot követelünk meg, amelyek egyrészt következnek J.K. HALE és 

J. KATÓ axiómáiból, másrészt elegendőek a 4.1-4.5 Tételek bizonyítá

séihoz.

Legyen ßc H és В -n egy Mg norma. Ha с^-уеВ 

akkor a

Tegyük fel, hogy a ||ß 

teljesüljenek az alábbi feltételek:

ha X a (-oo,A) -n értelmezett, [j&, A) 

értékű függvény, G< A , x^eB , akkor bármely -1е[б,А)-га.

és

W-yIb=° elemeket nem tekintjük különbözőnek, 

normával ellátott В tér Banach tér. 6 -re
4><г

R".-n folytonos

**e B,
(A2) folytonos függvénye t-nek а l• |

metrikában,

(A3) van olyan K>0 , hogy

(Al)

normából származtatottß
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к IxC-OI < \\\ъ ,
(A4) léteznek olyan К (o) folytonos függvények, hogy

+ 6) 1*^*
Tekintsünk néhány speciális példát olyan terekre, amelyek kielégi- 

(M- A4) feltételeket.tik az

4.1 Példa Legyen e ß

В = j e C ((-«^0] , R*) :
L rro

és

}JUwv ^ . (ß(jb)
- OO *

létezik I

Z. .
- »«iío

Az (Al) igazolásához elegendő megemlíteni, hogy ha
T* ÍiLwi x (£+*) - & e.

és cfj(£)>0 

*

«, • x (ö + -ü) = <xIjíws , akkor
Л-> - oo

Legyen £>0 adott. Létezik -í>e<0
- OO

Úgy,

«Т xtf-t*)| < y
vallumon egyenletesen folytonos, található olyan ( £) > 0

^ |x(tt^- x (■£.'•+*) | < I

То
1 * В -üé о

és eseténhogy
T* K°]. Mivel <2- x(HA) inter-az

. hogy

ha'yu.p e. 2 t

Ha , akkor 

I x - x (i,4<í»)| é

|x (t to) - x (t'-f-c) I 4. a. |x (t +*) - < 14 j = £,Г*<yu.p e

x folytonos i-ben. 

Az (A3) feltétel a

О

tehát

K= 4 

Kt(*)* e.
konstanssal, (A4) pedig a 

függvényekkel teljesül.rfc -r*
K. (*) = «•

1 -oátiO
Ezt a függvényteret használta a megoldások aszimptotikus visel-

v

kedésének vizsgálatára J. KATÓ [«].
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4.2 Példa Legyen >r < oo és

3= c R")

I4WI.
I

\<p L =

Könnyen belátható, hogy az (A4 - A4) 

delkezik ez a tér is.

Véges retardálás esetén («ve 00) 

kezdőfüggvénytér [40 ,46 , 2.4 ].

tulajdonságokkal ren-

ez a leggyakrabban használt

4.3 Példa Legyen és

= [<f (f mérhető (- ел srj -en, folytonos [- 't', Ö] -n(cHВ : 4
Wiß < 00 1 4

p 0 p 1 p
1ч^)| + / ^ l^l d4

- со4 = L 0
1

<a=(-»=> 1 «о ^r+ olyan lokálisan Lebesgue-integrálhatóahol

£oj (■*) : t < 00függvény, hogy minden ■L SO esetén е/Л.

és

/i £(-oo,0] \ Nt , ahol c (- 00,0] nullámértékü 

. A ej -re tett feltételek teljesülnek

ha t éO és

ф(-со,0]->Я4halmaz,

például akkor, ha Cj monoton növő.

B.D. COLEMAN és V.J. MTZEL [4,5 ] vizsgálták ezt a kezdő

függvényteret, Megmutatták, hogy ha a fenti tulajdonságú, akkor 

í>-re igazak az (A1 - A4) tulajdonságok. (A4)-ben

- £4 -+ S P I

Ш1*}Г' ^w={° <>>*•ка И = е/Л. Ло*р

téo
W\CLX ( I

О .I
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А Б térnek a termodinamikai, folytonos mechanikai alkalmazásokban

van fontos szerepe [4,5 ] .

Legyen C Banach tér a He normával. Tekintsük a

(2.V itt) = Ta

egyenletet, ahol T egy 3 paramétertől is függ, 'Xe.C .

T: [6,«0 xfí -> R" 

Я. eb
és :[jsl со) у ß -»В*Tegyük fel, hogy

és ß nyilt halmaz В -ben.folytonos függvények,

<f€.S24.1 Tétel (Egzisztencia) Bármely 

egyenletnek létezik -n átmenő megoldása.

esetén a (2.1)

4.2 Tétel (Unicitás) Ha van egy L konstans úgy, hogy bár-

fci <f) I (±1 ЧО e [*!“>) x Q

akkor létezik olyan L(b) folytonos függvény, hogy

mely -ra

В

ü Jcf-Ylz ■L > er.

Speciálisan, (2.l)-nek pontosan egy ~n átmenő megoldása van.

4.3 Tétel (Folytathatóság) На X a(2.l) egyenletnek nem foly

ta I A) -n, akkor bármely \)/ c jjö, со) *kompakt 

, hogy (i (xt) 4 V, Ka t^<t<A.

tatható megoldása

halmazhoz van egy

4.4 Tétel (Folytathatóság) Ha a 4.3 Tétel feltételei mellett 

korlátos, zárt részhalmazait az В 

V/c |Ъ,оо) x Ä

az T a [%, oö)x .fí.

halmazaiba képezi, akkor bármely

halmazhoz létezik egy jt.. r*- ií->fe=o
la-> oo és (t x ) i W.* "4

korlátos

korlátos, zárt

t. -> А-otesorozat, hogy , ha
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4.5 Tétel (Folytonos függés) На а (2,1л. ) egyenletnek lé- 

x °(*,^) megoldása (X Á) -n, &<A,

akkor bármely £>0 -hoz létezik olyan cT(£)>0 , hogy

tezik pontosan egy

(*,4*) c *ß , |*-*| < «TU) , és

esetén

I *1^,4)- xte^«f)lb
t £ £w\ax{-b,^ , A] -ra, ahol

< £

a (2.1^) egyen-minden

('üi4') ~n átmenő megoldása.letnek

4.1 Megjegyzés A 4.3 Tételnek a J.K. HALE és J. KATO-féle

axiomatizált kezdőfüggvénytérre vonatkozó alakja K. SAWANO [39]

eredménye. A 4.5 Tételt valamivel gyengébb feltételek mellett

Y. HINO [4S] bizonyította először.

V. RAZUMIHIN TIPUSU TÉTELEK SKALÁR LJAPUNOV FÜGGVÉNYEK

KONVERGENCIÁJÁRA

Ebben a pontban véges retardálásu (<t*< оо) 

foglalkozunk. A kezdőfüggvények tere legyen a szuprémum normával

tér. Feltételezzük, hogy a (2.1)

félegyenesen

egyenletekkel

c- c(E».<a,ir)ellátott

egyenlet általunk vizsgált megoldásai а [в , oo) 

léteznek. Ezt biztositó elegendő feltételeket nyerhetünk a 4.1,

4.3 és 4.4 Tételekből.

1. Legyen V egy skalárértékü Ljapunov függvény. Az alábbi 

tételek a Ljapunov függvénynek a (2.1) egyenlet megoldásai mentén 

vett határértékének létezését, a konvergencia gyorsaságát tárgyal

ják.
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5.1 Tétel Legyen X a (2.1) egyenlet megoldása. Tegyük fel,

hogy

(i) V(i,x(-0) alulról korlátos i 00) -en,

(ii) ha B, tjieC és

k, (yct^M)) > vet,4)(5.1) (

akkor

(5.2)

ahol : R -v> R 

o e R , az •• [&- ^ { °°) -=> R+ 

K,€ R+

folytonos, monoton növő függvény, (*)>•*, 

függvény folytonos és létezik 

eseténU6úgy, hogy minden

-t
j 4 < к(5.3) Л \

±~ Sf

R* R R %(^r)függvény folytonos, monoton növő,:a 's,
Лл. <_лг ^ Kv)>° ésesetén

ЛГ

Г

monoton csökkenő és a

(5.4) — со.

Akkor V0t,x ) V (4 ,x (-O)
со

határérték létezik.

(2.2) alapján I)V(Í) = Dj ) < £ ^ 6.

Va,xí£^Bizonyítás. Legyen

Először jegyezzük meg, hogy 

A bizonyítás első részében megmutatjuk, hogy 4t(L) monoton csökkenő. 

Ha nem, akkor van olyan ä & és te bármely jobboldali környe

zetében egy t úgy, hogy

(5.5) OL =

/Léteznek továbbá ,-fc , Ar számok a következő tulajdonságokkal:

^ /T"» a 4 ~ «
(a s-scgco }
V --A(5.6) \%

X. *
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Arit.^) <- = ^

Ъ(±А) й Ь I

CX £ ATÍt) ^ Is

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

CL =

I

•tv,^ (x) > ír.

(5.8), (5.9) és (5.10)-ből következik, hogy Ь-л(«■ M)> at(t) 

ÄF(t)< ír , ha -fc €. £^,^3 . így (ii) és 

alapján

és

c^(aa,-) monotonitása

L AT(t„)^.

I(5.11)

Tekintsük az

(t «sÍA, ,*г!])~<t) = 4,«)
A-<- (t.^)

kezdetiérték-problémát. (5.3) és (5.6) alapján (5.12) M.° 

megoldására

(5.12)

maximális

^°tt), f
J ^(“A)
a. v

tt .
í ** fa ^ (t * fc,. ‘2l) •- / á к,

s t

■t e [1Л <\~] .

-^■(■6^)^ ír -t kapjuk,

Ал.в(1) < (rEbből és (5.4)-ből adódik, hogy 

Alkalmazva a 3.1 Tételt (5.11) és (5.12)-re, 

ami ellentmond (5.7)-nek. Tehát Ár(t) monoton csökkenő.

, ha

■Uvv\ <r({) határérték nem létezik.Tegyük fel, hogy a
"t. -=> CA

Ekkor (i)-ből és ír monotonitásából olyan V4 számok

létezése következik, hogy

ílwv Ar(-t) ~ d

4<_4 <
v(t2) < = <*

C ^ Ar(t) é cA.

лтС^^) ~ e I 

J4/0 > t,

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

á 't-

с. =

1



12

és minden -Г £ в esetén az

e [V-*-,*'])(X*tí)=

_ л*. (±' - '»-) = c-
(5.18)

kezdetiérték-probléma maximális megoldására az

*sa) < ci(5.19)

szám nincs, akkor van olyan -V £ 6 

ha* 6í) < el , ha -te ß'~ 'ri'^")

becslés érvényes. Ha ilyen •€-

Ге /V-e-.rjés és, bogy

-u*(-í") = cl # Innen (5.3) felhasználásával
-t" dl

ЧлЪ = / Í K1- f cl uI (“(*)| o ci'-'V

minden *>el-re. Ez ellentmondás, mert

-í'—r

monotonitása és

(5.4) alapján
dldl ( e -^> d , e > cl) .Г ^

с
Г
c V‘e)

= ca

(5.15), (5.16) és (5.17)-ből kapjuk, hogy ^(лгМ) > лг(1) 

lrft)áe , ha -teÍAp^lJ . A (**,-)

(ii)-ból következik, hogy

és

monotonitásából és

(± e[-L2,-b4j)Т>*лгЦ) < |^t) (Wt),e-)

Legyen "L1 - . Ekkor (5.13)-ból 4 "t* adódik. Alkalmazva

(5.18)-ra és (5.20)-ra a 3.1 Tételt, hasonlóan mint a bizonyitás 

első részében, az (5.14)-nek ellentmondó )^. d egyenlőtlen

séget kapjuk. Ez az ellentmondás tételünk állitását igazolja.

I(5.20)
= c..

5.1 Következmény Legyen x a (2*1) egyenlet megoldása.

Tegyük fel, hogy
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felülről korlátos £fe*, со)(i)

(ii) ha t ^ &

-en,

eC és

^ < V (í.hO,
akkor

T>4CM

Ц*. &->R folytonos, monoton növő függvény, ^(о)<Л ,

{v: £W, со) -> R+ 

úgy, hogy minden t ^ 6

ahol

о e R. , az 

KteR+
függvény folytonos és létezik

esetén
•fc

J - K1 *
-L - T”

RxR -oR ‘íj**«’)függvény folytonos, 

(ал,*г)<. 0 és

monoton növő,a ^

esetén

:

AT

z. ъ<л>и> s Gö ,

ÍjLvvx V^ír,x )) határérték
*A

Akkor V 64 () monoton növő és a

létezik.

Bizonyítás, Alkalmazzuk az 5*1 Tételt a -V(4,k) Ljapunov

<,-*1 .{Л*) *
o^(aa,u-\ = - ^г(ги r-) esetben.

függvényre a

5,2 Tétel Legyen X a (2,1) egyenlet megoldása. Tegyük fel,

hogy teljesülnek az 5,1 Tétel és az 5,1 Következmény feltételei.

Legyen továbbá '»-> о és minden -u. <*r < -ur ,
\ 1 1 '

létezzen o£>C>

u„ > > **rг i. г. -höz

úgy, hogy

(ii) f _*2_ < к .bSl
m, V*í*4

é \<л -bSl ^ X kb'vei keiik(i)
ОГ, - ЛАаЛ <1

k&vetkei.ik.^ <*
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Akkor van olyan c. e R és M>0 , hogy -t ^ 6r

í ИГ14*

esetén

ahol

Legyen Лг(£) = V(^x(fc)), *r(-t)^ \/(4,х^)( *г«)=У&,х^,

Az 5.1 Tétel és az 5.1 Következmény szerint -ír monoton csökkenő,

vr monoton növő függvény és van egy c fc R , amelyre

jLLwa аг (1) - 
€■*> сл

minden t ^ К -hoz létezik

Bizonyítás,

aj- M) - íáj**- aj- (1) =• c_
■é-^eö

, Innen következik, hogy 

<r^') = c,

esetén ^ (^H)) > ^H-)

•^(aj-íO) < iT(t) . Legyen 1 ^ T-fl^ , to€ ( "О “ c

-UTj ^ Zr(tc>-*r) .

-t oO

*'e

továbbá van egy T ^ úgy, hogy -t ^ T

, melyre

I

I(

Tekintsük az

(-■ rwj)
Aa. = c

l
(5.21)

kezdetiérték-problémát, (5.2l) aa0 maximális megoldására

- J (•^ÍV^T).- i dl >a

■L-n- - rr

Ebből (i) alkalmazásával az következik, hogy

é (4-«) (^-c)

ügy, mint az 5.1 Tétel bizonyításában, a 3.1 Tétel felhasználásával 

az (5.21) és (5.22) alapján kapjuk, hogy 

лг(*)-с < (/{-*) (<лгл-с)

(*e(5.22)

A at monotonitásából

Aj-(0- с < (И-*г)

-t e [ТЧ 2Ь.лг

pozitiv egész. Ekkor (5.23)-ból

(5.23) 

ha t ^ T+ 2.Y- , Legyen 2.(к-м)/1-)T-t , ahol IftI
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Яг (*}-«- é é (<-*)45(*“4|vbc}é

й (4- «) (t- (t - 1 - c) ú у -*f (^CT)~c)=

^ (XrCT)-c) 6
á •••

(5.24)
= (Л-^ i*-«) 

= (Л-*)
-(£-) -fc

(stT)-c) (i-«)*".

Hasonlóan mutatható meg, hogy

-ír.-) (e- if (T)J (Л -*)4£(Ч £ M-*0(5.25) c -

monotonitásából és (5.24), (5.25)-ból könnyen következikA аг, кг

állításunk.

V(l,v) =■ (x|2. Az 5.1 Tétel és az 5.1 Következmény a 

ben a megoldások normája határértékének létezésére adnak elegendő 

feltételt. Az alábbiakban speciális alakú egyenletekre alkalmazzuk

eset-

ezt az általános eredményt.

Tekintsük az

iCt)* .((±,*(0) +(5.26)

egyenletet, amely (2.l)-nek az a speciális esete, amikor =

5.3 Tétel Legyen X az (5.26) egyenlet megoldása. Tegyük fel, 

; [V-'t-j oo) -=> R* » olyan folytonos függvények,hogy

amelyekre

(i) létezik K>0 , hogy esetén
t

J fK. eta i К(5.27) I
- ЛГ

(ii) Су monoton növő és ha -и<.лх, akkor
АГ ele» - Oö (

(5.28) d
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(iii) bármely "t 1; б- -ra és £■ C -re

WííOÍ I^Hl)cy ((5.29) I

< - f-C^) о^(|^^°)|).(5.30) Lv~ 1

J.LW4 I X 601 
-t -> ел

|*(±**>|Akkor monoton csökken és aW\COC
- éri л < О 

határérték létezik.

Bizonyítás. Az 5.1 Tételt alkalmazzuk a 

|,W ettW, <^(^) = tVH'íVH 

(5.28)-ból következik (5.3) és (5.4). A Ljapunov függvény deri

váltjára vonatkozó becslést (5.29) és (5.30) alapján a következő 

módon kaphatjuk:

= 1*1 , 
esetben. (5.27)-ből és

&.W4 /V^p 4- fjc^o)4
О *+ N

p £ i"tv{a'tfío,)l')Lfío)l)4 I ^14)1 =

^Elb) ,<fl *

< X\_VSA

■к-*> о -v

é f-(*) ^ vvíetV

•é О

Tehát az 5.1 Tétel alkalmazható.

(R"« R)A skalár esetben érvényes az (5.26) egyenletre a

következő tétel.

5.4 Tétel Legyen X az (5.26) egyenlet megoldása. Tegyük

és bármely -t ^ в , c^eC4(4,0) s О

cf(o)_4 C-t, cf(O) ú - o.(-t)^(o) (

fel, hogy esetén

(i)

lea(iitf)i ^ Vvvej<' U -'r^íO
t

S *(*)*& £ к
-t-Л-

(ii)

(iii) \
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ahol о».: R+ folytonos függvény.

Akkor a •Uvn* *(+) határérték létezik.
-t->co

Bizonyítás. Az 5.3 Tételt alkalmazzuk а у». C-L) = o.(i) , 

c^(-u.^ = aa. esetben. Könnyű látni, hogy (5.27), (5.28), (5.29) és 

a cj>(o)»0 esetben (5.30) érvényes. Ha + 0 , akkor

Лолл =

-^[<4 к чИ -'ij < - Ck(<)— Л\Длл
Vi-í>o-v

Tehát az 5.3 Tétel feltételei igazak. Mivel skalár egyenletet 

vizsgáltunk, következik a x(í) határérték létezése is.

3. Most olyan egyenletet fogunk vizsgálni, amelynek a bioló

giai, kémiai alkalmazásokban fontos szerepe van [?]. Tekintsük

az
(*«)e R)

az (5.26)-nak az a 

t^>íb)) = _iv.(t^(ü)) I Iv. (tf> (- *(*)))•

i (-t) = - Jív (x (-1)) +Цха - Г (4)(5.31)

differenciálegyenletet, ahol ^ f?-> R

folytonos függvények. Az (5.31) egyenlet

speciális esete, araikor

5.5 Tétel Legyen X az (5*31) egyenlet egy megoldása. Ha a 

függvény monoton növő és lokális Lipschitz feltételnek tesz eleget 

legfeljebb egy pont kivételével, akkor a Itwv kíí) határérték létezik.
•fc-í? 0*>

Bizonyítás. Feltehető, hogy К a 0 pont kivételével tesz ele

get lokális Lipschitz feltételnek. Először megmutatjuk, hogy x kor

látos. На x nem korlátos -en, akkor létezik olyan -L1 > В (

x(i')>0 x a') 'i x (í1- *r (•£*)) X a')<oéshogy vagy ésvagy
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у (■£') < xr CL'-rC*.1)) 

х&'ЗйО , a másodikban 

korlátos. Legyen 

hogy M > vv>

V(t|>0 = x

. A -k monotonitásából az első esetben

y«‘)>o
(л.\пл «VÍ * (-i)

-L->oо

, ami ellentmondás. Tehát x

M = x CL) . Tegyük fel,
4-*>eo

és M + O , Az 5.1 Tételt alkalmazzuk az

’üw* *
jegyzéssel, hogy (5.4)-et elég a 

bői vett -u.Ar

W> a I

1T= R
(/u, аг) - SvCc-)- к (л*) esetben azzal a meg-(

•U.w\V(é,x6í)) egy környezeté-

>u,as-g £М-г,Мчг^ ahol 

kf/u.) - k(«") й L vr|

esetén megkövetelni. Ha

0 < £ < |m I , akkor van olyan L , hogy

Хл.
A Ljapunov függvény deriváltjára vonatkozó becslés

AJAJ-
r

X, к(*г)-к(*)és igy XA < AT,= oo \

ti* к a) 

esetén vw+O és az 5.1 Követ

ből könnyen látható. Tehát az 5.1 Tétel alkalmazható:

M=О , akkor 

kezmény alkalmazható.

*>п-ф Mlétezik. Ha

5.6 Tétel Legyen x az (5.31) egyenlet (&,tf) _n átmenő

к függvény monoton növő és а I wu* о>(л)
L v

megoldása. Ha a

intervallumon Lipschitz feltételnek tesz eleget az L Lipschitz

konstanssal, akkor van olyan c & R és M > О t hogy

0-**)-fi*I x (-0 - с I £ M e
fi ~ - ^ ^ahol

R4* R v
-k (or) - к (u_)

Bizonyítás. Az 5.2 Tétel alkalmazható az

k'. = /v-V(f,x) = x

esetben azzal a megjegyzéssel, hogy az 5,2 Tétel (i), (ii) feltételét

tI I

*fh)Jw\ i w\ (ъ) 
*■ -Or#C£o

elegendő esetén meg-

követelni, -c = -(,2.

WVO.X 
- ЛГ i Oi: О

t
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<Ti
< Г _*2
~ 4\.(*«í)- Ma)

£=4Д . Tehát állításunk az 5.2

г скъEkkor ugyanis J ------
— L«v- következik,

< d- -bői

5 e
^
Tétel következménye.

az (5.31) egyenlet egy megoldása. Ha a

■Uwv oc^)=0 
4 -> «=>

5.7 Tétel Legyen x 

V függvény monoton növő és 

határérték létezik.

-U.W» у (i) 
-fc -> <*>

akkor a

Bizonyítás. Legyen £>0 adott. Mivel 'гбО-* О ha 

-L-> 00 , létezik T(c)> Bt£ , hogy 'c (<) £ £ , ha -í t T(e)-e,

Először megmutatjuk, hogy ha -t £ T(e) , akkor wuvx у (Ц a) 
-íé^üC

monoton csökkenő. Ha nem lenne monoton csökkenő, akkor létezne

*(i0)>Ü és x (±0) > xft0 + *) ( -í 

Ekkor az (5.31) egyenlet és к monotonitása alapján

- к (x + к (-* «Л'*'('*«>))) £ О , ami ellentmondás. Tehát

monoton csökkenő, ha 4 £ T(£) . Hasonlóan mutat- 

monoton növő, ha

úgy, hogy

*(k) =
Vvve^X X ft’f ■&)

- £ ü -öé О 
ható meg, hogy vvii V> У (i 4a) 

-fí^ío
Qjl vva

-£->«» -fiííO
M = hwa WaO-X X (é -t Л) . 

-£-5>oO - f í О

M- Íí-naax M). Rolle tételét alkal- 
ч «л

У ^4ч/>)VM i v\Legyen Wl = »

Nyilván wv - íM x Я) ,
■t —> uö '

mazva kapjuk, hogy ha -i > 7“(r) 

akkor létezik -fc'e (4^ i^í) » amelyre 

(ha , akkor ). Mivel

v»*M

-t =■ vv/iö_X >< ("i 4 'SV 4.
1 -£ÜÜO Z

i(0-

— wi.i'« x (44 a) 
-ríiío l(

|*íOlt .ÍLü.
esetén létezik í^lfe^o

i

Mivel £ tetszőleges kicsi volt,

Mfe)!-^00
(5.31) egyenletből |x(4)| ^ |k.(lC)|-{- j

Jx(4)| < К , -fc > fc . Ez ellentmondás, tehát a kvw x&)
1 4 -> 00

érték létezik.

, ha k -> “=>.éssorozat, amelyre 

Másrészt az , ha

határ-

л
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4. A következő tételben egy lineáris differenciálegyenlet 

megoldásainak vizsgálatára az időfüggő Vft|*)= le(i) |*|
Ljapunov függvényt alkalmazzuk.

Tekintsük az
Wd

*«.)= - + Г(5.32)

л, <r£|r£ : [*,*») -v> R

l= V-i

folytonos függvények,egyenletet, ahol

0 á *£(0 < 'r,

5.8. Tétel Legyen X az (5.32) egyenlet egy megoldása

fe : [V-'r, o*) -> (O,co), со) -en. Tegyük fel, hogy a 

vény folytonos, lokális Lipschitz feltételnek tesz eleget és min-

függ-

den -t Sí esetén

Wi-r.«))
Т>+ВДVe (A) Z < a.«.)-(5.33) H-í)

4^6” -гаés létezik K>Ü , hogy minden

t w>
f te. Z

^ -L ~ Л

I be L+>) I
te (л - r• £ K.(5.34)

livv^ te (4) |x éA)| határérték létezik.Akkor a

V(-t,x) =■ k60l*lBizonyítás, Az 5.1 Tételt alkalmazzuk a

0 (A _ fem Z ——__k(i_rclé])

Az 5.1 Tétel (i) feltétele nyilván teljesül, a (ii) feltételben

^(лх,0-)=т<Г-и esetben.I

(5.3) és (5.4) az /
ЛЛ.

- oo -bői, ал.<. AT , és (5.34)-ből 

következik. Az (5*33) felhasználásával a Ljapunov függvény deri

váltjára az alábbi becslést kapjuk:
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X>1 V ft I =- Lo/чл j. 
k->o-t(5-12-)

é *

- cíí)) 4 fc(í) X ---
/ kft-t,-«))

4 MQ|«fM|^э+м-о
fe(+)

k(t)f ьм j)4^4; \ V(ií4(<-))v^~ hb ь«,£
t=1

(ír; <41УИ

4 k-64) £

b~ fc&)|*<4)(
■í. 4> cto

Mivel az 5*1 Tétel feltételei érvényesek, a

határérték létezik.

5.1 Megjegyzések Az 5.1 Tétel R* 

egyenletekre is érvényes. A Ljapunov függvény deriváltja pozitiv 

is lehet a B.SZ, RAZUMIHIN [34] által bevezetett (5.1) halmazon. 

Az eddigi ilyen tipusu eredményekben a Ljapunov függvény derivált

ját O-val becsülték felülről (J. KATÓ [22], S.R. BERNFELD és 

J.R. HADDOCK [2]), igy az 5.1 Tétel ezek általánositása.

A ^(AAiAr) “re kirótt feltételeket tsljesiti például а лу-лх. 

függvény.

helyett Banach térbeli

-KHa az 5.2 Tételben akkor (X. - S- I
|< « учлс-.х { К, , ег1[ .ahol
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Az 5.3-5*7 Tételek a (2.1) egyenlet olyan speciális eseteit 

vizsgálják, amikor annak jobboldala egy úgynevezett közönséges és

egy funkcionál részből áll és azok azonos nagyságrendűek. Ekkor

S.R. BERNFELD és J.R. HADDOCK fentemlitett eredményei nem alkal

mazhatók a megoldások határértéke létezésének bizonyítására, mivel

a - |x| Ljapunov függvény deriváltja pozitiv értéket is

felvesz.

Az 5.3 Tétel feltételeiből általában nem következik a

határérték létezése, amit az у =x1
■(iw«, x a)
■fc-boo
is mutat.

példa- X*2=2 I Л

Ha a 5.4 Tétel feltételei mellett még
OO

5-**'
is igaz, akkor az x - Ö megoldás aszimptotikusan stabilis 

(E. WINSTON [43]). Az 5.4 Tétel feltételeiből az v=0 megoldás

vwe*X
-<r <OÍ О

a- 40

aszimptotikus stabilitása nem következik (még akkor sem, ha

xLÍ)= -x(i) + xti-4)
oo

Jc^(4.)di = oo ). Például az egyenletnek min-
Ъ-г
den konstans függvény megoldása.

5.1 Példa Tekintsük az

+ Hxö^ríí))
Г : [*, «о) fp 

-u. = 0

(x«)eR^
folytonos függvény. Mivel aegyenletet, ahol

3r~i függvény az pont kivételével lokális Lipschitz fel

tételnek tesz eleget, az 5.5 Tétel alkalmazásával kapjuk, hogy a

ií.wv x (i)
•i-5> oo

határérték létezik.

cffajjtfeC kezdőfüggvény olyan, hogy Oé| **‘v*<f(o)|

akkor az x(fe,c^ megoldás exponenciális gyorsasággel tart konstans-

Ha a I

hoz.
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Példánk egy uj bizonyítása S.R. BERNPELD és J.R. HADDOCK 

[2 ] következő, 1977-ben kimondott sejtésének: 

az x (£)= - líк ft) ■+ -/k(4-/r) skalár egyenlet minden meg

oldása konstanshoz tart, ha 4. o° ,

A sejtést először C. JEHU [49] bizonyította.

9.2 Példa Legyen adva az

X (-t) sr - ív (*&)) + ^ (x (4 - r(4Í)) (*(OéR)(5.35)

egyenlet, ahol

f ~
ÍT^J -Л 

и _ V7TI?

ЛА ír - 4, ha

_ A <**íO, ha
íu(<w-) =

О ал ^ 4, ha

Л <L Лл, haЛЛ

és
( 4* Dé t ^-X 

iíliU ff

ff* * < Ifr 

a-ff< ff 
■|(Г4 t <2ff

. Ekkor az (5.35) egynletnek x. (-1) = Awt

függvény két pont

-t 4 , ha
сл(2(oot) + 2 ff

(2-t 2 í oot) -+ ff

t - u/rc , ha

*(Q = / , ha4_ _ owví. c oo

t-t ^

4. — tx/vt < въ

, ha

(Q.C oot ) + ТГ

(. *2 - соэ-í)

, ha

4fc‘ СЛ-í С <УЪ , ha

*C £ér-t 2ff) = Г(4)továbbá

megoldása. Azaz az 5.5 Tétel nem igaz, ha a 

kivételével tesz eleget lokális Lipschitz feltételnek.

5.3 Példa Tekintsük az

(x (<)eR)(5.36) X (1) = - ev X (t) + *r(t) у (4 - ^(4))

: &|°°)
• Az (5.36) egyenlet megoldásait az 5.8 Tétel segit-

egyenletet, ahol Q. > О , folytonos függvények,

ségével vizsgáljuk három esetben.
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1. eset: |<r(0( é ( , t > 6\

Alkalmazzuk az 5.8 Tételt a b.(-í) =■ exp (?c-L) esetben, ahol 

X>0 olyan, hogy ^-a tóp («хл-) ^ oi-(X teljesüljön. Ilyen oC

esetén •'fa--hoz, a jobboldal pedig 

а-hoz tart. Az (5.33) és (5.34) feltételek teljesülnek, mert

оti lír(0| <x/r
*(*-*«)) = 

e.

<x-s>0van, mert a baloldal

1>Чс“9et't-|*г*01 é e /jpa < a - (X = a - <x t
«_

Tehát a e_ a (-L)
t->°o 

-t* t
határérték létezik. Ebből következik, hogy 

, ha , valamely M>0 -ra. Ezt az eredményt* (<■) й M *-

kapta más módszerrel N.N. KRASZOVSZKIJ [14] 1959-ben és J.K. HALE

[4fe] 1971-ben.

Цг60| ^ <x
Legyen kR)S/1 .Az 5.8 Tétel alkalmazásával a -Ilwv y(-í) határ-

t-S ob

érték létezését nyerjük. Ez az eset N.N. KRASZOVSZKIJ [24] hires 

példája, amelyben 6 az X =■ О megoldás stabilitását bizonyitotta. 

Itt azt kaptuk, hogy a feltételekből a megoldások konstanshoz tar-

•t > S'.2. eset; I

tása is következik.

t t о .
_______  / (<V~ (Н<Л|)«Ь f |M*)f / (*■ -|^Í4|)eluj el Л < «

Legyen 40t) - exp (&~-Jir(Ä3|) . Ekkor • = öl ~ |4r(£)| .

Az (5.33) és (5.34) feltételek teljesülése könnyen látható.

3. eset: I

Tehát a

/ (<x - I fLr(*)l)d*
XlVw X Í£) 4-(5.37)

határérték létezik. Ha

6
cLo 4 oO I
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ló/* x 60 
■t —> 0°

X fO - - CkX(-I) ■+

határérték is. így például azakkor létezik a

* (<~XU))Сч. +
(•é- & + /»)*■

egyenlet minden megoldása konstanshoz tart. Az (5#37) segítségével

a megoldások végtelenbe tartásának rendje is vizsgálható. Például

az
X 60 - - c^x(i) -t

- ы (é - k)
jLlvvs x. 60 Ä. 
*->«*

egyenlet minden x megoldására a határérték

létezik.

VI. VEKTOR LJAPUNOV FÜGGVÉNYEK KONVERGENCIÁJÁRÓL

1. Ebben a fejezetben vektorértékü Ljapunov függvények segít

ségével fogunk elegendő feltételeket adni bizonyos differenciál

egyenlet-rendszerek megoldásainak konstanshoz tartására. Olyan

egyenleteket mutatunk, amelyekre korábbi eredményeink nem alkalmaz

hatók.

A (2.1) egyenlet (-en létező megoldásait fogjuk vizs-

kezdőfüggvénytéresetben a C =• C^£-'t*icQ !gálni az tr <.&>

rel.

Legyen vv> ^ A 

függvény, II (cR"')
egész szám, Ljapunov

korlátos, zárt halmaz és

folytonos függvény. Tegyük fel, hogy az i-edik változójában

szigo-szigoruan monoton csökkenő, a j-edik változójában 

ruan monoton növő II -n L>0, továbbá létezik olyan , hogy

l- ui "*■ ^ i I

/|Г..,УЧЛ

monoton növő ла -L -ben 

ЛА 6 TT.
vv>2 гН = оTT-n és , haIt
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A tétel kimondása előtt az alábbi lemmát bizonyítjuk.

* ír • i - A6,1 Lemma Ha I w I\

С», Л-»]* •• • х[*«Л«1е я
c~)e Г*«Л)*-

1= \és vv\,..., »I

(C< V "

= О

akkor van olyan • I

*e V-i'лл-hogy Л (•••! I

Bizonyítás A számokat transzfinit indukció-C„ ... C1 С "I

val fogjuk megkonstruálni.

C? és tegyük fel, hogy aLegyen I ... ( v*\ ,

c<V-m> <.00 ^ 3cf*4^ számokat már meghatároztuki ••• i 3+ < « *** i 
Cf О

1
(?4(<?r CKI

Úgy, hogy Vw■j » c-á41 «*• • i »
(^ti) í*)C . c -.-3 ( ‘£')*oV- КО i ‘í vv\- A 

akkor legyen

(c<

. Ha I ••• 1 I..., I
(-•и) c > 0Ч< , Ha pedig= C;V'

L«*') с*°)I > о , akkor4 cl) + ЛI ••• I I

^4 A -edik változójában szigorúan csökkenő, a
(rf-м)

mivel ^ л a
(tfti) О*«)

‘ C(íч, r"
, létezik pon-

( Le e«)\
c V« J£többi változójában szigorúan növő és i\ -* I I

Ь-^j - о%I
(«4 1) («О’ hosy 4' •> V,

О teljesül.
(*41)

tosan egy olyan ^ > i

c (У-н) 
V'

(**•) W>\(.*0Cciés
i-i

S«)C. =. -íyo-л c-
C n> + <k 1

<1 - Af... I vv»

cil I I

(Л)Ha c*. limesz rendszám, akkor legyen
0*M

4.= 1 W> .I

, számokMegmutatjuk, hogy a ci~ CC

kielégítik a kívánt feltételeket ( иэ., 

rendszám), A konstrukció alapján nyilvánvaló, hogy

I

az első nem megszámlálható

(c,,..., c „) e [*<, 4] * - * , Ha valamely j-re ^ í wi)

(c 1 I C»w ) > О , akkor minden ß < сол esetén a

cf ■t(«i 1

teljesül, azaz van olyan 

és с(.^4)

44
,(Л-н) (0)
Cvvn >Cvw relációk közül legalább egyi ”• i

® ^ ^) , hogy a £ ß ? /34 <

} halmaz nem megszámlálható. Ez ellentmondás,> c44
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(ft-м) )Wv intervallumokmert a diszjunktak

Сил ) - О

, akkor van olyan 
(rW-.) (Л)

3
c№)

1ЛЛ

és megszámlálható sokan vannak. Tehát (

■i - Л {-vw 1 ^ • I

(^ = ^ = wv) , hogy 

> ‘Ь-

. Ha c^> i

fi rendszám és ^ index
(ft-м) 

c.

(fl-M)

- Cv.c ■
3 3(ft)(ft-м)

és > Cv t C j + Л

лы ель v3 ' cr1 r"' ) £ 0
esetén és határozott egyenlőtlenség áll, ha -j , amiből a

tP ( (/»+<) iß**) (ft) (/V)
4. ^ vC/» <”■ . Cj- -

> > ^ УЧЛ. •Л (I <ЬЛ v •••A Гл3"1 I

„ (ft-м) (ft)/ U
V VC1Ekkor c •3~л,...,

CftK I >o ellentmondástCJ c ■i -j-f 1 r~<

rre cra3
< (r^ i =■ A. .

i- -I

és így akapjuk. Tehát valamely -k monotoni- 

. Ezzel állitá-tási tulajdonságából mI II

sunkat igazoltuk.

6.1 Tétel Legyen x a (2.1) egyenlet megoldása Cr, со) - en.

Tegyük fel, hogy

(i) V(í,xa))elT
(ii) ha t ? В

t ^ <ö 

V«l4>)eTT
, ha I

Y e C és valamely i-reII
(^ = )•. ™

к (Ч^,ты)) > ч*(6.1) I

akkor ugyanazon -L indexre

t6'2) - L [V- ^ * Ъ (Ч Чц ^*f)

4a •. R ->teljesül, <■- A\ ... ,

növő függvény, 4a (V) >'b .

llvw V (-L . x (•())
»о

Bizonyítás. Legyen

llw лгН) , ahol а 4лллл komponensként értendő. 
-(.-■>00

w\ , ahol folytonos, monoton

határérték létezik.Akkor a

Cr(0 = V (i (v^)<r (■(.) = V(4,WO) ( I

Cl -
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Mivel TT korlátos és zárt, ezért (a e^) e ТГ
. Először megmutatjuk, hogy 

. Ha ez nem igaz, akkor van olyan Á index (4 í ■C é ***) , 

hogy .

A 4г. függvény Ъ

ésa =

1 - И , - , vvt_ со < a. • < oo ,

Feltehetjük, hogy i - A .

tulajdonságából következik £>0

> сч1létezése úgy, hogy • Indirekt feltevésünk és

és

ha i

atR) alapján van olyan
-fc -í> oo

T>ea - i

4г ( Л - £ ) > Jr ^ R) ú ki -L - VMamelyekre i1 »

továbbá

+ %*&)(6.3) 4 < «S.
L

"г Скл - L , akkor A. (at.,R^> Ar,, •> at (<), 

így a (ii) feltételből és a cj^ monotonitás! tulajdonságaiból

Ha 4 ^ Tt лг- és

D^atR) é L(6*4)

ha -L ^ T 4 rr- R) ^ скл - £ 

használásával azt kapjuk, hogy

. A 3.1 Tétel és (6.4) fel-és

-LR-T-v) -LR-T-O(v ^R'-' | + *■) e
(6.5) 4, (■*■) = YVICOC I

ha -к ^Тчл- . (6.3)-ból és (6.5)-ből

h* S3 }
mond definíciójának. Tehát

Tegyük fel, hogy а Аалаа u-R)

Ekkor van olyan <■ index (U i iw) , amelyre a

at (i.) ^
4 to

következik, ami ellent-í** ~e<■ VVI&.X I

(<k) = 0.

határérték nem létezik.

R-W\ RJ7 R)
-fc-> eO

határérték sem létezik. Feltehető, hogy i - Л . Mivel korlátos

[V( со) -en,az indirekt feltevésből következik olyan <xo szám
, COЫк= M*„)és sorozat létezése, hogy

4)
Cv. < <x c /1 > ev Л I

IrH~L.
te--*.* *- ésÄ oo *r(<) ,lt=0 4,... .

Vr
Legyen= Q

O I
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Л ГГЬ* 1г*>
t —> CÄ

Válasszuk а k
(«^

На te ^ te.

és mivel ТГ zárt,

te ^ k0 -bél
_1|_лг

h = 0,4,... .

^K)>
Nyilván = <V I

~0 számot úgy, hogy

) + a.cés következzen.

at, (í) "? q b , akkor К U)) > ^ 60 

azaz (6.2) érvényes - И -re. Ebből a monotonitási tulajdon-

L.
ésO I (

ságainak felhasználásával kapjuk, hogy

54 <0 « L (*?'- «>) + (к í к
VM = a

■titb fО \
(6.6)

О •

А 3.1 Tételnek (б.б)-га való alkalmazásával

-LU-tk)4))-L(t-
ata(0 4 4 ÍX0 e- •€.

te > te„ 4iSadódik, ha és . Ekkor

- iu)(И-е—)<r,(t> 4 ■+ Ok.«-

a l\ ,t^+
°‘o<1 ^ * % 

te te . MivelО

szám megválasztható a következőképpen:
1 <*\

*í ч

intervallumon, azaz létezik olyan (r szám,
1

t 6 ljt^+л-, 3/rJ 

a te,,

4, C<) < ^éshogy , ha 1

v tv* •lawO < О ■i. = 2 .....i Г’ > i

í A * «.
b s te.Лés

v«v4*'.~, - L л- )esetén < л.t. tL
V-i "**£ > О -ra,valamely

Ha kik,, V3,r]
c =

О-- 60 ■> Cl • - £
V.

és * * V-t"'4 il

akkor feltételeink szerint

li) = L ' - *1(l))4 ^ I h 1-10)D4at- <.= 1 Г " l"* ‘\
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A 3.1 Tétel segítségével ebből

U-f, (<* -Lti-irjК )* w Ctk+/^eá-с(6.7) ^(i)g WV&.X
L

[VT'
*■« M i ^

tk43,r] 2.,..., .

aj^Cí) -re a következő becs

int ervallumon:

következik a int ervallumon,

, (6.7)-ből

[■4* ^ Ч43г1
Mivel

lést kapjuk a

u' p)
z I " 1 v* )(И 0-*-U)}4 y*\ckK Ja .-£ ír.

<■ 1 t(6.8) *L

(r(6.8)-ból könnyen látható olyan tr. 

hogy Ar^ < és

szerint van olyan

számok létezése,21“4

(tb+ Зл-) < ír . A 6.1 Lemma

C~) 6 ft,.**)*-fCc - А Г" I

. így azon a halmazon, ahol (

Av (w^OO) > (H-) , érvényes

hogy i - 'l 1 — , VAA (

és

(t > •D-V-m é L (c{ -(6.9)

Mivel К(с,;)>с,- , (6*9) igaz a

3.1 Tétel alkalmazásával (6.9)^ből ^í'í) < ci

|j.fe+3«'(oo)

egy környezetében. Ismét act

következik a

a! — Л...intervallumon, . Ez azonban ellent-1Г

mond az cl definíciójának. Tehát igazoltuk a tétel állítását.

— (X
!--> <л

6.1 Megjegyzés Ha a 6.1 Tételben

akkor = 0.

2. A 6.1 Tételnek egy fontos alkalmazása van a rekeszrendszerek

elméletében. Tekintsük az
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v\Y\

- Z - Z +j-'1 1 i*\ 6 5
i*'

Й+1 % lxiw>

*,£ 0<Л =(6.10)

\л

+L s< wc* <= A{... ,W,I
\3
Ц + *

differenciálegyenletrendszert, ahol 4ví.- '•
3 0 <J

monoton növő, lokális Lipschitz feltételnek eleget tevő függvények,

A (6.10) egyenlet megoldásait csak olyan

R -> ft szigorúan

és О й ti • < nr -- 4...4 ^,• (1
c^eC

-Tí AíO , (ahol

, mivel csak ennek 

az esetnek van fizikai jelentése. Először megmutatjuk, hogy nemne-

kezdőfüggvények-

(■*) S. 0re vizsgáljuk, amelyekre

•O(*> 2 Оúgy értjük, hogy ■i - A.. ,I

gativ kezdőfüggvényhez nemnegativ megoldás tartozik.

<^(^>0 , -T^tO , akkor a (6.10) 

x megoldására

6.2 Tétel Ha i|ßC 

egyenlet [& v A) -n létező 

teljesül [V , A) -n.

Bizonyítás. Mivel а (

4.1 Tételből következik az

intervallumon, A • Legyen

(
x (*,<{) (Q *.0

függvények folytonosak, a 

megoldás létezése valamely

V*)= ч(*ИЬ~4)
^(o) > Ó , -T<í>40 . Tekintsük a (6.10)

megoldását. Tegyük fel, hogy létezik 

, hogy x\ (fr, ''ft)6*4>)=0 valamely <L

-te[V,-fcc) .Ha X C'5,Aft)(6e) 4 О

, akkor (í) >0 következik (6,10)-bői, süni 

és x^(l)>0 , ha -Le[fr,£oy

i i^s и,... ,

-Ti/)íO . Ekkor

*(*.*10 

t.«(?.A) 

x >0

t̂ = л a
nem lehet, mert

(

egyenlet

olyan indexre

és , ha

vagy

*^c) = ° 

x = ° és 't.. = 0Ha , akkor4
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I Xi 10 -Z *t-(0=o(6.10)-ből 

■t G /V, A) . így 

ellentmondás. Tehát

adódik, tehát 

0 = Z K'i(40) - Z х,-(6) >
a Ce-, A)

konstans,
ÍaA

intervallumon.

^ Li függvények lokális Lipschitz feltételnek tesznek

bármely

Mivel a

eleget, a (6.10) egyenletre alkalmazható a 4.5 Tétel: az

k(6“,^) -hez a B^iM 

kompakt részhalmazán, ha b->>«o . Ebből к (e, с^>уч} О 

£V t A) -n, amit bizonyítani kellett.

Most megmutatjuk, hogy nemnegativ kezdőfüggvényhez a C^i °°) _en

függvény egyenletesen konvergál

követ

kezik

létező (korlátos megoldás tartozik.

6,3 Tétel Ha cj> G С , ^ ^ О

kiterjeszthető a [^ »)

-'r £ 0 , akkor

félegyenesre és korlátos [Уte°) -en.

Bizonyítás. A 4.4 Tétel szerint elegendő megmutatni, hogy létezik

teljesül az maximálisI* (®i<f)C*)| й КК > О , amelyre 

létezési intervallumán. A (6.10) egyenletből
o

i z l f Ki (
Xt \ Г* 1 /£(£/<■»>) * -

Integráljunk & -tői t-ig:
J

оv, V4 « О

Г«4«ч.Ц Г л.
fi'”.»..

\Л ^

- £ íf£(6) 4 X ^ f iv.. (ff - AlUttdÓ.
1=0 $**:*'Л ::X)

а ^1
J

Ebből és a 6.2 Tételből következik к(<Г,^ korlátossága és a

fentiek szerint a tétel állitása is.

Végül az alábbi tételben bebizonyítjuk, hogy a (6.10) egyenlet 

nemnegativ kezdőfüggvényhez tartozó megoldása konstanshoz tart, ha 

4. oo.
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(|eC,6.4 Tétel На * 'г £ £ 4 О , akkor аI

JLvw X ) а)

Bizonyítás. А 6.3 Tétel alapján *

|*(<*i4’)| = К

a 6.1 Tételt a (6.10) egyenletre abban az esetben, amikor

TT =■ [b, WQ х-хЦо,*]

határérték létezik.
-t->eö

létezik a [V(oo)

. Alkalmazzuk•t € [W, eö)intervallumon és , ha

L =V(*,x) = xm =• v> I -1 (II

V> v\ >л v\

= -1 X 4 Z +Z
4--I 1 Írj. 3 4=4 i 1 If". * *
4 I*1 < -J?*

<5;С«Л, I

ahol L
Л

С°и<]
^-re tett feltételek érvényességét. (6.2)-t elegendő az 

x-x(®’itf) megoldás mentén megkövetelni. A (6.10) egyenletből

függvények közös Lipschitz konstansa a 

(л) = Л-t 4 . Könnyű látni a TT -re ésintervallumon,

kapjuk, hogy

И 1Лv\ v>

- X ^ м - Д +1 s£ o-j«-y>)+<y«> í
3 V1' 3 V1*

- 2 ц -1 ^í;^гцо^)) z ^)) -
з-Д 3 í*i 1 3

- Г Ulli)) - z >-j (Zc«9 ■+ 2 te(0)t 2 «jJ*.(4.)) 4
гл T;\ i*i 3 1 iv, 3 1

*3

á L (?.«) - *■«)) + <v. (?, 7- íh)

=

é

Pl
i- Л(

azaz (6.2) érvényes az x megoldás mentén. Mivel a 6.1 Tétel 

feltételei teljesülnek, a *(й-,ц>)(£)
£-■> «о

határérték létezik.
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6,2 Megjegyzés A (6.10) egyenlet egy speciális rekeszrend

szert ir le. Adott -n. doboz, az i-edik dobozból két cső vezet

A.... az i-edik dobozból önma-a j-edikbe ,

gába is vezet cső. A t időpillanatban az i-edik dobozban X^ft.)

. Az ijedik dobozból a j-edikbe egység

anyag folyik az első és

a második csövön keresztül. Az elsőn folyó anyag

■c - 1II

vvanyag van,

K: C*:W) ■Jíjnyi idő alatt 1
idő mul-*<41

va érkezik a j-edik dobozba, mig a másodikon folyó azonnal. Az i- 

edik dobozból egységnyi idő alatt Чч Ч N anyag folyik az

időönmagába visszacsatolt csőbe, a csőbe folyt anyag

múlva visszaömlik a dobozba. A 6.4 Tétel azt állítja, hogy a do

bozokban lévő anyagmennyiségek konstanshoz tartanak.

A rekeszrendszerek egy általános leírása található például

[433-ban. H. MAEDA, S. КОБАМА és Y. OHTA [32], H. MAEDA és S.

KODAMA [34], valamint R.M. LEWIS és B.D.O. ANDERSON [2$] azt az

esetet vizsgálják, amikor a rendszernek nincsen önmagába vissza

csatolt csővel rendelkező doboza. Azt bizonyítják nemlineáris rend

szerre is, hogy az nyugalmi állapotához tart. I, GYŐRI és J. ELLER

[44 ] lineáris rendszerre mutatták meg a nyugalmi állapothoz való

GYŐRItartást akkor, ha visszacsatolások is vannak,[43]-ban

kérdésként vetette fel nemlineáris rendszerre ezt a problémát.

A 6.4 Tétel megoldja a problémát arra az esetre, amikor a rendszer 

teljesen összefüggő, azaz mindegyik dobozból mindegyikbe vezet cső.
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о
- к(Цх(£)) ■+ /к(*,х(£-ю))ы^(£,о) + ytK)VII. AZ к Li) -

_ OO

EGYENLET VIZSGÁLATA

Ebben a fejezetben az
о

к Li) = J* у (± + ъ)) cko^Lt^) +■ |l(í)(7.1)
- сл

funkcionál differenciálegyenlet megoldásainak konstanshoz tartását

bizonyltjuk. Ilyen tipusu egyenletek pl. az atomreaktorok modell

jeinek matematikai leírásában Cg] és a matematikai biológiában 

használt rekeszmodellek vizsgálatában [1J] fordulnak elő.. A (7.1) 

egyenlethez jutunk el a véges retardálásu (5.31) egyenletnek vég

telen retardálásura való formális általánosításával is. R. GRIMMER

és G. SEIPERT [ АЛ ] és G. SEIFERT [4o,W ] a (7.l)-hez hasonló 

tipusu egyenletek megoldásainak korlátosságát, stabilitását és 

aszimptotikus stabilitását vizsgálják. Eredményeikben azonban az 

egyenlet jobboldalában a közönséges rész a domináns. Mi azt az ese

tet tárgyaljuk, amikor (T.l)-ben a közönséges és a funkcionál rész

S d*Lt,ü) - 'l.
oo L

Tegyük fel, hogy a (7.1) egyenletben k-. R+x R -> R 

tonos függvény, k(t(*)

R^ -on, minden 

hogy x , 6 [a., <0 -bői

R4 -on. Az

monoton növő, balról folytonos és minden

, továbbá van : (- «°( R4
о

J" '0*(ъ)do < oo és лУ* (b) ■> 

sül, ha (b,*)e R+x (-oo((3 . A R4-*R

■p. e L* (R4) . A (7.1) egyenletben és a továbbiakban előforduló 

integrálokat Lebesgue-Stieltjes értelemben értjük.

azonos nagyságrendű, azaz

foly-

k (-,*)monoton növő R-en, 

n.,írfe R -hez létezik olyan

korlátos

L = L (o., ír) > 0 

< L \У-^ I követ-

R4x (- eo,o] R+ függvény olyan, hogy 

teR4
kezik 4:

S = 4

-ra

folytonos

függvény, amelyre telje-

függvény folytonos

és
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ésLegyen

M= [4
minden i. ^ O-ra,

/у— oo
о

e. H : cf mérhető,
- ю

/ / |4v(4(tfN)|
О - oo }•< ОО

Az М tér általában nem lineáris, ezért а IV. pont eredményei 

nem alkalmazhatók tetszőleges 

(7.1) egyenlet x(o(cf^ 

jeszthetőségét és a 

ban tetszőleges iférM 

7.1 és 7.2 Tételben, feltéve, hogy -re érvényes az (i) és (ii) 

tulajdonság: 1

<£ И kezdőfüggvény esetén. A 

megoldásának a [b( oo) -re való kitéri 

határérték létezését azon-x (0,tf) Ot)
■fc-^CO

kezdőfüggvényre be fogjuk bizonyítani a

(ö, ) -n átmenő megoldás,

(ii) ha k a (7.1) egyenlet nem folytatható megoldá

sa [p, A) -n, 04 A< <*>

Az (i) és (ii) érvényességét a továbbiakban mindig feltesszük. 

Jelöljük Cj -val a 4.1 Példában adott ”B teret. А IV. feje

zet 4.1 és 4.4 Tétele alapján minden C^j. -beli (f -re igaz (i)

<j* < 0 , akkor C^cM , Valóban, 

ha akkor tf korlátos (—oo(CfJ-n, és igy is

é K,) valamely К^>0-ra, , és mivel

•^(•,x) korlátos R^-on, kapjuk, hogy 

t О . Ebből

(i) létezik

i-> A-0
a OO ,, akkor

és (ii). Megmutatjuk, hogy ha

korlátos 00, C0 -n. Mivel ^ (■£(•) monoton növő,

s k2

S ^ - К / с1л2(4,<ü-4)= l< ё К aJ'C-'O
_oö z — 00 * c 2.

o£> О 4е
j" J 4 K2 < Gö
О-00 о

I

I

I
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tehát c^> t M , amit állítottunk.

Érvényes az alábbi két tétel,

7,1 Tétel A (7,1) egyenlet *(0|tf) megoldása kiterjeszt

hető a £0100) intervallumra és korlátos Jjb,oo) -en.

Bizonyítás. Legyen x a (7.1) egyenlet (&,<{) -n átmenő nem 

folytatható megoldása |jp( A) -n,

ilyen X . Megmutatjuk, hogy létezik olyan IOÖ , amelyre 

I x (О l =K teljesül, ha ie[0|A) . Definiáljuk az ^

vényt és az S halmazt a következőképpen:

A>0 . Feltevésünk szerint van

függ-

S - ^-t : x (i)=x (a)VW&.X Il

t £ tP,A) 4 5 CD4a^(4.) = о teSHa , akkor , ha pedig 1

akkor

©

D4-uíl) < x (4) = — К (t, x £4)) -f J" •í'v£-4(x£4+'<^) -+■ f*-60 -
^ — oo
-t _t о

= j" k.£4,x£4+©)) - Лг(-£(х£4)) J" •+ J"^l££:(x (4 4*)) - £é,o)-f
-OO - 00 _£

+ ^(O - -W(-t|x(^S) oU^CijO-i) - -+ IfU-OJ ^
— 60

о
= __[* I -ív ££.) (ь)) j -+ к sfr ( t) -f- j-jO. (-L) I a. 0C(Í£)

le = /ЬАл-р. Az
-L> О

<X £í) > О ( ha -t ^ о

о
ér M , J~ о1л

I
— 60

<X függvény R4 -on értelmezveahol

i-^R4) .és Ebbőlex evan,

(-fc e Cű, A))(7.2)

L4CR4)következik. Mivel ésX o© f. € (



- 38 -

t
é t J" *(o)«*o <

, -t ÍPI A) . Tehát у (t) й к 

az A -tói független konstans.

a 3.1 Tétel alapján (7.2)-ből
Oö

<; ^ + J oi (Л4) cto = < oo

ha é efp(A) , ahol ^

Hasonlóan mutatható meg olyan, az A -tói független konstans

.К , ha t € [0,A) , Ha A , akkor

X folytatható a (jo(A) -nál bővebb intervallumra feltevésünkkel

1 i

létezése, hogy

* korlátos EP|A) -n. Ezzel a tétéit bebizonyi-ellentétben, mert

tottuk.

7.2 Tétel A (7.1) egyenlet bármely х^Ч1) megoldására a

JU.W4 határérték létezik.
i.-í>co

Bizonyítás. A 7.1 Tétel szerint a (7.1) egyenlet x = y(o,c^ 

megoldása létezik ÍPf®0) -en és korlátos £b( oo) -en. Tegyük fel, 

hogy nem létezik X végtelenben vett határértéke. Ekkor vannak

számok, hogy a > ír > e 

|*R)Ií?a és - é dl , ha
о

(а) с1л

íl'** x(t)=$r.

ao .
ír, C, d. dl > Оolyan It

X fi.) < c.
*£ -> OO

Legyen L=i-(-a(«.) és
(

.Az £ számot úgy vá-
— (A

lasszuk meg, hogy
-L©

(Ь-с) *•
2 (Л - e'LS)

-íiv\* x (t) = ír t van olyan
eO

x £4.) < ír ■+ £ . Legyen

(7.3) 0< £ <

t^O » bogyteljesüljön. Mivel

esetén

oó (£) = }4г(£ |*(*>)| -*■ ol- U)|

° *1 

- ee> q

* =VI
- со

Megmutatjuk, hogy 0<í € . Az
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fie L4 (R+) 
függvény integrálható

id ft| * (*)) I á. b

felbontás és £ alapjánI

elegendő az 

ságát bizonyítani. Ha , akkor

és igy 
со •ti 00

b. ^ eL^tt^
*1 о 

00

< J-*■))<** 
•£

L" (fe, . *))
« y^i)

J" «* (t) cAt <

t, О

< во t

Liy*\ *(<■)< C. , létezik olyan ,oc eMivel és
-t-> «л

hogy és= c

-L©(ír-e) «
(7.4)

2.4
Hasonlóan, mint a 7.1 Tétel bizonyításában, definiáljuk az 

függvényt és az 5 halmazt:

s = {W^eOC X £b)
•íj, é 0 é. t 

Ha t& В-1[оь)\ S 

akkor

t : -t fe-t2 I 2 1

D+^tt) = ö -te S ,, akkor , ha pedig

3>+A^tí) é itt) « -Ktt,xft)) + J“ iv tt,* tt•+• =
__60

V* V* v*
-со -«> 4 /

1

+ / (k6í,Ktt-«^) --ktt.xftí)) Ól^te,*) + fUt) é

^4-t r
é / |Jk.(t,x(bM)| d^ft,*) - d(í,c.) J" d'vjtt^) + L ((rtf-xtt))J cl^tt,^)+|f.(t)| é

-«> -oo trt

V*
V*V*
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±

«. 60

= - L**&a-t)^a) + + «fr)-

*^H-) é kt e.. így

э4^а) < - L^a2-t)^(t)t 1_(&+£)а*аа-*) + *aj

Ha , akkor

(í ü2 )
(7-5)

- c .

A 3.1 Tételt alkalmazzuk (7.5)-re. Azt kapjuk, hogy
fc

_ l «to
fc

- L J 'l?' (4^-ъ)с1ъ
) +■+ (Дг*£)^-«- **é чc. e

(7.6) fc
-L/^(62-^)cAu

** do
fc

•t J* * (o) e.
-fc Ct5t0'

1

(7.6)-bél a (7.3) és (7.4) felhasználásával
-L© со

(c. -(irt £)) e ■t J* <x! (I) cU =.
^2. oo

) + JVWMt < ír

iy + E. ■+

-L© -L©t- £ CA * e= ír - (Ir -с.) £

4
* a) é ^ f^) alapján -Uv* xr a)< ír

СА

llw\ Xít) határérték létezik.

monoton növő és lokális

következik, ha ■6^6^, Ebből 

adódik, ellentmondás. Tehát a
4-»<a

7.1 Következmény Ha -k R-í> R

7: С-«*,0! R4 

S

Lipschitz feltételnek tesz eleget, 

növő, balról folytonos, 

l^(eM.)-re (i) és (ii) teljesül, akkor az

monoton

és , továbbá< «л

■
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о
i(-L) = - -+ J -k(*££+*S) сУ^(л)(7.7)

— СО

А*-'ла Xegyenlet megoldására а határérték
t-5>«o

létezik.

7.1 Megjegyzés GYŐRI [4l]-ban rekeszmodellek vizsgálatá

val kapcsolatban azt a kérdést vetette fel, hogy a (7.7) egyenlet 

megoldásai konstanshoz tartanak-e a (— oc>( cT] -n. korlátos, foly

tonos kezdőfüggvények esetén. Ha c^> korlátos és folytonos 

(— со , 6] _n, akkor könnyen látható, hogy . Ha

(i) és (ii) is igaz, akkor a 7.1 Következmény alapján az 

megoldás konstanshoz tart.

A fenti eredmények illusztrálására tekintsük a következő pél-

Cf -re még

dákat.

7.1 Példa Az
о л

— x ft) ч J" €. xít+'COótak(l) =
_ СО

*(° iV)

cf e. Ъ •= £ mérhető

+ / Icftol**

megoldása konstanshoz tart, ha t -í> «о , báregyenlet

ésmely

5 kezdőfüggvényre. Valóban, ez a 

-

< со
- oo

kezdőfüggvénytér a 4.3 Példában adottnak a /v = О(

speciális esete, igy rá érvényesek a 4.1-4.5 Tételek. 

tj> 6-U , akkor

^v. = A

Másrészt ha

r Ä-t . . .S C- |cf(*)| Дл - f |cf Hl Д/5
- СО

О 00

|cf (*) I Дь = J" Дл JV^clt - £ e/*|c^fo)| До <оо

XL ОО (
— оо

Ово о

/I-
О —00

Л-t
(

— со - оО
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, ha о) = г** ,

Tehát a 7*1 és 7.2 Tétel alkalmazásával kapjuk állításunkat.

azaz

7.2 Példa Tekintsük az
oO

*00=- **(0 ■* Z. tí *3 0-t-v-L)(7.8)
2'■L -л

k(ir)rK2

speciális esete. A 7.1 Következmény alapján a 

határérték létezik, ha € C.^ c.M . Megmutatjuk, 

, akkor C^e-M . Ha Cf> folytonos
Л-лe. (fCty

-ü->— cO

<b-£o , valamely К > О -ra, így

к £ I ^T>tY

egyenletet, ahol t> О . Ez az egyenlet (7.7)-nek a 

=

JU.V4A
‘£‘í>tÖ ti

hogy ha 'f <

(- »1°] -n és a

|cf (^1 é Ki ^

O <*> З'г'к:*.
J = Tfe Z fi e

— CO ^ ír/ ^

t £ [V't , (t-n)^)

X f к ]
'l'T*

ICO 4
Z 7*A.=-í 2
**-4

határérték létezik, akkor

l

2te i2< = A

k > Оha egész szám. Ebből, ahol
eo / l'f t»*■ л

EV 1 £1 = л'- *- I b = .W I - Л <-

=■ 2K
о -Oft

Cf £• (£-bői c^e-M következik. Tehát

(r< $0
На г 

tf écT
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