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BEVEZETES

Az automatdk algebrai elmélete az 1950-es évektdl kezd-
ve élakult ki. Az elmélet egyik f0 iranya az, hogy az automa-
takhoz algebrai strukturdkat, &ltalaban félcsoportokat, ren-
deliink abbdl a célbdl, hogy az illetd algebrai strukturdk
szerkezetébdl az automata szerkezetére és mikodésére kdvet-
keztethessiink. Ilyen célra hasznalhatdé pl. az automata karak-
tefisztikué félcsoportja, endomorfizmus-félcsoportja és auto-
morfizmus—csoportja,.amelyeket elsOsorban kimend jel nélkiili
automatdk szerkezetének Vizsgélatéra vezettek be. A kimend
jel nélkiili automatak karakterisztikus félcsoportjanak fogal-
ma J.R.MYHILL [19] é&s A.NERODE [20] munkassdga nyoman alakult
ki, bar .magat az elnevezést A.C.FLECK [13] hasznilta eld-
szbr. A kimenﬁ jel nélkiili automatak szamos osztalya jo6l jel-
lemezhetd a fenti félcsoportok segitségével. Ilyen tekintet-
ben mar eléggé jol ismert automataosztdlyok pl. a ciklikus
és a kommutativ ciklikus automatdk osztalya [22], [24], az
erdsen 8sszefliggd automatadk osztalya [15], [16], [22]}, [34],
a kvazi-perfekt és a perfekt automatdk osztalya [2]), [12],

[15], [33], az iranyithaté automatak osztalya [3], [5] stb.

A [26] dolgozatban PEAK ISTVAN bevezette a kimend jel
nélkili automatdk Altaldnositott endomorfizmus-félcsoportja-
nak ill. altalanositott automorfizmus-csoportjanak fogalmat.
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nagyobb mértékben fliggnek, mint az endomorfizmus~félcsoport
ill. automorfizmus-csoport. Mig azonos allapothalmazu és
izomorf‘karakterisztikus félésoportu automatdk endomorfizmus-
-félcsoportjai ill. automorfizmus-csoportjai egyenldk, addig
altalénositott endomorfizmus-félcsoportjaik ill. altalanosi-
tott automorfizmus-csoportjaik a&ltalaban nem izomorfak. A
[26] dolgozatban jelent meg eldszdr a Mealy-automatak karak-
terisztikus félcsoportjanak, endomorfizmus-félcsoportjanak

és automorfizmus-csoportjanak fogalma.
e

Ezek bevezetésének célja az volt, hogy a félcsoportelmé-
leti eszkdzo6k alkalmazhatdk legyenek az automatadk kimeneti
viselkedésének vizsgélaﬁéra is. Azota a Mealy-automatdk ka-
rakterisztikus-félcsoportjanak t6bb jellemzdje ismertté valt,
elsSsorban DANG HUU DAO munkassaga nyoman /[l&sd pl [6], [7],
(8] [9]/-

Ertekezésem szintén a [26]-ban felvetett problémakhoz

kapcsoldédik és harom fejezetbdl all.

-

Az 1. fejezefben ismertetjiik az alapvetd fogalmakat és
attekintjiik a korabbi eredményeket.

A 2. fejezetben kimend jel nélkiili automatdak Aaltalano-
sitott endomorfizmus-félcsoportjaival ill. altalanositott
automorfizmus-csoportjaival foglalkozunk. A 2.1 §-ban az auto-
matadk és X-homomorf képeik altalanositott endomorfizmus-félcso-
portjai kozdtti kapesolatot vizsgaljuk, a 2.2 §-ban egy spe-
cidlis automata osztaly altalanositott endomorfizmus-félcso-

portjat jellemezziik. A 2.3 § £3 eredményének a 2.3.5 tétel



tekinthetd, ami azt mutatja ki, hogy minden legfeljebb meg-
szadmlalhatdan végtelen csoport fellép alkalmasan valasztott
redukalt bemenetii automata altalanositott automorfizmus-cso-
portjaként. Ezenkiviil a 2.3 §-ban jellemezziik az erdsen cik-
likus kvazi-automatdk altalanositott automorfizmus-csoport-
jait.

A 3. fejezetben Mealy-automatak [26]-ban bevezetett fél-
csoport-jelleﬁzGivel foglalkozunk. A 3.l.§—ban a kimend jel
nélkiili automatdk karakterisztikus félcéoportjaira vonatko-
zé dllitasokat altaladnositunk Mealy-automatdk esetére. A 3.2
és 3.3 paragrafusokban Mealy-automatak endomorfizmus-félcso-
portjaival és automorfizmus-csoportjaival kapcsolatos vizsga-
latokat végziink. A 3.4 §-ban pedig kapcsolatot keresiink Mealy-
automatdk diszjunkt direkt szorzatdnak ill. heterogén direkt
szorzatanak endomorfizmué-félcsoportjai és a komponens auto-
matdk endomorfizmus-félcsoportjai kdzétt.

Készbnetemet fejezem ki Pedk Istvan egyetemi docensnek,
aki munkamat figyelemmel kisérte, iradnyitotta és szamos fon-

tos észrevétellel segitette.



1. FEJEZET
FELCSOPORTELMELETI ES AUTOMATAELMELETI ELOZMENYEK

Ebben a fejezetben felsoroljuk azokat a fogalmakat
és eredményekep, amelyeket a dolgozat tovabbi részében gyak-
ran felhasznalunk. Az 1.1 §-ban félcsoportok moduléris
jobb-kongruenciaival kapcsolatos fogalmakat és eredményeket

kozliink, mig az 1.2 ill. 1.3 paragrafust a kimend jel nélkiili

ill. Mealy-automatdkkal kapcsolatos eldkészlileteknek szentel-

jﬁk.

1.1 §. Félcsoportelméleti elBkésziiletek

' Az erdsen ciklikus automatidk félcsoportjainak vizs-
galata soran sokszor kihasznadljuk a félcsoportok modularis
jobb-kongruenciainak néhany tulajdonsagat. Az itt k&zdlt és

nem bizonyitott &llitasok igazoldsai megtaldlhaték [4]-ben. -

1.1.1 DEFINICIé. Legyen S egy félcsoport. A p< S x S

jobb-kongruenciat modularisnak nevezziik, ha létezik S-nek
olyan e eleme, hogy

es = S(p)

minden s(€ S)-re teljesil. Egy ilyen e elemre azt mondjuk,

hogy e baloldali egységeleme S-nek mod p .




+ 1,1.2 DEFINICIS. Legyen p jobb-kongruencia az S fél-

csoporton. Az s € S elemet S jobb-egységének hivjuk modulo p,

ha mindén t(€ S)-hez létezik olyan t’ € S elem, amelyre
st’ = t(p) -
fennall.
1.1.3 DEFINiCIé. Legyen p egy jobb-kongruencia S-en
és s € S. Akkor a .

pS = <(t,t’) € s x S | (st,st’) € p>

jobb-kongruenciat p eltolasdnak nevezziik. Ha s jobb-egysé-

ge S—-nek mod p, akkor ps—t a p jobb-kongruencia konjugaltja-
nak hivjuk.
" . . s, t st .
Kénnyli megmutatni, hogy (p~) = p minden s,t € S
parra fennall és
s = t(p) => p~ =p
teljesiil.

1.1.4 DEFINICIO. A p C S x S jobb-kongruencia norma-

lizatordn az

: N(p) =<s €S | p < p°>

részhalmazt, mig erds normalizdtoran az

N’(p) =<s €5 | p= 05>

részhalmazt értjiik.

A paragrafus tovabbi részében feltessziik, hogy p véges

indexi.
Megmutathat6, hogy N’(p) # ® pontosan akkor, ha p
moduldris jobb-kongruencia, ugyanis a p = ps feltételbdl

koévetkezik, hogy s jobb-egysége S-nek mod p és igy az
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s(p)

kongruenciat kielégitd £ € S elem baloldali egységeleme S-nek

mod p. Masrészt, ha e baloldali egységeleme S-nek mod p, akkor
e € N'(p).

1.1.1 TETEL. Nkp) [N’ (p)] vagy iires vagy részfélcso-

port S-ben és p szerinti ekvivalencia osztalyok egyesitése.

A p lesziikitése az N(p) [N'(p)] félcsoportra kongruencia

N(p)-n [N’(p)-n] .

* 1.1.2 TETEL. Ha p moduldris jobb-kongruencia S-en és

e S-nek baloldali egységeleme mod p, akkor

N_(p) = <s € N(p) .| se = s(p)>
bal-idedlja N(p)-nak és
N.(p) = <s e N'(p) | se = s(p)>

bal-idedlja N’(p)-nak, tovabba,mind N (p) mind N/(p)

p-osztalyok unidja.

. A fenti két tétel ‘alapjan kénnyen belathatdé, hogy az
Ne(p)/p baloldali f&ideal N(p)/p-ban és Né(p)/p baloldali

foidealja N’ (p)/p-nak.

1.1.3 TETEL. Ne(p)/p egységelemes félcsoport és
Né(p)/p csoport.
Bizonyitas: Az elsd allitas nyilvanvaldan kovetkezik

az 1.1.1 és 1.1.2 tételekbdl és Ne(p) megadasabdl. A masodik

4llitds igazoldsa végett eldszdr megmutatjuk, hogy N’ (p)/p



jobb-csoport. Legyenek [s]p, [t]p és [u]p tetsz3leges elemei
N’ (p)/p -nak. ugy, hogy '

[s],- [t], = [s],[u], .
Akkor st = su(p), azaz t = u(p®). Felhasznalva, hogy p = p°,
mert s € N’(p), kapjuk, hogy t = u(p) teljesiil, tehét
[t]p = [u]p. Ezzel mégmutattuk, hogy N’ (p)/p bal-kancellativ.
Masrészt, N’(p) minden s eleme jobb-egysége S-nek mod p ,
ezért tetszdleges t € S elemhez van olydan t’ € S, amelyre

. ) st’ = t(p)

teljesiil. Megmutatjuk, hogy ha t € N’ (p), akkor t’ € N’ (p)

4 [4
is fennall. Ez viszont azonnal adédik, abbédél, hogy QSt = (ps)t
s t .
P = p =p es
14
st’ = t(p) => pSt=-pt .,

Akkor viszont minden [s]p, [t]p € N'(p)/p esetén létezik
N’ (p) /p~ban megoldasa az -

[s], x = [e]
egyenletnek, azaz N’ (p)/p jobb-egyszerii. Ezzel igazoltuk, hogy
N’ (p)/p Jjobb-csoport. Mivel Né(p)/p az [e]p idempotens al-
tal generdalt baloldali fdidealja N’ (p)/p-nak, kapjuk, hogy

Né(p)/p csoport; 0

’



1.2.§. Kimend jel nélkiili automatdk félcsoportjai,

néhdny nevezetes oOsztdlyuk

1.2.1 DEFINICIO. Kimend jel nélkiili automatan értiink

minden olyan A = (A,X,8) rendszert, amely a nemlires A és X

halmazokbdl,valamint a § : A x X - A fliggvénybdl all. az A

halmaz eleﬁeit'é allapotainak, az X halmaz elemeit A bemend

jeleinek nevezziik, magukat a halmazokat .pedig A &llapothalma-

zdnak ill. bemend halmazd&nak mondjuk. A § fliggvényre az atme-

netfliggvény elnevezést hasznaljuk.

1.2.2 DEFINICID. Egy kimend jel nélkiili A = (A,X,6)

automatat végesnek mondunk, ha az A és X halmazok végesek.

- » .. . - + -
Tetszbleges X halmaz esetén jeldlje x* és X az X altal
generalt szabad monoidot ill. az X &ltal generalt egységelem
nélkiili szabad félcsoportot. X* és x¥ elemeit X f&16tti sza-

vaknak nevezziikk. Tehat X = X+k/<e>, ahol e az ilires sz6.

A § fliggvény értelmezését kiterjesztjiik ugy, hogy legyen

§ : A x Xt > A" é&s tetsz0leges a € A, p € x® parra

a ha p = e
$ (a:P) =

djas...a, ha p X Xgeo e Xy (n > 0)

teljesiiljoén, ahol

=6(a _yrx) .

al = G(a'xl)l a2 = 6('a.~llx2)l'0'lan

s
TetszOleges nemiires q sz6 esetén a szd utolsd betilijét q

jeldli, de a 6(a,p) sz6 utolsd betiijének jeldlésére az ap



alakot hasznaljuk, azaz
ap = §(a,p) = a, -

(A,X,8) kimend jel nélkiili automata min-

TetszSleges A
den’ a € A allapotdhoz hozzAarendelhetd egy, az x* félcso-

porton értelmezett R, a jobb-kongruencia a
—"

. +
Yp,q€X :p= q(Ré'a) <=> ap = aq

definicidéval. Konnyil belatni, hogy ezek

kdz6s része kongruencia x+-on, amelyet az A altal indukalt

Myhill-Nerode-féle kongruencianak - neveziink [19, 20].

1.2.3 DEFINICIO [13]. Az X+/RA faktorfélcsoportot az

A kimend jel nélkiili automata karakterisztikus félcsoportjanak
hivjuk és S(A)-val jeldljiik.

Tetszdleges A halmaz esetén jeldlje QA az A folotti

teljes transzformacidfélcsoportot, melyben a szorzast minden

a,B e Q és a € A esetén az
A

(a-B) (a) = a(B(a))
Osszefliggéssel adjuk meg. Qp részfélcsoportjait A f6l6tti

transzformacibéfélcsoportoknak nevezziik.

Minden p € xt sz6 indukalja az A = (A,X,$8) kimend jel
nélkilili automata A allapothalmazanak egy mp: a - ap (a € An)

transzformacidéjat. Az SA = <mp | p e xt> halmaz QA:nak rész-

félcsoportja. Kdnnyen megmutathatd, hogy Sa és S(A) anti-
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-izomorfak. Ez lehetdvé teszi, hogy A karakterisztikus fél-

. < . : . i1 2 +
csoportjat absztrakt félcsoportnak tekintsik és hol X faktor-
félcsoportjaként, hol pedig QA részfélcsoportjaként repre-
zentaljuk.

1.2.4 DEFINICIO. Egy A = (A,S,$8) kimend jel nélkiili

automatat kvazi-automatdnak neveziink, ha S bemend halmaza fél-

csoport és & ' Atmenetfiliggvényére teljesiil, hogy minden

s,s’'(€ S)-re és a(€ A)-ra
§(a,ss’) = §(8(a,s),s’),
ahol ss’' az s és s’ elemek S-beli szorzatat jeldli.

Megjegyezziik, hogy az 58 = (S,S,Gs) alaku kvazi-automa-
takat, ahol a GS atmenetfiliggvény a

’

¥ s,s’ € s : ds(s,s’) = ss

6sszefliggéssel van definidlva, félcsoport-automatdknak hivjuk.

1.2.1 TETEL. Tetszdleges félcsoport fellép alkalmas

kimend jel nélkiili automata karakterisztikus félcsoportjaként.

1.2.5 DEFINICIO. Legyenek A = (A,X,8) és B =(B,X’,8’)

tetszOleges kimend jel nélkiili automatdk. Valamely £ : A - B

g : X = X' leképezéspart az A automata B-be vald homomorfiz-

mus&nak neveziink, ha tetszdleges a € A és x € X esetén
f(d(a,x)) = 6’(f(a),g(x))_

teljésﬁl. Ha az (f,g) homomorfizmus egy-egyértelmi leképezé-

sekbSdl all, akkor izomorfizmusnak mondjuk. Ha (f,g) A-nak
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B-re vald homomorfizmusa, azaz £ és g raképezések, akkor azt

mondjuk, hogy B az A-nak homomorf képe. Végilil, A izomorf

B-vel, jelekben: A ~ B , ha létezik A-nak B-re vald izomor-
fizmusa. Ha X = X’ és g : X » X az identikus leképezés,

akkor az (f,g) homomorfizmust [izomorfizmust] A-homomorfizmus-
nak [A-izomorfizmusnak] hivjuk. Hasonldan, ha A = B és

f : A ~» A az identikus leképezés, akkor az (f,g) homomorfiz-

must [izomorfizmust] X-homomorfizmusnak [X-izomorfizmusnak]

mondjuk.

1.2.6 DEFINICIO. Egy kimend jel nélkili A = (A,X,9)

automata 6nmagaba vald A-homomorfizmusait endomorfizmusoknak,

6nmagara vald A-izomorfizmusait automorfizmusoknak nevezziik.
A endomorfizmusai QA részmonoidjat alkotjak, ezt a transz-

formacidémonoidot az A automata endomorfizmus-félcsoportjanak

nevezziik és E(A)-val jeldljiik. A automorfizmusai E(A)-nak-

részcsoportjat alkotjak, amelyet A automorfizmus-csoportja-

nak hivunk és G(A)-val jeldliink.

-

1.2.2 TETEL. Minden egységelemes félcsoport fellép egy

alkalmasan valasztott kimend jel nélkiili automata endomorfiz-

mus-félcsoportijaként és tetszdleges csoport izomorf valamely

kimend jel nélkiili automata automorfizmus-csoportjaval.

1.2.7 DEFINICIO [26]. Egy kimend jel nélkiili A = (A,X,$)

automata &nmagaba valdé homomorfizmusait altalanositott endo-

morfizmusoknak, ©onmagaba vald izomorfizmusait altalanositott

automorfizmusoknak nevezziik.
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Ha (fl,gl) és (fz,gz) két tetszOleges altalanosi-

tott endomorfizmusa A-nak, akkor minden a(€ A)-ra és x(€ X)-re

(£,£5) (8(a,x)) = £,(£,(8(a,x))) = £, (6(£,(a) ,9,(x)))
= G(fl(fz(a)),gl(gz(x))) = §((£,£,) (a),(g9;9,) (%))
teljesilil, azaz A altalanositott endomorfizmusainak Eg(é)
halmaza zart az

szorzasra nézve. Igy Eg(é) egységelemes félcsoport, ahol

(eA,ex) az egységelem. Eg(é)-t az A automata altalanositott

endomorfizmus-félcsoportjanak nevezziik. Az altaldnositott

automorfizmusok Eg(é)—nak részcsoportjat alkotjak, amelyet

automata altalanositott automorfizmus-csoportjanak

az é

hivunk és Gg(é)-val jeldlink.

1.2.3 TETEL [26]. E(A) normilis részmonoidja Eg(é)—nak

és G(A) normdlis részcsoportja Gg(é)-nak.

1.2.4 TETEL. Ha A » B , akkor S(A) z S(B),
E(A) % E(B), G(A) = G(B), ES(A) = Eg(B) &s G (A) » Gy(B).

1.2.8 DEFINICID. Legyenek A = (A,X,8) és B = (B,X’',8’')
olyan kimend jel nélkiili automatdk, amelyekre B < A és X< X

teljeslil. A B automatat A részautomatdjanak nevezziik, ha &’

a & fliggvénynek a B x X’ . halmazra vald sziikitése. Ha
A = B, akkor B-t az A automata X-részautomatidjanak, ha X = X',

akkor B-t az A automata A-részautomatdjanak mondjuk.
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A paragrafus hatralevd részében feltessziik, hogy a
vizsgalt automatak végesek.

1.2.9 DEFINICI8. Egy A = (A,X,8) kimend jel nélkiili

automatat ciklikusnak nevezilink, ha létezik olyan a, €A alla-

pota, hogy minden a e a dllapothoz van olyan p € x* sz0,
amelyre ap = a teljesiil. Az ilyen a, allapotot A genera-

tor elemének -‘hivjuk. Azt mondjuk, hogy A erSsen ciklikus, ha

ciklikus és a, generator eleméhez létezik olyan nemiires P, sz6,

amelyre agp, = a,- Ilyenkor az ag allapotot erds generator-

nak nevezziik.

1.2.5 TETEL 122]. Ha A = (A,X,8) erSsen ciklikus kimend

jel nélkili automata és a, egy exr®s generatora, akkor E(A)

)/Ré, =

-lal és G(A) izomorf Né (R

izomorf N_ (R )/R
Po Rray"" Asa, o 23 %
+ 2, — C e I
lal, ahol a p, €X széra ap,'= a, teljesil. Ha A cik
likus de nem erSsen ciklikus, akkor E(A) - <1> izomorf
N(Ré'ao)/Rélao -lal és G(A) az_egység csoport.

A ciklikus kimend jel nélkiili automatak karakterisztikus
félcsoportjai és endomorfizmus-félcsoportjai k&zétti kapcso-

lat a koévetkezdképpen jellemezhetd [15] :

Legyen "az S(A) félcsoporton értelmezett jobb-

né,ao
-kongruencia, ugy, hogy

v cé[p].cé[q] e Ss(a): Cé[p] Cé[q] (N3, ) <> 3P = 39 -

akkor E(A) - <1> izomorf Nny o )/nA a ~"lal, ha A ciklikus
22, ardy



- 14 -

de nem erdsen ciklikus és E(A) izomorf NCA[po](né'ao)/ né’ao

_ Py ’ -1 <.
lal és G(A) izomorf NCA[po](né'ao)/né'ao lal, ha A erd

sen ciklikus.

1.2.10 DEFINICIO [15,33]. Egy A = (A,X,8) kimend jel

nélkiili automatat kvazi-allapot-fiiggetlennek neveziink az a

allapotara nézve, ha

’ : R .
Va'ea: R, SR o,

teljeslil. Azt mondjuk, hogy A 4&llapot-filiggetlen, ha minden

a, a’ € A-ra

érvényes.

Kénnyl megmutatni, hogy egy ciklikus A automata csak

generator elemére nézve lehet kvazi-allapot-filiggetlen.

1.2.6 TETEL [15]). Legyen A erSsen ciklikus kvazi-dlla-

pot-fliggetlen kimend jel nélkili automata. Akkor E(A) izomorf

S(A) baloldali f&idealjaval, melyet CA[po] general, ahol

a po(e x+)-£§ ap, = a teljesiil. Tovabba E(A) ~ S(A)

(o}
pontosan akkor, ha S(A) monoid.

1.2.7 TETEL [15]. Legyen A erdsen ciklikus, kimend jel

nélkiili automata. Akkor a kdvetkezd allitasok ekvivalensek:

(i) E(A) izomorf S(A)-val.

(ii) E(A) rendje egyenld az A allapotainak szamaval.

(1ii) (Vv a e a)(F(f,ey) € E(Q)) : f(a) =a .

(iv) A kvézi-allapot-fliggetlen automata és S(A) monoid.
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1.2.11 DEFINICIO. Egy A = (A,X,8) kimend jel nél-

kiili automatat erdSsen Osszefliggdobnek mondunk, ha minden

a,a’ € A parra létezik p € X* , hogy ap = a’ .

1.2.8 TETEL [15]. Legyen A erdsen ciklikus kimend jel

nélkiili automata. Akkor a kdvetkezd allitadsok ekvivalensek.

(1) G(A) izomorf S(A)-val.
(ii) G(A) rendje egyenld A 4allapotainak szamaval.
(iii) (¥ a,a’ € ) (3 (f,£4) € G(A)): £f(a) = a’ .

(iv) A Aallapot-filiggetlen és S(A) csoport.

Megjegyezziik, hogy ha egy véges, er8sen ciklikus

automata &llapot-filiggetlen, akkor erdsen &sszefliggd.

1.2.12 DEFINICIO [33]). Az A = (A,X,8) kimend jel

nélkili automatat kvazi-perfektnek mondjuk, ha erdsen Sssze-

fiiggd, allapot-filiggetlen és S(A) csoport.

Kdnnyen belathaté, hogy az 1.2.8 tétel ekvivalens fel-
tételeket ad arra, hogy egy véges, erdsen ciklikus automata

-

kvazi-perfekt legyen.

1.2.13 DEFINICIO. Az A = (A,X,8) kimend jel nélkiili

automatat kommutativnak mondjuk, ha minden a € A és

Xx,x’ € X esetén
axx’' = ax’'x
teljesiil.
Kénnyli megmutatni, hogy a kommutativ ciklikus automa-

tdk osztalya részosztdlyat képezi a ciklikus kvazi-allapot-

fliggetlen automatdk osztalyanak.
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1.2.14 DEFINICID [36]. Az A = (A,X,8) kimend jel nél-

kiili automatadt perfektnek nevezzlik, ha erdsen 6sszefliggd

és kommutativ.

A perfekt automatdk osztidlya részosztalydt képezi a

kvazi-perfekt automatak osztalyanak.

1.3 § Mealy-automatak félcsoportijai és osztélyozasa

Ebben a paragrafusban a kimend jel nélkiili automatakra
bevezetett fogalmak Mealy-automatdkra vald kiterjesztését
adjuk megqg.

1.3.1 DEFINICIO [17). Mealy-automatédn értiink minden
olyan A = (A,X,Y,8,)A) rendszert, amely a nemiires A,X és Y
halmazokbdl, valamint a 6 : A x X >+ A és a A : Ax X > Y

fliggvéhyekbdl 411. Az A elemei az &llapotok, X a bemend jelek

halmaza és Y a kimend jelek halmaza. A § fiiggvényt a&tmenet-

fliggvénynek, a A-t pedig kimenetfiliiggvénynek nevezzik.

A § és )\ filiggvényeket kiterjesztjlik a kovetkezdképpen.

Legyen 6 : A x xX* > a® 85 A :aAaxx® s ¥Y" , ugy, hogy

minden a(e€ A)-ra és az e ilires szodra

>

e J

§(a,e) = a és Aa,e) = e ,

. ' ~ + ~ . .
mig tetszdleges p = RyXgeooX € X Dbemendo szd esetén

- +
G(a’p) - alazcocan e A
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+
Ala,p) = YYoyeee¥, €y
teljesiiljon, ahol

a, = S(a,xl), a, = 6(al.x2),...,an = 6(an_l,xn)

y1 = X(a,xl), Yy, = X(al,xz),...,yn = l(an_l,xn) .

Az é'automatét Moore—-automatanak mondjuk, ha minden

a,a’ € A és x,x' € X esetén
G(a,X) = G(a’,X’) => )\(a,X) = )\(a',X') .

Az A = (A,X,Y,8,A) Mealy-automata vetiiletén az
é* = (A,X,8) kimend jel nélkiili automatat értjik és kimend

jel nélkiili ekvivalensének azt az A’ = (A’,X,8') automatat

nevezziik, amelynek &llapothalmaza A’ = Y x A és &' atme-

netfiggvénye minden (y{a)(e Y x A)-ra és x(€ X)-re

8§’ ((y,a), x) (A(a,x),8(a,x)) .

Az A minden a a&llapotdhoz hozzarendeliink egy, az xt

félcsoporton értelmezett R; ., Jobb-kongruenciét a
£y
¥ p,gq € xt p = q(RA’a) <=> ap = aq és ‘X(a,p).= Y@,

definicidval. Konnyli igazolni, hogy az

* _ - aceaA -—

s sz . +
reladcié kongruencia X -on.

1.3.2 DEFINICIO [26]. Az X+/RA faktorfélcsoportot

az A Mealy-automata karakterisztikus félcsoportjdnak nevezzik

és S’ (a)-val jelsljiik.
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Mivel RA <R, teljesiil, az A Mealy-automata karak-
- A

terisztikus félcsoportjanak homomorf képe A vetiiletének ka-
rakterisztikus-félcsoportja. Masrészt, ha A Moore-automata,

akkor R] = R &s ezért S'(A) = S(A") teljesil.
2 a

1.3.1 TETEL [6]. Legyen A = (A,X,Y,§,A) tetszSleges

Mealy-automata és A’ = (A’,X,8’) kimend jel nélkiili ekvi-

valense A -nak. Akkor S’(A) = S(A').

Mivel kimend jel nélkiili automatak karakterisztikus
félcsoportja reprezentdlhatd az allapothalmazuk feletti tel-
jes transzformacidfélcsoportban az 1.3.1 tétel szerint a
Mealy-automatadk karakterisztikus félcsoportja is reprezental-
hato transzformacidéfélcsoportként, nevezetesen egy
A = (A,X,Y,8,\) Mealy-automata S’(A) karakterisztikus-fél-
csoportja anti-izomorf az~SA,(§ Ry « A) transzformacid fél-

csoporttal.

Legyenek T és S tetszdleges félcsoportok és END(T)

a T endomorfizmus-félcsoportja, amelyben a szorzast tetszo-

leges t € T elemre az
(£9) (t) = £(g(t)) (f,9 € END(T))

'szabéllyal definialjuk. Legyen ¢ az S-nek END(T)-be vald
tetszG{eges homomorfizmusa és jeldlje ¢, az s € S elem
képét a ¢ leképezésnél.

Definidljuk az R =T x S halmazon a

(tl,sl)(tz,sz) = (tl¢sft2)’slsz) (tl,t2 erT, S, rS, € S)
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Osszefliggéssel megadott miiveletet. Akkor R e miiveletre
nézve félcsoportot alkot.
1.3.3 DEFINICIO [11,21]. Az R félcsoportot a T &s S

félcsoportok ¢ kapcsolat-homomorfizmussal megadott

szemidirekt szorzatanak nevezzilk és R = T x¢S -sel jeldl-

jiik .
1.3.4 DEFINICIO [6]. Legyen S’ tetszdleges félcsoport.

Azt mondjuk, hogy S’ a T és S félcsoportok szubszemidirekt

szorzata, jelekben: S’'= T xjub S , ha

(1) S’ részfélcsoportja az R =T st félcsoportnak és

(2) (Vs €S)(3t e€T): (t,s) € 8’ .

1.3.2 TETEL [6]. Legyen S tetszdleges félcsoport.

Ha S eldallithatdé egy U jobb-2ér6 félcsoport és egy

T félcsoport szubszemidirekt szorzataként, akkor létezik

olyan A Mealy-automata, amelyre S & S'(A) teljesiil.

1.3.5 DEFINICIO. Legyenek A = (A,X,Y,§,)A) és
B = (B,X'",Y",8",\") tetszdleges Mealy-automatak. Az
f: A - B, g: X - X’ &s h: Y - Y’ leképezés harmast az A

automata B -be vald homomorfizmusdnak nevezziik, ha minden

a € A és x € X esetén

? (1) £(8(a,x)) = 8§’ (£ (a),g(x))
és ’
(2) h(i(a,x)) = A’ (£(a),g(x))

teljesilil. Ha f,g és h riképezések, akkor azt mondjuk,
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hogy B homomorf képe A-nak. Ha f,g és h kdlcsSndsen egy-

értelmi leképezések, akkor az (f,g,h) leképezés-harmast

izomorfizmusnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy A izomorf

B-vel, jelekben A B , ha létezik A-nak B-re vald izomor-
fizmusa, Ha X = X’ és Y = ¥’ , tovdbbd g : X - X és

h : Y- Y az identikus leképezések, akkor az (f,qg,h)
homomorfizmust [izomorfizmust] A-homomorfizmusnak [A-izomor-
fizmusnak] hivjuk. Analég definicidkkal kapjuk az X-homo-
morfizmus, X-izomorfizmus, Y-homomorfizmus Y-izomorfizmus,
AX-homomorfizmus, AX-izomorfizmus, AY-homomorfizmus,

AY-izomorfizmus, XY-homomorfizmus és XY-izomorfizmus fo-

galmakat.

1.3.6 DEFINICIO [26]. Legyen A Mealy-automata. A-nak

dnmagaba valdé homomorfizmusidt endomorfizmusnak, A-nak &n-

magara vald izomorfizmusdt automorfizmusnak nevezziik. A

6sszes endomorfizmusanak E’(A) halmaza monoidot alkot az
(£,9,h) (£’,9’,h’'):= (££f’,99’,hh’)
szorzasra nézve. Az E’(é) monoidot az A Mealy-automata

endomorfizmus-félcsoportjdnak hivjuk. E’(A) részcsoport-

jat képezik A Osszes automorfizmusai. Ezt a részcsoportot

A automorfizmus-csoportjadnak nevezziik és G’ (A)-val jeldl-

t jik.
K6nnyli megmutatni, hogy ha (f,g,h) automorfizmusa

A-nak, akkor G’ (A)-ban érvényes az

-1 -1 -1 -1
(flglh) = (f 9 +h )
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invertalasi szabaly.

Bevezetjilk a kdvetkezd jeldléseket:

E,(A):= <(£,9,h) € E'(2) |

9= %
Ga(a) := <(f,g,h) € G'(A) | g = ey &s h =ey>,
Epy(B):= <(f,9,h) € E'(A)} h=¢, >,
Gpy(B):= <(f,9,h) € G'(A)] h=¢, >,
Ey,(B)i= <(£,9,h) € E'(A)] g =¢, >,
Gpy(A):= <(f,g,h) € G'(A)] g =¢, > .
Konnyen beldthatd, hogy E (), EAx(é) és E y (R) rész-

monoidjai E’ (A)-nak. Ezeket rendre az A Mealy-automata

A-endomorfizmus-félcsoportjanak, AX-endomorfizmus-félcso-

portjdnak és AY-endomorfizmus-félcsoportjanak nevezzik.

(A) és G

AY(é) részcsoportjai

Hasonlédan, GA(é), GAx

G’ (A)-nak, ezeket A A-automorfizmus-csoportjdnak, AY-auto-

morfizmus-csoportjdnak ill. AY-automorfizmus-csoportjanak

hivjuk.

1.3.3 TETEL. Ha A és B izomorf Mealy-automatak,

akkor S’(A) 2 s’(B), E’'(A) X E’'(B) és G’'(A) =G'(B).

A Mealy-automatik egy lehetséges osztdlyozisa a hozza-
juk rendelt kimend jel nélkiili automatdk segitségével tOSr-
ténik.

1.3.7 DEFINICIS [9].  Legyen A = (A,X,Y,§,\) tet-

szO0leges Mealy-automata, éx = (A,X,8) az A vetiilete és
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A’ = (A',X,8") az A kimend jel nélkiili ekvivalense. Jeld1ljdn
P egy,a kimend jel nélkiili automatakra definidlt tulajdonsa-
_got. Azt mondjuk, hogy az A Mealy-automata P-automata, ha

éx P-tulajdonsagu és A-t MP-automatdnak mondjuk, ha A’ ren-

delkezik a P tulajdonsaggal.
A fenti definicidnak megfelelSen soroljuk a Mealy-auto-
matdkat ciklikus, M-ciklikus, kommutativ, M-kommutativ stb.

osztalyokba.



2. FEJEZET

KIMENO JEL NELKULI AUTOMATAK ALTALANOSITOTT ENDOMORFIZMUS-

FELCSOPORTJA ES ALTALANOSITOTT AUTOMORFIZMUS~-CSOPORTJA

Ebben a fejezetben kimend jel nélkiili automatak alta-
lénositot£ endomorfizmus—-félcsoportjaval és automorfizmus-
~csoportjaval foglalkozunk. Az 1. §-ban-kapcsolatot kere-
slink a kimend jel nélkili automatdk és X-homomorf képeik
altalanositott endomorfizmus-félcsoportjai, illetve altala-
nositott automorfizmus-csoportjai kézétt. A 2.§-ban redu-
kalt bemenetii kvazi-automatak altalanositott endomorfizmus-
félcsoportjait vizsgaljuk. Végiil, a 3.§—ban'a kimend jel
nélkili redukdlt automatdk altalanositott automorfizmus-cso-
portjaival foglalkozunk.

Mivel ebben a fejezetben csak kimend jel nélkili auto-
matakat vizsgalunk, a révidség kedvéért a "kimend jel nél-

kiili" jelzdot elhagyjuk.

2.1.§. Automatdk és X-homomorf képeik altalanositott

endomorfizmus-félcsoportjai és altaldnositott automorfiz-

mus-csoportijai.

Emlékeztetdiil, az A = (A,X,§) automatadt az A = (A,X,S)

automata X-homomorf képének nevezziik, ha 1létezik olyan
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"~ A

P ¢ X + X leképezése X~-nek X-re, hogy minden a € A és

X € X esetén
§(a,x) = §(a,P(x))

teljesiil. Az A és A automatidkat X-izomorfaknak mondjuk, ha

a P : X+ X A-nak X-homomorfizmusa A-re, egy-egyértelmi

raképezés. Az A automatadt redukdlt bemenetilinek mondjuk,

ha eleget’ tesz a kdvetkezd feltételnek;

(¥ a € A) (¥ x_,x, € X): G(a!xl) = G(a,xz) => X, = %, .

172
Kénnyen igazolhatdé, hogy egy A automata pontosan akkor re-

dukalt bemeneti, ha minden X-homomorf képe X-izomorf A-val.

A

Nem nehéz megmutatni, hogy ha A X-homomorf képe

A-nak, akkor S(A) = S(A), E(A) = E(A) &s G(A) = G(A)

teljesiil. Ezzel szemben A é&s A &ltalanositott endomorfiz-

mus-félcsoportjaira érvényes a kdvetkezd:

2.1.1 TETEL. Ha @z A = (A,X,§) automata X-homomorf

A

képe az A = (A,X,8) automatanak, akkor Eg(é) homomorf képe

Eg(é) egy részmonoidjénak.

Bizonyitds: Legyen ¢ : X + X A-nak X-homomorfizmusa
A-ra. Tekintsiik a ¢ leképezés altal indukalt vy o w-l—gyel

jeldlt ekvivalencia relacidét az X halmazon, azaz legyen
’ -1 ’ — ’
¥ x,x’ € X x( oy T)x" <=> y(x) = P(x').

-1 . . s sz -
A Yoy ekvivalencia relacidé meghatarozza az X halmaz

egy osztalyozasat. Az x elemet tartalmazdé ekvivalencia osz-

talyt [x]w -vel jeldljik.
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Legyen (f,g) tetszdleges altalanositott endomorfiz-

A

musa az A automatanak. Bevezetjiik a k&vetkezd jeldlést;

T@ =<g : X+ X l ¥V x € X : YP(g(x)) = g(w(x))>.

Megmutatjuk, hogy minden g € Ta esetén (f,g) altalanosi-

tott endomorfizmusa A-nak. Valdban, minden a € A, X € X parra

£(5(a,x)) = £(8(a,0(x))) = 86(£(a), g(¥(x))) =

§(£(a) ,v(g(x))) = 86(£(a), g(x))

teljesiil, igazolva ezzel, hogy (f,g) € Eg(é) tetszdleges

g(e Ta)-re. Tekintsiik most az E = / A \,) (f,q)

A A

f €E (A eT~
(£,9) g (_ g g

részhalmazat Eg(é)-nak. Megmutatijuk, hogy E részmonoidja
Eg(é)—nak. Legyen (fl,gl) és (f2,gz) két tetszOleges eleme

E-nek. Akkor létezik két olyan (fl,gl) és (fz,gz) alta-

lanositott endomorfizmusa -A-nak, hogy 9, € Ta és 9, € Ta ’
1 2

azaz minden x{(€ X)-re

: Vig;(x)) = gy (¥(x)) és Vg, (x)) = g,(v(x))

teljesiil. EbbOl k&vetkezik, hogy minden x € X esetén

V((979,) (x)) = ¥(g;(g,(x))) = g, (¥(g,(x))) = g, (g, (¥ (x))) =

A A

(919,) (¥ (x))

is fennall, igazolva ezzel, hogy 919, € T§ a . Tehat azt
1°2

kapjuk, hogy (fl'gl)(fz’gz) € E . Masrészt e, € Tei

nyilvanvaldan teljesiil, ezért (eA,ex) € E . Ezzel igazoltuk,
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hogy E részmonoidja Eg(é)-nak. Hatra van még annak megmuta-

A

tasa, hogy Eg(é) homomorf képe E-nek. Ennek igazolésa vé-
gett felhivjuk a figyelmet arra, hogy minden (f,g) € E
olyan altal&nositott endomorfizmusa A-nak, hogy ag : X » X

transzformacid eleget tesz a
¥ x,x’ € X x], = [x' => X = x'

' [x], = [x], = [ge0], = [9(x"],
feltételnek. Ebb3l kévetkezik, hogy az a ¢ : E - E, (A)
megfeleltetés, amelyre

A ' A A A~ A A ~

9 3 (flg) > (f,g) ((f,g) € E,(f,qg) € Eg(A) g € TQ)

teljesiil, jol definidlt és E megadasa alapjan raképzés is.

Amint azt a fentiekben mar megmutattuk,

g,$ € T»o ,9, € Ty => g,9, €T ,
1 9, '"2 g, 192 3,8,
igy a
. = (fllgl)(fzrgz) = ¢((flrgl))®((fzrgz))
szadmoléssal kapjuk, hogy ¢ homomorizmus.
Ha az A = (A,X,§) automata X-homomorf képe az A = (A,X,S)

automatanak, akkor altalanositott automorfizmus-csoportjaik
k6z6tt altaldban nincs olyan kapcsolat, mint altalanositott
endomorfizmus-félcsoportjaik k&zott.

Legyen Z egy nem-iires halmaz és C egy osztdlyozasa Z-nek.

Azt mondjuk, hogy C uniform osztdlyozas, ha C minden osztalya

azonos szamossagu.
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2.1.2 TETEL [30]. Legyen a redukdlt bementii A = (A,X,6

automata az A = (A,X,§) automata X-homomorf képe. Ha az

A A

A-nak A-re vald ¢ : X + X X-homomorfizmusa uniform oszta-

lyozast indukdl A bemend jeleinek X halmazan, akkor

Gg(é) homomorf képe Gg(é)—nak.

Bizonyitas: Legyen (f,g) tetszdleges eleme Gg(é)—nak.
Eldszdr azt mutatjuk meg, hogy a g : X > X leképezés ele-

get tesz a

¥ X ,X

1 e X : w(xl) = \p(xz) e w(g(xl)) = w(g(xz))

2

feltételnek. TetszlOleges a € A esetén a w(xl) = w(xz)

’

egyenldség maga utén vonja, hogy

§(a,x;) = 8(a,(x))) = 8(a,p(x,)) = §(a,x,).
Ezért
Vaea: §(£(a),b(g(x;))) = 8(£(a),g(x)) = £(8(a,x))) =
= £(8(a,xy)) = 8(£(a),g(xy)) = 8(£(a),¥(g(x,)))

%eljesﬁl, ami, figyelembe véve, hogy f : A -» A.egy egyértel-

mii rdképezés és A redukalt bemenetii automata, mutatja,

A

hogy ¥(g(x;)) = ¥(g(x,)). Tekintsiik azt a g & X - X leké-

pezést, amelyre teljesiil, hogy

(1) Vxex:gix) = wigx).

Igazoljuk, hogy ha (f,g) € Gg(é), akkor (f,g) € Gg(é) is

fennall. Tetszdleges a € A és x € X parra, kapjuk, hogy

)
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4

f(6(a,x)) = 8§(f(a),g(x)) = §(£f(a),Pp(g(x)))=

f(s(a,x))

A A

5 (£(a) ,g(W(x))) = 8(E(a),g(x)),

ahol x € X olyan bemend jele A-nak, hogy ¢(x) = x . Igy

(f,g) € Eg(é). Meg kell még mutatni, hogy g egy-egyértelmi

raképezés. Legyen Xy 1%, € X . Ha g(xl) = g(xz), akkor

minden a € A esetén.

A A A

f(é(a,xl))= a(f(a),g(xln = G(f(a),g(xz)) = £(8(a,x,))

teljesiil, igy tekintve, hogy f egy-egyértelmii raképezés és

~ ~ A

A redukalt bemenetli automata, azt kapjuk, hogy X, = X,

Mivel g : X » X raképezés, ezért (l)-bdl g raképezés
volta koévetkezik.
Legyen ezek utan ¢ : Gg(é) > Gg(é) az az a hozzarendelés,

(£,9) ((£,9) € G (B), (£,9) € G_(A))

amelyre ¢ ((£f,9))

Mivel a Y X-homomorfizmus uniform osztalyozast indukal

X-en, azaz barmely XpX, € X esetén a w-l(gl) és ¢_l(§2)
teljes inverz képek egyenld szamossaguak, ezért .¢ raképe-
zés. Végiil, felhasznalva, hogy
A
Vx€X: (919, (W(x)) = v((g;9,) (X)) = ¥(g,(g,(x))) =
= gl(w(gz(x))) = gl(gz(u’(x))) = (glgz).(w(x)) ’
kapjuk, hogy
((£7,97) (£5,95)) = o ((f;f = (£,£,,(479,)) =
9 191 ( 2195 ) = o (( 1 2'glg2)) = ( 1 2'(9192 ) =
= (fllgl) (fzrgz) = ‘P((fl‘rgl))‘?((legz)) ’

tehat ¢ homomorfizmus. o
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Megjegyzés: K6nnyui igazolni, hogy ha a ¢ X-homomorfiz-

mus altal indukalt felbontasa X-hek; X = Xllezu ...\_;Xr ,

akkor a ¢ homomorfizmus magja izomorf a Gy (i=1,2,...,r)
i
szimmetrikus csoportok direkt szorzataval.

1

2.2 § Automatdk altaldnositott endomorfizmus-félcsoport-

jairdl

Ebben a paragrafusban kimend jel nélkiili automatak al-
taldnositott endomorfizmus-félcsoportjait vizsgdljuk. A vizs-
galat kézéppontjaban a rédukélt bemenetii, ciklikus kvazi-
automatdk &llnak. Ezek k&ziil is az &llapot-fiiggetlen automa-

takra Kapott eredmények az érdekesebbek.

Mindenekeldtt néhany kénnyen igazolhatd tulajdonsagot

sorolunk fel. Legyen A = (A,X,§) egy tetsz3leges automata.

1./ Ha van olyan a € A, x € X A&llapot-bemenet pirja
é;nak, amelyre d(a,x) = a teljesiil, akkor Eg(é) tartal-
mazéa az (a,%X) leképezéspart, ahol 3 : A > A az a leképe-
zés, amelyre a(b) = a teljesiil minden b € A esetén és

~

x hasonldan értelmezett konstans leképezés X-en.

2./ Ha A-nak van egy a stabil &llapota, azaz

¥yx€eX : §(a,x) = a,

akkor (3,g) € Eg(é) minden g € QX esetén teljesiil.
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3./ Ha A-nak van olyan x € X bemenete, amely az alla-
pothalmaz identikus leképezését indukalja, akkor (f,X) € Eg(é)

minden f € QA esetén fennall.

4./ Ha A nem redukalt bemenetii automata, akkor van

Eg(é)-nak (eA,g) alaku eleme, ahol g # €y -

"Definia&lunk két kongruencia relaciét Eg(é)—n a kdvetke-

z8képpen:

(fllgl) = (legz) (Tl) <wm>> fl = f2

(fllgl) (legz) (12) <=> gl = gz
Jeldlje C azoknak az A automatdknak az osztdlyat, amelyek

kielégitik a k&vetkezd feltételeket:
(1) Tty az identikus relacié Eg(é)-n.

(2) Eg(é)/r2 izomorf END(S(A)) egy részmonoidjaval.

Azonnal belathatdé a 4-es tulajdonsdg alapjan, hogy a C osz-

taly csak redukalt bemenetii automatdkat tartalmaz.

2.2.1 TETEL [29]. Ha A = (A,X,8) redukdlt bemenetii

dllapot-fliggetlen automata, akkor A € C .

Bizonyitas: Az (1) feltétel teljeslilését igazolandd,
tegylik fel, hogy .(f,gl),(f,gz) e Eg(é) és g, # 9,. Akkor
van olyan X € X, amelyre gl(§) # g2(§) teljesiil. Mivel tet-

szOleges a € A Aallapotra
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§(f(a) gy(x)) = £(8(a,x)) = 6(£f(a),9,(x))

teljeslil, masrészt A allapot-fliggetlen, azt kapjuk, hogy
gl(§) és g2(§) ekvivalensek mod RA , ami ellentmond annak,

hogy A redukdlt bemenetii automata.

Vegylink most egy tetsz®leges (f,g) altalanositott endo-
morfizmust Eg(é)-béli A g: X+ X transzformacidt termé-

szetes médon kiterjesztjik X* endomorfizmusava, a kdvetkezd

modon :

g(p):=
+
g(x7)9(x5) ...g(x)) ha p=x;X,...x € X' .

Hozzarendelink minden (f,g) € Eg(é) dltalanositott
endomorfizmushoz egy ng * S(A) + S(A) leképezést, ugy, hogy
ng(Calpl):= cala(p)] minden cylpl(e s(a))-ra, ahol c,lp]

+ - P . . = .
ap € X szot tartalmazd ekvivalencia osztaly mod RA . Mivel

A allapot-fiiggetlen automata, kapjuk, hogy

P = a(Ry) <=>3a €A : ap = ag => f(ap) = f(ag)<=> f(a)g(p) =

= f(a)g(g) .<=> g(p) = g(q)(R,)
minden p,q € X+' esetén teljeslil, igy ng jol-definidlt.

Masrészt,

ng(Cé[p]Cé[r]) = ng(Cylpr]) = cé[g(pr)] =c_[gprg(n)] =

= Cala@]cyla] = ncylpling (cyleD) o

1

tehat ng homomorfizmus. ng megadasabol kdzvetleniil adédik,_

hogy az
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[(f,g)]T2 > ng

hozzarendelés izomorfizmus. Ezzel megmutattuk, hogy teljesil

([(f,g)]T2 € E4(A) /Ty, N, € END(S(A)))

a C automata osztalyt definidldé (2) feltétel is.

Most C egy fontos részosztdlyat alkotd, az erdsen cik-
likus allapot-fiiggetlen automatdk altalénositott endomorfiz-
mus-félcsoportijait jellemezzik. El38szdr is bizonyitjuk a

kbvetkezd tételt:

2.2.2 TETEL [15]. Ha az A = (A,X,8) erBsen ciklikus

allapot-filiggetlen automata, akkor S(A) karakterisztikus fél-

csoportja bal-kancellativ és tartalmaz baloldali egységelemet.

s = - < PR
Bizonyitas: Legyen p,q és r harom olyan szdé X -bél,

melyekre pq pr(RA) teljesiil. Azt kell megmutatnunk, hogy

ebb61 q = r(RA) kévetkezik. Mivel A allapot-fiiggetlen,

ezért minden a € A Aallapotra RA a = RA 4ll fenn. Ezért
14

pg = pr(RA) <=> Jaen: apg = apr ,

-tehdt pg = pr(R,) <=> dae€eA: apg = apr <=> q = r(RA,ap)<

<m> q = r(RA). Ezzel igazoltuk, hogy S(A) bal-kancellativ.

P + .
Masrészt, ha Py € X olyan sz6, amelyre aPy = ag
ahol a, egy erds generadtora A-nak, akkor minden p € xt ese-
tén kapjuk, hogy
PP = p(Ré,a; , azaz PP = p(Ré),
tehat Cé[po] baloldali egységeleme S(A)-nak. [
2.2.3 KOVETKEZMENY [15]. Ha az A = (A,X,8) automata

A dllapothalmaza véges és &llapot-fiiggetlen, vagy ha er@sen
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Osszefiliggd és allapot-filiggetlen, akkor S(A) jobb-csoport.

Bizonyitds: Az A 4llapot-fliggetlenségébdl mar kdévetkezik,
hogy S(A) bal-kancellativ [lasd. 2.2.2 tétel bizonyitését/ és
minden bal-kancellativ véges félcsoport jobk-csoport.Ezért az
elsd allitas igaz. Igy azt kell még megmutatnunk, hogy ha
A erdsen Gsszefliggd allapot-fliggetlen automata, akkor S(A)
jobb-egyszerﬁ'is. Tekintsiink két tetszdleges p,q € xt szot
és legyen a € A tetszdleges allapot. Mivel A erGsen Ossze-

fliggd, van olyan r € X+, amelyre

(ap)r = agq , azaz pr = q(RA’a)

teljesiil. EbbSl A 4llapot-filiggetlensége miatt

pr = q(Ré)
kdvetkezik. Ezzel igazoltuk, hogy minden CA[p],CA[q] € S(A)
esetén a

calplt = cylal
egyenletnek van megoldadsa S(A)-ban, tehat S(A) jobb-egyszerdl.

A 2.2.2 tétel szerint S(A) bal-kancellativ is, azaz S(3)

jobb-csoport.

2.2.4 TETEL [29]. Ha A = (A,X,8) erSsen ciklikus,

allapot-fiiggetlen, redukalt bemenetli automata, akkor A

izomorf az automataval, ahol

= (S(a), S'(A), §&

2s(a) s(a)’

s’ (a) = <Cé[p] € s(a)| Ix € X: p= x(Ry)>

\

o
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Bizonyitds: Legyen a € A er0s generdtora A-nak és

tekintsiik a ¢ : A > S(A), ¥ : X + S’"(A) leképezéseket, ahol

+
9 (a) = Cé[p] <=> a = ap (a €A, peX)

P(x) = Cé[x] (x € X) .

Mivel A .erdsen ciklikus allapot-fliggetlen automata, ezért
) egy—egyérﬁelmﬁ raképezés. Tekintve, hogy A redukdlt beme-
netii, S’ (A) megadasabdl kdvetkezik, hogy Y ugyancsak egy-
egyértelmii raképezés. Végil, ha a = a_p és x tetszdleges

dllapot-bemenet parja A-nak, akkor

9(8(a,x)) = 9(8(agp,x)) = o(ajpx) = Cplpx] =

= 85(a) (Calp)iCalxD) = 65 n (0 () 0 (x))
teljesll, igazolva ezzel, hogy (¢,y) izomorfizmus. g

Az 1.2.4 tétel szerint izomorf automatdk &ltalanosi-
tott endomorfizmus-félcsoportjai izomorfak. Igy az 1.2.4 -

2.2.4 tételek érthetdvé teszik, hogy vizsgalijuk az olyan

Ay < (S,S,GS) félcsoport-automatdk altalanositott endomor-
fizmus-félcsoportjait, ahol S baloldali egységelemet tartal-

mazd bal-kancellativ félcsoport.
Néhany, a félcsoportok elméletében jéL ismert fogalom-

ra és eredményre van sziikséglink. Egy f : S » S leképezést

az S félcsoport bal-transzlacidjanak neveziink, ha minden

s,s’ € S . parra

f(ss’) = f(s)s’
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teljesiil. Minden t(€ S)-re az ft : S > S leképezés,
amelyre

¥ s €S : ft(s) = ts

all fenn u.n. belsd bal-transzlicid. Egy S félcsoport minden

bal-transzlacidéja belsd bal-transzlacid akkor és csak akkor,
ha S tartalmaz baloldali egységelemet. Egy S félcsoport
bal-transzlacidéi részfélcsoportot alkotnak Qs—ben, a belsd

bal-transzlacidk L félcsoportja S-nek homomorf képe. Meg

S
kell jegyezziik, hogy [4]-gyel ellentétben két bal-transzlacié

f és f' szorzatat a
¥ s €S : (£E.£f')(s):= £(£f'(s))
egyenlOséggel értelmezzik.

2.2.5 LEMMA Ha S baloldali egységelemet tartalmazd,
bal-kancellativ félcsoport, akkor minden n(€ END(S))-re az

n': L. >~ L transzformacid, amely az
S S : L

n'(fs) = £ (£. € Ls)

n(s) s

Osszefliggéssel van definidlva, endomorfizmusa LS -nek.

Bizonyitds: El3szdr azt kell megmutatnunk, hogy n’'
jél-definialt. Legyen e az S félcsoport egy baloldali egység-
eleme, f egy tetszdleges bal-transzlacidéja. Akkor minden

s € S esetén

f(e)s

f(s) f(es)

f(e)e

f(e) f (ee)



teljesiil, ami azt mutatja, hogy £ az f(e) € Se elemmel vald

bal-transzlacidéja S-nek. Masrészt, ha S1S5 € Se , akkor

£ = f <=> g, = 8§
Sq S5 1 2

4l1 fenn. Ez abbdl k&vetkezik, hogy Se-ben az e jobb-oldali

egységelem is, igy az alabbi
sl = s,e = fsl(e) = fsz(e) = s,e = s,

szamitds mutatja a sziikségességet, mig az elegenddség nyil-

1

vanvald. Mivel bal-kancellativ félcsoportban minden idempo-
tens baloldali egységelem, ezért ha e’ tetszdleges idempo-
tense S-nek, akkor minden s(€ S)-re

f. . =£f , (fS € LS)
teljeslil. Ezek utan, mostmiar tetszdleges S1s8, € S-re kap-
juk, hogy

= — ’ . ror = o A - ’

fSl fsz <=> Je’" €S : e'e e és s, s,€

Ezért, igaz a kdvetkezd implikécid:

f = f => n’'(f_ ) =f = £ =n'(f_)
Sy S, Sy n(sl) n(sz) S,
Végil, minden fs,fs’ € LS esetén
’ ' — ’ = 1
nNEES) =T Ege) = fhissn) T fnis)nes”)

= fn(é)fn(s’) = n'(fs)n’(fs,)

teljesiil, igazolva ezzel, hogy n’ € END(LS). ]
A 2.2.5 lemma felhasznalasaval igazolni tudjuk a ko-

vetkezd tételt:
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2.2.6 TETEL [29]). Ha A, = (S,s,8;) félcsoport-auto-

mata, melyben S baloldali egységelemet tartalmazdé bal-kancella-

akkor
tiv félcsopo;?h altalanositott endomorfizmus-félcsoportia

izomorf az E(Ag) és END(S) félcsoportok E(Ag) %, END (S)

szemidirekt szorzataval.

Bizohyités: A félcsoport—-automatdk atmenet-fliggvényé-
nek definicidéjaboél kovetkezik, hogy E(Ag) = Lg . Tekint-
siik az E(és) x(p END(S) szemidirekt szorzatot, melyben

¢: END(S) +END(E(§S)) a

p(n): =n' (n € END(S) n’ € END(E(AJ)))

Osszefliggéssel adott, ahol n’ a 2.2.6 lemmaban szerepld

endomorfizmusa L_-nek. Ko&nnyen belathaté, hogy ¢ valdéban

S

homomorfizmus. Legyen a y leképezés a
vz (£ M) > (f(s,n)’n) (f, € Lg, n € END(S))
definicidéval megadva, ahol f(s ny ¢ S » S 1leképezésre
14

f (t) = sn(t)
(s,n) &

teljesiil minden t € S esetén. Megmu. .tjuk, hogy (f(S n),n)
14
adltaladnositott endomorfizmusa és—nek. Valdéban, minden

sl,sz(e S)-re

f(S,n)(GS(Sl'SZ)) = f(S,n) (Slsz) = sn(slsz) = sn(sl)n(SZ)

Gs(sn(sl),n(sz)) = ds(f(s,n)(sl)’”(sz))

4ll fenn. A y leképezés egyértelmiisége értelmezésébdl kdvet-

kezik.
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.z £ _
Masrészt, ha ( (51'”1)'nl)'(f‘52'”2)'nz)(e Eg(és)) re

(f(sl’nl)’nl) = (f(sz’nz)lnz) r

akkor ny =n, es f(s . Igy S eqgy e

= f
l,nl) (s,/n,)
idempotens elemére

slnl(e) = £ )(e) = f(szrnz’(e) = sznz(e)

egyenldség teljesiil. Mivel nl(e) = nz(e) idempotens S-ben
és ezért baloldali egységelem is mert S.bal-kancellativ,
azt kapjuk, hogy az fs ,fs € LS bal-transzlacidk egyenldk.
1 2

Ezzel igazoltuk, hogy Yy egy-egyértelmii. Legyen most (f,q)
tetszlleges altaldnositott endomorfizmusa és—nek. Véve egy
e baloldali egységelemet és tetszdleges S1¢S, elemeket
S-bdl, azt kapjuk, hogy

£(s) = f(esy) = £(85(e,s;)) = 8 (f(e),g(s;)) = f(e)g(sy)

P

es

f(e)g(slsz) Gs(f(e),g(slsz)) = f(és(e,sls2)) =

.
I

f(ds(sl,sz)) = ds(f(sl),g(sz)) = f(sl)g(sz)
= f(e)g(s;)g(s,)
teljeslil. Ebb0l, S bal-kancellativ voltat kihasznalva

g € END(S), és £ = kdvetkezik, tehat ¢ raképe-

f
(f(e),q9) v
zés. Véglil, tekintsiik az (fs,n),(ft,ﬁ) elemeket

E(és) x(p END(S)-ben. Ezekre, egyrészt
w((fsln)(ft'n)) = 1P((fs'ﬁ’(ft)r nn)) = w(fsfn(t)’ nn) =
= w(fsn(t)' nn)) = (f(sn(t),nﬁ)’ nn) .

tovabba
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V(Egm)) = (£ 1y) & W(f M) = (£ =0 M)
teljesiil. De minden sl,sz(e S)-re

(f(s,m E(e,m)) (8g(s1s85)) = £ 1y (8g(En(s)),n(sy))) =

Sg(sn(tn(sy)),n(n(sy))) = 8g(sn(t) (nn) (sy),(NN) (s,) =

6s(f(sn (t) ’nﬁ) (Sl) ’ (nﬂ) (SZ)) = f(Sn(t) ,nﬁ.) (68(51152))
all fenn, amibdl k&vetkezik, hogy

V(Eg,m) (£L,m)) = $(E,M)Y(EL M) .

Ezzel igazoltuk, hogy ¢ mivelettartd, teljessé téve ezzel
a tétel bizonyitéasat.
Az 1.2.4 - 2.2.4 és 2.2.6 tételek felhasznaléasaval

adédik a

2.2.7. KOVETKEZMENY [29]. Legyen A = (A,X,8) redukdlt

bemenetii, erSsen ciklikus és éllapot-fﬁggetlen'automata.

Jeldlje S’ (A) az A karakterisztikus félcsoportjénak azt a

részhalmazat, amely a CA[X]' (X € X) osztalyokbdl &ll és
legyen

END (S(A)) = <n € END(S(A)) | v x € X: n(cA[x]) € S’ (A)>.

s’ (a)

Akkor Eg(é) izomorf E(A) é&s ENDS,(A)(S(é)) szemidirekt

szorzataval.




2.3.§ Automatdk altalanositott automorfizmus-

csoportjairol

Ebben a paragrafusban redukalt bemeneti kimend jel nél-
kiili automatdk &ltalanositott automorfizmus-csoportjaira
vonatkoz6 eredményeket k&zlink. Ennek a résznek a f& ered-
ménye megité}ésﬁnk szerint annak igazolasa, hogy minden vé-
ges vagy megszamlalhatd csoport izomorf egy redukalt beme-
netd automata altalédnositott automorfizmus-csoportjaval.

Ezt az eredményt'a 2.3.5 tétel tartalmazza. Ezen kivil ebken
a paragrafusban félcsoport-automatdk &ltaldnositott auto-
'morfizmus—csoportjait vizsgalva a csoport holomorf egy &l-
talanositasdhoz jutunk. A paragrafust az erdsen ciklikus
kvazi-automatak altalanositott automorfizmus-csoportijinak

és karakterisztikus félcsoportjanak kapcsolatdt mutatd jel-

lemzéssel zarjuk.

. Definidlunk két relacidt Gg(é) -n a kdvetkezdképpen:

Legyen .
(f’,g')(rl) <=> £ = f'

(£,9)

[4

g

(f,g) (f’rg,)(Tz) <=> g

minden (f£,q9),(f’,g’) € Gg(é) esetén. Kénnyl latni, hogy
mindkét relacid kongruencia relacidé és Gg(é)/r2 =
= Gg(é)/G(é) . Két egyszeri allitast igazoiunk a bevezetett

relacidékkal kapcsolatban.
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2.3.1 LEMMA [30]. A T4 relacid akkor és csak akkor

az egyenldségi relacid Gg(é)—n; ha A = (A,X,8) redukdlt

bemenetii automata.

Bizonyitds: El3szor tegylik fel, hogy A reduk&lt beme-
netii automata és legyen (f,qg),(f,g’) € Gg(é). Akkor minden

aeA és x € X esetén

§(f(a),g(x)) = £(8(a,x)) = §(f(a),g’(x))
teljesiil, amibdl, figyelembe véve, hogy f egy-egyértelmi

rédképezés, az kdvetkezik, hogy

¥V x € X

1)

g(x) = g'(x) (Ry) .

Akkor, kihaszndlva, hogy A redukalt bemeneti automata, kap—

’

juk, hogy g = g’.
Forditva, legyen x’' és x" két olyan bemend jele A-nak,

amelyre

x! = x“(RA)

‘teljesiil. Definidljuk a g : X > X leképezést a kOvetke-
zO0képpen: legyen

ha x # x' és x # x"

g(x):= x" ha

x'’ ha x

X"

Konnyii. belatni, hogy (eA,g) € Gg(é) és

(EAISX) = (EA,g) (Tl) . a

A fenti lemma egy fontos kdvetkezménye az, hogy redukalt

bemenetii automatak altaladnositott automorfizmus-csoportja
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'

reprezent&lhatdé az A&allapothalmaz feletti szimmetrikus cso-

poxrtban.

2.3.2 LEMMA [30]. A Gy (R)/G(A) faktorcsoport izomorf

az S(A) automorfizmus-csoportjanak részcsoportjaval.

Bizonyitas: Legyen (f,g) egy altalédnositott automor-
fizmusa az A = (A,X,§) automatanak. Kiterjesztjik a
g : X-+X léképezést X* automorfizmusadva a kdvetkezd-
képpen; legyen g(e) = e, az e ilres szdra és tetszlleges

+ .
P = X XX € X esetén legyen

g(p): = g(x)g(x,)...g(x ).
Az (f,q9) € Gg(é) elemhez rendeljiik hozz& A karakte-
risztikus félcsoportjénak azt az ng : S(A) > S(A) leképe-

z8gét,amelyre

ng(Cé[pJ) = Cé[g(p)l

teljesiil minden ©p € xt esetén. Megmutatjuk, hogy ng jol-
*definialt. Tekintsiink ezért két tetszdleges p és g szbt

+ .. . . - .
X -bdél, amelyre p = q(RA) teljesiil. Mivel f egy-egyértelmi

raképezés, érvényes a kdvetkezd:

P =aq(Ry) <=> ¥V a€aA:ap=aq<=>Vae€A: f(ap) =f(aq) <=

<=> ¥ a € A: f(a)g(p) = f(a)g(q) <=> g(p) = g(a)(Ry)

EbbOl kovetkezik, hogy ng jél-definialt, st egy-egyértelmi
leképezés. Mivel g : x* 5 x* automorfizmus, ebbdl kdvetke-
zik, hogy ng raképzés is. Tekintslik most S(A) két tetszd-

leges elemét CA[p] és CA[r]-et. Ezekre érvényes a
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s

kb6vetkezd:
ng(Cé[P]Cé[r] = ng(cé[pr]) = cé[g<pr)] =
= cé[g(p).gml = cé[g(p)lcé[g(r)] = ng(Cé[p])ng(Cé[r]).

Ez mutatja, hogy ng automorfizmusa S(A)-nak. Az

(f£,9) > ng

hozzarendelés homomorfizmus, hiszen minden CA[p] € S(A)

esetén
(nglngz) (Cé[p]) = ngl(ngz(cé[p])) = ngl(cé[gz(p)]) =
= Caloytay N ] = clig 9 (p)] = Ngyq, Calp])

teljesiil. K&nnyen belathatd, hogy a homomorfizmus magja

G(A), amibdl mar kévetkezik az &llitads. g

Mint azt az 1.2.2 tételben megfogalmaztuk, minden cso-
port izomorf valamely automata automorfizmus-csoportjaval.
A kbvetkezOkben megmutatjuk, hogy ha G véges vagy megszam-
lalhatd csoport, akkor létezik olyan reduk&lt bemeneti

A = (A,X,§) automata, amelyre Gg(é) % G teljesil.

Az allitas igazolasdhoz eldkésziiletekre van sziikséglnk.

Bevezetlink néhany uj fogalmat. Tekintslink egy A = (A,X,§)

automatat. Minden x € X bemend jelhez rendeljikk hozza
az mx: A + A transzformacidét, amelyre mx(a) = 6(a,x) (a € A)

teljesiil és legyen M, = <m_: A = A | x € X> . Mint az

1. fejezetben emlitettiik S(A) hlen reprezentdlhatd Q,-ban

az SA transzformdcidé félcsoporttal és kdnnyen lathatd,



hogy M generalja Sp-t.

3
C o~
Legyen C(MA), MA centralizatora QA-ban, amelyet a
C(Mé)::<a € Qp | v m, € M§: am, = m, o>

Osszefliggéssel definialunk és jeldlje N(MA) M, normali-

zatorat QA-ban, ahol

N(Mé) 1= <a € Q, | aM, = M,oa>

az értelmezd egyenldség. Bevezetjtik‘MA "permutacid centrali-

zatoranak /rdviden p-centralizétor/ és permutdcid normalizi-

toranak /[r6viden p-normalizator/ fogalmat. Az eldbbire a

Cp(MA) az utdbbira az Np(MA) jelblést hasznaljuk. Defini-

416 egyenldségeik:

Cp(MA) := C(Mé) N Gp és Np(Mé) := N(Mé) N Gp

ahol GA az A &llapothalmaz feletti szimmetrikus csoportot

jeldli. A kdvetkezd allitdsok kdzvetleniil beladthatdk:

. (1) N(MA) monoid és C(MA) részmonoidja N(MA)—nak.

(2) Np(MA) csoport és Cp(MA) normalis részcsoportja

N(MA)fnak.

(3) C(Mé) = C([Mé]) és Cp(Mé) = Cp([Mé]).

(4) Np(MA) részcsoportija Np([Mé])—nak.

A fenti (3) és (4) pontban [MA] S Qy az M, altal
generalt transzformacidé félcsoportot jeldSli. Jolismert, hogy

tetszBleges A automata esetén az E(A) endomorfizmus-félcso-

port az SA centralizatora QA-ban. Ezért (3) figyelembe-
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vételével kapjuk, hogy

E(A) = C(M,) & G(a) = C (M) .

2.3.3. LEMMA [30]. Ha A = (A,X,8) redukidlt bemenetii

automata, akkor Gg(é) izomorf Np(MA) -val.

Bizonyitds: A 2.3.1 lemma szerint az

(£,9) » £ ((£,9) € Gy (2))
megfeleltetés izomorfizmus, igy elegendd megmutatnunk, hogy

Gg(é)—nak pontosan'Np(MA) a képe a fenti megfeleltetés-

nél. Legyen (£f,g) tetszOleges altalanositott endomorfizmu-

sa A-nak, akkor minden a € A, x € X parra

f(d(a,x)) = 6§(£(a),g(x)),
azaz
fmx = mg(x)f

minden m. e MA esetén. Mivel g : X » X egy-egyértelmi

raképezés, kapjuk, hogy

fMé = Méf ’

-

‘ami mutatja, hogy f € Np(MA).

Forditva; tegyﬁk fel, hogy £ € Np(MA). Akkor minden m. € Ma

elemhez létezik egy és csak egy me, az MA transzformacid

halmazban, amelyre
fmx = mif
teljesiil. Definidljuk a It X » X leképezést a kovetkezd-

képpen: legyen



_46_

¥ x € X: gf(x):=§ <=> fmx = mif .

A I¢ leképezés egy-egyértelmi és raképezés, mert f az alla-

pothalmaz permutacidja, igy az mgy = fmxf_l egyértelmiien

meghatarozott minden m,Z2 € M, esetén, masrészt A redukalt

bemenetli automata és ezért a bemend jelek X halmaza és

M, k8z8tt egy-egyértelmii megfeleltetés Llétezik. Minthogy

minden a € A és x € X esetén

f(d(a,x)) = (fmx) (x) = ( f) (a) = G(f(a),gf(X))

m
gf(X)

teljeslil, kapjuk, hogy (f,gf) e Gg(é) '

2.3.4 LEMMA. Ha A Dnhemires véges vagy megszamlal-

hatdan végtelen halmaz, akkor létezik olyan o transzforma-

cié Q, -ban, amelyre Cp(a) az egyelemii csoport.

A

Bizonyitas: Tegyik fel, hogy A elemei természetes

szamokkal vannak indexezve. Definidljuk az o : A > A

transzformécidot a kovetkezlképpen: Legyen a:= €5 ha
|A| =1 és ha |A| > 1, akkor legyen
an ha i =1,
a(ai) =

a1 ha i > 1,

ahol m egy tetszdlegesen rdgzitett |A|-nadl kisebb termé-

szetes szam. Megmutatjuk, hogy a fenti o transzformaciodra

teljesiil a Cp(a) = <eg,> kdvetelmény. Ha [A| = 1, akkor
az a4llitds nyilvanvald, ezért tegyiik fel, hogy |A| > 1 és
1

T € Cp(a). Akkor mom - = o é&s igy
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¢

4

(1) (mar™h) (r(a;)) = m(alay)) = w(a) = Tlata_,;)) =

))

_ -1
= (mom )(Tr(am+l

teljesil. Mivel a, az egyetlen olyan A-beli elem, amely

két kiilonb6zd elemnek képe, nevezetesen a(al) = a(am+l) = am,

ezért w(am) = a. Ha m > 1, akkor abbdél a feltevésbdl,

hogy w(ém_j) = ap_5 kovetkezik, hogy

T(a . 3 = w(a(a_ .)) = (ﬂaﬂ_l)(n(a )) = (Waﬂ—l)(a )
m-(j+1) m-Jj L m-J m-j
= ol 3) = an (541

minden j (0 £ j < m-1) esetén, tehadt az is kdvetkezik,

hogy n(al) = aj. Ez, (1) figyelembevételével, maga utén

vonja "(am+l) =a .1 teljesiilését., Masrészt abbdol a fel-

tevésbdl, hogy "(am+k) = a ik (k 2 1) kovetkezik, hogy
alm(ay 1)) = mlalap g)) = mlap ) = apy

és mivel An+k+l 22 egyetlen olyan A-beli elem, amelvet

a a -ra képez, kapjuk, hogy ﬂ(am+k+l) = a ik+1 ° Igy

m+k
‘teljes indukcidéval adodik, hogy m A minden elemét O6n-

magara képezi. 3

Most igazoljuk az igért 2.3.5 tételt.

2.3.5 TETEL [30]. Ha G véges vagy megszamlalhatdan

végtelen rendi csoport, akkor létezik olyan redukalt beme-

neti A = (A,X,8) kimend jel nélkiili automata, amelyre G

izomorf Gg(g)-val.
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Bizonyités: Tekintsik az A = (G,X,8) automatat, amely-
re teljesiil, hogy IG[ = |X| és létezik g ~ x; (g €6,
Xq € X) egy-egyértelmii raképzés. A § atmenetfiliggvényt
definidaljuk a kovetkezdképpen: Legyen e a G csoport egység-
eleme és m, ¢ G -+ G egy olyan transzformacid Qs ~ben,
amelyre Cp(me) az egyelemii csoport. A 2.3.4 lemma szerint

ilyen me'transzformécié létezik. Minden g € G elemhez

rendeljiink egy mg : G+ G transzformadcidt, amelyet az
-1
:= m
Mgi= TgleTg
Osszefliggéssel definialunk, ahol Tyt G+ G a G csoport
g € G altal indukalt jobb-transzlacidéjat jeldli, azaz min-

den g € G esetén
T (g) =g
g g g9
teljesiil. Ezek utédn a ¢§ : G x X » G atmenetfiggvényt

definialjuk a

(V g € G) (V Xg € X): G(g,xg) = mg(g)

Osszefiliggéssel. Az A automata megaddsabdl kovetkezik, hogy

a g | g € &>

és m, valasztasa miatt A redukalt bemenetii. A 2.3.3 lemma

értelmében tételiink bizonyitdsdhoz még azt kell megmutatni,
hogy Np(MA) izomorf G-vel. A fenti konstrukcidbdl kbvet-

kezik, hogy G minden jobb-transzlacidéja eleme N (MA)-nak.

| SO
Masrészt, ha w € Np(MA), akkor létezik egy mg € MA elem,

amelyre ™M, = mgn , azaz



mTm n—l = m n—l
e" T Tgle'g
teljesiil. Ebbdl n;ln € Cp(me) kdvetkezik és mivel Cp(me)
az egyelemii csoport, kapjuk, hogy Tg =T &4ll fenn. Tehéat

N (MA) a G csoport jobb-transzlacidinak csoportja. Ismert,
hogy egy csoport izomorf jobb-transzlacidinak csoportjaval.
Ezt az eredményt és a 2.3.3 lemmat felhasznalva, kapjuk,

hogy a konstrualt A automatadra G % Gg(é) teljesil. o

A kovetkezd részben redukalt bemeneti félcsoport-auto-

matdk altalanositott automorfizmus-~csoportjait vizsgaljuk.

Tekintsink egy Ag = (S,S,és) félcsoport-automatat.
Kdnnyen belathatd, hogy My az S félcsoport belsd jobb-
—-transzlaciodinak félcsopoija, melyet RS-sel fogunk jeldl-
ni. Meg kell jegyezniink, hogy Rs~ep QS részfélcsoport-

jéanak tekintjik és ennek megfelelden r Ty € RS (s,s’-€ S)

belsd jobb-transzlacidk szorzatat a

¥ s € S: (rsrs,)(s):= rs(rs,(s)) (=(ss’)s)

-

Osszefliggéssel értelmezziik ellentétben [4]-gyel, ahol a

jobb-transzlacidkat jobb-operatorként kezelik. A fentiek-

b8l kbvetkezik, hogy az A automata pontosan akkor redukéalt

S
bemenetii, ha az S félcsoport bal-reduktiv, azaz, tetszdle-

ges s és s’ elemekre fennall, hogy
¥ X € S: Xs = Xs! => g = g’ .,
A 2.3.3 lemma szerint Gg(és) ~ Np(RS) teljesiil esetiink-

ben, ezért vizsgalnunk kell R p-normalizatorat Qs-ben,

S
ahol S bal-reduktiv félcsoport.
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2.3.6 TETEL [30]. Ha S bal-reduktiv félcsoport,

akkor Np(RS)-nek részcsoportja az S félcsoport AUT(S) auto-

morfizmus-csoportja és Np(RS) a Cp(RS)—nek AUT (S) -sel

vald faktormentes Schreier-bdvitése.

Bizonyitas: Az elsd &llitdst igazolandd, legyen T

tetszdleges automorfizmusa S-nek. Akkor minden ry e RS

‘
4 4

és s’ € § esetén

(Trs)(s’) T(rs(s')) = 1(s’'s) = 1(s )1(s) = rT(S)(T(s’)) =

(rT(S)T)(s')

teljesiil és mivel S bal-reduktiv félcsoport, az r, > r
megfeleltetés egy-egyértelmi raképezés. Ezért TRg = RgT,
azaz T € Np(RS)' A tétel masodik felének bizonyitdasa
végett legyen m tetsz8leges eleme NP(RS)-nek. Akkor minden

rs(e RS)-hez létezik pontosan egy olyan rs,e RS elem,

amelyre

T =r ,m
S S

teljesiil, igy mw-hez egyértelmiien hozzarendelhetd egy

I S + S automorfizmus a
’ -1
¥ s €8s : wﬂ(s):= s! <==> Tr =1r ,7 (<=> ﬂrsn =r ,)

definicidéval. Valéban, L egy-egyértelmii raképezés volta
k8vetkezik abbdél, hogy S bal-reduktiv félcsoport és ezért

s + rg (s € s r, € RS) egy-egyértelmi megfeleltetés.

Masrészt, ha rsl, rs2 e RS parra
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ﬂrs = rs,ﬂ és Wrs = rs,ﬂ
1 1 2 2
akkor
ﬂrs s = ﬂrs r, = rs, nrs = rs, r_,m = rs, ,
1°2 2 51 2 1 2 1 152

teljesilil, amibdl kovetkezik, hogy

0, (8y85) = o _(s;)o_(s,) .
Most megmutatjuk, hogy a e megfeleltetés Np(RS)-nek
endomorfizmusa AUT(S)-re. Ehhez, mivel S minden T automor-
fizmusa 6nmagé&ra képzddik, elegendd azt bizonyitani, hogy a

megfeleltetés miivelettartd. Legyen Ty.T, € Np(RS) és s

tetszdleges eleme S-nek. Akkor

4 ’ = = =
wnlwz(s) =8 <= ("1“2)rs rs'(ﬂl“Z) <=
<=> (T ) (w7 )— =r <=> T (TAY W—l)ﬂ-l = r <=>
1"27*s'71"2 s’ 1'"2"s"2 1 s’
<=> 9, (9. (s)) =s’ <=> (9_ 9_ )(s) = s’
Ty T T T2

érvényes, amivel &allitasunkat igazoltuk. Lathaté, hogy
Nb(RS)-nek AUT(S)-re valdé fenti endomorfizmusanal Cp(Rs) az
endomorfizmus magja és mert S minden T automorfizmusa &n-

magara képezddik, kapjuk, hogy Np(RS) = Cp(Rs)AUT(S). Ebbd1l

kbvetkezik, hogy Np(RS) a Cp(Rs)—nek AUT(S)-el vald

faktormentes bdvitése. O

Megjegyzések: Az RS p-centralizatorat Qs—ben az S

félcsoport azon bal-transzlacidi alkotjak, amelyek S-et &nma-

gara képezik le egy-egyértelmiien. Ez a kdvetkezOképpen lathatd



- 52 -

be. Legyen w € Cp(RS). Akkor

’ _ 4 = s 4 —_ [4 — ’ -
m(s’)s = xr_(m(s")) (rsn)(s ) (rr ) (s”) m(r (s"))
= 7m(s’'s)
minden ry e RS és s’ € S esetén. Masrészt, ha A : S > 8

bal-transzlaciéja S-nek, azaz minden s,s’ € S parra

A(s’s) = A(s’)s ,

akkor minden 'rg € Rg és s’ € S esetén

(er)(s’) = A(rs(s')) A(s’s) = A(s’)s = rs(l(s')) =

(rsl)(s') ’
vagyis A € C(RS). Ebbbdl pedig kdvetkezik, hogy S egy A
bal-transzlacibéja pontosan akkor eleme Cp(RS)-nek, ha S-nek

Onmagara vald egy-egyértelmi leképezése.

A fenti megjegyzésbdl és a 2.3.6 tételbdl kdvetkezik,
hogy ha S csoport, akkor Np(RS) az S holomorfja. Ezért

Np(RS) ugy tekinthetd, mint a holomorf fogalménak &ltaléno-

sitédsa bal-reduktiv félcsoportok esetére.

-

Mivel Cp(RS) éppen az Ag automata automorfizmus-

-csoportja a 2.3.6 tétel és a 2.3.3 lemma felhaszndléasaval
azonnal addédik az alabbi

2.3.7 KOVETKEZMENY [30]. Ha A = (5,S,8;) redukalt be-

menetii félcsoport-automata, akkor Gg(és) izomorf G(és)~nek

AUT (S) -el vald faktormentes Schreier-féle bdvitésével.

A fenti eredmények illusztrdlasidra meghatarozzuk egy

redukalt bemenetii félcsoport-automata altaldnositott auto-
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morfizmus—-csoportjat.

Példa: Tekintsiik a kdvetkezd Cayley-tablaval megadott

S félcsoportot:

S e £f a b c d
e e £f a b ¢ d
f e £ a b ¢ d
a a c+b e d4d £
b b 4 e a £ c
c a ¢ b e d f£
d b d e a £ ¢

Kdnnyen belathatdé, hogy S bal-reduktiv félcsoport, st S

egy jobb-csoport.

Az és = (S,S,GS) automata atmenet tablaja a kdvetkezd:
Ag e £f a b ¢ d
e e e a b a b
£ f £ ¢ d ¢ d
a a a b e b e
) b b b e a e a
c c ¢ 4 £ 4 f£
d d 4 £ ¢ £ ¢

Mivel S-nek van baloldali egységeleme, ezért minden bal-transz-
lacidéja belsS bal-transzldcidé. Igy a Cayley tdblabdl kdzvet-

leniil leolvashatd, hogy

<e

G(Ag) (=C_(Rg)) gr Ea0 £
ahol
e fabcd (e £f abcd

e fabecad
acbed fl’ fb -lb deafc

& = e fabc d] R
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s

K6nnyii ellenlrizni, hogy

AUT(S) = <egr 977 93¢ 03>
ahol

e f abcd

e f abdc
r 93 7 (f edchba

e f badc

e f abc j
?1 < (f ecda r 93 T

Bevezetjilkk a kdvetkezd jelOléseket: Legyenek

fli : = ¢i‘ (i=1,2,3),
e £ a
£ = |e £fabcdl _ 0, f £ - = ¢, f
21 17a ’ 31 db feea 1'b '

cadfbe
e f ab c d) b cd

fro " lbaaecst] %% f32={acebsal = %
e f a ) e f bcd

£33 labcf a =938, £33 = afdepbl = %% -

Akkor és automata altalanositott automorfizmus-csoportja,

amint az Ay Aatmenet tablajan kdzvetleniil ellendrizhetd:
. Gg(éS) = <(€S’€S)’(fa’es)’(fb’es)’(fll’¢l)’(f21’¢l)’(fBl'wl)’

(f12l¢2)l(f221¢2)I(f321¢2)(fl3l¢3)l(f23l¢3)l
Végiil, felirjuk Gg(és) Cayley-tablajat, a kdvetkezd
jeltléseket hasznalva:

910 = (Egr8g) + 950 = (£,08g5) v+ 955 = (£48g)

gij = (fijle) ’ (i=l,213; j=11213) .
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Gg(Ag) | 915 920 930 911 921 931 912 922 932 913 923 933

A tablazatbdl leolvashatd, hogy az N = <glo'g20’g3o>
normalis részcsoportja Gg(és)-nek és N izomorf G(ag) -sel.
Ellendrizhetd az is, hogy

Gg(és) = N + Ngll + Nng + Ngl3
az N-szerinti mellékosztalyokra bontasa Gg(és)—nek és
H = <g974,s911+912r913> ©olyan részcsoportja Gg(és)—nek,
amelyre

H ~ AUT(S) .
Ezutdn a véges, erdsen ciklikus, redukalt bementi
kvazi-automatdk altaldnositott automorfizmus-csoportjait
jellemezziik. Az adandd reprezentacid leirja azt a kapcsola-

tot, ami egy ilyen automata karakterisztikus félcsoportja
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és altalanositott automorfizmus-csoportja kdzdtt van.

Kénnyen belathatdé, hogy egy A = (A,S,S8) erdsen ciklikus
kvazi-automata pontosan akkor redukalt bemenetii, ha egy ag

erds generdtorahoz rendelt RA a modularis jobb-kongruencia
¥
=""0

az egyenlOségi relacidn kiviil nem tartalmaz mas kongruencia

relacidt. Ebben az esetben S(A) ~ S teljesiil.

Tekintsik most az S félcsoport é&s AUT(S) automorfiz-
mus-csoportjanak

T =85 xcp AUT (S)

szemidirekt szorzatat, ahol a ¢ : AUT(S) - END(S) kapcso-

lat-homomorfizmus az identikus beagyazas. Teh&t, minden
(s,T7),(s’,T’) € T-re

(s, T)(s',7t’) = (s1(s’),11")

Osszefliggéssel van értelmezve a szorzas T-ben. A T félcsopor-
ton definialjuk az R relacidt a kovetkezdképpen: legyen min-

den (s,t),(s’',t’') € T esetén

(s,7) = (s',7")(R) <=> s = s'(R ) és t =1’ .
Asa

Konnyli megmutatni, hogy R modularis jobb-kongruencia
a T félcsoporton. Ha e jeldli S egy baloldali egységelemét
mod R a ! akkor az (e,es) par baloldali egységeleme T-nek

’
o
mod R . Most felhaszn&lva az I. fejezet Félcsoportelméleti

1>

eldkészliletek cimli paragrafusdnak eredményeit, megadjuk a
T félcsoport olyan részfélcsoportjat, amelynek faktorfélcso-

portjaval hiilen reprezentdlhatd Gg(é).



- 57 -

Az R modularis jobb-kongruencia
N’(R) = <(s,7) €T | R = r(S,T)g

erds normalizatora T-nek olyan részfélcsoportja, hogy R le-
szliikitése N’ (R)-re kongruencia relédcidé N’ (R)-en. Mind

N’ (R), nmind

’ T = ’ . -
Nig,eg) (B = <(s/1) €N'(R) | (s,7) (eyeg) = (s,) (R)>
balidealja, R-szerinti ekvivalencia osztalyok egyesitése.

Mivel N’(R)/R jobk-csoport az Nze c )(R)/R baloldali fo&-
4
S

idedlja csoport. A fenti jeldléseket hasznalva igaz a k&vet-

kezd

2.3.8 TETEL [30]. Ha A = (A,S,8) erdsen ciklikus,

redukalt bemenetl kvazi-automata, akkor az A automata alta-

lanositott automorfizmus-csoportja izomorf az Nze,e )(R)/R
S

csoporttal.

Bizonyitds: Tekintsilik azt a y leképezést, amely minden

[(s,T)] (e Nze c )(R)/R) elemhez hozzarendeli az (f
'~s

leképezéspart, ahol f(S 0’ A - A ugy, hogy
’

(s,T)’T)

. — ’ R — ’
YV a(= a s ) € A: £ (a) aosr(s )

(s,7)

-

és 1 'az (s,T) par masodik komponense. Megmutatjuk, hogy

(f(s T),T) dltalénositott automorfizmusa A-nak. E1&szdr ehhez
14
igazolnunk kell, hogy f(s ) jél-definialt. Legyen
’
a = aos' = a,s" € A, azaz
S’ E s"(RA,a ) .

- 0



- 58 -

Akkor,tekintve, hogy tetszOleges 1 € AUT(S) esetén
(s",t') = (s",1") (R).
és (s,T) € N'(R) , kapjuk, hogy

(s,T)(s’,t’) = (s,t)(s",Tt")(R),

tehat
! - [1]
st(s’). = st(s )(RA,a ) .
=""o
EbbSB1l pedig k&vetkezik, hogy
’ — 111
f(s,r)(aos ) = f(s,r)(aos )

3

(s,1) egy-egyértelmd

teljesiil. Annak igazolasahoz, hogy f

leképezés tegyik fel, hogy az a, a’ € A elemekre

— ’
fs,1) (@) = £(5,7,(@7)
Legyen a = aos’ és a’ = aog . Akkor
’ - _ ’ _ -
aosr(s ) = f(S'T)(a) = f(S'T)(a ) = aosr(s) ’
azaz _
sT(s’) = st (S) (RA,a )
=""0
kbvetkezik. Ezért
(s,7)(s’',t') = (s,7)(s,Tt")(R)
teljesiil minden 1'’(€ AUT(S))-re és ez, R = R(S’T) miatt,

implikalja
(s’",1') = (5,7")(R)
érvényességét. Igy kapjuk, hogy

1 = -~
s’ = S(RA,a )

ami ekvivalens
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teljesiilésével. Masrészt, (s,T) Jjobb-egysége T-nek mod R

€s igy s jobb-egysége S-nek mod RA a EbbB1l kbvetkezik,
14
='“o

hogy tetszdleges s’(€ S)-hez létezik olyan s € S, hogy

ss = S’(R ) ’
é’ao

ezért tetszdleges a = aos'(e A)-hoz létezik a = aor_l(g)(eA),

amelyre

-— _ _l_ _ _ _
(a) = aosr(r (s)) = a ss = aos’ = a

f(SIT)

teljesilil. Tehat f(s ) raképezés. Mivel t automorfizmusa
14

S-nek, ugyancsak egy-egyértelmii raképezés. Végilil, minden

a = aos’ € A és s" e S esetén

f(s,T)(G(a,s")) = f(s’T)(aos's") = aosr(s's") =

= aosr(s’)r(S") = G(f(s,T)(a),T(S")),

amivel megmutattuk, hogy (f(s T),T) altalanositott auto-
i - ’
morfizmusa A-nak, azaz Yy a Gg(é%ba képez.

Megmutatjuk, hogy ¢ egy-egyértelmi raképezés. Tegyik fel,

hogy
[(s,)],[(s"s1")] (e Nie,egRI/R) ~Te  (f(g ) /T)
= (f(sI'TI)IT') .
Akkor minden a(€ A)-ra
f(s’T)(a) = f(s’,r')(a)
és minden S(€ S)-re
t(s) = 1’ (8)

teljesiil. Az utdbbi egyenldségbdl azonnal adddik, hogy
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T =1', mig az elsS egyenlOséget ao(e A)-ra alkalmazva
kapjuk, hogy

aOST(e) = f(s,r)(ao) = f ,’T,)(ao) = aos’r’(e),

&hol e baloldali egységeleme S-nek mod RA a Akkor, kihasz-
"o

nalva, hogy (s,t),(s’,t’) € NZe,s )(R), azaz
S

(s, T)(R) és (s't’(e),7') = (s',1")(R)

(st(e),T)

kapjuk, hogy’ a s = aos’ és igy

[(s,m)] = [(s’,2")].

Legyen most (f,g) tetszdleges altalanositott automor-

’

fizmusa A-nak. Akkor minden a € A és s’,s" € S esetén

f(a)g(s’'s") = f(as's") = f(as')g(s") = f(a)g(s')gl(s"),

amibdl g € AUT(S) kovetkezik, mert A redukalt bemeneti
automata. Legyen f(ao) = ags. Akkor s jobb-egysége S-nek

mod R er0s generator képe erds generator.

A, a , mert az a
ity J

o @]

TetszOleges a = aos’

esetén
R = ’ = ’ = ’
f(a) f(aos ) f(ao)g(s ) aosg(s ) .
Igy, ha a = aos’ = aos" , akkor
14 -_— 14 _ —_— 1" - "
a, sq(s ) = f(aos ) = f(a) = f(aos ) = aosq(s )
amibdl - tekintve, hogy f egy-egyértelmﬁ raképezése A-nak

onmagadra - kapjuk, hogy (s,g) € N'"(R). Mivel a.e = aj

miatt

aosg(e) = f(aoe) = f(ao) = ays o

nyerjik, hogy-(s,g) € Nze e )(R). Az f-hez rendelt s(€ S)
14
S
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megadasabol kovetkezik, hogy szerepét minden olyan s € S

elem &tveheti, amelyre a_s = a s , azaz

s =s
S(Rérac)
teljesilil. Végiil, tetszdleges a = aos' € A Aallapotra

f(a) = aosg(s ) = f(s,g)(a)

mutatja, hogy f = é(s,g)' Igy csupan azt kell még megmutat-
nunk, hogy ¥ miivelettarté leképezés. Legyen a = aos’
tetszOleges allapot és s" € S tetszGleées bemenet. Akkor

az

(fSrT)f(-S-,?))(G(a’s")) = f(S,T) (f(‘g’?) (aos's“)) =

B f(s,T)(aoE T(s's")) = a st(s T(s's")) = a_st(s) (17)(s's") =

= fsr(m),11) (@8'8") = figr (3,7 ($(ars™)

szamolas alapjan kapjuk, hogy

Y(l(s, ]G, Hh=vlst(s), 1]

= f(sr(g),T?ﬁ =

= fs,nfE,5 = vls,owdes,nl) .

Ezzel a tétel bizonyitéasat befejeztiik.
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3. FEJEZET

MEALY-AUTOMATAK FELCSOPORTJAIROL

Ebben a fejezetben Mealy-automatdk karakterisztikus
félcsoportjairdl, endomorfizmus-félcsoportjairdl és auto-
morfizmus;csqportjairél lesz sz6. A 3.1.§-ban a Mealy-au-
tomatak karakterisztikus félcsoportjat vizsgaljuk. Ebben
a részben igazolunk néhany olyan allitast, melyeknek analo-
gonjai érvényesek kimend jel nélkili automatak karakterisz-
tikus félcsoportjéra is. A 3.2-3.3.§-okban a Mealy-automa-
tadk kilénbdzd endomorfizmus—félcsoportjaival és automor-
fizmus-csoportjaival foglalkozunk. A 3.4.§-ban Mealy-auto-
matak diszjunkt direkt szorzatdnak és heterégén direkt
szorzatanak endomorfizmus-félcsoportjai és a komponens
automatdk endomorfizmus-félcsoportijai kézdtti kapcsolatot

vizsgaljuk.

3.1.§ Mealy-automatdk karakterisztikus félcsoportjairdl

A Mealy-automatak karakterisztikus félcsoportjainak
szamos jellemzdjét Dang Huu Dao [6,7,8,9] ddlgozataiban
taldlhatjuk. A kévetkezd 3.1.-3.15 tételek kimend jel nél-
kiili automatdkra vonatkozd analogonjai joél ismertek [14,23,

24). Bizonyitadsaikat szinte sz6 szerint atvehettiik.
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3.1.1 TETEL [32]. Ha a B = (B,X',Y',8',\') Mealy-

~automata homomorf képe az A = (A,X,Y,§,)1) Mealy-automa-

ténak, akkor S’(B) homomorf képe S’ (Aa)-nak.

Bizonyitas: Legyen (wl,wz,w3) A-nak B-re valé homo-
mor fizmusa, azaz, legyenek wl: A > B, wzzx + X' és
w3: Y > ¥’ olyan egyértelmii rdképezések, hogy minden

a€EA és X.€E X esetén

¥, (6(a,x)) 6’(wl(a),w2(X))

w3(l(a.x)) k’(wl(a),wz(X)).

-

A wz és w3 leképezéseket kiterjesztjiik wz: x® > x'™® e&s

w3: Yx > Y'x homomorfizmusokka, azaz legyen

[e ha p = e,
by (p):= l

wz(xl)wz(xz)...wz(xn) ha p = KXo oX € X

e ha gq = e,

w3(q):= {

U3 (¥ )05 (yy) ee ey (y) ha q=y,y,...y, €Y'

Akkor minden a € A és p € x® esetén
—3 & - ’
¥, (ap) b, (@)v, (p) és Y3(d(a,p)) ATy, (@) Y, (p)) .
Ezek utén definidljuk az n : S’(A) -~ S’ (B) leképezést
ugy, hogy minden Cé[p](e S’ (A))-ra legyen
n(calel):= cglv, (@],

ahol Cé[p] a p sz6t tartalmazo ekvivalencia osztalya X+—nak

mod Ry és Cé[wz(p)] a ¥,(p) szbét tartalmazé ekvivalencia
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+ +
osztdlya X’ -nak mod Ré . Ha p,q(€ X )-ra p = q(Ré) tel-

jesiil, azaz A
¥ a€eaA: ap = ag és X(a,p) = Ala,q) &

akkor minden a(€ A)-ra

¢l(a)w2(p) = wl(ap) = wl(aq) = wl(a)wz(q)
és '
| N . 1 s Iy L_ -~ _l I____J
A (Yy(a),¥,(p)) = Vv3(r(a,p)) = ¥3(r(a,p)) = v3(r(a,q)) =

¢3(A(a,q)) A'(wl(a) ,wz(q)) .

Ebbdl, tekintve, hogy wi : A - B raképezés, kbvetkezik,
hogy

Yo (P) = ¥y(@) (R
ami mutatja, hogy n joél-definialt. Mivel wz az X -nak
X'*-ra vald homomorfizmusa, kapjuk, hogy n réképezés.

Végiil az

nicalelcalal) = nicglpal) = cylvytpa)] = cglv, (Prvy (@] =

cglvy e Icglvy (@] = nicplplinccglal

szamolassal nyerjiik, hogy n homomorfizmus.

Amint az jél ismert, egy A = (A,X,Y,3,X) Mealy-auto-
matat az A = (A,X,Y,8,)) Mealy-automata részautomatadjanak

nevezziik, ha A SCA, X €X, YC Y és & és X a § illetve A

—

<
fiiggvények lesziikitése az A x X

halmazra.

3.1.2 TETEL [32]. Ha az 5 = (A,X,Y,6,)) Mealy-auto-

mata az A = (A,X,Y,8,)) Mealy-automatédnak részautomatdja,
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akkor S’ (A) homomorf képe S’ (Aa)

egy részfélcsoportjanak.

Bizonyitas: Tekintsik az RA kongruencia §+

-ra valéd
lesziikitését. Mivel K'S'A és Y C Y, ezért tetszlleges
. - - —t .
két p, g € X szdra

P = q(Ry) => p = q(Rg)

teljesﬁl; azaz

’ zt ’
Ré | X* =< RE ,
7t S A e
ahol RA | X az RA kongruencia X -ra valo lesziikitését
jeldli. Ebbdl k&vetkezik az allitds. [

3.1.3 KOVETKEZMENY [32]. Ha az

A Mealy-automata

izomorfan bedgyazhatd a

B Mealy-automatdba, akkor

s’ (a)
homomorf képe

S’ (B) egy részfélcsoportjénak.

3.1.1 DEFINICIO [10]. Azt mondjuk, hogy az
A = (A,X,Y,8,) Mealy-automata heterogén direkt szorzata
az éi = (Ai,Xi,Yi,Si,ki) (i=1,...,n) Mealy-automataknak,
ha :

A = Alx...XAn y X = Xlx...XXn ’ Y = YlX...XY
és minden (al,...,an) € A és

(xl,...,xn) € X péarra

6((al,...,an),(xl,...,xn)):=(61(al,xl),...,dn(an,xn))
ill.

A((al,...,an),(xl,...,xn)):=(Al(al,xl),...,An(a ,xn)) .
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3.1.4 TETEL [32]. Ha az A = (A,X,Y,8,)) Mealy-auto-

mata az A; = (Ai,Xi,Yi,éi,li) (i=1,...,n) Mealy-automa-

tdk heterogén direkt szorzata, akkor S’ (A) az S’(éi)

(i=1l,...,n) félcsoportok szubdirekt szorzata.

Bizonyitds: Legyen A = (A,X,Y,6,A) heterogén direkt

szorzata az

‘éi = (Ailxi[YiIGi,Ai) (i=l,...,n)

automataknak. Akkor minden p € xt sz6
(1) (k)
n ) (x

(k)
ee (%] n

peeesX

p = (x{l),...;x

alaku, ahol xéj) € X, minden i(=l,...,n)-re &s j(=1,...,k)-

-re. Tekintsik azt a ¢ : X+ - XI Q... O X; leképezést,
amelyre
1 1
o (gt oy Ly -

(1) (k)
1

= (xl eo X xél) x(k))

7o ey ooon

teljestil. Kénnyen belathatd, hogy ¢ az xt-t az
+ + - - NP . . .
X1 ® ... ®Xn azon részfélcsoportjara képezi le izomorf

médon, amely az olyan
+
(pl”"’pn) (pi € X,)

alaku vektorokbél all, amelyekre [pl| =...= [p,|. Ha a

+ .
p,g € X szavakra o¢(p) = (Pys..«sp,) &s o(q) = (qy,...,q),
akkor '

= q(Ri) <> v i _[pi = qi(RA.)]
- i=1l,...,n —i

e,
i

Ebbdl, tekintve, hogy ¢ az x+-nak XI ® ... G)X;—ba vald
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izomorfizmusa, kapjuk, hogy a

o ’ ’ ’ . ’ ’ ’ ’
Y o: cé[pJ = (cp Py ,...,cén[pnb <cé[p]e s <§>,céi[pi]e 5'(a;))
leképezés S’ (A)-nak izomorfizmusa S’(él)(D cen @)S'(én)-be,

ahol
+ +
(pl’..”Pn) = w(p) (p e x ? pi € Xi) .
Masrészt, ha CA [pi] tetszdleges eleme S’(éi)—nek vala-

mely i (1'5 i £ n)-re, akkor véve olyan
+ + +

Py € XJsee/Pi_) € X3 1/P5y1 € Xjyq7se0./Py € XF

szavakat, melyekre
[Pyl =-co= Ipy 1= lpy il = oo = Ip ] = Ip;l
és azt a p € xt sz6t, amelyre
o(p) = (plr~-~rpn)r
a (CA [pl],...,Cé [pn]) vektor a Ci[p] képe lesz a Y le-
=1 ~-n —

képezés mellett. Ezzel megmutattuk, hogy S’ (A) szubdirekt

szorzata az S’(éi) (i=l,...,n) félcsoportoknak.

3.1.5 TETEL [32]. Ha egy A = (A,X,Y,8,)) Mealy-auto-

maténak van olyvan X bemend jele, amelyre

o
| P ————
(Vv a € A)(V x € X): G(a,xo) = a és A(a,x) = X(a,xxo)
teljeslil és A heterogén direkt szorzata az éi = (Ai’xi’Yi’
§;,A;) (i=1,...,n) Mealy-automatdknak, akkor S’ (a) izomorf

s'(3)® ... ® S’ (A )-nel.
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Bizonyité&s: ElO0szOr megmutatjuk, hogy A Moore-auto-
mata. Valdéban, ha §6(a,x) = §(a’,x’) teljeslil, ahol

a,a’ € A és x,x’' € X, ugy

— e

Ala,x) = A(a,xxg) = A(8(a,x),xg5) = A(8(a’,x"),x,) =
[ e ——
= X(a’,x’xo) = A(a’,x’).

Akkor az éi (i=l,..p,n) kompoﬁens automatak is Moore-au-
tomatdk. Mivél, ha A Moore-automata, akkor S’'(A) = S(éx),
alkalmazhaté a kimend jel nélkiili automatdk karakteriszti-
kus félcsoportjaira vonatkozdé analdg allitas ([14], 5.1.7

Tétel) bizonyitdsa. Ennek megfelelden; legyenek

Cé [p.](i=l,...,n) az S’(A,) (i=1,...,n) félcsoportok
_i 1 -1

tetszdleges elemei. A tétel feltételeibdl kdvetkezik, hogy

minden éi automatanak van olyan xO € Xi bemend jele,
i
hogy
¥ ae Ai : Gi(a,xo;) = a .
i
Ezért, az S’'(A;) ® ... ®s’(A)) direkt szorzat barmely

YCAl[Pl],-..,Cén[pn]) eleméhez vannak olyan

+ +
pi € Xy seeny pé € X
szavak, hogy

’ — - r
el = oo = e/l

Pl pi(RA ),...,pn = pA(RA ) .

=1 —n

. L ) +
Akkor az eldzd tétel szerint, van olyan p € X , amelyre

p(p) = (pi,...,pé) és ezért
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v : c)lp] - (cél[p],---,CA e 1),
£ £ 2n
azaz S'(A) az S’'(A;) ® ... ®s’(p) direkt szorzatra

képzddik a Y izomorfizmus mellett. p3

3.1.6 TETEL [32]. Ha az A = (A,X,Y,8,\) Mealy-auto-

mata M-dllapot-filiggetlen, akkor az S’(A) karakterisztikus

félcsoport bal-kancellativ. Ha ezen kiviil A véges vagy M-erd-

sen 6sszefliggd is, akkor S’(A) jobb-csoport.

Bizonyitas: Az elsd allitas igazolasahoz, azt kell

- + -
megmutatnunk, hogy tetszdleges r € X esetén

rq(RA) => p = q(RA) (p,q € ")

Irp

teljesiil. Mivel A M-&llapot-fliggetlen, azaz minden a,b € A

parra
’ = ’ =
Ri o = REp(= Ry,
azért
— ’ — =z . ~ — )\ ;
rp = rq(Rp) <= J a€A: arp=arqg é&s A(a,rp) = A(a,rq).

De ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy

p = q(Ré,ar) r

azaz, ujra kihasznadlva A M-allapot-fliggetlenségét, kapjuk,

hogy
p = q(RA).

Mivel minden perdédikus bal-kancellativ félcsoport jobb-cso-
port és véges Mealy-automata karakterisztikus félcsoportia

nyilvan véges, kapjuk, hogy ha A véges és M-allapot-fiiggetlen,
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akkor S’ (A) Jjobb-csoport. Igy mar csak azt kell megmutat-
nunk, hogy ha A M-allapot-fliggetlen és M-er&sen Osszefliggd,
akkor S’ (A) Jjobb-egyszerii. Vegyiik S’ (A)-bdl a tetszdleges

CA[p], Cé[q] elemeket és legyen a tetszBleges allapota A-nak.

Tegylik fel, hogy
—t
ap = a’ , ag. /= a" és A(a,q) =y (y € Y).

Kihasznalva, hogy A M-erdsen Osszefliggd, addédik, hogy lé-

. + ’
tezik olyan r € X szb6, amelyre

a'r = a" és Yo =y
fennall. Akkor
L - A R — e
apr = aq és A(a,pr) = A(ap,r) = A(a’,r) = A(a,q) ,
azaz
pr = q(RA’a) .

EbbS8l A M-allapot-fliggetlensége miatt kovetkezik, hogy
Pr = q(R,)
és igy Cg[r] (€ s’(a)) kielégiti a
cale] x = cild]

egyenletet. Ezzel megmutattuk, hogy S’ (A) jobb-egyszerii.

A kovetkezd tételben elegendd feltételt adunk arra,

hogy egy Mealy-automata Moore-automata legyen.

3.1.7 TETEL [32]. Minden A = (A,X,Y,8,)) erd®sen cikli-

kus M-kommutativ Mealy-automata M-kvazi-allapot-filiggetlen

Moore-automata.
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Bizonyitas: Legyen a, erds generator allapota A-nak.
El8szbr azt igazoljuk, hogy A M-kvazi-allapot-fliggetlen

a -ra nézve, azaz minden a(€ A)-ra

’ 4
Ré'ao < Ré’a

teljeslil. Vegylink két olyan p és g szb6t X+-b61, amelyekre

P = q(Ré’ao) , azaz, a_p = a,d és X(ao,p) = k(ao,q).
, < = . - +
-Akkor A M-kommutativitasat kihasznalva, az a = ajr (r € X )

dllapotra kapjuk, hogy

ap = a rp = a_pr = a dr = a_rq = ag

(o] o
és 1 }
A(a,p) = \(a_r,p) = A(a_,rp) = A(a_,pr) = A(a_p,r) =
L 3 N ) — 3 — -1 ;_._’
Alaq,r) = A(ag,qr) = A(a ,rq) = (a_r.q) = A(a,q) ,

ami mutatja, hogy p = q(RA 5) teljesiil. A masodik 4llités
g 4

bizonyité&sa végett tekintsiik azt a P, e x* sz6t, amelyre

agP, = a, - Ilyen sz0 létezik, mert A erSsen ciklikus. A

Po s2z6t tartalmazd Cé[po] ekvivalencia osztdly mod Ré '

S’ (A)-nak egységeleme, mert tetszSleges p € x* szoéra

- ' L } L »
= = >\ = )\ = A
ap,p =ap és (a,rP,P) (a p, /P (aj/p)
teljeslil és A M-kvazi-allapot-figgetlen lévén, R/ = R! ,
- é'ao é

tovdbbad S’ (A) kommutativ A M-kommutativitdsa miatt. Te-
gyik fel, hogy az a és a’ allapotokra és a p,q € x*t sza-

vakra ap = a’g. Akkor
ap,P = app, = ap €s a’'p g9 = a'qpo = a'q ,

tovabba
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4 (Y [ J i ) [N 1 (= I
Aa,p) = A(a,pp,) = Alap,p,) = X(a’q,po) = A(a',qpo) =
| R {
= A(a'qg) ,
tehat

ap = a'gq => \(a,p) = i(a’',q) .

Ez mutatja, hogy A Moore-automata.

Megjegyzés: [27]-ben Pedk Istvan bizonyitotta, hogy

erésen ciklikus M—kvézi-éllapot—fﬁggetlgn Mealy-automata
karakterisztikus félcsoportjaban van baloldali egységelem.
Masrészt, Dang Huu Dao [8] dolgozatabdl ismert, hogy ha

egdy A Mealy-automata S’ (A) karakterisztikus félcsoportija
tartalmaz jobboldali egységelemet, akkor A Moore-automata.
Ezeket az eredményeket kihaszndlva a fenti tétel bizonyita-

sdnak masodik fele azonnal adédik.

3.2.§ Mealy-automatak endomorfizmus-félcsoportjai és

automorfizmus-csoportjai

Az alabbi vizsgdlatokban fel fogjuk tételezni, hogy

a tekintett Mealy—automatéknak nincsvvalédi'Y-részautomaté—

juk, azaz

(V y€ (3 ae€n(Ixex): rlax) =y

3.2.1 TETEL [32]. Legyen A = (A,X,Y,§,)) tetszdleges

Mealy-automata. Akkor E’(A) izomorfan bedgyazhatd A vetlile-

tének Eg(éx) dltalénositott endomorfizmus-félcsoportjaba.
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s

Ep(A), Epy(B) és Epy(A) normalis részmonoidjai E’(A)-nak.

E,(A) normalis részmonoid E,,(A)-ban és EAY(A)—ban is.

A megfeleld allitasok érvényesek az automorfizmus-csoportok

esetében is.

Bizonyitds: E’(A) definicibjabdl kdvetkezik, hogy ha
(f,9,h) egy endomorfizmusa A-nak, akkor (f,g) &ltalano-
sitott enéomorfizmusa éx-nak és hasonldan, G’ (A) defini-
cidéja szerint érvényes az (f,g,h) € G'(A) => (f,g) € Gg(éx)
implikacié. A t&bbi allitas bizonyitasa céljabdl definidljuk

a kévetkezd kongruencia reldcidkat E’'(A)-n:

(£,9,h) = (f',g',h’)(OA) <=> g=g’" és h =nhn',
(f£,9,h) = (£',9’,h’) (GAX) <=> h =h',
(£,9,h) = (£',9',h") (OAY) <=2 g =9’ .

Az E’(é)/@A faktor monoidban EA(é) az egységelem osztaly,
igy EA(é) normalis részmonoid E’ (A)-ban. Hasonléan,
E’(é)/GAX—ben E g (B) és E’(é)/OAY—ban Epy(A) az egység-

elem, azaz mind E, (A) mind E,,(A) normilis részmonoid-

AY

. r’ - N - . - - . —
ja E’(A)-nak. Mivel a 0, relacid E,,(A)-ra illetve E,,(A)

-ra vald lesziikitései ugyancsak kongruencia reldcidk, jeldlje

P

I " 2 2 - 2 " _
ezeket O és OA , tovabba EAX(é)/OA ben és EAY(é)/@A ben

A
is EA(A) az egységelem, kapjuk, hogy EA(é) mind EAX(é)—nak

mind EAY(é)-nak normalis részmonoidja. Az automorfizmus-

-csoportok esetei hasonldan kezelhetlk.

Megjegyzés: Koénnyl belatni, hogy E'(é)—nak Eg(éx)—ba

valdé izomorf bedgyazasakor EAY(é) az E(éx)—ba képzddik 1le
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és természetesen G,y (B) képe G(éx) részcsoportja.

3.2.1 DEFINICI6. Az A = (A,X,Y,8,\) Mealy-automata

két a és a’ allapotat ekvivalensnek nevezziik, jelben:

a s, a’ , ha

w
¥peXx : Ala,p) = r(a’,p)
teljesiil. Azt mondjuk, hogy A redukdlt automata, ha az

= r
a = a’ => a = a
A

implikacié minden a,a’ € A esetén érvényes.

3.2.2 TETEL [32]. Ha A = (A,X,Y,§,)) redukdlt auto-

mata, akkor EA(é) = GA(A) az egyelemii csoport.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy minden a(€ A)-ra és
(f,€X,eY)(€ EA(é))—ra,
f (a)

*"a
.teljesiil. Vegyink egy tetszdleges p = X XpeeoX szét X -bol.
Legyen
d(a,xlxz...xn) = ajd5...a, o
ahol a € A egy tetszOlegesen valasztott allapota A-nak

es

a; = G(a,xl), a, = G(al,xz), ceer @ = G(an_l,xn).

Akkor

£(a;) = 6(£(a),x)), £la,) = §(£(a)) ,X,) ... f(ay) =

G(f(an_l),xn),
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azaz

G(f(a),xlxz...xn) = f(al)f(az)...f(an) .

EbbOl kdvetkezik, hogy

I

Ala,p) = A(a,xl)k(al,xz)...l(an_l,xn)

A(f(a),p),

I

= A(f(a),x)r(f£(a)),x,) ... A (f(a Yrx)

n-1
igazolva ezzel, hogy a EA f(a) teljeslil. Tekintve, hogy a
egy tetszOleges allapota A-nak és A redukalt automata, kap-

juk, hogy £ = eA és 1igy EA(é) = GA(é) az egységcsoport.

Az E'(A) értelmezésébdl azonnal k&vetkezik, hogy ha
f :A>A és g : X ~» X olyan leképezés-par, hogy
(f,9) € Eg(éx), akkor legfeljebb egy olyan h : Y > Y le-
képezés létezik, amelyre (f,g,h) € E’(A) teljeslil. Hason-
l6an, tetszdleges f : A - A Allapot-transzformacidhoz leg-
feljebb egy olyan h : Y » Y transzformacidé létezik, amely-

re (f,sx,h) € E__(A) fennall. Bevezetve a

AY ‘=
Pro(Epy(A)) = <f : A > A | (f,e4,h) € E,, (R)>,
Pry(E,,(8)) =<h : Y > Y | (f,e.,h) €E, (A)>

projekcidkat, a fentiek alapjan kénnyen igazolhatd, hogy a
Pri (Epy (A)) transzformacidé-félcsoport az A halmaz felett,
a Pr3(EAY(§)) transzformacidé-félcsoport az Y halmaz felett
és absztrakt félcsoportoknak tekintve Bket Pry(E,, (3))
homomorf képe Prl(EAY(é))—nak. Ugyanilyen értelemben hasz-
ndlva a Prj(Gay(A)) és a Pry(Gpy(A)) jelSléseket,

Pr3(GAY(§)) mint absztrakt csoport homomorf képe az ugyancsak
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absztrakt csoportnak tekintett Prl(GAY(é))—nak.

3.2.3 TETEL. Ha az A (A,X,Y,8§,)) Mealy-automata

redukalt, akkor Pr;(E, (A)) = Pry(E,,(A)) £&s Pr (G, (A))%

¥ Pry(G,,(A)).

Bizonyitas: Nyilvan elegendd az elsd Osszefiliggést iga-

AY(é) miatt. Tételezziik fel, hogy az

elsd Usszefliggés nem érvényes, azaz, létezik két (fl,ex,h)

zolnunk GAY(é) CE

és (f,seysh) AY-endomorfizmusa A-nak, ahol £, # £, és
igy létezik a € A , amelyre f£, (a) # f,(a). Legyen p = Xj1X5...X
tetszdleges s20 X+-b61. Akkor érvényesek az alabbi egyenld-
ségek:

A(fl(a) le) = h(}\(a,xl)) = )\(fz(a) le)l

A(fl(a)xl,xz) = A(fl(axl),xz) = h(l(axl,xz)) = A(fz(axl),x2) =

= A(fl(axl...xn_l),xn) = h(k(axl...x _1rX

A(fl(a)xl...xn_ n

l’xn)
.= A(fz(axl...xn_l),xn) = A(fy(a)xgeeex X))
amibdl azt kapjuk, hogy

A(fl(a),p) = A(fz(a),p) .
Mivel p € X+ tetszdleges sz6 volt, ebbdl kdvetkezik, hogy
ami ellentmond A redukaltsaganak.

Megjegyzés: Nem nehéz megmutatni, hogy a 3.2.2 tétel

n
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bijektiv, akkor Ey(A)=x E(éx) é€s Gpy(A) = G(éx) mig,
ha A-nak csak egy kimend jele van, akkor EA(A) ~ E(éx)
és GA(é) 7 G(é?) teljesiilnek. Ennélfogva, a tétel &lli-
tasai kovetkeznek az értekezésben igazolt 2.3.5 tételbdl
és abbdl a mar emlitett ténybdl, hogy minden monoid illet-
ve csoport izomorf valamely kimend jel nélkiili automata

endomorfizmus-félcsoportjaval illetve automorfizmus-cso-

portjaval. [

Meg kell jegyezniink, hogy [28]—ban konstruktiv bizo-
nyitds taldlhatdé annak igazoléséré, hogy tetszdleges egy-
ségelemes félcsoport izomorf valamely Mealy-automata
A-endomor fizmus-félcsoportjaval.

J6l ismert tény, hogy ha az A = (A,X,§) kimend jel
nélkiili automata karakterisztikus félcsoportjat reprezen-

taljuk QA—ban az SA transzformacid félcsoporttal,

akkor az E(A) endomorfizmus-félcsoport éppen SA centrali-
zatora QA—ban. Azt is lattuk a II. fejezet 3. ;aragrafu-
.séban, hogy ha A redukalt bemenetii automata, akkor E(4),
G(A) és Gg(é) izomorf az MA(S Q,) transzformacid hal-
maz QA-ban vett centralizétorgval, p-centralizatoraval

és p-normalizatordval. Most hasonld &llitasokat igézolunk

Mealy-automatak esetére.

3.2.5 TETEL. Legyen A = (A,X,Y,8,)A) tetszBleges
Mealy-automata és legyen A’ = (Y x A,X,6’) kimend jel nél-

kiili ekvivalense A-nak. Akkor E’'(A) izomorfan bedgyazhatd
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Eg(é')—be és ezen izomorf leképezés EAY(A):E_E(A’)—QE

viszi.

Bizonyit&s: Legyen (f,g,h) tetszdleges endomorfiz-
musa A-nak. Rendeljik (f,g,h)-hoz az F : Y x A > Y x A,

g : X » X leképezésekbdl alilé (F,g) part, ahol
¥(y,a) € ¥ x A : F((y,a)): = (h(y),f(a)).

Akkor minden (y,a) € Y x A és x € X esetén

F(Gl((YIa) rx)) = F(X(alx) ,G(a,x)) (h(k(a,x) ) If(a(alx) ) )=
= (AM(f(a),g(x)),8(f(a),g(x))) = &8§'((h(y),f(a)),g(x)) =
= §'(F((y,a)),g(x))

teljeslil, mutatva, hogy (F,g) altalanositott endomorfizmu-
sa A’-nek. A hozzarendelés megadasébdl rogtdn kdvetkezik,
hogy az

(f£,9,h) » (F,q9)

leképezés izomorfizmus és ha g = €yt akkor (F,g) € E(Ar).
Megfogalmazzuk a fenti tétel egy kovetkezményét.

3.2.6 KOVETKEZMENY [32]. A = (A,X,Y,8,)) tetszdleges

Mealy-automata. Akkor létezik S’ (A)-nak egy ¢ anti-izomor-

fizmusa és E, (A)-nak egy ¢ izomorfizmusa Q¥ x a"bas
ugy, hogy V(E,,(A)) részmonoidja ¢(S’'(A)) @, , p-ra

vonatkozd® centralizatoréanak.

Bizonyitds: Mint azt Dang Huu Dao [6]-ban megmutatta,

s’(a) = s(a'), ahol A’ = (Y x A,X,8’) az A kimend jel
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s

nélkiili ekvivalense. Masrészt, SA, (g(}Y x A) anti-izomorf
képe S(é')—nek. Ez biztositja ¢ ‘létezését. Ugyanakkor a
3.2.5 tétel szerint a
[/ (f,ex,h) - F
leképezés, ahol F : Y x A+ Y x A az F((y,a)) = (h (y),f(a))

((y,a) € Y x pA) Osszefiliggéssel van megadva, izomorfizmus

és (F,e;{) € E(é'). o

Az A (A,X,¥Y,6,)) Mealy-automata minden x € X be-

mend jeiéhez rendeljiik hozza azt az mé : Y XA >Y XA

leképezést, amelyre

V(y,a) € ¥ x A: m;((y,a)) = (A(a,x),G(a,x))

teljesiil és legyen MA = <m£ | x € x>, Az A Mealy-automatéat

redukalt bemenetii automatanak mondjuk, ha minden

x,X € X esetén

r = ’ = %
: =mif w=> X =X
mx X

érvényes. A fenti 3.2.6 kdvetkezmény redukalt bemenetii

Mealy-automatadk esetén a kdvetkezdképpen bdvithetd ki:

3.2.7 KOVETKEZMENY. Ha A = (A,X,Y,5,)) redukdlt

bemenetii Mealy-automata, akkor EAY(é) izomorf C(MA)

egy részmonoidjaval, Gpy(A) izomorf CP(MA) egy rész-

csoportjaval és G’'(A) izomorf Np(MA) egy részcsoport-

javal.
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Bizonyitads: Mivel az MA transzformdcié halmaz gene-
ralja az S félcsoportot é; C(MA) = C([MA]) valamint
Cp(Mé) = Cp?[Mé]), ezért csak az utolsé allitds szorul
igazolasra. Az viszont a 2.3.3 lemma figyelembevételével
kévetkezik a 3.2.5 tételbdl, hiszen E’(A)-nak Eg(é’)—be
valé izomorf bedgyazasakor G’(A) a Gg(é’)—be képezddik.

A 2.3.3 iemma alkalmazhatdsagat biztositja, hogy ha A re-

dukalt bemenetld Mealy-automata, akkor A’, kimend jel nél-.

kiili ekvivalens is redukalt bemeneti.

3.3.§ ErSsen ciklikus Mealy-automatdk AY-endomor-

fizmus-félcsoportjainak egy jellemzése

Ebben a paragrafusban végig feltessziik, hdgy a tekin-

tett Mealy-automatak végesek.

Emlékeztetink arra, hogy az 1.3.7 definicidval 8ssz--

hangban az A = (A,X,Y,8,A) Mealy-automata pontosan akkor
erdsen ciklikus, ha éx = (A,X,6), vetiilete er®Bsen ciklikus.

a

J61l ismert eredmény, hogy E(éx) izomorf az Np (R )/RA
’
='"o

A
o 2,4
faktor-félcsoporttal, ahol p, (€ x*)-ra ©

érvényes (1.2.5 tétel). A kdvetkezd részben erdsen cikli-
kus Mealy-automatadk AY-endomorfizmus-félcsoportjat repre-

zentaljuk hasonld mdédon.
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‘as 2 sz + P
Bevezetjik a Pa a relacidét az X szabad félcso-
. 21%
porton. Legyen

—_— )

<==D> A = A
q(pé'ao) (aorp) (aorq) .

+
Vp,qg € X : P

Kénnyen ellenOrizhetd, hogy Pa a ekvivalencia relacid
bt 4

+ . e + e . 9 p
X -on. Tekintsik X kovetkezd részhalmazat: legyen

L(p ) = <q € X* | w r,é e X+: r = s(p ) =
] élao

i
v
Q
N
f
Q
0
)
g
w
\%

Az részhalmazra igazak az alabbi lemmak.

L(pé,ao)

3.3.1 LEMMA [32]. L(p, , ) részfélcsoportja az
14
: ="%0
xt  szabad félcsoportnak, a Pa . a
14
=""0

vald 1 Hkité _ r .z
ald lesziikitése bal-kongruencia és L(pé’ao) Rérao —sze-

relacié L(p, , )-ra
g4

rinti ekvivalencia osztdlyok egyesitése.

Bizonyités: L(pA a ) nem iires, hiszen Po eleget
. £21%

tesz az L(pA a ) definicidéjaban szerepld kOvetelménvnek.
4
='%o

Tekintslik most a tetszdleges p,q € L(pA a ) elemeket.
14
='"0o

Akkor minden r,s (€ X+)—ra:

r = s(p ') => gr = gs(p ) => pgr = pgs(p )
Asa, B,a, Asa,
azaz pq € L(p ). L(p ) definicid6jabol kozvetleniil
é’ao é'ao
addédik, hogy a o relacid L(p y-ra wvald lesziki-
A,a A,a
tése bal-kongruencia. Legyen most p € L(p, a ) és tegylik

"o

fel, hogy p = q(RA a ) teljesil a g € X szbra. Akkor
’
=""o

+ 1

. + -
minden r,s € X esetén



I
(11}
Lot
©
A
i
v

r pr = ps(p ) .
Aa
=0

Ugyanakkor,a p = g(R ), azaz az, a p = a q Osszefliggést
é,ao e} fo}

kihasznalva azt kapjuk, hogy

[ —d i I L .

apr = a_ar é€s  A(a,/Pr) = A(a_p,r) Alaga,r) =i(a_,qr)

valamint
[ S

ajps. = ayds  és X(ao,ps) = X(agp,s)

1

A(aga,s) =X (a,,9s)

teljesilnek, azaz

?r = qr(Ré,aO(\ pé,ao) és ps = qs(Ré,ao N pélao)

is fennallnak. Kihasznalva, hogy Pa a tranzitiv, kapjuk,
14
— o

hogy

ar = gs(p )
* A,a
=0

tehat € L .
e q . (Dé,ao) a

3.3.2 LEMMA [32]. N(Ré,ao)(j L(pé,ao) részfélcsoport-

Jja N(Ré,a )—éak €s R, _ -szerinti ekvivalencia osztalyok

= fe)

egyesitése., Npo(Ré’ao)(\ L(pé’ao) bal-ideilja

) N L(pé’ao)—nak és ugyancsak RA a -szerinti ekvi-

N(Ry 5
(o)

valencia osztalyok unidja.

Bizonyitas: Mivel az RA a moduléris jobb-kongruen-
’
-='""o

cia N(RA a ) normalizatora is tartalmazza a P, szbt,
4
=0

ezért N(Ré

) N L(pé,ao) nem udres. Masrészt N(Ré,ao)

a
"o

is és L(pA a ) is részfélcsoport xt-ban és mindkét
__I
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részfélcsoport RA a ~szerinti ekvivalencia osztalyok egye-
1
—-'"0o

sitése. EbbOl kévetkezik az elsd &llitéas. Np (RA a ) bal-
o ='"o
-idedlja N(R )-nak és R -szerinti osztalyok egye-
A,a A,a
-'"o -'"o
sitése, tovabba P, € Np (R ). Igy Np (R )N L(D_A_,a )

Aa a
o =o0 o A, o o

X!

bal-ideal az N(RA 4 )f\'L(pé,ao) félcsoportban és Ré .

=1 le)

bizonyos osztalyaibdél &ll. n

A fenti két lemma felhasznaldsaval igazoljuk a k&vet-

kezd tételt.

3.3.3 TETEL [32]. Ha A = (A,X,Y,8,\) erdsen ciklikus

MeaLy—autométa/ akkor E,,(A) izomorf az (Npo(Ré,ao) N

N L(pé:ao))/RéraO faktor-félcsoporttal.

ra

A
ra o

Bizonyitas: Tekintsiik (N R L R
izonyitas: Tekintsik ( po( a o)(\ (pé,ao))/ A

egy tetszdleges [p] elemét és legyen

: f ,e,,h ) (£_. : A > A, h : Y+ Y
o ¢ [p] = (Freh) (£] b )

az a hozzarendelés, amelyre

' +
fp(a) = a_pq (a = a g € A, gq €-X)
és
— — +
h(¥) = Ma,/ps) (y = Ma_,s) €Y, s ? X)) .

ElSsz6r azt mutatjuk meg, hogy az fp és hp'leképezések
jél definidltak és ¢ jél meghatdrozott hozzarendelés. Ha

+ =
a (e A)..ra' a = aoq = aor (q,r € X )l ugy g = r(Ré,ao).
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’

De akkor pqizspr(Ré’ao) is teljesiil, mert p € N(Ré’ao),

azaz aopq = aopr. Ez pontosan azt jelenti, hogy

fp(aoq) = fp(aor).

[ — J [ & 4 +
Ha y(€ Y)-ra, vy = k(ao,s) = X(ao,t) (s,t € X)), akkor
sA= t(pé,ao), amlbo} p € L(pé’ao) miatt ps = pt(pé,ao),
azaz Acao,ps} = x(ao,pE3 kbvetkezik. Ezért kapjuk, hogy
‘ —— e ) | W —— |
hp(l(ao,S)) = hp(l(ao,t))

teljesiil. Masrészt, ha [p] = [p’], tehat p = p’(RA a )
14
_ =%
(p,p’ € N(R )), akkor tetszOleges a = a g € A esetén
é,ao (o)

b = — ’ = =
fp(a) fp(aoq) a_pa ap’'q bil ,(aoq) fp,(a)

P
- -~ ;——_‘ - .
és tetszbdleges y = A(ao,s) € Y kimend jelre

’ o - J — - l

hp(k(aO,S)) = l(ao,ps) X(aop,S) = k(aop',S) =

l__.__,_l _ —— )
A(ao,p s) = hp,(k(ao,s)) .

(A). Valdéban, tet-

Most megmutatjuk, hogy (fp,sx,hp) € EAY A

.sz0leges a = a4 € A és x € X péarra

£,(6(a,x)) = £ (8(aa,x)) = £ (a,gx) = a pax =
= d(aopq,x) = G(fp(aoq),s) = G(fp(a),x)
és . .
hp(l(a,x) = hp(l(aoq,X)) = hp(k(aO,qX)) = M(a_,pax) =
= A(aopq,x) = A(fp(aoq),x) = X(fp(a),x).

s a

P o

o
-nak EAY(Q)-ba vald leképezése. Legyen most (f,ex,h)

Ezzel igazoltuk, hogy ¢ az (N (Ré’ao)/\ L(pérao))/Ré
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tetszdleges AY-endomorfizmusa A-nak és tegylik fel, hogy

f(a) = ap (p € X+). Megmutatjuk, hogy p € N_ (R n
° ° o 23
N L(pé,ao) és f = fp, h = hp. Valdéban, ha g r(R—,aO

n g

)

teljesil a q, r € X+ szavakra, akkor a g = a_r. Ebbdl

o o
kSvetkezik, hogy '
a pq = (aop)q = f(ao)q = f(aoq) = f(aor) = f(ao)r =
= (aop)r = a_pr ,
azaz p € N(Rérao)' Az aopozz ag egyenldség miatt igaz,
hogy
3PPy = (aop)po = f(ao)po = f(aopo) - f(ao) = agPry
azaz pp_ = p(Ré’ao) és igy p € Npo(Ré'ao) . Masrészt,
tetszdleges a = a,q (g € X+) dllapotra érvényes, hogy
f(a) = f(aoq) = f(ao)q = a pq = fp(ao)q =
= flaq) = £,(a),
tehdt f = f_. Tovabba, ha s = t(p ) teljesiil az
P Asay :
‘s, t € X+ szavakra, akkor i(ao,s3 = }(ao:E3, tehat
) —— L ; — s —_
Alag,ps) = Alagp,s) = X(f(ay),s) = h(d(ag,s)) =
= h(X(ag,E)) = X(£(aj),t) = X(agp,t) = A(ag,pt),
azaz p € L(pé'ao). Ezzel megmutattuk, hogy p € Npo(Ré,ao)ﬂ

N L(p ). A kapott f = f egyenldség maga utan vonijia
érao P

a h = hp egyenldséget is, mert a vizsgalt, Y-részautoma-

tdt nem tartalmazd Mealy-automatdk barmely f allapot transz-

formacidjgzhoz legfeljebb egy olvan h kimenet transzformécid

létezik, amelyre (f,sx,h) € EAVIQL
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’

i 3 = ’ = & =
Mint lattuk, ha p f p (Ré,ao), akkor fp fp’ és hp hp, '
igy megmutattuk, hogy a ¢ leképezés (Np (RA a ) N
o ='"o
N L(p ))/R -nak egy-egy-egyértelmii leképezése
VRS VI
EAY(é)—ra. Végil, legyen [p],[q] e (NPO(Ré'ao)r\L(pérao))/Rérao

Akkor az a = ar ‘allapotra

fpfq(a) fp(fq(a)) = fp(aoqr) = a_pqr = qu(a)

és y = A(ao,s) (€ Y)-ra

[ —— [ : S )
hphq(y) = hphq(k(aOS)) = hp(k(ao,qS)) = A(a ,pgs) =
)\_._J l}\ 4 ——
= (aopq,S) = (qu(ao),s) = hpq(k(ao,s)) = hpq(y),
tehat ¢ izomorfizmus. g

Hasonld reprezentacid kaphato Gpy (A)-ra, ha a kévet-

kezd mdédositasokat hajtjuk végre: vessziik N(RA a ) helvett
£1%0
N’ (R )-t, N_ (R ) helyett N’ (R )-t és
’ - r - ’
L(pA’a )-t, ahol N (RA,a ) és Np (RA,a ) az 1l.1.4
=""0o ='""o o =""o

definicidban megadott félcsoport és annak bal-idedlja, mig

’ (I + +. =
L (pé,~ﬁ,. <; €EX | ¥ys,t €X :s = t(pé’ao)

rs = rt(p )> .
é’ao

A bevezetett jeldléseket hasznalva, kapjuk a kdvetke-

z® tételt.

3.3.4 TETEL [32]. Ha A = (A,X,Y,8,\) erdsen ciklikus

) N

(@)

Mealy-automata, akkor G__(A) izomorf az (N’ (R
AY '= P, A

csoporttal.

Q

I 4
N (Pp,a )V/Ry 4
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Bizonyitas: A részletes bizonyitas helyett, ami a
3.3.3 tétel igazolasahoz hasonlédé, csak arra mutatunk ra,

14 7 = :

hogy (Np (Rpy )AL (Pa,a ))/RA,a valdban csoport. Mint
o =— o =""o -""0

- . .3 : ’ -

azt az 1.2.5 tétel mutatja, G(A™) izomorf NPO(Rérao)/Rérao

-lal, igy csak azt kell megmutatni, hogy ha (f,sx) € G(é#)

olyan automorfizmus, amelyre a

h(X(a,,5)):= X(E(az),5) (A(ag,s) € ¥)

Osszefliiggéssel definidlt h : Y - Y leképezés egy-egyér-

telmli raképezés, akkor a

——— [ l 3 — )
h’(A(ao,S)): = A(f (ao),s) (A(ao,S) € Y)

dltal definid&lt h’ : Y - Y leképezés is egy-eagyértelmii ra-
képezés. Ez viszont azonnal kdvetkezik abbdél, hogy minden

— 4 .
y = X(ao,s) € Y esetén

' I ’ — ,
h'h(y) = h h(l(aors)) = h (A(f(ao),s)) = A(f (f(ao)),s) =
. = )\(ao’s) =y
teljesiil.
Tekintsiink egy A = (A,X,Y,8,)) Mealy-automatat. Az

A automata minden a € A allapotdhoz hozzarendeliink egy:

Pa a ekvivalencia relaciét, amely xt-on van értelmezve a
k6vetkezOképpen:
- | S ——— S
P = q(DA’a ) <=> Ala,p) = A(a,q)
=""o

Kdnnyen belathatdé, hogy a



z s - 3 + -* L] .
relacidé bal-kongruencia X -on és az A karakterisztikus

félcsoportjat definidléd RA kongruenciara az

’ b=y
Fa = FalPp

Osszefliggés érvényes.

A bevezetett jeldlésekkel a 3.3.3 és 3.3.4 tételek

egy koévetkezményét kapjuk:

3.3.5 KOVETKEZMENY [32]. Ha - A = (A,X,Y,8,)\) erdsen

ciklikus Mealy-automata, akkor EAY(§)4~ E(éx) teljesiilé-

~

sének sziikséges és elegendd feltétele, hogy

¥p €EN (R ) ¢ P < p
pO érao érao éraop

és GAY(é) ~ G(éx) akkor és csak akkor all fenn, ha

v g € N’ (R ) ¢ p =p

3.3.1 DEFINICIO [32]. Az A = (A,X,Y,8,\) Mealy-au-

tomatat kimenet-fliggetlennek nevezziik, ha minden a,b € A

esetén

pé,a pé,b L4

3.3.2 DEFINICIO [32]. Az A = (A,X,Y,§,)\) Mealy-auto-

matdt az a € A A&llapotara nézve kvézi—kiﬁenet—fﬁggetlennek

nevezziik, ha minden b(€ A)-ra
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Ha A ciklikus Mealy-automata, akkor A-t kvazi-kimenet-
figgetlennek mondjuk, ha van olyan generator allapota, amely-

re nézve kvazi-kimenet-filiggetlen.

Megjegyzés: Ha az A ciklikus Mealy-automata a_ gene-
rator allapotara nézve kvazi-kimenet-fliggetlen és bo ugyan-
csak generator allapota A-nak, akkor pé:ao = pé'bo .
Kovetkezésképpen, ha egy erOsen Osszefliggd Mealy-automata

kvazi-kimenet-fliggetlen, akkor kimenet-filiggetlen.

Ha A egy er®sen ciklikus Mealy-automata, akkor
IE(éx)[ < |a] =< [S(éx)[ mindig teljesiil. Masrészt a 3.2.1
tételbSl kévetkezik, hogy |E, (2)| < |E(A™)| is fennall.

Igy a kimend jel nélkili automatakra érvényes 1.2.7 tétel

felhasznalasaval kapjuk a kdvetkezd tételt:

3.3.6 TETEL [32]. Legyen A = (A,X,Y,8,)A) erSsen

ciklikus Mealy-automata. Akkor a kdvetkezd allitadsok ekvi-

.valensek:

(1) EAY(é) izomorf S(éx)—gal.
(1i) |Epy BV = [A].
(iii) (v.a €A (J(f,e ,h) €E, (A)): fla)) = a,

ahol a, egy erGS.generétor dllapota A-nak.

(iv) A kvazi-allapot-fliggetlen, kvazi-kimenet-fiigget-

len automata és S(éx) egységelemes félcsopprt,

Bizonyitds: Mivel minden A = (A,X,Y,§,\) érdsen
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Konnyen ellendrizhetd, hogy
EAY (é) = <(€A'€X’€Y) ’ (fl’EX’eY) ’ (fzrexrh)>r

ahol .

1l 2 3 1 2 3 u v ow
fl = ’ f2 = és h = .
2 1 3/ 3 3 3 W W W

Az automata.kimeneti viselkedését szemléltethetjliik a
+

Ap : A+ Y (p e X ) figgvényekkel, melyek a Ap(a) =

= X{a,p) (a € A) Osszefliggéssel vannak megadva.

Ezek:

Lathatd, hogy fa,1 = pA,2 < pA,3 , azaz A kvazi-kimenet-

fliggetlen mind az 1 mind a 2 allapotara nézve.

3.3.7 TETEL [32]. Legyen A = (A,X,Y,8§,)) ciklikus

Mealy-automata. Akkor a kdvetkezd allitadsok ekvivalensek:

(1) Gpy (A)  izomorf S(éx)fggi.

(i1)  [Gay(a)| = [a].
(iii) (¥ é,a’ e Aa)( B(f,ex,ﬂ) € GAY(é)) : f(a) = a’ .
(iv) A kvézi—éerfekt kimenet-fiiogetlen automata.

Bizonyitas: A részletes bizonyitds helyett, ami az

1.2.8 tétel felhaszndlasaval kénnyen kaphatd, csak arra



kell ramutatnunk, hogy (iii)-bdél k&vetkezik, hogy A kime-
net-fliggetlen, mert minden (f,ex,h)(e GAY(én-ra és tet-

szbleges a € A Allapotra

S Pa,a T Pa,f(a)

a,a " fa,f(a)
Masrészt, a kimenet-fliggetlenség miatt GAY(é):z G(éx) érvé-

nyes, ami biztositja az 1.2.8 tétel felhasznalhatobsagat.

2, Példa: Kimenet-filiggetlen perfekt Mealy-automatéara

mutatunk egy egyszeri példat. Legyen A =(<1,2,3>,<x,y>,

<u,v,w>,8,A) az alabbi atmenet-kimenet t&blazattal adott

Mealy-automata:

A 1 2 3
X (2,u) ((3,v) (1,w)
Y (3,w) (1,u) (2,v)

Kénnyen ellendrizhetd, hogy

Gy (B) = <(epreygrey) s (£1se0/hy), (£5,6,,h3)>,
ahol
: 1 2 3 1 2 3 u v w
fl’z(z 3 1)' fz_(3 1 2)' h1=(v w u) e

_ u v w
e | .
w u v

Az is lathatd, hogy A kimenet-fliggetlen, mert tetszdleges

+ . 2 - s s
p € X szdra a Ap : A > Y leképezés az aladbbiak valame-

lyike;



1 2 3) (1 2 3) 1 2 3
x = ’ k = ? X = 4
X u v w X2 v w u X3 W u v

ami mutatja, hogy o

[
©
I
-
N
I
©
oy
-
(98]
Il
©
o]
.

a,l

3.3.8 TETEL [32]. Ha A ciklikus kvézi-&llapot-fiigget-

len és kvazi-kimenet-fliggetlen Mealy-automata, akkor M-kvazi-

dllapot-fiiggetlen. Ha A allapot-fiiggetlen és kimenet-fligget-

len Mealy-automata, akkor M-allapot-fiiggetlen.

Bizonyitas: Az els$G allitas bizonyitasa végett tegylik

fel, hogy a, generator allapota A-nak. Akkor minden a(€ A)-ra

R <

[
o
pe)
>
o

Vegylink két tetszdleges p,q € xt szb6t, melyekre

)
m

4
q(R»A’a ) s
el (o]

azaz

tm
Q
2y)

P ) és p = q(oé,ao) .

Akkor minden a € A Aallapotra

P =4 (Rg,a’ és p = q(oé,a) '
azaz
= 14
p = q(Ré’a)
teljesiil. Tehat R/ < R! minden a(€ A)-ra fennall.
Aja, ~ Aa

A masodik &allitas bizonyitasa hasonld, ezért nem részletez-

zik. Mo
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3.4.§ Mealy-automatadk kompozicidinak endomorfizmus-fél-

csoportjairdl és automorfizmus-~csoportjairdl

Ebben a részben azt vizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat
van Mealy-automatak kompozicidinak endomorfizmus-félcsoport-
jai és é komponensek endomorfizmus-félcsoportjai ko&zbtt.
E18sz8r a diszjunkt direkt szorzat esetével foglalkozunk.
Kimend jel nélkili automatdkra W. Dorfler [lO] vezette be
ezt a fogalmat, majd Mealy-automatakra és altalanositott
szekvencialis gépekre Pedk I. [27] Altalanositotta a kdvet-

kezOképpen:

. 3.4.1 DEFINICIO [27]. Legyenek A) = (A ,Xy0Y ,8;,2)
és A, = (By1XpsY5s65425) altalanositott szekvencialis

gépek. Azt mondjuk, hogy az

A =3 ®A) = (A) x Ay X3U Xy, YU ¥5,8,2)

altalanositott szekvencialis gép Ay és A,-nek diszjunkt

direkt szorzata, ha

(8, (a; ,x),a,) ha x € X; - X,
6((al,a2),x) = (Gl(al,x),az(az,x)) ha x e Xl() X,
(al,az(az,X)) ha x € X, - X
és
Kl(al,x) - ha x € X; - X,
A((ayray),x) = Ay (agrx)ay(ay,x) ha x € X; N X,

Agylay x) ha x € X, - X



minden (al,az) € Al x A2 és x € XltJ X2 esetén.

. Kénnyen igazolhatd, hogy ha él és 52 Mealy-auto-
matak és bemend jeleik halmazai diszjunktak, akkor diszjunkt
direkt szorzatuk is Mealy-automata. Azt mondjuk, hogy az

A=A ®A, Mealy-automata az A és A, Mealy-automatak

teljesen. diszjunkt direkt szorzata, ha az le\Xz = @ fel-

tétel mellett még az Yl{\ Y, = ® feltétel is teljesiil.

Az elsd tétel megfogalmazdsahoz még egy definicidra .

van sziikséglink.

3.4.2 DEFINICIO. Az A Mealy-automatdt gyengén 8ssze-

fliggdnek nevezzik, ha atmenet-kimenet grafja, amelyet itt

mint iranyitds nélkili grafot tekintiink, 6sszefliggd.

A k&vetkezd tétel kimend jel nélkili automatdakra vo-
natkozdé analdégjat W. DOrfler bizonyitotta [10]-ben. Bizo-

nyitasanak 6tletét felhasznaltuk.

3.4.1 TETEL [32]. Legyen A =A,; ®A, teljesen disz-

junkt direkt szorzata az A; és A, Mealy-automatdknak.

Akkor E'(A,) ® E'(A,) izomorfan beadgyazhaté E’(A)-ba.

Hasonldan EAY(él)(D Epy(R,) izomorf E, (A) egy rész-

monoidjaval, de ha mind A, mind A gyengén Osszefliggd

1 2
Mealy-automatak, akkor EAY(él) @)EAY(éz) % E,,(A) teljesul.

Bizonyitas: Hozzarendeliink minden (fl,gl,hl) € E,(él)
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és (f ,hz) e E’(éz) parhoz egy (f,g,h) 1eképezések—

2192
bdl 4116 harmast, ahol

f : Al X AZ > Al X A2 ’

£((aysa,)) = (£1(a;),f,(a,))  ((aj,ay) € A) x A,),

gl(x) ha x € x, ,

Il

g : X, UX, > X, UX, , g(x)
} : Lo g,(x) ha x € X,

hl(y) ha y € Yl,

h : YUY, »>Y UY, , h(y)
1 2 1 2 hz(y) ha y € Y,

Megmutatjuk, hogy (f,g,h) € E’(A). Tekintsiik A egy tet-

szO0leges (al,az) dllapotat és x bemenetét. Akkor

[ £(5 (a1 ,a,) = (£1(87(a),x)),£,(ay)) =
f(G(al,az),X)) = .
f(al'GZ(aZ’X)) = (fl(al’fZ(Gz(a2’x))) =
= (fl(al),ﬁz(fz(az),gz(x))) ha x € X2
és

G(f((al:az)),g(x)) = 5((f1(al),f2(az)),g(X)) =
(Gl(fl(al),gl(x)),fz(az)) ha x € X,

(fl(al), Gz(fz(az):gz(x))) ha x € X,

tovabba .
hl(kl(al,x)) = Al(fl(al),gl(x)) ha x € Xl ’

h(x((allaz)lx)) =
h2(A2(a2,x)) = Xz(fz(az),gz(x)) ha x € X2
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A(E((ay,a,)),9(x)) = A((£)(a) ,£y(ay)),g(x)) =

ll(fl(al),gl(X)) ha x € X;
Xz(fz(az),gz(X)) ha x € X, -

Ebb31l lathatd, hogy teljesiilnek az

£(8((aj,a,),x)) = 8(£((a;,3,)),g(x))

h(l((al:az),x)) X(f((al,az)),g(x))

feltételek. Kdnnyen beladthatdo, hogy a megadott hozzarende-
lés izomorfizmus, ezért ennek igazolasat elhagyjuk. Az is
nyilvanvald, hogy a fentiekben megadott izomorf beagyazas
. = 2 .
az EAY(Al) C)EAY(QZ) direkt szorzatot EAY(é) ba képezi,

ezért csak azt igazoljuk még, hogy ha él és A, gyengén

~

Osszefliggd Mealy-automatak, akkor EAY(él) Q}EAY(AZ) = EAY(A).

Tekintslink egy tetszdleges (f,eX U X ,h) AY-endomorfizmust
1 2

EAY(é)-bél. Legyenek (al,az) és (al,gz) olyan allapotok,

hogy a, = gzp teljesiljén valamilyen p € X; szdra, mas-

-

14

részt tegylik fel, hogy f((al,az)) = (ai,az) é€s f((al’EZ)) =
= (ai,ag).
Akkor

(ai,aé) = f((al,az)) = f((al,az),p)) = f((al,Ez))p =

(ai,ag)p = (aj,ajp),

amibdl k&vetkezik, hogy aj = aj . Mivel A, gyenagén
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bsszefliggd, azaz barmely két a, 52 dllapotahoz talalha-

t6 olyan a, = a2,0' a2,l""’ az,n = 52 allapotsorozat,

hogy

+ — —
dp; € Xy 2 @y 3 = 3y 3.1P; VaY 3y ;.3 = 35 iP;

(i=1,...,n),
ezért tetszlleges ‘(al,az), (a1’32) parra érvényes az

£((aj,ay)) = (aj,a)) és f((aj,&,) = (a},ap) =

’
=> a; = a
1

1
implikacidé. Igy létezik olyan fl : Al - Al leképezés,
amelyre

£( (allaz) ) = (fl(al) raé)
teljesiil minden (al,az) (€ a; x A,)-re. Hasonldan mutat-
hatd meg, hogy létezik olyan f2 : A, »> Aé leképezés is,
hogy minden (al,az) € Al X A2 esetén

f((al,az)) = (al,fz(az)).
Ennélfogva,

Most megmutatjuk, hogy (fl,exl,hl) € EAY(gl) és

(fz,sxz,hz) € EAY(AZ)’ ahol hl és h2 a h leképezésnek

Y,-re illetve Yz—re vald lesziikkitései. Valéban, tetszdle-

ges x(€ XU X,)-re kapjuk, hogy

f(él(al,X),az) = (fl(dl(al,X)),fz(az)) ha

f(é((al,az),X)) =
f(al,Gz(az,X)) = (fl(al),fz(éz(az,X))) ha

XE3

XE3
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6(f((al,a2)),x) 6((fl(al),f2(a2)),x)

(Gl(fl(al),x),fz(az)) ha x € Xl’
(fl(al),Gz(fz(az),x)) ha x € X2 ,

masrészt

h(), (a,,x)) ha x € X, ,
h(X(a;,a,),x)) = 171 | 1
h(Az(az,x)) ha x € X,

A(f((alraz))rx) = A((fl(al)'fz(az))'x)
A (£](a)) ,x) " ha x € X

Xz(fz(az),x) ha x € X2.

/h) € E, (a),

V) X2

Ebb8l pedig, kihaszndlva, hogy (f,ex

. 1
kdvetkezik, hogy '
és

fz(dz(azlx)) = 62(f2(a2)lx)l h(kz(azlx)) = Az(fz(a2)lx) (Xexz)-u

3.4.2 KOVETKEZMENY [32]. Legyén A = A, ® A, az A,

és A, Mealy-automatadk teljesen diszjunkt direkt szorzata.

Akkor G’(él) @)G'(éz) izomorfan beagyazhatdé G’ (A)-ba és

GAY(él)(D Gpy(Ay) izomorf G,,(A) egy részcsoportjaval.

Tovabba, ha mind A mind A, gyengén Osszefliggd, akkor

Gay(B)) ® Gy (A) = G, (A) teljesul.
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Az 4l1itads igazoldsa szinte sz0 szerinti ismétlése a
3.4.1 tétel bizonyitésanak,ezért elhagyjuk.

Kénnyen belathatd, hogy Mealy-automatdk t8bb tényezTs
teljesen diszjunkt direkt szorzata is értelmezhetd és a fenti
eredmények érvényesek maradnak. Most a heterogén direkt szor-
zat endomorfizmus-félcsoportjairdl és automoéfizmus—csoport-

jairdl bizohyitunk be hasonld allitast.

3.4.3 TETEL Legyen az A = (A,X,Y,8,)) Mealy-automata

az éi = (Ai,xi,Yi,Gi,ki) (i=1,...,n) Mealy-automatdk hetero-

géﬂ direkt szorzata. Akkor E’(él) ® ... C)E’(én) izomorfan

bedgyazhatd E’(A)-ba és Epy (3;) ® ... C)EAY(én) izomorfan

beagyazhato Epy(A)-ba. Ha A gyengén &sszefliggd és létezik olyan

X € X bemend jele, amelyre

1

¥ a€a: G(a,xo) a

teljesiil, akkor EAY(Al) ® ... @)EAY(An) izomorf az EAY(é)

monoiddal.

Bizonyitéas: Az egyszeriiség kedvéért a tételt két ténye-
z0s heterogén direkt szorzat esetére igazoljuk, az &ltalanos
eset teljes indukciéval ebbdl kdnnyen kaphatd. Legyen tehat

A= Al X A, = (Al X By ,Xy X X,,¥) X% Yz,é,k) a vizsgalt Mealy-

automata. Konnyl megmutatni, hogy ha (f1,91/hy) € E’(él) és

(fz}gz,hz) € E’(éz), akkor az (f,g,h) leképezéshdrmas, ahol

((al'a2) € Alx AZ)'
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((xl,xz) € Xl x X2)
h : Yy X ¥, > ¥y x ¥, o h((yl,yz)) = (hl(Yl"hz(Yz))
((yyr¥5) € Y x Y,)
endomorfizmusa é—nak; Valdéban, tetszdleges (al,az) e Al x A2
és (xl,xz) € Xl x X, esetén
= (fl(Gl(al,Xl)),fz(dz(azrxz))) = (Gl(flfal),gl(xl)),
,52(f2(a2),9'2(xz))) = 6((fl(al),f2(a2)),(gl(xl):gz(xz))) ‘=
= 5(f((al,az)),g((X1'X2)))
és
h(k((al,az),(xl,xz))) = h((xl(al,xl),lz(az,xz))) =
= (hl(ll(alrxl)),hz(lz(azrxz))) = (Xl(fl(al),gl(xl)),

P A (5 (8,) 19, (x5))) = A((E) (a)) 1 £,5(8,) ), () (X)) 49, (x,))) =

A(f((al,az)),g((xl,xz)))

teljeslil. Nem nehéz belatni, hogy az adott hozzarendelés
izomorfizmus és ezzel kapjuk a tétel elsd &llitasat. Mivel
E'(él) C)E'(éz)-nek E’(A)-ba valé izomorf beadgyazésanal

az Ep,(3,) ®E,, (A,)) monoid E,,(R)-ba képzddik le, csak a
harmadik &llitas igazolasa maradt hatra. Ennek bizonyitdsa

végett tekintsiink egy tetszdleges (f,eXl < X2,h) € EAY(é)
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elemet. Legyenek tovabba (al,az) és (al,Ez) olyan allapo-
tai A-nak, hogy létezik olyan Py e X; szb6, amelyre a, = a,p,.
Legyen p, € XI olyan sz, amelyre Ipll = |p2| és minden

a _ 2 e e sk .
al(e Al)—re a,;p; = aj. A P1 = Xj4 szb kielégiti ezt a k&
vetelményt, ahol X159 @2 A automata X bemend jelének elsd kom-

. - ’ Iv 4 = = " "

ponense. Légyen f((al,az)) (al,az) és f((al,az)) (al,az).

Akkor

(aj,aj) = £((aj,a5)) = £((a;,3,) (py,P,)) = £((ay,a,)) (P /Py)

(ays,a5) (py,P,) = (aj,alp,),

azaz ai = ai . Tekintve, hogy A gyengén Osszefliggd és ezért
A és A, is gyengén Osszefliggd, kapjuk, hogy tetszlleges
(al,az), (al,Ez) dllapotokra érvényes az

" 14

—_ 4 ' - Nod - n = = "
f((allaz)) - (allaz) es f((allaz)) - (allaz) > al al
implikacidé, azaz van olyan f1 + Ay > Ay leképezés, hogy

f((alraz)) = (fl(al)laé)
teljesiil minden (al,az)(e Ay X A2)—re. Hasonld szamolassal
kaphato, hogy van olyan f2 : A2 > A2 léképezés, hogy minden

— ’

f((al’az)) = (al’fz(az))'

azaz
V(a,,a,) § A} x By : f((ay,a,)) = (fl(gl),fz(az))

érvényes. Tekintsiik most az (y1:¥5) és (yl,§2) kimend

jeleit A-nak. Legyen Y, = Al(al,xl), Yy, = Az(az,xz) és
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Y2 = A2(3p:%p) (3] € Ays 35,3y € By X € Xy XprXy € Xp).

Mivel (f,eXl % x2,h) e EAY(é)' kapjuk, hogy
h((YlIYZ)) = h(l((alraz)r(xllxz))) = A(f((allaz))r(xllxz)) =
= k((fl(al)’fZ(aZ))'(Xl'XZ)) = (Xl(fl(al)'xl)’xz(fZ(aZ)'XZ))

és hasonld szamolassal addédik, hogy

Ez mutatja, hogy van olyan h1 : Y1 -+ Y1 leképezés, hogy min-

den (Yl’y2) ey, xvy, esetén
h((yllyz)) = (hl(Yl)lYé)-
Ugyanigy igazolhaté, hogy van olyan h2 Y, > Y, leképezés

is, hogy minden (yyrY5) € ¥y X Y, esetén
h((yeré)) = (Yirhz(YZ)).

Ezért h megadhaté h = (hl’hz) alakban. Véglil, megmutatjuk,

nogy (f;,ex shy) € Epy(B)) és (£518x shy) € Epy(hy). Mivel

(f,exl » X2,h) € EAY(A), kapjuk, hogy minden (al,a2) € A, X A2
és (xl,xz) € Xl x X2 esetéé

(£, (8 (a),x3))/£,(8,(ayrx,))) = £008;(a;,x1),8,(a,,%,)))

|

E(S((asay) (21 4%5))) = S(£((a),a,)) , (x),%,)) =

6((fl(al),fz(az)),(xl,xz)) = (él(fl(al),xl),éz(fz(az),xz))

és
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h(l((al,az),(xllxz))) = A(f((al,az)),(xl,xz)) =

A((fl(al)rfz(az))/(Xlrxz)) = ()\l(fl(al) le)lkz(fz(az)lxz))
teljeslil. EbbSl kdvetkezik, hogy minden a; € Ay és X, € Xl'
parra

hl(xl(al'xl))z )‘l(fl(al)'xl)
és minden a, € A, és x, € X, esetén

fz(dz(azlxz)) = Gz(fz(az)lxz) és

hz(kz(az,xz)) = Az(fz(az),xz)
all fenn, azaz (fy.ey +hy) € Ep,(B)) és (fy,ey /hy) € Epy(B,).

1 2

Tehat az E,,(A;) Q)EAY(AZ) direkt szorzat E, (A)-ra kép-

z8dik le az izomorf bedgyazas sordn.

3.4.4 KOVETKEZMENY. Ha az A = (A,X,Y,§,)) Mealy-auto-

mata az éi = (Ai,Xi,Yi,Gi,Ai) (i=1,...,n) Mealy-automaték

heterogén direkt szorzata, akkor G’(él)ég... ® G’ (a,) izomorfan

bedgyazhatd G'(A)-bha és Gy (A7) ®...0® Gpy (A,) izomorfan

beadgyazhatd GAY(é)-ba. Ha A gyengén Osszefliggd és

létezik olyan X € X bemend jele, amelyre

¥ a€ A G(a,xo) = a

teljesiil, akkor G, (A) izomorf a G,y(2;) ® ... ® G,,(a)

‘direkt szorzattal.
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