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Bevezetés

А Н011у tételnek számos általánosítása ismert (lásd [5]). Ebben 

a dolgozatban ezek közül a Helly dimenzióval foglalkozunk. A 

halmazrendszert (n, k) - metszet tulajdonságúnak nevezzük (röviden 

(n I K) I . P. ), ha tetszőleges ЭС-beli П darab halmaz közül bármely 

к, metszete nem üres, akkor az П darab halmaz metszete sem üres.

olyan к egész, hogy minden П > k. esetén (n , к,-ы) I. P.

, akkor a legkisebb ilyen К a Helly dimenziója és

him X/ -val jelöljük. Amennyiben ^ egy n-dimenziós lineáris tér

Ha van

ezt

konvex halmazainak az összessége, akkor a Helly tétel éppen azt éllit-

K konvex test homotetikus képei-ja, hogy him = П .На 

bői áll, akkor a him Ж, számot а К Helly dimenziójának nevezzük és
egy

him К -val jelöljük, továbbá ha Ж- (П|к.) I . V. 

juk, hogy К rendelkezik (n,k) I. P. 

tika más területein is felhasználhatók, például operátorok kiterjeszt

hetőségének vizsgálata kapcsán, amelyről lásd J. Lindenstrauss £loJ 

összefoglaló dolgozatát, vagy V.G. Boltyanszkij és P.Sz. Szoltan £4^ 

könyvét a kombinatorikus geometriai alkalmazásokról.

, akkor azt mond-

-vel. Ezek a fogalmak a matema-

him К — ПA Helly dimenzió vizsgálatánál az alapprobléma a 

testek klasszifikálása. Ebben a dolgozatban ezzel a kérdéssel foglal

kozunk.

Az első fejezetben az n Helly dimenziós konvex testeket karak- 

terizáljuk. A fentebb már emlitett £4]] könyvben található V.G. 

Boltyanszkij egy tétele, amelyben szükséges és elegendő feltételt ad 

arra, hogy konvex halmazokból álló, bizonyos korlátozásokat kielégitő 

П Helly dimenziósak legyenek. Ebből közvetlenül adódik arenszerek
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V

him К — rncA &xt К összefüggés (a jobboldal a legnagyobb olyan к.

ext K° -ben k + 4 elemű minimálisanegész szám, amelyre létezik 

lineáris összefüggő rendszer) olyan К konvex testekre, amelyekre

e e ext K° а К -nak normálisa. Az első fejezetben meg

mutatjuk, hogy a fenti összefüggés tetszőleges К test esetén igaz.

minden

Ehhez felhasználjuk A. Lima [VJ cikkében közölt tételét, amely az 

testek karakterizációját adja meg. A bizonyítás során 

használt fő módszer a Minkowski terek dualitáselmélete.

A második fejezetben klasszifikáljuk a 

Ezek közül a him Кs 2. esetek ismertek, (lásd (VJ, |"llj , [з]), még

pedig him К - d ill. Z akkor és csak akkor, ha К egydimenziós 

ill. legfeljebb kétdimenziós konvex testek direkt összege. Megjegyezzük, 

hogy a korábban már emlitett Lima tétel alapján hasonló direkt összeg 

előállítás igaz a (^tiZ) I.P. j [51 Z'j I, P,

(lásd [VJ, [9J,JjbJ). Több példa is mutatja, hogy him К ^3 

esetén ilyen jellemzés nem létezik, sőt eddig semmiféle előállítás 

- nem volt ismeretes. A második fejezet első részében matroide lm életi 

módszerek segítségével klasszifikáljuk az

halmazokat, majd az első fejezet eredméty einek felhasználásával teljes 

előállítását adjuk a him К ^ V

Végül a harmadik fejezetben a második fejezet módszereinek az 

általános esetre való alkalmazhatóságát vizsgáljuk.

(n,k) I. P.

him К £ V* testeket.

(4,з) Iés tes

tekre

md H ^ 4 , H яЖПI

testeknek.

.
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1. fejezet

A Helly dimenzió karakterizálása

к- Helly dimenziós konvex zárt testeket 

karakterizáljuk duálisuk extremális pontjainak lineáris struktúrája 

segitségével.

Ebben a fejezetben a

A továbbiakban Minkowski tér alatt egy végesdimenziós normált

valós lineáris teret értünk, amelyben a norma nem feltétlenül szim

metrikus.

1.1. Definiciók. А К végesdimenziós konvex zárt halmazt (hik)- 

metszet tulajdonságúnak nevezzük, ha valahányszor а К homotetikus 

képei közül П darabot veszünk, amelyek közül bármely к darab metszete 

nem Üres, mindannyiszor az П darab metszete sem üres.

Ha létezik olyan К egész szám, hogy К minden 

esetén (p , K.-M) — 

k, számot а К Helly dimenziójának nevezzük, és him К -vei jelöl-

n> k. egész

metszet tulajdonságú, akkor a legkisebb ilyen

jüko

Az X Minkowski teret (fi t k.)~ metszet tulajdonságúnak ( /С 

Helly dimenziósnak) nevezzük, ha X egységgömbje (П| If)-metszet tulaj

donságú ( K. Helly dimenziós).

A Helly tétel miatt him К mindig létezik, és dim К — П 

tén Л <, him К £ П.
kozÓ

ese-

. Ugyancsak a Helly tétel alapján adódik a követ-

1.2. Lemma. На К konvex zárt test az
CS3SS3S=C3S&3S=: ’ ■■■■■ ■

dim X =■ П_

X lineáris térben.

, akkor him К = к, akkor és csak akkor, ha К (П + /|, К.+Л) —
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ki A > Л > Z,metszet tula.idonságu. de semmilyen esetén sem

lesz (n*M , C/) - metszet tula.idonságu.

1.3»_Ьешта. £lo] Az X Minkowski tér (п.к)-metszet tula.idopságu 

akkor és csak akkor, ha valahányszor X-ben П darab egységsugarú 

gömb olyan tula.idonságu. hogy közülük bármely К darab metszete nem 

üres« mindannyiszor az összes metszete sem üres.

old.) cikkében karaktérizálta az к) -metszet

tulajdonságú Minkowski tereket abban az esetben, amikor a norma szim

metrikus. Ugyanazokkal a módszerekkel, kis módositással, általánosít

ható ez az eredmény nem3zimmetrikus normáju Minkowski térre is.

X középpontú egység- 

X egységgömbét,

П -dik Descartes hatványát, akkor

(M.A Lima 12.

На X Minkowski tér, akkor b(x) jelöli az 

gömböt, X az X duális terét, továbbá az 

valamint ha X° jelöli X -nek az

X")IL=(X , и. и»j — £ (*. i* • • t

(X" ,11.11.,) =

x") e Xn, j|(x,,.. 

xh)^X , ||(x,

• l

*n)ll4 ~• • \ * I

Nyilván ekkor teljesül
)n(xn и. IIll.lloo 1II

Legyen továbbá

}*") £ , Z *нп(х) = [(*

A (n,X) = {(*

i = оt ) I• 4 •

és

e X}.x„) e X" Xi ~ xz = • •• - xh11 * * л

Először az (Y] -beli 1.1. Tételt általánosítjuk.
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xn e-X1.4. Tétel. Az X Minkowski térben
.»«A m. .м «мшт^ш м1 .M M. «м ^Я

X-1 I * * ' I

Л B(xt) ф 0
(fi • • •• i fn) c Hn (X*) -£§.

plfli + Z. fi*
r\ b(Xi) Ф ф

és (fi I • * • , fn) С НП(Х*)

esetén akkor és csak akkor ha bármely

L ^0

x0 e о 5(x i)Üigggilli- Ha f akkor legyen

tetszőleges. Ekkor

Z-f^i = (ZfO*<> - Zf^ = 

= Z fi c*o- *0 á Z'if11
L *-

(1 b(Xi) = Ф

*«)) 0 Д (n, X) = ф
(xn,и-и®) térbenHa viszort , akkor

Б ((*<, • • * i

igy a Hahn-Banach tétel alapján létezik

f = (fi i • •• i fn) c(xn 

sup f ^ < 2Г ^ ^nf f #
ieáfx)------ Í€b(ntYj

I/ . II4II. П

hogy

De Л(п , X)

Ifi =

altér, ezért inf £ 4. ~ О 
1 -0-

=- О

és igy

továbbá
= Z 5ULP ■fi'íb = 

L У|Л(*0

= Z ,fiíHi-x0 t Z fi* = Zefi« + Z fi*i
} t c l

0 >̂ .-'»eßGO

Ezzel teljesen bebizonyítottuk az 1.4. tételt.

A következő állítás az [V] -beli 2.8 Lemma általánosítása. 

eílSaiS—®* Nézvén X Minkowski tér és S S H (X )
A
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centrálszimmetrikus konm^kt halmaz. Ekkor az alábbi állítások ekvi

valensek

(Hn(x‘)0=5(i) ext

(ii) соду ^ = НП(Х*)
1

(f« I I fn)^5 “£ö*n € X 

Mä 0 B(xL) ф $ .
(iii) ha az pontokra bármely*4. ' I* •

i*c*

Az (i) <C==(ii) ekvivalencia éppen a Krein-Milman
tétel.

X1 / •• • / С- X(ii) =*> (iii) Legyenek olyanok, hogy

(f« l ’ ■ . , {„)б.5~ге.
t *

Ekkor (ii) miatt

(f«l • • • I fn) e. H (X )< -reZ.fi^ä-4 bármely

(f< I ** Ч fh) € НП(Х -Tetszőleges ra ekkor

Z Íí *i
' %. Jffc U

tehát 1.4. tétel alapján Pl B(X;) Ф 0

Zllfiil + Z fi*t- > о> - A igy (

(iii) =£> (ii) Tegyük fel, hogy létezik

I * * * I fn) €. Я (X )^\conv 5

Ekkor a Hahn-Banach tétel alapján létezik

x n ) € П

t **i

-)(* ésIMI* I * •* ■ I

± -4 > Z {í*í

Z»fiH + 4 í
inf

^n)€C<?n\/S

i Xí < о- 4De , igy I
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és az 1.4. tétel alapján Q — $>•

Most már rátérhetünk az (П| к) - metszet tulajdonságú terek 

A. Limától {V] száimazó karakterizációjának általánosítására.

1.6. Tétel. Legyen X Minkowski tér. Г) > k. > Z, . Az X 

(hi k-) -metszet tula.idonságu akkor és csak akkor ha ext 

bármely pontjának legfeljebb k. koordinátája különbözik zérótól. 

Bizonyítás. Jelölje ők aвзаааКавва *4

feljebb к koordinátája különbözik zérótól.

tér

H"(xj azon pontjait, amelyeknek leg- 

v3 ^ centrálszimmetrikus
1

és kompakt.

Legyen X I k)-metszet tulajdonságú. На X 

pontokra bármely

e X4 I ‘ ‘ ■ I

(fi '• • ' ' fn)£'5k-ra Z fi *L >- A
l

, akkor az 1.4.

tétel alapján a B(\)| . . B(Xn) gömbök közül bármely К darab metszete* I

Л E>(Xi) Ф фnem üres, és igy

(iii) igaz, amiből következik 1.5 (i),

Megfordítva, legyen ext (^"(X*)^ c 6k., és a 5(x,) , ... , £>(Xn) 

gömbök közül bármely k, darab metszete nem üres. Ekkor 1.4. tétel miatt

bármely -f, i • •. t -fh £. S -ra Z_ f i. xi - ~ A
l

miatt teljesül 1.5. (i) amiből következik 1.5. (iii), igy a fentiek

a feltétel szerint. De ekkor 1.5

(Hn(x')0 s ók.azaz ext

. De a feltétel

miatt

ß b(Xc) * ф
Ezzel beláttuk az 1.6. tételt.

A továbbiakhoz szükségünk van néhány fogalomra ^lásd

1.7. Definíció. Legyen К konvex zárt halmaz egy Minkowski térben.

Akkor mondjuk, hogy FeK lapja К-bak, ha F konvex, és p, ej £ К

, hogy <x p -J- 0 - <*) C| £ f~esetén, ha létezik 0 < o( < sf

P'C|£ гakkor
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Nyilván lapok metszete lap. D S К esetén legyen

face^ D = f\ j" F F lapja ft - ^d)nak, és

1.8^_Megjegyzés.

1. X£ í\ esetén face^ (x) 

mázzá, amelyekre létezik p £ К 

XC3o<p + (/l"0^J<^' •
X £ rel int face^f/) , 

ha v^£.face^(x) , akkor face^(^) S face^ (x) 

face^(xj — face^(^) akkor és csak akkor, ha

II . /I

pontosan azokat а p£ |\ pontokat tartal- 

és 0 < o< <. A » hogy

2.

у £. rel int face^(x) 

lapjait határozzuk meg.(XnA következő lemmában Л H
1.9« Lemma. Legyen X Minkowski tér, továbbá К = X

. Ekkor bármely

I

és1

K* = (X",n.ii„ ) •■I *n)£ К', ИЛ 1Ц= 'lí = (x « I •Л
esetén

)U (°
t 4

*c.. i face. • . ,0faceK, 00 - conv I ' К Ul X-II
Xi40

Bizonyítás.

Mivel

,.,o)2. i •X = • / IIXlö

2_//х^1/ = l) x || - 4.és » Így

0) G face^M (X)*L(o, .. ll 4fc O.H Iánк и 1 '
Viszont ekkor az 1.8. Megjegyzés alapján

• /

o))K‘((o адsface face' • I r~.. I ' • • / К*ИХ Л
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D0 a könnyen igazolható

0 ))"(0i k(«x-ii) ..,o)(ö, ..face^ face I '* I tlXjl 1- * * I

egyenlőség felhasználásával nyerjük, hogy

U (о , . . . K.(x).face faceconv I

Másrészt p £ face^* ( p Ф £ esetén a lap definíciója alapján lé-

» bogyP'C K*és 0< * < /1tezik

(l -<*) 9f■+X = * -f
De ekkor

xí= * pi. + (л-«) ^

Ebből azonnal adódik, hogy

HxJI - <* I! pJ + (/1-^)1!^ II .(1) és

X; =• О — 0.akkor és csak akkor, ha

Legyen most L olyan, hogy X£ О .

Ha pc és közül az egyik, mondjuk p- = 0, akkor (i) alapján

- £i
III PillIIКII

ha pedig p; ф О , és Cjri Ф о , akkor szintén (1) miatt 

.X; _ c4 lipill
UKII * IIPiU

aa _i±
iix*í к a PiH

PL 4~

és

(/t-eOityiffotl/pcll - 4(1*1.11 (* X l fi

De a fenti két eset mindegyikében, ha p L & О , akkor

Eí e face Klárii/ •II Pill
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Viszont ebből, valamint abból a tényből, hogy £ -nek csak olyan

-re lehet nem nulla komponense, amelyre К -nek 

nem nulla a komponense, következik, hogy

4^ l 5. П

2üft( 0, .... JBi !•••/ o)£ и (о,.
' <■!

faceconv
о К1И* i ЧPi+o

Ezzel az 1.9. lemmát teljesen bebizonyítottuk.

1.10. Definció: Az X Minkowski térben azt mondjuk, hogy a
3a3cs3=3s3S3sa

vektorok minimálisan pozitiv lineáris összefüggő rend-

Л < i < k.
P<|’*' I P*
szert alkotnak, ha léteznek olyan c<; valós<*L >0i I I

számok, hogy
к
^ i Pl — О I
ь-А

de a fpi]^ bármely valódi részrendszere lineárisan független. Akkor mond

juk, hogy a fenti (pi}^ rendszer minimálisan lineárisan összefüggő, ha 

lineárisan összefüggők, de bármely valódi részrendszere már lineárisan 

független.

esetén md j-j alatt értjük azt a legnagyobb к 

természetes számot, amelyre létezik И

И £ X
к-+ elemű minimális-ban

pozitiv lineáris összefüggő rendszer; hnc( H 

nagyobb k, természetes számot értjük,- amelyre létezik

-ban.

alatt pedig azt a leg-
4+Л

minimális lineárisan összefüggő rendszer Fi 

Ha N ЯК centrálszimmetrikus, akkor híd fi mindig létezijf^és

, valamint md H = md f/. •A < md H < dim /

Most már hozzáfoghatunk a fejezet fő eredményének igazolásához.

1.11. Tétel. Legyen К konvex zárt test az X lineáris térben.
S3 S3 О S3 S3 ПЗЗЗ S3 S3 SS

Ekkor
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иmd exthim К ~

ahol K° К duálisa.

Bizonyítás. Normáljuk X-et a
sassacsass

vezessük be a következő jelöléseket:
n+ í

a

К Minkowski funkoionáljával, és

<1 , K" = (H^(xtK' = ((X') (Ul

ahol П = dim X .

Az X £ rel int face ,(g) reláció alapján könnyen igazolható a kö-
K

vetkező állitás

£cext К(* ) akkor és csak akor, ha

(x*) =(f ;n + 'l
«■ (0" Hface

him К - fe- . Ekkor az 1.2. lemma és az 1.6. tétel alapján

komponense különbözik nullá

nullától különböző

Legyen most 

ext К minden elemének legfeljebb

tói, és van egy, mondjuk , amelynek van Je. +/1 

komponense. Az 1.9. lemma felhasználásával adódik, hogy

Г.Ц (°. • *°
f; o)K'(í) =face faceconv I ' • ' )K° ш;1|

f 1*0 , fjMost belátjuk, hogy és esetén

(li S= é"щи!
fi П(2) face face

K4llfi.ll к
Feltéve az ellenkezőjét, három esetet különböztetünk meg. 

a) eset: ha ft = íj II fi+£ II =HfiH -Mfjfl, akkor I«fill «fii/
és az

fe ~ ft fiCL 4 j

n = IWj
fi " 0
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pontra az 1.9» lemma alapján
Ií * f (£) n и n-MIi ee,s face К'

ami ellentmond ( # ) állításnak . 
f.

b) eset: ha -4- ФIlf; I) r 4 ííS face, de faceк-ади-fj«
«fi + fjl/ = //f£l/+llfi/lEkkor valamint

ill« Ti,О zz * 0  .у— -г* á --—.— „ !.*, £ face
3 Ilf г«+lifj l) (Ifi; Ufill+Ufjl) rtíjí

«ПИ fj

Legyen

{"*<)f- f i
1 I * ' • ;

ahol

f b ~ "fb
fi - О
fj + f; + fi

( ^ i , jhaI

Ekkor az 1.9. lemma alapján

П+Лí ({) л н£ face és
К' I

"ami ellentmond ( * ) állításnak.
K"(»£l|) ^f; •ffi.)fi— zt

Шc) eset: ha és face facewTíu К

(«4) ^ • Wiij)és face faceКк*
Az 1.80 Megjegyzés alapján ekkor

I 4№» Ч
Ja (£i )*, ésface facelib«

továbbá

fiii h l= 4Л face £ rel bd faceface K» \llfjllК” V lliill
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Г'
és (valamint a P és. -Г'

lapot

Ha most p eleme a metszetnek, akkor a

) által meghatározott egyesek az

lapot) olyan szakaszban metszik, amelynek az

belső pontja, 
üli*

De ekkor léteznek olyan Cj- és Г pontok, és

P
íi. faoV (& )

(faov (k)
íi

ö < °< < И , amelyekre

* íifi 9rel int faceC K° Illeti U-f iíl
f i > ,
14r G tir ^face

K* l|l7?U Mu
továbbá íi«МU-f i II к +

llfi'l+ifjl/ llfjl)íf;il+ilfjil Hk«
(lásd 1.

Legyen a következő módon definiálva

íj - 0 ~ 4‘íl'fjO h
Ekkor az 1.9* lemma alapján

r*íh-Mf'c K-(f) " Hface , és

ami ellentmond ( £ ) állításnak.
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Ezzel bebizonyítottuk (2)-t. Mivel

(fO» '.ul';« Ifi G rel int face К«f;ii
igy léteznek olyan

K°C ext face £• extCi.,* i С’!.,! i • • • I 

pontok, és c< (i , ^ - j -
K°

valós számok, hogy
tifi Z * 4 = 4 <*i,j > оZ. «4 Zí'j “ l/fíll

-vei való ilyen előállítása egyértel-

= Z ii-fiii ~Z «WZФ»1 t.fí + ö J-

Üés az -nak a
II-fi«

mü. Viszont ekkor ki

*4 ZLi0 = Z fi
0,{itO

fei.j : (4) £ -5^
5 = í(i,j) : fi *o , /к j 4*i).

vektorok pozitiv linárisan összefüg-miatt a

gőek X

hogy minimálisan pozitiv linárisan összefüggő rendszert alkotnak.

Most belátjuk,-ban, ahol

(e;,j : (i.jJfiT q5]

Z «Н
ÍL.)Kr

begyen ugyanis ilyen rendszer. Ekkor

- ЛZ ^b'j = о <* : ; > 0(3) 4
De (2) miatt egyértelműen átírható ez a következő alakba:

Z (Z «,)4 M«r
(4)

c
* 0 ^ij'C {асе

U>D«T -r
Viszont minden C -re, amely előfordul I -beli elém első komponensében

az

fi 1fi' = «ч €(5) c4 face
^-«iiJ i J 

еы £
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.1 I
. Ekkor (3), (4),begyen, a fenti formulában 

és (5) alapján, az 1.9. lemma felhasználásával

MП4 1-+ Оf-(f П H£ face4 I • ‘ * / K°
£ J* =0 » ha nincs olyan ^ , hogy (£,j) £- I■ ahol

ít =
De igy a (-X) állítás alapján

I ü egyébként

f* = uf+ = f -i ^ c <: n + 1azaz

{1*0 

o([ Ф 0

Ebből adódik, hogy minden olyan L -re, amelyre 

/1 S j < 1сс 

ilyen L -re

létezik

, hogy (C , j ) € T , és • De ekkor

*; fi - f‘

fi 2. £*• »4f: e4 IÓéi’ [ifi 1!
diO-iD^T /л.\

etí Gfocefc.tt±J

Л< J < febés az egyértelműség miatt itt minden 

így 3 = T és a
еч előfordul.

{zi,j : (í>j) € $ } rendszer valóban minimálisan

pozitív lineárisan összefüggő, valamint

К = k = (ú • fi *£>}[ - A Íím/t«
t, jWo

him

azaz

(к")him К ~ md +

A másik irányú ogyenlőtlenség igazolásához legyen md+oxt(K ) - ÍL

(6) ext

, és
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£. ext (К°)C( I ... I

minimálisan pozitiv lineárisan összefüggő rendszer. A definició szerint 

ekkor léteznek egyértelműen meghatározott <*L valós számok, úgy, hogy
í-mен
2 p<i = '<z >о.e- - 0 )u.i.=4

£»(f f mi)Definiáljuk az pontot a következőképp

U = ^eí ha A < L < £+4

í > &-Ч■fi - 0 haI

L < dim К - h

Viszont ekkor nyilván | £ К

Ez miatt mindig lehet.
I

, és az 1.9. lemma alapján
Г l*>

U C0' -•
fi

• • • I o)

f 1
és igy a jßiJ minimális pozitiv lineárisan összefüggő volta miatt

(í)face • Iconv IK'

П-И(f)n Hface К’
(*) alapjánazaz

f ,sll
£. ext К

De az 1.2. leimából és az 1.6. Tételből ekkor adódik, hogy

(К ) =Z ^ him К■+md ext

De ebből és (6)-ból kapjuk, hogy

him К = md ext (К ),

és ezzel beláttuk az 1.11. tételt.
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1^12л_К0уе;Ькегтеп^. На К centrálszimmetrikus konvex zárt 

/ lineáris térben, akkortest az

иhim К - md ext
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2. fejezet

A him К ~ 4 halmazok klasszfikálása

К- Helly di-Az előző fejezet 1.12. következménye alapján a

menziós centrálszimmetrikus konvex testek meghatározása az md H - к

HqKk halmazok előállítására redukálódik. Ebben a fejezetben 

előállítjuk az mdH^4 halmazokat és ennek segítségével klasszifi- 

káljuk а К , hím К ^ 4 centrálszimmetrikus konvex testeket. Ezt

matroidelméleti módszerekkel tudjuk megoldani, ezért most ismertet

jük a felhasználásra kerülő fontosabb fogalmakat és tételeket.

Ezek [lj-ben találhatók.

2«l._50£ÍBÍSÍó. Legyen 3
*■—■ tZ2 ~ П2 и .Л wÁm ■— —Z rZ. M ZZ

halmaz és £ Z .Az (ó, )egy

párt matroidnak nevezzük, ha

ф e У ; А e V 

(ii) ha А I £> C és {A] < |B I
A ü {p3 e tf

ß e ^
létezik p G "" A

5 S A(i) esetén

akkor

hogy

(iii) létezik П G Nj Ас Уhogy IA 1 ^ П mindenúgy, -re

м^.у) уA matroid jele 

választása egyértelmű, akkor MCS) -vei jelöljük.

2.2. Definíció. Az 

függetlennek nevezünk ha Á 6 ti

, de abban az esetben amikor

Mfe.'d) Ásómetróidban egy halmazt

, és függőnek nevezzük, ha

A § !T .
A C S 5 C minimális elemszámú függő halmaz. 

Az M(A) mntroldot összefüggőnek nevezzük, ha bármely Ő1 j S2 G 5

halmaz kör, ha

-re létezik C kör,
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5, I € 0 .

С, és, С2 korok az M(5)matroidbajn,

Of & О, — Сг
2.3. Lninma. Hasaöassaasa 1 ■

bármely p£ C>, П £§. 

kör M(S) -ben, és

-re létezik Cakkor

Я e C s (C, u Ct) - p
m(s, y) S *5 S és2.4. Definíció. Legyensssissasseacscescssssa matroid,

Vj = (а П d : A e “Э }

% = ÍAc 5-5' 1 А и Bei minden В c 5', be У .re) 

(S'A) és (5S',%) М(5Л)а И(5'Л.) -Ekkor matroidok. et az

»3 által meghatározott részmatroidjánakmatroid nevezzük, jele:

М(5Л)- S' .
Az M (5-5 , tQ-t pedig az s'М(5Л) 

М(5Л)/5'
matroid szerinti

faktormatroidjának nevezzük, jele:

Definiáljuk most az М(б) matroidban a következő relációt 

6, /v 5^ akkor és csak akkor, ha létezik 0 S М(5)

•^1 i 5 2. ^ ^ , vagy SA - 5^ о 

I^.^Lggma. A fenti /N/ reláció ekvivalenciareláció és az osz

tályok által meghatározott résanatroidok összefüggő matroidok.

2.5o Definíció. Az M(S) matroid 2> részhalmazát az 5^5
. =s3=s=rrrss3s====:=s=:

halmazra vonatkozó hídnak nevezzük, ha В összefüggő komponense az 

metróidnak.

2.7. Definíció. Legyen H Ж
сзю(3еювэ:=:сэвоо£засзсэ

kör, hogy

И(5)/5'
és

~ Q H •' A lineárisan független ÍR -ben ^
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(Н,9) И által meghatározott 

-vei jelöljük.

Ekkor matroid. Ezt a matroidot a

M(H) , H S R"
H«R eaatftn md И ~ k*

lineáris matroidnak nevezzük és

2.8. Lemma.cssssessaa

ha M (H ) -ban a maximális elemszámú körök K. -+ A

2.g._Lgmma. Legyen H - ^ s H , G ^ ^ ~ К . A C

kör M(fi)/ К -ban akkor és csak akkor, ha vagy

akkor és csak akkor.

elemünk.

(a) C kör -ban és (К) 0 oC (C) — 0

vagy

(b) Q független M(Н) -ban és

(x(K)n £(C)) = /|dim

de

n Z(C-c^ = о bármely С; £ С -£dim

£(к) К által generált lineáris alteret.teljesül, ahol jelöli a

md }-| = )(. halmazok vizsgálatáraEnnyi előkészités után rátérünk az

A következő tétel arra ad választ, hogy direkt összeg képzésénél hogyan 

számolható az md H mennyiség.

2.10^_Tételo (lásd (4} 136. old.) Ha H Я fR° esetén léteznek

alterek, hogyLK s Rnolyan L

H s L1 U L^u ... uL 

ЛЮ = L,® ... Ф Lk
k' '

akkor

(НПЦ)md H = max md
L

Most ismertetünk egy módszert, amellyel a H halmaz 

szogro bontható, mégpedig a "legfinomabb" fölbontást adjuk mog, továb-

direkt ősz-
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bá jellemezzük azokat a halmazokat, amelyeket már nem lehet direkt

összegre bontani.

2.11. Tétel. ([lJ 316. old.^ Leaven f"j £ R és j . • . j H^

az М(Н) összefüggő komponensei. Ekkor

£(h) = z(h,)© ••• ©/(«*)
..,Ltcr ,

H S L, U ... u Lt

oŐÍH) = L® ■' • ® L

továbbá ha L olyan alterek, hogy< I •

~L

A ^ l ^ k. iakkor bármely -ra létezik J S/I < . hgfg

/(He) £ Lj
Tehát elég olyan H halmazokkal foglalkozni a továbbiakban, 

amelyre И(Н ) összefüggő.

==i5S=* fia H S fC

(a) md H = \

halmazra összefüggő, akkor

akkor és csak akkor ha dim oC (H) = /\

2.12.sssss

(b) md H = 2. akkor és csak akkor ha dim ö£/(H) = 2.

Bizonyítás. Az (a) állítás a definíciók alapján nyilvánvaló, a 

(b)-nek is csak az md H = 2 =p dim (H ) = 2. részét

Legyen

igazoljuk.

п-ИH'sr [к : h‘ = <&(h) 0 Ő
Ekkor md H = md И ~ 2- , és ez azt jelenti, hogy a. H halmaz az A

dimenziós projektiv térben rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy 

bármely 2. pontjára illeszkedő egyenes tartalmaz még egy további pon

tot H -bői. De a Sylvester feladat szerint ekkor H egy egyenesre
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esik, ami azt jelenti, hogy

£(H).2= dini eó(M ) — dim

A 2.11. tétel és 2.12. lemma összegzéseként kapjuk az md H —4,2. 

halmazok előállítását.

liMs=iÍlll-([3])aa Hs R"
(a) md H = A

alt erek. hogy

, akkor

.., Lkakkor és csak akkor ha léteznek olyan L 1 i •

H s Ц и ... uLK 

dim L• -A

£(H) = L,® ••• ФЦ

L^t"(b) mdH^Z akkor és csak akkor ha léteznek olyan L 

alterek, hogy

• i

H £ L, u ...U

max dim Li - 2.
t

U H) = L;©--®U

md H = fc.
állítás nem létezik, amit több példa is mutat [jfj, sőt semmiféle elő- 

lémát, amelynek előkészítéséhez szükségünk vm néhány fogalomra, tétel-

le > 2. esetén a fentihez hasonló egyszerű elő

állítás nem ismert. Most a esetben oldjuk meg ezt a prob-

re.

laláSoSSSSS. Sä H&f 9,set ép M(H) g.Bj3,gja.f.üg&9. és Cf !

olyan körök M(H) -ban, hogy
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oCif'i) g <&(C2) - о

akkor

Icj-Mlc,)Hmd H — + zz
М(Н) összefüggő, igy létezik olyan CBizonyítás. Mivel

S33==BSSC9

M(H) -ban, hogykör

cn C1 * Ф ás CnCL * ф

Legyen C az ilyen körök közül az amelyik a lehető legkevesebb ele-

H (C„ U Cz ) -bői. Tehátmet tartalmazza

c=c>ruc; Q СгC, CQ,

R с H - (C, U Cz)

ahol

ás n <£(CZ) =o
Ha C4 U R és C2 ^ R közül az egyik, mondjuk C1 £ R

IRl ^Л .miatt

C fi Я чЬ ^tartalmaz G kört, amelyre 

alapján Г, £ С' П R

, akkor a 2.3. lemma 

-re létezik C kör,és CL £

с C s (C uC) -
С Л C2. ^ 0 és ^ Í G

amelyre

<= u(r- n) и clr<<-

c"s c; u(R-r<)De miatt

ami lehetetlen, 

így kapjuk, hogy

(# *) G1 u R é3 Сг u R
pedig C{ , ill.

mindegyikében egyetlen kör van, még-

CZ *
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с,' С С,'Iе. IлЮЛ < , és legyenTegyük fel, hogy Z
Mivel

(C,-c;)uR и Л

М(Н) -ban függő, igy tartalmaz C kört, és ( * * ) miatt

C" 0 С*пСг^
és Cz £ C? — C -ratehát C 2 R .Ha ^ C akkor £ R 

lalapján létezik C kör, hogya 2.3« lemma

cl e. С e (С и C*) -r, s (cl u(c' и (R- n) u 0.
De ekkor R minimalitása miatt C *=■ (К" П|) U Cz 

tetlen. Tehát

, ami lehe-

C* = c," U R U ci c; = c* ne,oboL

Az C / € C ~ C
mát, kapjuk a C kört,

és Г, €. R pontokra ismét alkalmazva a 2.3. lem-

amelyre

c" s (с и c) - r, с (с; и с;) и (r- л u ci 

c" s (c>c;)ur
Сi £

és ( * * ) miattViszont ekkor

с; и c; = c,
Tehát

ч /с,ниIC I * L

cl < IЛ 2 C.
, akkor az előbbi eljárási C helyettHa

C* c"-ra alkalmazva kapjuk a kört

c" • с; и r и c; c; = c** nc2ahol
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és
'iCjj+f 

г ,
icj-иin = ic;mrí + № + 4-f

2.

ami éppen a 2.14«, lemma állítása.

2.15. Definíció. Legyen H ~ 1R és C
саазазасавгэааа w

mondjuk, hogy az L

kör M (Н) -ban. Azt

(л s r á |СЫ) Gegyenes Г-átló -ben,

C — C , JC j ~ P , és

l = £(C') 0 ód(c-c')
ha létezik

Nyilván egy P-átló mindig [C|~r-átló is.

begyen H S R," is. C kör M(H) -Ma,
{Cl - (iCj = 5" ) pe SZ(c) esetén létezik há-Ekfcp p

rom (négy) eleme C —nek. amelyek p -val együtt kört alkotnak я.к—

2 -átló C -Ma.
1Ш?==£§Ж- Ba H £ 1Rn saaiia M(H) -Ma £ - {e4, •• • .вы p} 

is £ - fp41. • • i {e I p)

kor és csak akkor, ha p nem

körök, valamint

dim

(£u f)- p kör M (Н) -ban.

H £ ^ jés M(H) összefüggő

akkor

2„18. Tétel. Lágyén
S33S3SSSS3S 1 r

dim (Н) ^f* . Ekkor md H - 3

H -nak olyan H - U ' • ■ U fi ^

matroid.

akkor és csak akkor ha létezik

felbontása és Z>0 egyenes.-

hogy

(ii) ^(HL)s>C0
(iii) az o£(H)/%/0 faktortérben az \oL> (Hl)J

К ist 

А ? с < t

(i) dim

alterek lineárisan

függetlenek, azaz
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оШ/£„ = М® •"

С " I &ц С31 с4Bizonyítás. Szükségesség. Legyen kör

az M(H)-nak a C -re vonatkozó hidjai (lásdМ(Н) -ban és |Нl lel
2.6. definíció)

< Z L € 1 - rt2.19. Lfjnma. dim

L€lЛ lemma bizonyítása. Tegyük fel, hogy létezik olyan3S3 3n3B33casB8ss3ss3

és Ь ^ , H f , h L £ , hogy h’

létezik közöttük kettő, mondjuk és Ь^

lineárisan függetlenek. Ha

» hogy

áfCc) n ód (fti, t>íj) = о
összefüggő komponense N (Н) / 0 -nek, igy létezikakkor, mivel

С* кг MfHj/C -ben

hj , hj e C* £ He
A 2.9. lemma alapján ekkor két eset lehetséges.

oí. C kör М(н)

£(C') П £(C) = 0
-ban és

14(H) -banDe [C*| - 3 igy a 2.14. lemma miatt van öt elemű kör

ami lehetetlen.

^3. Ha C lineárisan független elemekből áll és

£(C) a od(C’) = £(№)

£ (C) r\ £(c*-c-) = 0
с* и (pj

c'eC -ra

М(Н)-Ьап és létezik legalább két 

-beli elemet tartalmazó kör, amelynek p is eleme, és igy a

De ekkor kör

C
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м(н)2.1^. lemma miatt 

Tehát bármely

-ban van öt elemű kör, ami lehetetlen.

/U к , b ^ Ъ , k*t -re

06(C) П Z ({h hí} 4t 0L /

!, hf J) sikok három különböző egyenesben metszik 

p£,(C) -te Ha van köztük olyan amelyik nem 2-átló C 

2.I60 és 2.17. lemmák alapján van öt elemű kör

De az

-ben akkor a

-ban ami le

hetetlen.
Viszont mind a három nem lehet 2-átló C -ben, mert akkor ezok line

árisan függetlenek lennének és igy 

ami ellentmond annak, hogy

£. oC(C) (к-Л|2,3') lenne, 

összefüggő М(Н)/С -ben és

/Ml I * 3 • Ezzel a lemmát teljesen bebizonyítottuk.

C -re vonatkozó hidak, a-Legyenek H Hí azok a1 I * * * I

melyekre

£(H0=2.dim

Ilyen hidból dim <£(H) —

ис e Hí - £(c)
miatt van legalább egy, és véges sok

lineárisan függetlenek. Nyilvánvalóanvan, mert

(í£(hl) о £(c)) - 4dim i

£(Hi) л & (c) C -ben (a 2.16. és 

2.17. lemmák alapján). Tegyük fel, hogy van ezek között két különböző,

és az egyenesek 2-átlók

mondjuk

l, - £(c) Ф üS(H2)n^(c) = el
és legyen ^ a |c< ( {ci f c>]&2_ pedig a-höz, elemekhez

tartozó 2-átló. Ekkor
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hl , hl £ Hz1 és

esetén

(К I С,спс^ és Ъ
c,c3l I

М(Н)-Ьад, igy a 2.3. lemma alapján

{h!<ciici}
körök

c' CL £ C' . Ha Cj ^ Cm(h)kört -ban,tartalmaz egy

akkor

<t (Н.иНЛ э c. £I Z. IL I

és mivel ezek lineárisan függetlenek, igy

(í£(H,u'H2.)n;£(c)') > 5.
&(К , K}) n X(C) * о

alapján (

dim

Ez azt jelenti, hogy I

M(Н)/G -ben, ami ellent-azaz 2.9« lemma

- mond annak, hogy és H^ összefüggő komponensei М(Н) j G -nek.

kör

Oi_ | Cj £. G* . Viszont 

C -ben. De üß® lehet

md H = чЗ miatt már csak két

-bői is, mert ez

ellentmond annak, hogy és H2 összefüggő komponensei M(H)/C **

-nek, és az sem lehet, hogy H/| »

Tehát
a Hs -bői ésК lehet i

-bői van mindkettő, mertvagy

X 0-0 n X(h,Cj)) = X (Hz)n = 0
H i 4 < l < 5Tehát kaptuk, hogy minden 

2-átlóban metszi C -t. Legyen ez az 

2-átló, továbbá legyen

ugyanabban a 

fc-i 1 "'j által meghatározott

tetszőleges olyan hid, amelyreHi,to
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№)) = /)dim

Ekkor

& (Hi) c t£(C) 

hie£(c)hi £- И I , akkorHa miatt

fr °T-1 C3 I

C kört M(H) -ban, h( £ G

i I ^1|

tartalmaz

IC’bé , akkorHa

C" = (h^ У (C-C/1! valomzly A 4

c"•^o -пак 2-átlónak kell lenni 

mák miatt), de ez csak úgy lehet, ha

-ben is (2.16. és 2.17. lem-és

К;, e <£({с,,сД)
C"= (hi

hi. вС* )

На |С“| = 5 

filial *

vagy

I C<j I С <í} (* £ j s4)

esetén a kétdimenziós

, és , akkor

vagy

hidra

Л ^(HJ =■ о

c“ és c"‘ -- ( К , C c cz) О»;, кг с и,-)А Iés igy a I

körökre

Z{0 П L(C) = £{to)
A 2.17. lemma alapján ekkor van öt elemű kör ami lehetetlen. így csak 

a (•* ) esetek lehetségesek.

Tehát azt kaptuk, hogy
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U НН = U • • • и Hs о Н ó-tZ541

Hl /14 L - s- re, a kétdimenziós hidak, ésahol

H.s+2. - H= 0^ ({c, , C^) o HHs+,

G0 2-átlóval kielégiti a té

tel feltételeit. Az (i) és (ii) feltételek nyilvánvalóan teljesül

nek, csak a (iii)-at igazoljuk. Ehhez elég belátni, hogy

Azt állitjuk, hogy ez a felbontás az

keHt h о €Ь l £ (J/1 < i -i S4-2. I
542

lineárisan független. Ha feltesszük az ellenkezőjét,esetén lv О
/-Ч #

akkor létezik V/ kör
s+Zc* = (hii;

MÖO/C
M(H) -ban, l’o •

С* П M* -beli kör, amiakkor ebben vani = о
Hj, 1 -$) kétdimenziós összefüggő komponen-ellentmond annak, hogy

М(Н)/ C -nek. Tehátsei

h S42 j[C* - {b. ,K 541 |

-De ekkor
oi({Cl iCz))

^({ko, h.
eк

)) = ((cj . 4li)ti € 542S-M

ami lehetetlen. Ezzel a 2.18. tétel szükségességét bebizonyítottuk.

N £ ÍR* a tétel feltételeit kielégítő 

M(н) -ban. Ha valamely

Elegendőség. Legyen 

halmaz, és G kör /14 í * í -re
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С Hi[С nHL| * 2)
Tehát [С Л Н с I < Z

és igy [С) < Ъ.

А< 1*{<Ъ

, akkor (i) miatt

А < L £ 1 -re. Ha létezik I
hogy

IC (\ (Hj - i,)l = z[Ca(Hi-e.)h 2. és
Cs Hl U'Hj ICIáakkor (ii) miatt és dim

t ("-11 L 1 létezik, amelyreHa viszont legfeljebb egy

[Cn(Hü-je.) I = 2. , a többire pedig 1, akkor ez ellentmond

(iii)-neko

Ezzel a 2.18. tételt bebizonyítottuk.
iíJO^Tétel. LftgyjSJa W я jRh , áa M (н) összefüggő matroid. 

* Ekkor md H ~

3úk A vagy В feltételeket kielégíti.

A. Létezik H -nak egy И Ä H4 V • • • U 

egyenes, hogy

(i) dim

(ü)

£(H) ^ 5 akkor és csak ^kkp^, ^ Hdim

felbontása és £0

- 3
í. = &(«;)

£(h)/í, = [л)]ф ••• © [Л)

&(Hi)) = Z (i t)1 L S, dim 

4 < £ 11
1

(üi)

. Létezik \j -nak H = HA U ■ ■■ U f-j^ felbontása és |В

egyenesek, hogy

(<£(Hi)) = l (2 «ist) 

(He) ^ ßi

(i) dim (•& (H U C„ 0 ^2^j) - 2.

(ii) és

£(H()
Й(Н)/^(н,

, dim

iS(H() # lz és» vagy

2.1 ólt-re
= рб(н2^ ® ■ • * © 

C e , c

(üi) U C 1

c3 ' S . c5-||izongitás. Szükségesség. Legyen kör11
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ЫМ (Н) -ban, valamint а С -re vonatkozó hidak. Ugyanul
azokkal a módszerekkel, mint a 2.19. lemmában, belátható, hogy

(ад) * 2. Í--C I -redim

Legyenek H a kétdimenziós hidak. Ezek véges« I * * I

h- e Hl - ot{C) 

a 5
lineárisan függetlenek, éssokan vannak, mert

miatt. A 2.16. és 2.17.van legalább egy, dim

lemmák segitségével belátható, hogy

П 06(C)) “ 'l 'l < L 'S 6dim

és az

£(Hi) Л £(C)

egyenesek 2-átlók C-ben.

Tegyük fel, hogy van három olyan kétdimenziós hid, amelyek külön

böző 2-átlóban metszik

^2 , amelyek olyan

-et és az £^-t meghatározó kételemű részhalmazai

és 2-2. a

ДО -t. Ekkor van köztük kettő, mondjuk

és 2-átlóban metszik <>£(С) -t,H1 és 

hogy az

0 -nek nem diszjunktak. Legyen ЛЛ a c-i \
elemek által meghatározott 2-átló. EkkorI C3>

ti I C ^ és ^2. ^ ^
esetén

' К / С» ( C2.) és {b22_ | ■ ■ 2_ , С1|СзУ

M (H) -ban, és igy a 2.3. lemma alapjánkörök

fa<, K* i ь[, h
C kört М(Н)-

г
G^, cZ- I

^ Cczc C*- Hatartalmaz egy ban, , akkor
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oL (Н4 U Нг^) cL) ь ьл , L

és ezek lineárisan függetlenek, igy

(£(C) П £(H, U Hí)) % 3dim

ami azt jelenti, hogy

(£(K,hl))n ^(0)Мdim

kör M(H)/C -ben és ez ellentmond 

Нл és összefüggő komponensei М(Н)/С -век. Tehát

azaz a 2.9, lemma miatt

annak, hogy

С Э C2 I . Viszont ekkor

t, (H„) n LfatSÄ) = ^(нг)л = 0
c* H, -bői elemeket. Viszont

H4 u
miatt nem tartalmazhat csak vagy csak

md H - -bőimiatt legfeljebb 3 elemet tartalmazhat

(Н,иНг)л c* M(n)/C -ben,és 2,9, lemma alapján adódik, hogy 

ami lehetetlen, mert H4 és összefüggő komponensei М(Ю/С

kör

-nek.

f“/i) (-1 ^ i < S) kétdimenziós hidakTehát azt kaptuk, hogy a

&{Hí) n £(gJesetén legfeljebb két 2-átlóját határozzák meg 

C -nek, mégpedig C -nek diszjunk kételemű részhalmazai által megha

tározott 2-átlók lehetnek.

A eset. Ha

А о6(C) = 4 4 c < 5 - r <L I

és £0 a C4, elemek által meghatározott 2-átlója C

Legyen (i£í)olyan C -re vonatkozó hid, amelyre

-nek.
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£(Hi) = л
H; Q a£/(C) és legyen hi С Н í tetszőleges. О ^

dim

Ekkor

tartalmaz C kört М(Н) -ban. Ha (C'f ~ , С' “ (C — {C) u[h^J

£s0 -nak 2-átlónak kell2.16. és 2.17. leírnák alapján 

C -ben is. De ez csak úgy lehet, ha

akkor a

lenni

к £ c?))b; £ o£ ({?< I С2^)

C u{h0
cvagy 3 I 4-tr r

Ь^ —t tartalmazó négyelemü kör, akkor 

elemekhez tartozó. Ha 

akkor

Ha viszont -ben nincs

2-átló Cht cj, Ck 

j, к £ (i, 4,5 3 .
hL- G <£({c

-ben, mondjuk a

vagy

C^) -bí € £({ChC^) <4illetve 3 I I

je {a,i) , kefc'í'F) к = ЪНа mondjuk akkorI

К 1 KÍ j (b?, €. fl(C'K.c
N (Н) -ban és

Z/ iC5j)és C - {c>f GC I 2, I

körök

£ (.£) n £ (C) - £ (to)
igy a 2.17. lemmát felhasználva adódik, hogy М(Н) -ban van hat- 

elemü kör, ami lehetetlen.

Tehát a

= Hn t($"ej) éa Hs-H = H 0 £^»,<4, <*})hs^.
jelöléssel H - Hi U ■ ■ • U H5 lJ Hs-), V 

Ahhoz, hogy ez a felbontás és az -60 egyenes teljesíti a tétel A
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részének feltételeit már csak a (iii) fennállását kell igazolni. Ehhez 

elég megmutatni, hogy

ks42.i^J + 2.£-^S+2.~^<’| Ь0€£о£. N;“£0 (^ •€ L ■ZS'+tyéa

(ьсГ и [h]esetén

Ha ez nem igaz, akkor tartalmaz G kört. C

lineárisan függetlenek.5+2. '

nem tartalmazhat

c’n о л;Hl ^/1 ^ t - 5^ -bői elemet, mert különben

-beli kört, ami ellentmond annak, hogy a

М(Н)/С kétdimenziós összefüggő komponensei.

tartalmazl~ I

M(H)/C H u -k

A<, i < 5 Te--re

hát
híC s (b- ■ ЬЛ 5+2 ; hs+>lj

ami lehetetlen, mert lineárisan függetlenek <i6(C)

л< L,i & S

s + 2 I0 I

-ben.

В eset. Ha létezik , bogy

£(Hi) Л £(c) = Z, ф CL = & (Hj) Л £(C)

akkor mint láttuk -G, és a C -nek diszjunkt kételemű részhal

mazaihoz tartozó 2-átlók, és a többi ^(нл-га is

оС(Н i^) 0 оС (С) - G •&Z/f vagy

Legyen a £Сл,

határozott 2-átló C -ben, és

2 pedig a Cj ( Сц. elemek által meg-

л Z(c) - z,
£(и2) л £(c) = iL

He.Ha olyan hid, amelyre

= /)dim

Ь1(еНés tetszőleges, akkor az A eset elején bizonyítottak
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alapján

h ^ (lcs íCli 'cr5 )vagy

is

k,€ Xfei.CÚ) k. £ «£((c суЗ)cvagy ^ I L I

Tehát a következő esetek lehetnek

аф,, ki)^((Cl‘C2i)

Hí+1 = ff л Щл, Ci})

k,£vagy vagy

A

= НП Z(k,c^,Ní4i=Hn^^5+2

U H u HH-=H^ü"-uHsuH 5+3 *

\ O' 2. egyenesek megfelelnek a tétel В 

részének amennyiben a (iii) feltételt belátjuk. Ehhez azt elég meg-

5+2jelöléssel 5+/)

Ez a felbontás Ó3 az

mutatni, hogy

hi. 6 H i - (SLa U 6 ^ t < S ti) , h0 C
M-:; и {ь:, ^

ь0Че) л
esetén lineárisan függetlenek.

С’ n M', =C*Ha ez nem igaz, akkor tartalmaz kört

Cn{hi)l M(H)/Cfüggő

M (Ю / G -beli kört, ami ellentmond annak, hogy а Н^“к(ив is) 

Ql ^(Hjy C kétdimenziós összefüggő komponensei. Tehát

mert különben -ben, igy tartalmaz

C" £ {h h5+L , h"0 , b254\ I

£fc) -ami lehetetlen, mert ezek lineárisan függetlenek ben.

Ezzel a tétel szükségességét beláttuk.
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И s RnElegendőség. Legyen 

it kielégítő halmaz, és C kör 

|C П |- Z esetén

a tétel A részének feltétele

idig) -ban. На С П ^ Ф *

Ekkor

C = £0 |C| = zés

]C Г) & o \ - 4 » akkor (iii) miatt vagyHa

l(C-*.)n H,J ^ 2>
í (Z S i 'S

|(c - £») Л Hi| 4 2
vagy létezik

De ekkor (i) és (ii) miatt az első esetben

C c H 1 i

a második esetben pedig

C 4 Hí ICl í 3 

С л = ф
l

L0 (kí.sí), akkor vagy létezikHa viszont I

hogy

|СЛН;,(* ) > dim

л<к I ívagy -re

(£(Hi))|Cn Hl l(* * ) dim

és (iii) miatt legalább két esetben egyenlőség teljesül. De (* )

fennállásából következik

|Cl**rC s HLe
Ha ( # -# ) igaz, akkor legyen L és ^ olyanok, amelyekre az egyen

lőség fennáll. Ekkor

4+ dimdim dim
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« (Hi nej 4 ÍHj Л СI - А = le n(Htc/Hj)|-и

miatt

(Й(Н; U Ну)) 4/1 'S 6С sHyU Hj tel < dim(

Legyen most H S ^ а В feltételeket kielégitő halmaz, és 

-han. Ha létezik i ( A ^ L 'S ^M (H)c kör , hogy

[С Л HI I > Z > akkor (i) miatt

CsH; ICI < 3l
.~<r

Tegyük fel tehát, hogy

IC n Hi| <2.
jC П Hj ~ 2. > akkor (iii) alapján vagy С ^ ^ (Н* U U £^

í (Z * i 1 i)

/1 c < -b " r^

Ha

és ekkor ]C| ^ 3 » vagy létezik olyan , amelyre

(C - (•£< y^i)) A Hí = 2.

C s H, u H; éa (CU4 . 
На |C П HJ = \
De ekkor

G s tó < CfZ1, akkor (iii) alapján vagy

L (Zíist) Csvagy létezik , vagy van két, hogy

C,j ( Z & L Ф£ £ b) , hogy

l(c-(eutz))nHí\-z ,|(c-(еиО)АHjj=z
C A H4 4 £, , С П H, £ iLés

De ekkor

(£ и«!» H; uHj = 4dim

miatt



- 38 -

С <=. VllUWiVWi es (С| ^ 5

Cs Hc L (l й i £ t) -

Hj 3 tL (к-л 1)
C n H1 - 

C £ Hi l/Hj ( L *j < t) , H
, akkorHa valamely re,

vagy

és igy mindkét esetben |C| ía ,
t I

Ezzel beláttuk az elegendőséget és igy teljes a 2.20.tét el bizonyí

tása*

Nsfmd H mennyiség többször elő- 

H -konvex ésfordul a kombinatorikus geometriában, lásd £4^] -ben a

1

Ó -konvex halmazok elméletét. Az md H 4 halmazok fentebb tár

gyalt klasszifikálásának érdekes következményei vannak ezekben a 

témákban, azonban jelen dolgozatban ezt nem tárgyaljuk. Egyetlen

131* old.^ -ben található következő 

esetben.

Kérdés. Igaz-e, hogy (-) £ ÍR esetén

(Mállítást említünk, amely a 

kérdésre ad választ az md H á 4

md H = md H

H a H t -beli lezárását jelöli.

A 2.18. és 2.20. tételekből közvetlenül adódik a pozitív válasz

ahol

md H ^ 4 esetén.

Most rátérünk a legfeljebb négy Helly dimenziós konvex testek

klasszifikálására.

К — R. konvex zárt halmaz 

konvex zárt halmazok direkt összege, ha

2.22. Definíció. Azt mondjuk, hogy a

■ .',Кла'а К А I '

^(к) = ад©---© ад)
és
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к-(г
V L*4

С

Jele: К ■=

К gíR"2.23« Definíció. Аs ва Stas аа аз а ва авг а

tét m -extremálisnak nevezzük, ha az

centrálsziimnetrikus konvex tes-
M(ert(K“)) metróid, ösz-

szefüggő.

K=r centrálazimmetrikus konvex2.24. Lemma. LegyenBasasaesaaa

test. Ekkor léteznek К 

konvex zárt halmazok, hogy

•' I m-extremália centrálsziimnetrikus-i I ’

K = K„ ■ ®Kt
és

him К = max him КI
1 Hit

Bizongitás. Legyen

U •ext К —

М (ext ( К ))ahol az 

tétel alapján

matroid összefüggő komponensei. A 2.11.

® • • • © £ (Ht)X, («t(K')) = £(H,)
Ke Mi centrálszimmetrikus konvex zárt halmazok-Viszont a - conv

ext К l = Hé , igy hn -extremálisak, ésra

l
K° и KL- conv

t*1

De ekkor

к;®--© к;к =
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és a 1.12. következmény alapján

him К ■= ть(ехь(К^|= (ext (К[)) him Кmd HL- - max md 
^si-

max - max

Ezzel beláttuk a 2.24. lemmát.

Az előző lemma és a 2.12. lemma alapján könnyen adódik a
(lásd [б],[з].[и])him К ^ 2.

szifikációs tétel.

3& К S centrálszimmetrikus konvex

konvex testekre a már ismert klasz-

test.

akkor

him К - /j akkor és csak akkor, ha

к= к, ф ' •• ® k€ dim

ás

him К = 2. akkor és csak akkor, ha

(tőfcd)К ~ K*© * - * © K& max dim 
lsis£_

him КM0st rátérünk a 

alapján elég fD -extremális testekkel foglalkozni.

К ÍR Ш -extremális centrálszixmaetrikus

eset vizsgálatára. A 2.24. lenma

2.26. Tétel. Legyen
SSS3SSS03CSS

konvex test. din^J^Cj^ . Ekkor him К = 2) sikkor és csak

Q fi”^6akkor, ha léteznek olyan 

mázok és ^ egyenes, hogy

konvex zárt hal-

(,"л)(и К
(ii) dim (d6(K;)) -2. I £ (K;) í\ *£(Kj) = í0 (*ii- + \*í)

Kin Kj - к< n Kt {Л í i.j *«.
(iii) az ÍK")/í.

~ conv

к s/1«

faktortérben az alterek
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lineárisan függetlenek. 

Bizoovitás, As 1,12. Követkeanény alapján
==s=aassas

him К = md (ext (К )) ~ 3

Alkalmazva a 2,18, tételt létezik

(Kb) = U ' * • v H text

t0 egyenes, amelyek kielégítik a 2,18, tétel 

(i)-(iii) feltételeit. Könnyű belátni, hogy ekkor

felbontás és

(w;u"-) = К" П io-conv I

halmazok megfelelnek a tétel követelményeinek.

Megfordítva, ha halmazok a tétel (i)-(iii) pontjait kielégí

tik, akkor
t

ext К S \J ext К i
L-л

és ez a felbontás kielégíti a 2.18. tétel (i)-(iii) feltételeit, tehát

him К ~ Híd - 3

l£|I.=Tétel. LjbBS&i KS 1Rh In -extremális centrálszimmetrikus

(&(«)) > s . Ekkor him К -konvex test. dim akkor és

csak akkor, ha vagy az A vagy а В feltételek teljesülnek.

.. I cR*' centrálszimmetrikus konvexA, Léteznek olyan К 

zárt halmazok és £,0
1 I •

egyenes, hogy

(mk0
(ii) dim - 3

^(KL) 2 to

к°(i) - conv

(K;)) - 2 (z 5 ^ t)

Ki о í0 =■ Kj n t0 (í*<
, dim

A* L < I -re,

(iii) az faktortérben az alterek

lineárisan függetlenek.
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В. léteznek olvan К 

zárt halmazok, és JL

(i) К

centrál3 7,ipimfttrlku3 konvex

egyenesek, hogy
1 I *

*2.1 I

(tí K0
(ii) dim (oC (Ki,)) = Z

"S conv

ott (к.,) 5 Д4 ^ i<-2 -ra 2, I

£(Kt)s£f
(Ki) ^ <£4 | C^i) K'tl-ra. valamint ha KiГ) £ C>

^5 Я ^0 Q^*2), akkor K{ f| tj - K5 П £j

és vagy vagy

J I

(z< c.s-sG^

/«*(*«) №)] L* L*l(iü) az faktortérben az

alterek lineárisan függetlenek. 

Bizonyítás, Legyen К

• Ekkor az 1,12, következmény alapján

a feltételeket kielégítő konvex test, és

him К ~

(ext(K°j) •= him К - ^md

Alkalmazva a 2,20, tételt kapjuk, hogy létezik

(K°) = H ( u - ■ • uH<,ext

felbontás, amely kielégíti a 2,20. tétel A В feltételeit.vagy

Az A esetben legyen

[h^ u h.} H „ = К° íUaK; = convt /

Könnyű belátni, hogy a Ki_k teljesitik a fenti tétel A feltételeit.

А В esetben legyen

(н, u H„, u H01) H„2= К ’nízh„, ’ к^лгК, -r conv 1 I1 I

«ОД2és ha akkor

ÍMH°^кс = conv

Nyilván a K:~k teljesitik a 2.27. tétel В feltételeit.L
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Elegendőség. Mivel mind az A mind а В esetben

ert(K°)s. ext(K.,^ U*” \Jext(K{_)

(K^Ü • ' • U ext(K^) teljesiti a 2.20. tétel A 

feltételeit. így

és ext Вvagy

^ext - \J ext^^j'j

(o£(K))> S'
md ext К — md

és К W -extrem alitása és dim miatt

him К - md (ext .
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3. fejezet

Az általános esettel kapcsolatos problémák

Az előző fejezetben a legfeljebb öt elemű kört tartalmazó

valós lineáris matroidok klasszifikálásánál a kulcslépés a 2.19.

lemma volt. Az általános esetben egy rekurziv összefüggés bizonyí

tását tenné lehetővé a következő kérdésre adott pozitiv válasz.

Kérdés: Legyen И(Ю összefüggő valós lineáris 

igaz-e, hogy bármely maximális elemű

M (И) részmatrodijában - legfeljebb ÍCI-^ elemű kör lehet.

Az előző fejezet 2.19. lemmája alapján ez igaz, ha М(Н) 

legfeljebb öt elemű kört tartalmaz, továbbá [12^-ben található a 

bizonyítása poligon matroidokra. Ebben a fejezetben egy másik matro- 

idosztályra, a vágásmatroidokra bizonyltjuk a fenti állitást.

Ehhez azonban a második fejezet matroidelméleti fogalmai mellett 

szükségünk van még továbbiakra. Ezek mind megtalálhatók [_l]

Mindenekelőtt a 2.1. pontban megfogalmazott axiómáknak adunk egy

matroid. Ekkor

c körre vonatkozó hidban

- mint

-ben.

ekvivalens átfogalmazását.

3.1. Tétel. CKöraxiómák) Legyen M(ő) matroid. és ^ 

inek halmaza. Ekkor

aköre-

Ф 4 £ i С ф C e Z 

C ^C'e6, p^CnC
létezik 0 C ^ , hogy CJ G D £ (C U G ) ~ P

C , C'^C(i) akkor

c\ e c - c(ii) eseténI

(iii) létezik П egész szám, hog.v |AJ £ П
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A ^ C minden С £ -re.

2. tel.iesiti (i)-(iii) feltételeket, akkorMegfordítva, ha

^ egv egyértelműen meghatározott matroid körei. 

Ezen tétel alapján definiáljuk egy 

roidját, úgy hogy P(ß) 

nek, valamint a

G gráf P (G ) poligonmat- 

G -beli körök legye- 

amelyben a körök a vágások 

(azaz olyan minimális élhalmaz, amelynek elhagyásával nő G kompo-

-ben a körök éppen a 

fb(G) vágásmatroidját,

nenseinek a száma). Az előző fejezetben ismertetett részmatroid és

faktormatroid mellett szükségünk van még egy matroidkonstrukcióra.

M(S) , |ó| < « matroid duálisának ne-2.2. Definíció. Azbaszsscssssacs

nevezzük és M J"(ó) -vei jelöljük azt a matroidot, amelyben 

halmaz független akkor és csak akkor, ha <3 ~ AАОegy

И (5) -beli bázist. 

-Megjegyzés: G gráf esetén 

Ь^Ьешта. Legy,&fi М(5) , (Sj

tartalmaz

PX(G) = B(G).
A s 5< oo matroid. és

tetszőleges, ekkor

(M(5)/A)'L = MaÖ)'(5-A) .

M(5) , |S| < oo
Pi ^(S) összefüggő

matroid összefüggő akkor és_Ь^шша. Az

M (5) összefüggő komnonen-csak akkor ha . Az

sei éppen az M (3) összefüggő komponenseinek duálisai.

3.6. Lemma. Legyen a G A -összefüggő gráfban G, és Go két
sj as с: аз arassa=аз = T • 1 1 " 1 ■■■ 1 ■ 111 ■ •-■■■— -■ ■ ■ 1 —— 4, ■ '■ »m

csucsdiszjunkt 4 -összefüggő részgráf. Ekkor létezik G 

olyan vágása, amelyik szeparálja G1 és -t.

3.7. Definíció. A G gráf G^ részgráfját a G blokkjának
ÜSS 35S5E3 SS SS SS S3 CS S3 23

zük, ha G, A -összefüggő, nincs vágócsucsa és maximális

-nek

nevez-

az ilyen
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tulajdonságú részgráfok között.

3.8^ Lgmma. A 0 gráf Р(б) poligonmatroidjának összefüggő 

komponensei éppen a G blokkjainak poligonmatroidjai.

Most már rátérhetünk a fejezet fő eredményének ismertetésére.

3»9j. Tétel. Legyen В (G) & G egyszerű gráf vágáanatroid ja.

Ha E>(G) összefüggő és G0 egy maximális elemű kör fb(G) -ben, akkor

b(G ) részmatroid.ia - legfeljebbbármely C0-ra vonatkozó bid - mint

U - 4 elemű kört tartalmazhat.

^ 3*5» lemmából következik, hogy

bA(G) = P(G)
összefüggő, ami azt jelenti, hogy G Z-összefüggő gráf. Legyen C0i|Cej~

П elemű vágása G -&>(G) -ben, c0maximális elemű kör azaz egy

C0-ra vonatkozó hidak B(G)-ben-nek. 3.4. alapján adódik, hogy a 

éppen.

(b(G)/C.) = P(G)(G-C0)

összefüggő komponenseinek duális matroidjai. Viszont a 3.8. lemma

összefüggő komponensei éppen ap(g)(s-c; G ~ C0alapján a

blokkjainak poligonmatroidjai. Mivel CQ vágása G -nek, igy ponto

n-összefüggő komponensre bontja G-t, mondjuk K, és 

-re, és igy a G " C0 blokkjai éppen а К

san két

K2 blokkjai.1 vagy

K, K^-nek, ®s tegyük fel hogy - a tétel állitásá-Legyen blokkja

C< , I - П vágása G C., s K0val ellentétben - létezik -nek, és

Két esetet különböztetünk

E^ső eset. Ha nem vágása K0

meg.

Koo 1 ^0-j 1 ‘ t ^о&

X - 2- . Pirosra

-nak. Legyenek

a K0- C /^-összefüggő komponensei. Nyilván1
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ha СK0 -nak egy csúcsát akkor és csak akkor, 0 valamelyszínezzük

élének a végpontja, vagy benne van K2 egy másik blokkjában. Be

lehet látni, hogy bármely két piros csúcs összeköthető Q K0 - 

-beli úttal. Ebből következik, mivel vágása G

a G ~ C
-nek, hogy mind-

Коь

az \ -összefüggő komponensében van, és azok, amelyek nem tartal

maznak piros csúcsot, a másikban. Tehát pontosab egy olyan Koú ,

egyik piros csúcsot tartalmazó -nek ugyanabban1

K0O , létezik, amelynek nincs piros csúcsa, és nincsmondjuk ez 

olyan él C, -ben, amelyik két különböző 

között halad. De ekkor felbontható £

К о i (S * j )K„i.

nemüres diszjunkt hal

mazra a következő módon

£ С, : О £ К ОС, = teob
С, 4 -összefüggő komponensei

(<b £ Koi í. L 100 1

A

K... Kotu Ti (1 ^ L *
l

Ti a Кг- K0 4 -összefüggőK,l -vei közös csúccsal rendelkező 

komponenseinek egyesítése. Viszont ekkor a

ahol

(G <> ('.<£.)r •lO(,

halmazok

Т'ЛC0L- (e* £C„ ; x £ K„ , 3 e К • и
О i1

С0 -nek egy partícióját adják, (lásd 1. ábra)

< zA <Tegyük fel, hogy létezik 4 » bogy

C...I < |C„.|C,L,| T mondjuk1

Ebben az esetben
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с • (Яс-‘) и С.;
л L0

vágása G -пек, és

|CU I > Z.ÍC.J-1 = n
l (л L < jC)

IC'I = ZIC.JÍ
J-* LO *

ami lehetetlen. Tehát minden -re

|Co,| - IC,;/
Kao-nak esv vágása, amely коо -at

C„L
K0<h -hez illeszkedik, de van legalább két

1.10. L«mma. Létezikísaasassssa гп* ^ t. "

és Kj^-ге bontia úgy, hogy nincs olvan 

amelynek minden éle
K.ei

(L * Л кC4 i I c, ,• , amelyek mindegyikének vanJ 00-1

illeszkedő éle.

Л a K00 -nak CAiA 3»10. lemma bizonyítása. Jelölje 

illeszkedő csúcsait. Mivel KQ blokk, igy 

begyen 5 egy Ke» -ban haladó olyan ut, amely egy 

köt össze egy V^-beli csúccsal, és nincs vagy

belső pontja. Legyen továbbá p egy Vj -beli csúcs,

-hez

141 4 (лИ*£) .
-beli csúcsot

4 -höz tartozó

p4 -5 .
CW^00 KooFelhasználva a 3.6. lemmát, kapjuk a

-at K(°
vágását -nak, amely

(0К és К -re szeparálja, és0 0 2.о о о о л

(О р С К ооZ.

j (<* i 4 Л 

К 00 1 és К

-et. Egy р € К

é(j) egész, 4 - ('(j) * -C

.3 s К oo-» I

(i)CooTegyük fel, hogy már minden

Kűe -nak, amelyik
r(tn)

-at. Most definiáljuk U 00 

vezünk akkor és csak akkor ha létezik

-re van egy

к...vágása -re szeparáljaoo Z
Ф

csúcsot zöldnek ne-001
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és

V/цр $ KÜipe V;4j)

valamint pirosnak nevezzük akkor és csak akkor, ha létezik tQ) 

egész, A < Líj) < t , és
Ü)V'id) s КP c I 004

(t)
Tegyük fel, hogy van olyan ó* piros-zöld ut К

^004 

és egy

-ben (azaz001
(*J -beli ut, amely egy piros csúcsot köt össze egy zöld csúccsal),

p e К 

p ^ C06
csúcs, hogyoe-i

(V p^'I
w lt) r *
r\ 0<M -nek L» vágása, amely

S К
Ekkor 3»6. lemma alapján van 

KCt)i' 00-1
Л) , JVKo44 es ^

r(t;• De okkor L0q elemeit két osztályba sorol-

(t)
-re szeparálja, és<30 4 2 oo/H

KJ)p 6 К 004 Z

hatjuk
(t; iCooJ •= (eob £■ C«.J 

^002. ' C ^°°

(tj) be к: cl e К oo/MOOi ,

Ь £Q 6 К 002. I

(t;со lehet üres is) Mivel C

VOŰ

K00 -nak, és ha K0o 

-re szeparálja, akkor
(t-H)
0 04

( C Oo -I nem üre s, igy00 z

-C'uC 004

(üt) 
002. "

К oof (’Ком,) és Кvágása -at

(t +*)
p 6 Кs' s К ос?!I
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Л)
^ооAz igy definiált vágássorozat teljesiti az alábbi feltételeket

(t+í)
00 4 KKtí«)l>MO(а) К Э Коол

(Оw(b) К к1 4 0 04-nek van zöld csúcsa, és ha egy csúcs
(i + 0

-ben004

K„,zöld, akkor 

(c) minden J egészre léteznek

-ben is az

Mj) . fcfj) . i[j) * кФ
L(j) I Mj) « l

vítü п к
egészek, hogyA 4

(<0tí) V,.,:. П К 1 Ф.ф Ф кф 00-4I004

r(0
Az (a) feltétel alapján a sorozat véges. Legyen O00 az utolsó. Ek-

K(r) IS•'004 vagy nem tartalmaz piros csúcsokat, vagy bármelyik [л

-beli
r<T)
L/00 vágás kielégíti a lemma feltété

it
kor оo4 "*

\r)С П к-beli piros-zöld ut tartalmazza mindegyik 004

csúcsot. Az első esetben a

leit.

Nézzük a második esetet. Könnyen igazolható, hogy ekkor bármelyik
Г‘(Г) Л is it
Uoo • I i'oo-i -beli 

ben vannak. Legyen po ebben a sorrendben az első, és vegyünk egy 

tetszőleges S* piros-zöld utat K0 -ban, továbbá legyen •'’o az 

utolsó piros pont ezen az utón. На Г0 egyben zöld is, akkor

piros-zöld utón a csúcsok ugyanabban a sorrend

itС л КV*' О О ^ Го ^ Po004

p0 e ő*Így C|o az első olyan

, de a Cj0

. Ha r0 nem zöld, akkor legyen 

3* utón, amely f~0 után van (Г)Ч.ь Кcsúcs az 00 1

(rj
К 004utáni csúcs már nem eleme -nek. Ha Cj0 zöld, akkor az 

-ben és igy
Иír*. °iol c Кó* ut piros-zöld ut 004

p0 £ [ro 1 CjoJ ^-6 .

q0 e с;; n к (г)(г)
. Legyen [рп^Г]Ha nem zöld, akkor 004
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(г)
К ос., -beli piros-zöld ut, és az S* útnak Гв és Cjo

által meghatározott szakasza, [<^o i 1*} pedig az útnak

a 9<> ®s ^*1 által meghatározott része. Ekkor

[T0ic)oÍ3 ^ ö ° G
(r) ör°1/f-összefüggő részgráfja К 

utat.

Mivel [Г0 , Ъ Г)

0o1 -nek, igy tartalmaz egy

K{r;
f\00<í -beli piros-zöld ut, igy

P„ £ to л7\ s [Го ,qol и [я гао I

tehát

р„ £ [Г., я»3 S S“

így kaptuk, hogy bármely K0 -beli piros-zöld ut tartalmazza az 

csúcsot, ami lehetetlen, mivel K0blokk. Tehát csak az első eset 

lehetséges, és ezzel befejeztük a 3-Ю- lemma bizonyítását.

Folytatva az eredeti tétel bizonyítását, legyen C0o a З.Ю.

Кoo -nak. Tegyük fel, hogy C

P°

Hí*" 1 ^ í0 

^ 00/|

lemmában szereplő vágása

Z< i0< c azok, amelyeknek van közös csúcsa mind

Кooz “vei, és C cmind azok, amelyeknek nincs4 l0+. I‘ " I a e

кközös csúcsa -vei. EkkorОоИ
U Go1;c • = c1- 4 £ j á L0

4

ahol

C: ]- í «- € C,J :
5= C-ij 1

£. illeszkedik К -hezoo-i

)^ 00 2,сЛ Z, illeszkedik -höz

Mj^vel
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[c„ I + \САЛ I = |0141 - |CoJ

(Cl 4 |C4\1 -IUI - ICoi
igy az

(с;и1СНсог(c;jк + I

egyenlőtlenségek közül legalább az egyik igaz. Viszont

u.. c;
34JSI. d

ut U QlC ~ C00 ^ C44 и и ь ise 
Lb л

és

•i) u(.ä« ЧC‘ - c„ U с: и C,lt u( u . C<;
i-Ф Z

vágásai G -nek, és

4 ZICU *[c'i ^ |с.оИ|с^|4|с;г|

г л + icf, i+ic;j - |Co,i
a<L <,SL 

L* *1

+ П

4 Z IC.il *С I 4 [C oo j + |C„ I + (C.2.

- /1 •+(Cvi4| 4-|cZ| - |c0i

1-S l*>t
u z

+ h

U legalább n + 1 

Második esőt. Ha vágása K0 

-nők Í3, és K^; -t és К

CTebát elemet tartalmaz, ami lehetetlen, 

-nak. Ekkor G1 vágása Kp - 

szeparálja, továbbá C0 -

vagy

-re
\#b- ч945 'V ’ I
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J^j-vel van közös csúcsa* Legyen St és két közös belső p 

pont nélküli ut K| és egy-egy pontja között. Ekkor

csak

^4 Л ^2.4 6i ^ ^2.4és

mindegyikének létezik olyan 4 -összefüggő komponense, amelyik tar- 

C0 és G, -beli csúcsokat is. A 3.6. lemmát alkalmazvatalmaz
f

kapunk ogy C^vágását K^-nek, amelyik szeparálja ezeket a komponen

seket. Ha és Кц jelöli a К24 Ci -összefüggő komponenseit,

akkor

C1 - C" V (^42,C0 - C04 u C0z 1

ahol

^íc€C0 •* г
Со2“ Cp * 0.

C'/j-j ~^&€. C,

-hez^Jilleszkedik

)
illeszkedik -hoz

K,* -hez j|C illeszkedik

к»C,r{e€ Ci ■ <t illeszkedik 

C04 ^ ^2. ^ C42 és C02. ^ vágásai G -

-hoz

nek, ésViszont

mivel

IC04 l í IC4I ) + IC'OL l ^ \^ЛА I 2 Г) IC,) мI

igy az egyik legalább ft"M elemet tartalmaz, ami lehetetlen* Ezzel 

befejeztük a 3*9* tétel bizonyítását.
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