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Bevezetés

A Helly tételnek szémos &ltaldnositésa ismert (1lésd [5]). Ebben
a dolgozatban ezek kozll a Helly dimenziéval foglalkozunk. A i
halmazrendszert (n,K) - metszet tulajdonsdgunak nevezzik (réviden
(h k) I.P. ), ha tetszdleges df -beli N darab halmaz koziil bdrmely
K metszete nem iires, akkor az AY\ darab halmaz metszete sem lires.

Ha van olyan K egész, hogy # minden N> K esetén (h;k“) I1.P,

, akkor a legkisebb ilyen K a ¥ Helly dimenzidja és

ozt him dl -val jeloljik. Apennyiben 8 egy N-dimenzids lined&ris tér
konvex halmazainak az tsszessége, akkor a Helly tétel éppen azt éllit-
ja, hogy him 8 =hn . Ha '}C egy K konvex test hc;mo'tetikﬁs képei-
bdl all, akkor a him 3& szémot a K Helly dimenzidéjénak nevezziik és
him K -val jeloljik, tovabba ha H (nn }C) 1.P. , akkor azt mond-
Juk, hogy K rendelkezik (h. k) I‘. P. -vel. Ezek a fogalmak a matema-~
tika mds teriletein is felhasznalhatdk, példdul operédtorok kiterjeszt-
het8ségének vizsgdlata kapcsdn, amelyrSl 18sd J. Lindenstrauss [10]
osszefoglaldé dolgozatat, vagy V.G. Boltyanszkij és P.Sz.Szoltan [4]
konyvét a kom‘binatérikus geometi‘iai alkalmazasokrsl.

A Helly dimenzid vizsgdlatdndl az alapprobléma a him K=n
testek klasszifikdldsa. Ebben a dolgozatban ezzel a kérdéssel foglal-
kozunk,

Az els§ fejezetben az n Helly dimenzids konvex testeket karak-
terizdljuk. A fentebb mar emlitett [4] konyvben taldalhatd V.G.
Boltyanszkij eg& tétele, amelyben szilkséges és elegendl feltételt ad
arra, hogy konvex halmazokbdl 4116, bizonyos korlétozésokét kielégitd

renszerek N Helly dimenziésak legyenek. EbbOl kozvetleniil adédik a



him K = md ext Ko osszefliggés (a jobboldal a legnagyobb olyan k
egész szdm, amelyre létezik ext K° -ben Kk+4 elemii minimdlisan
Inedris dsszefliggl rendszer) olyan f( konvex testekre, amelyekre -
minden € €ext K a K -nak normdlisa. Az elsé fejezetben meg-
mutatjuk, hogy a fenti ﬁsszefﬁggés tetszdleges '( test esetén igaz.
Ehhez felhaszndljuk A, Lima [7] cikkében kozolt tételét, amely az
Qﬁ,k) I1.P.  testex karakterizdcidjdt adja meg. A bizonyitds sordn
haszndlt £6 médszer a Minkowski terek dualitdselmélete.

A misodik fejezetben klasszifikdljuk a  him K £ 4 testeket.
Ezek kiziil a him (s Z esetek ismertek, (lasd [6], [11], [3]), mée-
pedig him K=41 i11. 2 akkor és csak akkor, ha K egydimenzids
ill. legfeljebb kétdimenzids konvex testek direkt Osszege. Megjegyezziik,
hogy a kordbban mar emlitett Lima tétel alapjdn hasonldé direkt Gsszeg
e16411itds igaz a (4,2) 1R (3.2) [.P. leai (430 R oo
tekre (14sd [7], [9],[8]). Tobb példa is mutatja, hogy him K 23
esetén ilyen jellemzés nem létezik, s3t eddig semmiféle el84allitds
- nem volt ismeretes. A masodik fejezet elsé részében matroidelméleti
médszerek segitségével klasszifikadljuk az md H £ 4 - H < IR
halmazokat, majd az els6 fejezet eredméry einek felhaszndldsdval teljes
e18411itds4t adjuk a him (<4 testeknek.

_Végﬁl a harmadik fejezetben a masodik fejezet mddszereinek az

d¥aldnos esetre vald alkalmazhatésdgdt vizsgdljuk.




1. fejezet

A Helly dimenzié karakterizdlésa

Ebben a fejezetben a k.ﬁelly dimenziés konvex zart testeket
karakterizdljuk dudlisuk extremdlis pontjainak linedris strukturdja
segitségével.

A tovébbiakban Minkowski tér alatt egy végesdimenzids normalt
valés linedris teret értilink, amelyben a norma nem feltétlentil szim-
metrikus.

-

1

&
- |=S=s=

metszet tulajdonsdgunak nevezziik, ha valahdnyszor a K homotetikus
képei koziil N darabot vesziink, amelyek koziil bidrmely k darab metszete
nem iures, mindannyiszor az N darab metszete sem Ures.

Ha létezik olyan K egész szdm, hogy K minden N>k  egész
esetén (n. k+4) —  metszet tulajdonsidgu, akkor a legkisebb ilyen

K szémot a K Helly dimenzidjdnak nevezzilk, és him K -vel jeldl-

ik,

Az )( Minkowski teret Oﬁ,K)—metszet tulajdonsdgunak (}(
Helly dimenziésnak) nevezziik, ha X égységg'dmbj_e (an)—-metszet tulaj~
donsdgu ( K. Helly dimenzids).

A Helly tétel miatt him K mindig 1étezik, és aim K= N  ese-
tén 4< him K S N . Ugyancsak a Helly tétel alapjin adédik a kovet-

kozb

1.2. Lomma. gg;l( konvex zart test az X lipedris térben,

dim X = n , akkor him = k  akkor és csak akkor. ha K (n+4.k+4)~




metszet tulajdopsigu, de semmilven k14> L =2 2 esetén sem
lesz (nM, 6) ~ metszet tulajdonsdgu.

1.3, Lemma. [10] Az X Miggws.g; tér (n,k)-metszet tulajdonf.:égu‘
akkor és csak skkor, ha valshinvszor X -hen N darab egységsugaru

omb_olyan tulajdonsdgu, hogy kiziiliik bdrmely K darab metszete nem

ires, mindannyiszor az 0sszes metszete sem lires.

A Linma ([7 , 12, old. ) cikkében karakterizdlta az (n,k)-metszet
tulajdonsdgu Minkowski tereket abban az esetben, amikor a norma szim-
metrikus. Ugyanazokkal a médszerekkel, kis médositdssal, altaldnosit-
haté ez az eredmény nemszimmetrikus normdju Minkowski térre is.

Ha X Minkowski tér, akkor B(x) jelsli az X kb"zéppontu egység-
gombot, X‘ az X dualis terét, tovabba x4az X egységgomjét,

n
valamint ha X Jjeloli X -nek az N -dik Descartes hatvanydt, akkor

(P o) = [ Eoex) € X7 i %)l = sep ik )

1]
(X ety = (o) e X7 e xoll, = Zt_ux(n}
'I‘iyilvén ekkor teljesﬁl

(Xn, ll.llw)* = ((X“)n, u.u?)

Legyen tovdbba

HY®) = { Gy € (X" m,) , 2 % = 0]

A(n,X)s {(x,,...,xn) e X", x4=x,.-;-.‘.= Xn € X}

El8szér az [7] -beli 1l.1l. Tételt dltaldnositjuk.
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1.4. Tétel. Az X Minkowski térben Xqy---{ Xn €X

esetén {:) B(x:) # & akkor és csak akkor ha barmely
({11-”1 '{n)e Hn()(‘) -g_a_.l
ZL_M;U + 7?'., fixi 20

Bizonyitds. Ha N E)(X;)'f—l: @ , akkor legyen X, € Q E)(XL)

=========

és (-f,,--., ‘fn) € Hn(X‘) tetsz8leges. Ekkor
Z oo fxio= (Zfi)xe - Zfoxe =
= Z fi(xo"xi.) < Z”f‘“
Ha viszo 0 D(Xi) = ¢ |, axxor (Xn, ll._yllm) térben

5((x...-..xh)) NAMNX) =g

igy a Hahn-Bgnach tétel alapjan létezik

f-= (foroifn)e (Xn,n.nwy =<(X‘)n, u.u4>

5w Ty <X’<¢“ff‘zt

—

4eBx) T deany)

hogy

. De Aln, X altér, ezért inf = (O ¢és igy

tovabba .
Y = Sup {i‘ji =
0 7;1*%3?»)66(&)2" fid Z°: g€ Blx)
= LZ ;}t;é(x_)f;(%;—x.;) + 2 fix = Zﬂf;” -+ % fox;

Ezzel teljesen bebizonyitottuk az 1l.4. tételt.

A kovetkezd 41llités az [7] -beli 2.8 Lemma dltaldnositésa.

1.5, Lgma. Lezven X Mimkowski térés S & H'"(X') )



ceptrédlszimmetrikus kompaki halmaz, Ekkor az aldbbi éllgtésok ekvi-
valensek

(1)  oxt (H"(X'L) =N
(ii) conv = H"(x")1
(iii) ha az X, ,...| X, € ‘)( pontokra bérmely ({, |--~|fn)€5 -re

,‘Zf'bxcé%éﬁ-‘?x 0 Bx)# ¢ .

Bizonyitds. Az (i) <=)> (ii) ekvivalencia éppen a Krein-Milman

=mosm

tétel.

(i1) = (iii) Legyenek X,,...; X, € X olyanock, hogy

Z(; fixi 2-1 Gu .- :Jf‘,,)f.s-re.

Ekkor (ii) miatt

Zfina-d siemay (fao g€ HY(X), e
agsostroges (fur-or i) € H'(X") coa otor

ThX 5 4w T+ Z o,

z-“fcﬂ“ N

tehdt l.4. tétel alapjan A B(X;)# &

(iii) ==> (ii) Tegyiik fel, hogy 1létezik

({4 e -t{n) € H"(X')4§conv3

Ekkor a Hahn-Bgnach tétel alapjdn 1létezik

(X,,.'. -y xn) G(ann-“ao) , és

i (XL 2> - > RN
(3”’“:%”)?‘@3/5 /1 Z‘; ‘{

De ZJI]QH = 7 , iegy Z”fa” -+ ZL. ](ixi <0,



és az 1.4, tétel alapjén Q B(xi) = g.
Most mar rdtérhetiink az (n, k) - metszet tulajdonségu terek
A. Limdtél [7] s8zidrmmazé karakterizdcidjdnak Altaldnositdsdra. .
L.6: Tétel. Losven X Mimkowsii tér, n>k 22 . X
téx  (n, k) -metszet tulaidonsizu alkor és csak skkor ha ext (H"(X'L)
barmely pontjapak legfeljebb K koordinitdja killsnbozik 2€rétdl.

Bizonyités. Jelslje O, a H"(X')1 azon pontjait, amelyeknek leg-
feljebb K koordinitdja killonbszik zérétsl. 5k centrdlszimmetrikus
és kompakt,

Legyen X (n, k) ~-metszet tulajdonsdgu. Ha  X¢--- Xpn € X
pontokra barmely ( RN fn)ﬁ \Sk-ra ZL_ {L X, 2 - /1 , akkor az l.4.
tétel alapjén a B(X),..., B(X,)gombok kszil bamely K darab metszete
nem uUres, és igy [L] E)(XL) + ¢ a feltétel szerint. De ekkor 1.5
(iii) igaz, amibdl kovetkezik 1.5 (i), azaz ext (H"(x*)4) S Sy

Megforditva, legyen ext (HH(X*)A) €Sk, ésa BE),..., B(xn)
gombok kozill bdrmely K darab metszete nem iires. Ekkor l.4. tétel miatt
‘varmely f,1---1 fn € Sk -ra ZL_ Fixi=-4 . De a feltétel
miatt teljesiil 1.5. (i) amibdl Kbvetkezik l.5. (iii), igy a fentiek
miatt

N Bk:) * ¢
Ezzel belattuk az l.6. tételt.
.A tovabbiakhoz sziikéégiink van néhdny fogalomra (lésd [2])
1.7, Definicid. Legyen K konvex zart halmaz egy Minkowski térben.

e — e e = ]

Akkor mond juk, hogy F€K lapja K -nak, ha F konvex, és p, qeK

esetén, ha 1létezik 0< X< / » hogy o« p + (/1 - o()q € F ,

akkor P.qG_‘F .



Nyilvan lapok metszete lap. De< K esetén legyen

fa.ceKD = {F :F 1apja { -nak, és FQD_}

1.8, Uegjegyzés.
1. X€ f\ esetén :f‘a;--.ceK (X) pontosan azokat a pE i{ pontokat tartal-
mazza, amelyekre létezik q € K és O0< X< A , hogy

Xe &p+i-«) g -

2. X € rel int faceK(x) ,

ha \ e,faceK(x) , akkor faceK(‘s) S face, (x)

faceK(x) = face, ('3) akkor és csak akkor, ha Y € rel int faceK(x)

, . n . .
A kovetkezl lemmdban ()( 1. 114)4 lapjait hatdrozzuk meg.
1.9. Lemma. Legyen X Mipkowski tér, tovdbbs K = X, és
n A a
K' = (X", n.l, )/1 . Ekkor birmely X = (x.,..., xn) ¢ K .lléll4=4
esetén

X{
faceK, (Z‘.) = conv U (O L {CICC,K (lr"_'“) P ,O)
L L

X 40

Blzonyltas.

=D oSoOo==s=

Mivel

x =2 Uxl-(o ., u%a""'o>

LK*O
és an o= WXl =4 , igy
L ko
(O;---:ux"l"'l0> CfaceK,(_?_{) AS.L'SH |£:’?‘:O

Viszont ekkor az 1.8. Megjegyzés alapjén

x-
£ O, - ., =~ ..., 0O ) < faco ,
aceK"( TR 1 9) % ()



D¢ a kénnyen igazolhatd

Xq ‘ _

egyenllség felhasznidldsiaval nyerjlik, hogy

conv (;\:2_‘*0(0, e faceK(”-i-:—;”), co O)] .S faceK,; (x).

Mésrészt P € faceK; (x) . _p # X esetén a lap definicidja alapjén lé-

tezik geK'és 0< X< A | hogy
X= & p+ (-x)g
Dg ekkor
(1) X = ®Ppi+{-«)q; s Mxgll = o lpil +(A-x) gl

EbbSl azonnal adddik, hogy

X; = O akkor és csak akkor, ha Pi=Q: =0.
Legyen most L olyan, hogy X4+ 0 .

Ha p; és 9 k6zl az egyik, mondjuk q; =0, akkor (1) alapjén

Xio_ P
(Xl weal !

ha pedig p;#0 , és Qi # 0 , akkor szintén (1) miatt

LIph - pi L, (A-x)Igil g
Ux,u WPl HESY TN

X
}

odpel (-Gl n

rxa I '

De a fenti két eset mindegyikében, ha pi#® 0 , akkor

e ey ()
ien © ek \ixi
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Viszont ebbSl, valamint abbdl a ténybSl, hogy P -nek csak olyan
1< L =N -re lehet nem pulla komponense, amelyre X -nek

pem pulla a komponense, kovetkezik, hogy

L pi+0 L|Xi# 0 RUH/

_P‘—'-.Zlm(ol"‘l,%”p..IO)Cconv [U (O.. .. | face (—X—‘-')l,O)

Ezzel az 1.9. lemmat teljesen bebizonyitottuk.

1.10. Defincid: Az X Minkowski térben azt mondjuk, hogy a
Pt Pk vektorok minimdlisan pozitiv linedris &sszefiiggé rend-

szert alkotnak, ha léteznek olyan X[, A< [ < k. p X >0 valds

szamok, hogy
k
Z_ Xipi =0,

ey

de a iPL]T barmely valédi részrendszere linedrisan fiiggetlen. Akkor mond-
juk, hogy a fenti {PL}:k rendszer minimdlisan linedrisan osszefiiggd, ha
linedrisan osszefligglk, de birmely valddi részrendszere mar linedrisan
fiiggetlen.

He X esetén md+H alatt értjik azt a legnagyobb K
természetes szﬁmot, amelyre 'léfezik H -ban K+4 elemii minimilis
pozitiv linedris Osszefliggé rendszer; md H alatt pedig azt a leg~-
nagyobb K természetes szdmot ért jik, amelyre létezik QPL}:‘M
minimilis linedrisan Osszefiiggd rendszer H -bah.

Ha HSX centrélszimmeti‘ikus, akkor md+H mindig 1étezif ,és

A < mdH S'dimx , valamint mdH =md H. . ’

Most mdr hozzdfoghatunk a fejezet £é eredményének igazolasdhoz.
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him K = md" ext (Ko)

[+)
ahol K a K dudlisa.
Bizonyitds. Normdljuk X-et a [{ Minkowski funkeioniljival, és

====

vezeossiik be a kdvetkezG jeloléseket:
x\ntd il n+4 ]
Kl = (X ) at ‘”4),1 3 K = (H (X ))4

ahol hn= aim X .
Az X € rel int faceK,(E) reldcié alapjdn konnyen igazolhatd a ko-

vetkezl 4llitds

1]
(%) £€ext K akkor és csak akor, ha

tace (£) 0 H™' ) = (]

Legyen most him K= k. . Bkkor az 1.2. lemma és az 1l.6. tétel alapjan

U
ext K minden elemének legfeljebb k+ 4 komponense kiilonbozik nulla-
t61, és van egy, mondjuk { , emelynek van k +/4  nullatél kiilsnbozd

komponense, Az l.9. lemma felhaszpilasaval addédik, hogy

faceK,(f) —,:. conv {LL.J&*O(O',' .. l faceK"(ﬂ%l) IR O)]

Most belat juk, hogy L #J és {; #0 |, FJ 0 esetén

ace -f—t-> ace ﬂ):
s K"(n& nos K"(@z g

Peltéve az ellenkez5jét, hdrom esetet kiilonboztetiink meg.

a) f et: ha i "._F;.u , akkor “{ff‘ ﬁ“ 'F‘-” nﬂ ,
€s az '

£:(1[‘:"""{;\+4)
f;e:" fo  ha 2y
f. = fit{,

O

!

ﬂ':
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pontra az 1.9. lemma alapjan

{ :#]f ¢s {(—: face (f) n+A(K*> l

—

ami ellentmond ( ¥ ) &llitdsnak,

set: t: {J ° c. {) (“>
b) e t.haﬂ—,i—-n#m , d fae("& < fac Ko]{l”

Ekkor “{L + 'FJ | = ”{‘:{ +”](\j ||  valamint

3 ° e —{A\“ {) - (nﬁu)

Uf+1g50 HM u{ I+ M,
_{‘:(1;' I'{hw)

{le, = {C ) ha £+ L'j
fi = o
= (a0 g £ gy

Ekkor az l.9. lemma alapjan

[e saca, (£) 0 H™(X7) o {'#f

““ami ellentmond (%) &4llitésnak,.

. i fi . (1‘\'
c) eset: ha Wi {\ \TU és fa-.FceK, m-“ _§ faceKo ('-ﬁ")
é ac —t ace ‘
S face. <uf;u) 3 ¢ (u{,u)
Az 1.8, Megjegyzés alapjdn ekkor
_ﬁ ﬂ) , £ £ )
Il § = K°<fJ|I Il 4 face i

tovabba

1, fi ) . fe .
faceKo (“ﬁ”) N face, (Uﬂ” < rel bd faceKo (”—{—‘:”) {-= )

Legyen

ahol
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Ha most P eleme a metszetnek, akkor a p és ”—ﬁ—i"" (valamint a P és
~ . . o

l%l ) Altal meghatdrozott egymesek az faceKo M%U> lapot
. %
(faceK, I%ll ) lapot) olyan szakaszban metszik, amelynek az
|

fi (fi) ve1ss pontja.
lﬁ%’ (N;U) elsS pontja

De ekkor léteznek olyan G és I pontok, és O0< X < A , amelyekre

4 € rel int faceKo (“{,Cu q 2

i
r c 1 int £ o f_d ) r fi
rel in aceK (li-fju i i

tovibba

el _% if gl fi
X q+{t-x)r = efar+nfyn pEl i i+ 1Y
(14sd 1. &bra) |

=
[
R
q
2]
o]
-
it

({.’» Cee f,,',,,) a kivetkezs médon definidlva
fo = fo »me Criy

fi= «{fr afh) q

fi = (- Qb +1{51)

Ekkor az 1.5, lemma alepién

f c faceK, (‘f) N H ht4 (X’) s £) 4 f

ami ellentmond ( %) &llitdsnak.

1
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Ezzel bebizonyitottuk (2)-t. Mivel

: . £
“.%” € rel int fa.ceKo (H\QU)

igy léteznek olyan

‘ [e4

@iy 1 Ciz (- 18k € ext face (“idl> < ext K
pontok, és O(L-J A< JS K; valds szamok, hogy

k; £ ki

L N ‘ *

/o %Xi§ @ij = 2 Xif =4 >0

=4 ”¥i‘, J”

. kg
és az "%“ -nak a {Z(_J}J-:' ~-vel vald ilyen el84llitédsa egyértel-

mi. Viszont ekkor K,
2 fe= Z R = 2 W 2oy e
(,{'ao L fieo ¢ Lfito =
miatt a [@‘L,J' . (‘;aé) € \S} vektorok pozitiv linsdrisan 6sszeflig-
gdekk X' -ban, ahor S = {(L.j) {20,145 h} . Most beldtjuk,
hogy minimdlisan pozitiv lindrisan ¢Osszefiiggd rendszert alkotnak.
Legyen ugyanis {(’I Cf (L'DGT - 5} ilyen rendszer. Ekkor

: - | | |
(3) Z °<L- ¢yp =0 Z Xiy = 1 O(L,)' >0
LpeT et

De (2) miatt egyértelmiien atirhatd ez a kbvetkezd alakba:

Z 0‘4,. ey = Z (Z O(LI,J:)'Z i"‘-—é-——- €Ly

]
- (i x
(L DET C, L e 4 Z' K
Xij*to eLJ€ {ch ( )
\LipyeT T
Viszont minden ( -re, amely elSfordul T ~beli elém elss komponensében
az
! It ' {‘
(5) ](\ = - 2 £ face A
L ;i«cj; K ke (il
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- ]

!
Legyen a fenti formuléban °<i = / O<L',J' . Ekkor (3), (4),

és (5) alapjdn, az l.9. lemma felhaszndlasdval

E? ({‘f‘ . ‘F:Jﬂ) €‘faceK° <£) n H'nu(xrj_

- ahol «FJ = (0 , ha nipncs olyan J , hogy (ﬁ,g) £T

t+ ! ! ‘
‘gt = °<g‘ {‘c egyébként

De igy a (%) 41litds alapjén

{+ = .F azaz -{{r = -{\‘: £S (5 htd

—— Land

Ebbél adédik, hogy minden olyan (L -re, amelyre {il ¥+ 0 1létezik
ASJ&K«L » hogy (Li§) €T , és o(iqf:o . De ekkor

ilyen L -re

) !
! o ;i y i
{i = 2 el = A R
— ‘ d ¢
J:(hDGT ]
. {¢
eij € face,. (£
és az egyértelmiség miatt itt minden ZLd' A€ 4 < k¢ eléfordul.
Igy S=T és a {@L.j : (('»J) € 5} " rendszer  valdban minimdlisan

pozitiv linedrisan osszefiiggd, valamint

him KA:{% :l((,:{';.ton'-/] < Zk,,_ - 4 < md*c,xt(Ko).

l:l {L 10
azaz

(6) him K < ma ™t ext (Ko)

(o]
A mésik irdnyu ogyenldtlenség igazolisahoz legyen md'foxt (K ) =L , 68
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e, |-+ -1 Coss € ext (K°)

minimalisan pozitiv linedrisan Osszefiliggd rendszer. A definicid szerint

ekkor léteznek egyértelmilen meghatdrozott | valds szdmok, ugy, hogy

AY] M
=4

L=

Definidljuk az _£ = (r1 Py {‘hﬂ) pontot a kovetkezlképp
fo= «ie; | na 4sis &4
'FL = 0 l ha L= £'+ /1 )

o
Ez £ € @¢im K = N miatt mindig lehet.

}
Viszont ekkor nyilvan -F € K » €5 a2 1.9. lemma alapjan
- 7Y

taca, () = come (U @1 € ...,@]

L=

et
és igy a {é;}l minimalis pozitiv linedrisan Osszefiiggé volta miatt

raco, (£) 0 H™ (XY = {f}

azaz (%) alapjdn

'{: € ext K”

-—

De az 1.2, lemmdbdl és az l.6. Tételbll ekkor adddik, hogy
nd’ext (1) =¢ < him K
De ebbdl és (6);b61 kapjuk, hogy
him K = ma’ ext (K°),

és ezzel beldttuk az l.1ll. tételt.
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himK-:

md ext (K°)



el T Fe
2. fejezet

A TS e R Tmasok I anasrivElbLe

Az €l8z8 fejezet 1.12. kb’izetkezménye alapjdn a k. Helly di-
menzidés centrdlszimmetrikus konvex testek meghatirozdsa az md H =k
HiC TR-'L halmazok el64llitdsdra redukdlédik. Ebben a fejezetben
e18411itjuk az md H$4 halmazokat és ennek segitségével klasszifi-
kdljuk a K » him K < ‘f centrdlszimmetrikus konvex testeket. Ezt
matroidelméleti médszerekkel tudjuk megoldani, ezért most ismertet-
jik a felhaszndldsra keriilé fontosabb fogalmakat és tételeket.
Ezek [1]-ben taldlhatdk. |

2g1ls Defipicié. Legyen 9 egy halmaz €s Sj < 2,5 Sy, (\5,?.7)

part matroidnak nevezziik, ha

(3) demaAe JiBe A aiisn B e
(11) ha AB €S ¢ |AIKIB| axxor 1étezix pe B-A
hogy AU{ple ¥
(111) 16tezits NE N G Thoey JAl S N “minden ACD =
A matroid jele M(5 ,°3) , de abban az esetben amikor J

valasztdsa egyértelmii, akkor M(S) ~vel Jjeloljiik,

P e ——
SEmEEsESEmEmETmEs

2.2¢ Definicice Az M(5;°j> matroidban egy ASS halmazt
fiiggetlennek neveziink ha A€ , 6és fiiggbnek nevezziik, ha
N

A C S 3 halmaz kdr, ha C minimalis elemszdmu filggd halmaz.

Az M(&) matroidot Usszefiiggének nevezzilk, ha bdrmely 34, 8165

-re 1étezik C kor,
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5,.5,€C.

2¢3s Lguma. Ha C, és C,_ kordk az M(S)matroidba};, C,ﬂ_CZqé}ZS

akkor bimmely pE€ an Cz és o(é, C4 - C1 -re létezik C
kor M(S) -ben, é€s
qe C g(C,UC,_)—-p

!
4. Definicidé. Legyen M(S. %) matroid, S G 5 és

of = (AnS:Ae)

y& = {AQ 5"5' 'l AUBEY pinden B 95', Be I -re}
Ekkor (5'1 %,,) és (5‘5'.‘)31‘) matroidok. A M(S. oﬂ,,)-et az M(S,oto
matroid 5' 4ltal meghatdrozott részmatroidjénak nevezzilk, jele:

M (5: oJ) ' 5[ .
Az M(S"S‘;od;_)-t pedig az M(\S: od) matroid Sl szerinti

faktormatroidjanak nevezziik, jele: M(S. t‘f) /5'

2

Definidljuk most az M(S) matroidban a kdvetkezd reldcidt
9, ~ S, akkor és csak akkor, ha létezik C < M(S)
kor, hogy S, 5, € C , vagy Si= Sp

2.5. Legmma. A fenti ~ reldcid ekvivalenciareldcidé és az osz~

=t 5]

tdlyok 4ltal meghatdrozott részmatroidok Gsszefiized matroidok.

Defipicid. Az M(é) matroid B részhalmazdt az S <93
halmazra vonatkozd hidnak nevezziik, ha B osszefliggd komponense az
M(S)/ 3 matroidnak.

h
2,7, Definicidé. Legyen H SR éa

[=:ef-F i ~P-i=] cf=feieF =]

n
oj—': {A cH : A 1lineérisan figrgetlen ]R -ben}
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Ekkor (H ' Y)  matroid. Ezt a matroidot a H 4ltal meghatdrozott

n
lipedris matroidnak nevezzik és M(H) . He R -vel Jeloljiik.

8._Lemma. He Rn esetén md H = K. akkor és csak akkor,

pa M (H) -bap a maximdlis elﬂszé_xpu korok K-+ elemiiek,
2.9, Lopma. Legyen HSR', KsH, CsH-K .2 C
M(H / K -ban akkor és ‘c:_a_e_;,_]gﬁ akkor, ha vagy.

(a) C kér M(H) -ban és oL, (K) n & (C) = 0

Ih‘
o:
H
e’

vagy
(v) C fugzetlen M(H) -ban ¢s
dim («X(K) N f’(cD =/
de

dim <°{z (K)n "t(C'CL)) = Q barmely C;€( -z

teljesiil, ahol oﬁ(f() jelsli a K 4ltal generdlt linesris alteret.

Ennyi elékészités utén rdtériink az md H = K halmazok vizsgilatéra
A kbvetkez8 tétel arra ad vdlaszt, hogy direkt ©sszeg képzésénél hogyan
szémolhaté az md H mennyiség.

2.10. Tétel. (1dsd [4] 136. old.) Ha H & R" esetén 1éteznek

olyan L4l"‘ !L‘k < R alterek, hogy
He L,UulL,U... uly.,
ZH) = L@ ... L

akkor

"maH = nax md(HnLL)
L

Most ismertetiink egy médszert, amellyel a H halmaz direkt ssz-

szogro bonthaté, mdégpedig a "leyfinomabb" folbontdast ad;juk mog, tovdbe



- 20 -

bad jellemezzilk azokat a halmazokat, amelyeket mdr nem lehét direkt
Osszegre bontani.

2,11, Tétel. ([1] 316. old.) Legyen H <R és H4 oo He
az M(H) ogszefiiggd komponenseio Ekkor

L(H) = L)@ @ Lty

tovébbd ha L, ... L ©R" olyan aiterek, hogy
Hel,u...ul,
LH) =L@ - Ly

akkor bémely /< L =K  -ralétezik 1< <t , hogy

%(HL) S LJ

Tehat elég olyan H halmazokkal foglalkozni a tovabbiakban,

amelyre M(H) osszefiiggl.

2,12, Lemma. Ha He halmazra M(H} osgzefliggs, akkor

(a) mal= A akkor és csak akkor ha dim oﬁ(H) = A
(b) maf= 2_ akkor és csak akkor ha dim £ (H) =2 .

Bizonyitds. Az (a) 4llitds a definiciék alapjdn nyilvdnvals, a

==2==

(b)-nek is csak az md H=2 => dim o\@(H)—’—Z részét igazoljuke.

H':{K ch=& () n 5‘ | th}

_ | ‘ .
Ekkor mdH =mdH =2 , és ez azt jelenti, hogya H halmaz az h-4

Legyen

dimenzids projektiv térben rendelkezik azzal a tulé.jdonséggal, hogy
bérmely 2 pontjdra illeszkedd egyenes tartalmaz még egy tovébbi pon-

| [
tot H -b6l. De a Sylvester feladat szerint ekkor H egy egyenesre
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esik, ami azt jelenti, hogy

2=dain ZH) =aim LH) .

A 2,11, tétel és 2.12, lemma Osszegzéseként kapjuk az md H =/ ‘2

halmazok el84llitdsat.

2:13: D¢l ([])ie HE R, sor
(a) maH=4 akkor és csak akkor ha létezpek olv;\n L.4 foan Lk Qﬁ(h
alterek, hogy
H < L4 ... ULk
dim L; =4

LH) =L@ 0Ly

_ n
(b) maH =2 akkor €s csak akkor ha létezpek olyan l_1 [ e 1 L-R_C'R
alterek, hogy
Hel, u...uly
max dm L; =2

K<H) = L4® '“®Lk

md H =k k> 2 esetén a fentihez hasonld egyszerii eld-
4llitds nem létezik, amit tSbb példa is mutat [_5], 86t semmiféle eld-
411itds nem ismert. Most a k = 314 esetben oldjuk meg ezt a prob-
léméf, amelynek e16készitéséhez szlikségiink van néhdny fogalomra, té.tel-

Ire.

2,14, Lemma. Ha Hs ’R“ esetén M(H) osszefiiggl és CHCZ.

o (o3t i)

olyan korgk M(H) -ban, hogy
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L(C)n LAC,) =0

IC,l 1
md H 2’[%E%%1L4J-+ [}*zz~t]

Bizonyitds. Mivel M(H) 5sszefiiggl, igy létezik olyan C

=az==

akkor

k6r M(H) -ban, hogy
CnCy+g & CnC,=¢

Legyen C az ilyen korok koziil az amelyik a lehetd legkevesebb ele-

met tartalmazza H — (‘C4 UC,) -bdl. Tehat

C=CuURUC, , anl ¢ eC, ,C,<C,
R c H “<C‘UCZ>;
¢s L(Cq) n L(C,) =0 miatt (R} 24

Ha C, UR  4s CZUR koziil az egyik, mondjuk 01 uR

!

- ' . ‘
tartalmaz ( kort, amelyre  (C N R = ¢ , akkor a 2.3. lemma

alapjdn I, e C'NR és Ciﬁ Cz'_ -re létezik C“ kor, amelyre
] }
ceC e (CuC')- rpe GUR-r)uC
De .Cu N C; +@¢ & r, & C'  miatt C's C, U(R‘ﬂ)

ami lehetetlen.

Igy kapjuk, hogy

(% ») C, UR és CZ uR m.indegyikébcn egyetlen kir van, még-

peaig C,, 111. C,.

{ ?
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' -l !
Tegyiik fel, hogy [C,] <[E“12i4] , 6s legyen C, €C4

Mivel
(C’ —c1‘) UR UG,

M(H) -ban fuges, igy tartalmaz ( kort, és (% %) miatt
C'nC, ¢ C'nC,+¢

' . !
tendét C' 2 R .Ha C, & C akkor mER ¢ ¢, €C, - (" wra

a 2.3. lemma lalapjan létezik C‘ kor, hogy
1 . ! » '
ceCs(CuC)-r ¢ (C,, u(C ﬂC,)) u (R—W)UCz
De ekkor R minimalitésa miatt Cl < (R“‘ r}) U C;_ , ami lehe-

tetlen. Tehdt

C"=C'URUC, ahet (' =C*"NC,

! “ , ’
Az c, € C-C és €& R pontokra ismét alkalmazva a 2.3. lem=

11
méat, kapjuk a C kort, amelyre

ce ("< (Cuc?)-r, e (Cruc)UR-rUC,

T 1 ]
Viszont ekkor ( & (Cq u C4) UR 65 (%x%) miatt

Tehat
W)y {IC 144
;] = [o44 ]
Ha C‘z < ECJ; 4] , akkor az elfbbi eljdrdst ( helyett
an

o
C -ra alkalmazva kapjuk a C kort

C"=C,UURUC2 , ahol Cz~ C*"nC,
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) | = |G +IR[ + |Co|2 [’?JZ”’] + [ICA;’AJ +4

ami €éppen a 2.14. lemma 4llitdsa.

ouSomaRIREITIRS

mondjuk, hogy az { egyenes I -4t15 (Asrs iCl*A) C -bven,
ha 1étezik C SC , |C'l=r , és

L=2&(C)n L£{C-C)

Nyilvén egy I-4t16 mindig IC|-r-4t16 is.

24165 Lemma. Legvon HSE R’ 65 C mox M(H) -pan,
Cl=4% (tl=5) -mkexr pe &£(C) esotén létonik ni-

(néey) o] C -nai lyek P -vol cgvitt Kirt alkotnak aks

kor $s coak skkor. ha p nem 2 -atlé C-ken-
2,17, Lemma. Ha H < R” esetén M(H) -ban £ = {Cu n@uP}
g2 F={f 1 fep) sorsk velamine

aim (L(E) N L(F)) =1

aikor (£ U F)-p sz M(H) -tan.
_______ " és M(H) ssszetiigsd matroid,
dim aﬁ(H) = l{- . Ekkor md H= 3  akkor és csak akkor ha létezik

H ~nak olyan H:: H,,U e U Ht felbontdsa és »@o egyenes,

hogy
(1)  dim ‘at’ﬁ(HL)z 2 asist
(1) LH) = ¢, s i<t
(11i) sz ¥(H)/L, faktortérben az [ (HL)] alterok 1inedris

filggetlenck, azaz
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LW/, = )] - @ H)]

Szilkségesség. Legyen C-= {C1 1Cp 1 Cy Cz,j kor

8 {HszeI az M(H)-nak a C -re vonatkozd hidjai (lasd

?:5%2&:29222‘ dim x(HL) < 2_ ,i. € I—rc,'

A_lemma bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy 1létezik olyan tel
4,2 3 d
és hL thL | hL' € HL , hogy hL linedrisan fliggetlenek. Ha

A 2
1étezik kozottik ketts, mondjuk h; és h:; , hogy
4 2
2C)n & (b h)) =o

akkor, mivel HL 0sszefliggd komponense M(H)/C ~-nek, igy létezik
%
C" wr M(H)/C -ven
A 2 *
hi. ,hf, € C < HL
A 2.,9. lemma alapjan ekkor két eset lehetséges.

. C*kﬁr M(H) -ban és

LC*Yn L(C) =0

De (C“ >3 igy a 2.14. lemma miatt van 6t elemii kdr M(H) -ban

ami lehetetlen.

L ]
P. Ha C 1linedrisan fliggetlen elemekbdl 4ll és

L) n L) = L(F)

LEC)nLC-¢) =0 e e
De ekkor ( U {PB wor M) -ban és 1étezik legaldbb két

C -beli elemet tartalmazdé kor, amelynek P is eleme, ¢s igy a
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2.17. lemma miatt M(H) ~ban van 6t elemii kér, ami lehetetlen.

Tehdt bammely As k, & s 5 k2€ _po

<
Le)n L (R # o
§ 2
De az o‘é({kb ,h;}) sikok hdrom killonbszS egyenesben metszik
X,(C) ~t, Ha van koztiik olyan amelyik nem 2-&tl6 C -ben akkor a
2.16, és 2.17. lemmdk alapjan van ot elemii kior M(H)—ban ami le-
hetetlen.
Viszont mind a hédrom nem lehet 2-4tld C -ben, mert akkor ezek lipe-
drisan fiiggetlenek lennének és igy ht € 3&(6) (ka.Z.S) lenne,

ami ellentmond annak, hogy HL Osszefliggd M(H)/C -ben és

IHL l 2 3 o« Ezzel a lemmat teljesen bebizonyitottuk.
Legyenek H, bee e Hs azok a C, -re vonatkozé hidak, a-
melyekre

aim L(Hi) =2

I1yen hidbdl dim oﬂ(“) 2 LI' miatt van legalédbb egy, és véges sok

* van, mert h.’, € HL - oﬁ(c) linearisan fliggetlenek. Nyilvdnvaldan

am (LH)O L) =4 asiss,

és az f, (H,_) n ot (C) egyenesek 2-4t1k _ C -ben (g 2.16. és
2.17. lemmdk alapjan). Tegyiik fel, hogy ven ezek kozott két kiilonbozd,

2, = L) L) # LH)nL()= ¢,

és legyen @,, a {C. ;CZ} ~hoz, ZZ pedig a {C, |C53 elemekhez

tartozd 2-atlé. Ekkor
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A (2
h:,hj@H, és hz_,hz_eHQ_

esetén

{l": l H:.C, ‘CZW} és il":, ! 1{ €1 537}

korok M(H)-ban, igy a 2.3. lemma alapjén

{h: fhf! h;. ] h; 1 G CS}

tartalmaz egy C' kort M(H)-ban, CZ € C‘ . Ha Cb é& C'

akkor

%(H,UHQQ ¢y 8y

és mivel ezek linedrisan fiiggetlenck, igy

ain (LHUHINL(C)) 2 D
Bz azt jelenti, hogy o‘(,({h: , h;_}) nL(C)+o,
azaz 2.9. lemma alapjdn {h; | h;ﬂ\J kor M(H)/C -ben, ami ellent-
- mond annak, hogy H4 és H?_ osszefliggd komponensei M(H)/C -nek.
’ Tehdt C,,C3€ C' . Viszont mdH =3 nmiatt mar csak két
h{ lehet (' -ben. De nem lehet H1 -bdl és Hz_ -bdl is, mert ez
ellentmond annak, hogy H1 és Hz 6.sszefiigg6 komponensei M(H)/C -

-nek, és az sem lehet, hogy H,1 y vagy HZ -b61l van mindkettd, mert
o({ (HJ N ;ﬁ(cuc;ﬁ = £ (HA(} oﬂ({cucb‘ﬂ =0

Tehdt kaptuk, hogy minden HL y A< L<S ugyanabban a
2-4t16ban metszi ( -t. Legyen oz az {c,, C;) 4ltal meghatarozott

Lo 2-4tlé, tovdbbA legyen H(, totsz8leges olyan hid, amelyre
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dim (o‘d(HL')) =

(H) to(C)

Ha L\L E—HL , akkor ‘\,’, e:Z(C) miatt

{}\i + Coy Cl) Cb«CHWJ
tartalmaz  C' kort MMH) -ban, h; € C" .
(Cu‘: Lf , akkor

C“':{h(j ) {C"Cdj VO’OmQ,[y 4‘({5[1-'!‘(,

i fl
é6s Lo -nak 2-4t16nak kell lenni (G ~ben is (2.16. és 2.17. lem-

médk miatt), de ez csak ugy lehet, ha

(») - hL € x({cnczp vagy hL € %({cslct{j)

Ha IC“l =3 , és Cu: {hi, chlck} Qéjyksfr), akkor
{Jlks a {/’lzj vagy {3|Lflj esetén a H{1 kétdimenzids

~ hidra

{CJ.CK‘Q(\ o({H
{h|4, MCZIJ <k4'h€H7\

u 1t
és igy a és C

el = L)

A 2.17. lemma alapjdn ekkor van 0t elemii kdr ami lehetetlen. Igy csak
a (%) esetok lehetségesek,

Tehdt azt kaptuk, hogy
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H= H4U-~.UH5 UH5+4UH6+2

ahol H{ A< L <S-re¢ a kétdimenzids hidak, és

Hyo = (E0C) OH Hypy = ZEcd)n H

Azt &1litjuk, hogy ez a felbontds az £, 2-4tléval kielégiti a té~

S+4

tel feltételeit. Az (i) és (ii) feltételek nyilvdnvaldan teljesiil-

nek, csak a (iii)-at igazoljuk. Ehhez elég beldtni, hogy

"\;QHL A4i< 512 , h;d Lo, hotés
s+2
esetén {I'\ {,}i?o linedrisan filggetlen. Ha feltessziik az ellenkezdjét,
$+2
. . * o * .
akkor létezik C  kor M(H) -ban, ( & {hLIJL,O . Ha
& S
C Nn {hc} i=0 akkor ebben van M(H)/C -beli kor, ami

ellentmond anpak, hogy HL (lsic_s) kétdimenziés Usszefiiggé komponen~

sei M(H)/ C -nek. Tehat
C* = {"‘o nhS-H | "15+2.j

. De ekkor .

hs4y € oﬂ({cuczB)
hsyy € x({ko | "‘5+z‘]> =& ({% ' C’TB)

hg,, & €,

ami lehetetlen. Ezzel a 2.18. tétel sziikségességét'.bebizonyitottuk.
~ ” H “ ’ ’ - - r ~
Elegendoség. Legyen - R a tétel feltételeit kilelegitd

halmaz, és C kor M(H) -ban. Ha valamely A< (st ~-Te
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\CﬂHl‘,lEfﬁ , akkor (1) miatt C € H{ ¢s1gy [C] € 2.
Tehdt (Cn Htl <2 1< Lst -re. Ha létezik AS(*J‘St'

hogy

Cn(H-2o)= 2 & [Cn(Hj-2)=2
akkor (ii) miatt (S H{ U HJ és |Cl< aim <£/(H¢UHJ)> t1 =6

Ha viszont legfeljebb egy | (4<( s {) 1létezik, amelyre
[C n(HL—Zo) ‘ = 2_ y 8 tobbire pedig 1, akkor ez ellentmond
(iii)=-nek,

Ezzel a 2,18, tételt bebizonyitottuk.

2.20, Tétel. Lezyen H = R" , &a M(H) Gaizorigss "
aim C(H)2 &5 . Ekkor mdH= %  akkor ¢s csak akkor. ha H
az A yagy B feltételcket Kielémiti. |
A, Létezik H -pak esy H= H,Uu... UHy felbontdsa és €,
enes, ho

(1) dim(c{/(Hi)) = 3 , aim (:ﬂ(HL)):Z (zsis(;)

(11) L, = LH() t=ist

(iii) ;g(H)/Zo = [X(H,)] @ - @ [x (H{:)]

B, Létezik M -pak H=H,U-UH, zelbontdsa és 4, , ¢,
egxegeseg, gogy ’

(1) aim (LM UC, UQ)) =2 ,am(BMH)) =2 (2s5ise)

(11) L(H)=2 ¢, ¢s L) 2 ¢, , vay oZﬁ(Hz)%?q és

;(;(H-L) 2f, 2sist-re -
(iii) o (H)/(;(i@1 uc,uéz) = Lﬁ(’dlﬂ@ @ EZ(HJ]

:::::::
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M (H) ~ban, valemint {Hi}iﬁI a C -re vopatkozd hidak. Ugyan=-

azokkal a médszerekkel, mint a 2.19. lemmdban, beldthatd, hogy

dim (vﬁ(HL)) <2 - €] are

Legyenek H‘, e v Hé a kétdimenzids hidak. Ezek véges
sokan vannak, mert ht' € HL - &L (C) linedrisan fliggetlenek, és
van legalabb egy, dim (36(1’”) = 5 miatt. A 2.16. és 2.17.

lemmédk segitségével beléthatd, hogy

am (LH) N LE) =4 1siss

és az
L(H:) n Z(C)
egyenesek 2-4tldk C -bven.
Tegylk fel, hogy van hdrom olyan kétdimenzids hid, amelyek kiilon-

b62z86 2-4tldéban metszik of,(C) -t. Ekkor van kodztiik kettd, mondjuk

H

hogy az 21 ~-et €3 az ZL"t meghatirozé kételemii részhalmazai

4 €s HZ , amelyek olyan @,, és ZZ 2-atldéban metszik o"C(C) -t,

C ~-nek nem disijun.ktak. Legyen f€4 a Cyy CZ és ez_ a

Cqi 03 elemek altal meghatdrozott 2-atldé. Ekkor
4 2 1 2
hdlhl€H4és hllhleHz
esetén
A4 T 4 n
{“4 ! h4 ICl(CZ.} és {hz | h2’_ ) chs}-
korok M (H) ~ban, és igy a 2.3. lemma alapjan

l{h:' haz' hl,hi, Co, C_;S

(.2
tartalmaz egy C xort M(H)-ban, CZ.E’ C'. Ha C3§ C’, akkor
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;f (Hdk)l4l> = CL4 3011‘62

és ezek lineérisan fliggetlenek, igy

dim (Z/(C) N f/(f'h Y Hz_)) >

ami azt jelenti, hogy

(¢ (I b)) 0 2 0O) =

4 4
azaz 8 2.9, lemma miatt {}h ! hz_j kor M(H)/C -ben és ez ellentmond
annak, hogy H, és HZ osszefiiggd komponensei M(H)/C ~pnek. Tehdt

C’ 3 C,; Cy .Viszont ekkor

L) Leaesh) = LN Ll cs)) =

miatt C' nem tartalmazhat csak H,, vagy csak HZ ~bSl elemeket. Viszont
mda H= 4  miatt legfeljebb 3 elemet tartalmazhat H, U Hp;  -bé1
és 2,9, lemma alapjén addédik, hogy <HAU H;_) NC" xr MH/C -ven,
ami lehetetlen, mert H4 és Hz osszefliggd komponensei M(H) /C ~-pek.,
Tehdt azt kaptuk, hogy a H; (1€ (<$5S) kétdimenziés hidak

esetén o(/(H f\ oi C) legfeljebb két 2-4t1l5jdt hatdrozzdk meg

C -nek, mégpedig C ~nek diszjunk kételemii részhalmazai altal megha-
tdrozott 2-atlék lehetnek.

A eset, Ha
i(HL){\i(C) :Qo 15 (< S5-re,

és @o a Cen Cz_ eclemek 41ltal meghatdrozott 2-4tldja C -nek.

Legyen Hi (i([)olyan C -re vopatkozd hid, amelyre



- 33 =

dim o‘fz(“é) =/

Ekkor HL- & :&(C) és legyen h: € HL' tetszbleges. C U{hé}
tartalmaz C' kort M(H) -ban, Ha lC" = Lf‘ | C( = (C“{CJB) U{hzb
akkor a 2.16. és 2,17. lemmak alapjdn Q/o -nak 2-4tldénak kell

!
lenni C -ben is, De ez csak ugy lehet, ha

h,; € x({?« ‘ C;}) vagy }‘\; (S kﬂ({cs‘ Cq CS‘})
Ha viszomt G U{hlj ~ben nincs hg-t tartalmazsé négyelemii kor, akkor

h; 2-4t16 C ~ben, mondjuk a cij, C elemekhez tartozd. Ha
L di ¥k

J"k 6{/1'2") » Vagy Jik € (514'15} , akkor

h; € f({&,qﬁ) illetve h, € ot([rczu Co Cslj).

Ha J€ {A(Z}) ! ke {5,4,5},mondjuk A":A | k=73 akkor

Ceprcucadi € = [eorcu W) (el
worsk  M(H) -van és
L) n L) = L&)

igy a 2.17. lemmat felhasznilva adddik, hogy M(H) -ban van hat-
elemii k6r, ami lehetetlen.

. Tehat a

HSM.: Hn i(@ncz‘]) és Hsyy © H N o\&({fq,cg, Cs‘})
jeloléssel H = H4 v« U Hb v H5+1 % HS+2

Ahhoz, hogy ez a felbontds ész az f,o egyones teljesiti a tétel A
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részének feltételeit mér csak a (iii) fenndlldsdt kell igazolni. Ehhez

elég megmutatni, hogy
4 2 - :
h € H"-ZO <4€L'f§*‘)és "’541 : "‘542_ € Hs+z &, ! h.et,

541 4 2

esetén {h‘b}é—-o U {h st ‘"’uz U{hok linedrisan fiigzetlensk.
Ha ez nem igaz, akkor tartalmé.z C’ kort. C' rem tartalmazhat

HL (Asii 5} ~-b81l elemet, mert kiilonben C’n {h L’S?—;. tartalmaz
M(H) /C -beli kért, ami ellentmond anpak, hogy a H[ -k

A€ L £ S -re M(HJ/C kétdimenzids osszefliggé komponensei. Te-
hat

C. < {hOI "‘AHZ :h:‘ur hS'MJ )

ami lehetetlen, mert linedrisan filiggetlenek of(c) ~ben,

B eset. Ha létezik A< 'L(A. < S , hogy
LH) 0 LC) = &y # ¢, = LH)N L)

akkor mint lattuk @1 és £2 a C -nek diszjunkt kételemil részhal-

mazdhoz tartozé 2-4t1ék, és a tobbi ol (H k> -ra is

2 (H O N L(QC)=¢ vaey £,

Legyen U, a C;Cy; | £ pedig a Cy, Cu elemek altal meg-

hatdrozott 2-4t16 ( -ben, és

£<H4) N O‘{(C) = ’Z1
L(H,) n £(C) =4,

Ha HLO olyan hid, amelyre

dim <og (HLO)) =/

és hioé H,_'o tetszbleges, akkor az A eset elején bizonyitottak
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alapjan

hi.o c %({CHCLIS) vagy l"i, € %<{C3‘C“"CS‘}>_ |

L‘LO{" z<{C3.C4}) vagy hio € z({c‘ 1 Co Cb‘))
Tehdt a kovetkezl esetek lehetnek

h'b°€ oﬁ({%%})vagy hi € 34({%:%’]) vagy hi,€ &‘1«21.62\3)

Hsu il %«C"C’-}) Heep = H x(@b,cﬁ) Hs4s” an(@

jels16ssel H = H,U---UH U Hgey U Hssz UHsys

Ez a felbontds és az Q/” 2/2 egyenesek megfelelnek a tétel B

részének amennyiben a (iii) feltételt beldtjuk. Ehhez azt elég meg-
mutatni, hogy
4 2
h.e H; - (24U£L> (scss4) | hoely | hget,

esetén {h; 1}541. {h: ‘ h?S linedrisan fiiggetlenek.

Ha ez nem igaz, akkor tartalmaz C’l kort  C N {hij iy ¢

mert komben . {‘%f | figgd 'H(H)/ C  -ven, igy tartalmaz
M (H) / C  -beli kért, ami ellentmond annak, hogy a Hik(4s i< $)

at M(H)/ C xétdimenziés Ssazefiiggd komponensei. Teh4t

C“l——q‘ {hsh ) N ‘h: .“«2}

ami lehetetlen, mert ezek linearisan fiiggetlenek ofi (C) ~ben.

Ezzel a tétel szilksdgessdgét beldttuk.
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in

Elegendiség. Legyen H

n
R a tétel A részének Teltétele-

it kielégitdé halmaz, és C kor M(H)-ban. Ha C N 'eo +* 95 .

Ekkor IC N £o|= ?  esetén

C s Zo és ]Cl = 2_
Ha ]Cﬂ £°I = /| , akkor (iii) miatt vagy

(C-2)nH, 23

vagy létezik  (2si< 4.)

C-2)nHil>2

De ekkor (i) és (ii) miatt az elsé esetben

CeHy [ ICl=s4

a masodik esetben pedig

(Ce<hH ,1ICl=3
Ha viszont C N L, = ¢ , akkor vagy létezik

hogy

(*) lCﬂ HL,! > dim <$(HL))
vagy AS (S £ R -re

(% %) ICnH;|< ain (JC(HL))

Lo (43 L,si)’

és (iii) miatt legaldbb két esetben egyenlSség teljesiil. De ( ¥ )

fenndlldsdbsl kivetkezik

Cs HLo | (C)S‘r

Ha ( %+ ) igaz, akkor legyen L és A olyanok, amelyekre az egyen-

169ég fenndll. Ekkor

dim (%(HLU HJ)) = dim (o‘@(HL)) 4 dim <a£ (HJ)) -4 =



el T

=[HnC] + (H;nG) -4 =[Cn(Hung] -4

miatt

C eHyu Hj : IC| <adim (X,(H; U H")) A= S
Legyenmost H-eR o "B relictelekat kiclepits talunz, s
C we M CHY i maticvesi L (A==t roey
ICNH;| >2, axkor (1) miatt
C=-H ' cl <5
Tegyiik fel tehdt, hogy
EnH <2 12 (=4 -re
Ha (C N Hy] = 2 , akkor (iii) alapjin vagy CieE (H,U(quﬁ,_)

és ekkor ICJ < 3 , vagy 1étezik olyan 0 (Z < L‘it) , amelyre

<C" ("HUZL»Q Hid= 2
De ekkor (C < H,UH; ¢ [C]<4 .
ge [CNH,| = ey vagy 0 S & (H¢ UZ, Uez,)
vagy létezik [ (2€ (< +t) ,nogy C& H; , vagy van két
(,,j (2s Lqu'sf,) , hogy
(C-kue)nHi|=2 [ -@ued)nty-2
s CNH &4, ChH &

De ekkor
dim (;z”, (HN@UZ}_UHLUHD) :éf

miatt




CsHul,ul,ubuH; ss [C]<s 5

Ha cn H1 = ¢ , akkor Ce H(, valamely ¢ (25 L'st) -re,
vagg C & H(Uu HJ (2< L?jé{,) v Hy HJ 2 6&_ (k:/fvo<>,72.>
és igy mindkét esetben IC\ S Lf .
Ezzel beldttuk az elegendldséget és igy teljes a 2.20.tétel bizonyi-
tasa.
2,21, Megjegyzés. Az md H, Hs R" mennyiség tébbszsr elé-

fordul a komnbipatorikus geometridban, ldsd [4] -ben a H -konvex €s

d -konvex halmazok elméletét. Az md H € 4 halmazok fentebb tér-
gyalt klasszifikdldsdnak érdekes kidvetkezményei va;lnak ezekben a
témdkban, azonban jelen dolgozatban ezt nem tdrgyaljuk. Egyetlen

411itdst emlitiink, amely a<[4] 131. old.) -ben taldlhaté kovetkezd

kérdésre ad vdlaszt az md H € 4 esetben.

de'= mdq

anol H a H R -beli lezérdsdt jelsii.

A 2,18, és 2,20, tételekb8l kozvetleniil adédik a pozitiv valasz
md H < 4 esetén.

Most rdtériink a legfeljebb négy Helly dimenzids konvex testek
klasszifik4lésdra.

n
2,22, Definicid. Azt mondjuk, hogy a K< R konvex zdrt halmaz

n
a K,, foroe e ng R konvex zart halmazok direkt osszege, ha

LK) = LE)D - @ LK)

és
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K '—={me¢ : XL€KL}

L=4
Jele: K = K,,G) "'®Km

n .
gégg_éﬁgfinicié. A Ke R centralszimmetrikus konvex tes-

=SRNEESOS

[+]
tet M ~extremdlisnak nevezzilk, ha az M ext (K )) matroid Osz-

szefliggd.
n
gégiézggg_ngg. Legyen K = T‘R centralszimmetri konvex
test, Ekkor létezpnek K4 ooy KL m-oxtremdlis centralszimmetrikus

konvex zért halmazok, hogy
K=K, o @K,

és

himK = max him KL
18(5¢

Bizonyitds. Legyen

p———1—r-§

ext Ko = H4 U "'UHQ
ahol H,’_ az M(ext (K°)> matroid 6sszefiiggd komponensei. A 2.11.

tétel alapjén

2 (oxt(K?) = L(H) @ ®L (He)

Viszont a K'L'-r conv HL centrdlszimmetrikus konvex zdrt halmazok-

sy 18y M -extremdlisak, és

ra ext K| = H:¢

e
Ko = conv ,U KL)

=

De ekkor
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és a 1l.12. kovetkezmény alapjén
d) o
nim K = md(ext(K )= max md HL' = max md (ext(KL))'—' max him KL
1sist AS{g R 15(<L .
Ezzel beldttuk a 2,24, lemmat.
Az 1626 lemma és a 2.12. lemma alapjdn konnyen adédik a
him K € 2.  konvex testekre a mér ismert (lésd [6], [3] ’ [11]) klasz~
szifikdcids tétel.
’, n ’
2,25. Tétel. Ha Kea }R centrilszimmetrikus konvex test,

akkor

him K= A akkor és csak akkor, ha .

K= K,® - ® K, am (L)) =4 (sie)

hin = 2. akkor és csak akkor, ha
K =K,® - @KC max dim (%/(Ku)) =2

1si<p
Most rdtériink a him K <4  eset vizsgdlatara. A 2.24. lanma

alapjdn elég M -extremdlis testekkel foglalkozni.

’ n Id - -
g,__ggézgggg;. Legyen K S R m ~extremdlis centrdlszimmetrikug

konvex test, di%))? Ll' . Ekkor him K= 3 akkor és csak

. n .
akkor, ha 1étezpek olyan (K, ;.-.; K¢ & R konvex z4rt hal-

mazok és @c egyenes, hogy
‘ ¢
(i) K = conv (U KL>

(¢

) am (E(R) = 2, £ (K) n LK) =2, (4sinjst
K;n Kj = Ken Ky (1sciwy=t As kvt sL)

(iii) az %(K")/[O faktortérben az [@(KJJ alterek
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linedrisan fuggetlenek.

BlZO[LthaS. & 1,12, Kovetkezmény alapjan

him K = md (ext (k%) =
Alkalmazva a 2,18, tételt létezik
VY= H,U---UH
ext (K ) = A ¢
felbontds és L, egyenes, amelyek kieldgitik a 2.18. tétel

(1)=(iii) feltételeit., Konnyli beldtni, hogy ekkor
[+4
K,‘_:conv {HiUHOB ] Ho = R n’60

halmazok megfelelnek a tétel kdvetelményeinek,
Megforditva, ha K, halmazok a tétel (i)-(iii) pontjait kielégi=

tik, akkor
R (4
ext K = U ext K
(=4
€s ez a felbontds kielégiti a 2.18. tétel (i)~(iii) feltételeit, tehAat
nin K = md @ext(K%)) =3

h
2,27, Tétel. Lexyen Ke R m -extremilis ceptrdlszimmetrikus

konyex test, dim (£ (K)) >S5 . Ekkor him K = (T' akkor €s

csak akkor, ha vagy az A vagy a B feltételek teljesiilnek.

A, Léteznek olvan K ) KL CR” centralszimmetrikus konvex

1"

zart halmazok és éo egyenes, hogy
(i) Ko = conv (gl KL)
(i1) dim (oﬂ(&)) =3 , dim <,§é (K;» =2 (25is¢)
(K') > 0, 15i< £ —re, Kinl,=Kjng, (ce
(iii) az U K, )/Q faktortdérben az E& (K )] alterek

linedrisan filzgetlenek.
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B. Létoznck olvan K, - .- KSR contzdlszimetrius konvex
zért halmazok, és L,, ¢, e
(1) K= conv(LL:”KL) | '
(1) am (B (K))=2 asisC-za , L) 22,9, |
és_vagy 5{/<K£)9-21 ,(ﬁ(m)ig €, vagy
‘Z(KO 2L, £ (K) 28 tscf-ra, valamint ha King;#o,
Kéﬂﬂfo (j=4v1), akkor K;n ¢ = Kgn KJ' (25 L,SSQ)

esek (o}

(iii) az ﬂ(g'}/\() /08<K4) faktortérben az [%(K l)] 2sis @

alterek linedrisan fiiggetlenek.

n

ggg=g§§§g. Legyen K a feltételeket kielégitS konvex test, és

3

= &4 , Ekkor az 1.12. kiévetkezmény alapjan
md (ext(Ko)) = him K = L}»

Alkalmazva a 2,20, tételt kapjuk, hogy létezik

ext(Ko) = H’ U--- UHg

felbontas, amely kielégiti a 2,20, tétel A vagy B feltételeit.

Az A esetben legyen

K; = conv {H,‘_UHO\J , H, = K°n4,

Konnyi beldtni, hogy a [{(-k teljesitik a fenti tétel A feltételeite

A B esetben legyen

Kiccqnv {H,U Ho' v H“‘B , HO' = Koﬂ£1 ,H92=K°(1£2_
€3 ha z(H‘) 2 Zd akkox

K; = conv {HL U Hoj‘]

Nyilvdn a K»L-k teljesitik a 2.27. tétel B feltételeit.
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ElegendSsége Mivel mind az A mind a B esetben
ext(K) e ext(K)) V- Vext(K,)

és ext{K1)U.,. U ext (K ) teljesiti a 2.20. tétel A vaéy B

foltételeit. Igy
nd oxt K" € ma (ext(K)u-- U ext(Kg_)) |
és K m -extrem alitésa és dim <€5(K)>2 5  miatt
him K = md(ext(K')) =4 .
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3. fejezet

Az altaldnos esettel kapcsolatos problémédk

Az e18z6 fejezetben a légfeljebb ot elemii kort tartalmazé
valés lihedris matroidok klasszifikdaldsdnidl a kulcslépés a 2,19,
lemma volte. Az Altaldnos esetben egy rekurziv osszefiiggés bizonyi-
tdgdt tenné lehetdvé a kiovetkezS kérdésre adott pozitiv vdlasz.
§é£gé§= Legyen rﬂ(H) osszefilggd valds linedris matroid. Ekkor
igaz-e, hogy bédrmely maximdlis elemii C korre vonatkozé hidban
- mint MH) részmatrodijiban - legfeljevd ICl-4  elemit kér lehet.
Az €1626 fejezet 2.19. lemmdja alapjdn ez igaz, ha Pﬂ(H)
legfeljebb 5t elemii kort tartalmaz, tovdbba [12]-ben taldlhaté a
bizonjitésa poligon matroidokra. Ebben a fejezetben egy masik matro=-
idosztdlyra, a vdgdsmatroidokra bizonyitjuk a fenti &llitést.
Ehhez azonban a masodik fejezet matroidelméleti fogalmai mellett
szilkségiink van még tovébbiakra. Ezek mind megtaldlhaték [1] -ben.
MindenekelStt a 2.l. pontban megfogalmazott axidméknak adunk egy

ekvivalens atfogalmazasét.

—mmESTmEsss

ipek halmaza, Ekkor

1) #é€ ., C+C €8 amr CEC,C&C

1) C#Ce@,pelCnC | qe C-C' esetdn
Ltezix D€ €, powy qeD ;(CUC')-P

(1i1) létesjk N emdsz szém, hory |[A] € N ha
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A%®C minden C €€ _re.
S
Megforditva, ha @ 92, teljesiti (i)~-(iii) feltételeket, akkor

6 egy egyértelmlien meghatdrozott matroid korei.
Ezen tétel alapjdn definid&l juk egy G graf P(G) poligommat-

roidjét, ugy hogy P(G) -ben a korck éppen a @ -beli korok legye-
pek, valemint a DI(G) vagdsmatroidjdt, amelyben a korok a vigdsok
(azaz olyan minimdlis élhalmaz, amelynek elhagydsdval nd G kompo=-
nenseinek a szdma). Az ¢16z8 fejezetben ismertetett részmatroid és
faktormatroid mellett sziikségiink van még egy matroidkonstrukcidra.
3:2. Defipicis. Az M(0) , [S] < ©  matroid auslisénak ne-
nevezzik és M J_(\5) ~vel jeloljuk azt a matroidof;, amelyben
egy As \3 halmaz fiiggetlen akkor és csak akkor, ha S-A
tartalmaz M (O) -beli bézist.

e

3:4. Lemma. Legyen M(S) \ (5) < 00 patroid, és A < S

ME)/A) = MM©S)-(5-A)

a. Az M(S} ‘ ]51 < ®© matroid vsszefiggl akkor €és
csak akkor ha M L(S) osszefliggd. Az MJ—(ﬁ) osszefiiggd kompopep-

sei éppep az M (5) osszefiiggd komponenseipnek dudlisai.

3.6, Lemma. Legyen a (G /-0sszefiiggd grafban G;4 €s GZ két

RECIITSSEESS

csucsdiszjunkt 4-6sszefﬁgg6 részgraf, Ekkor 1létezik G ~nek

olyan végédsa, amelyik szepa.ré.l;Lg'G1 és 62 -t

327, Definicid. A Q4 gréf 64 részgraf jat a G blokkjdnak nevez=-

f—i=p—3— 3=t~}

zliik, ha G‘ A -6sszefliggd, nincs vdgicsucsa és maximdlis az ilyen
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tulajdonsdgu részgrafok kdzott.
3.8, Lemma, A G grit P(G) poligopmatroid jdnak sszefiizgd
xomponensei éppen & (O blokkiaipak poligopmatroidjai.

Most mér rdtérhetiink a fejezet £5 eredményének ismertetésére,

e

Ha B(G)b‘sgggfiiggc’i és Co gy ggp_;g' alis elemi kor E)(G\) ~-ben, akkor
bdrmely Co -rg _vonatkozd hid - mipnt b(G)rés@atgoidjg - legfeljebh

[Col -1  elemit Xort tartalmazhat.
Bizongig_é_g. A 3.5. lemmébSl kiovetkezik, hogy

o B (G) = P(G)

osszefiiggd, ami azt jelenti, hogy G Z-b'sszefiiggé graf. Lggyen C° ,lC,l’—‘

maximélis elemil kor b(G)-ben, azaz Co egy N elemii vdgdsa G -
-nek. 3.4. alapjan adédik, hogy a Co-ra vonatkozd hidak B(G)-ben

éppen .

(B@E)/C.) = *6)-G-c)

0sszefiiggl komponenseinek dudlis matroidjai. Viszont a 3.8. lemma
alapjdn a P(G) '(6"C,,) 'dsszéfiiggé komponensei éppen a G - Co
blokkjainak poligommatroidjai. Mjivel Co vagasa G ~-nek, igy ponto-
san két /] -5sszefiiggd komponensre bontja G-t, mond juk K4 és
KZ -re, és igy a G- Co blokkjai éppen a K1 vagy KZ blokkjai.
Legyen I, blokkja K, -nek, és tegyiik fel hogy - a tétel 4llit&sa-
val ellentétben - 1étezik Cy, IC4] =N végdsa -G -nek, és C, s K,
Két esetet kiilonboztetlink meg.

E186 eset. Ha C1 nem vigédsa Ko -nak. Legyenck o | KM Ry Kog

a }’(o" C,1 A-08szefiiggd komponensei. Nyilvdn L 2 2. o Pirosra
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szinezzik Ko -nak egy csucsdt akkor és csak akkor, ha'co valamely
élének a végpontja, vagy behne van KZ egy mésik blokkjaban. Be
lehet 1létni, hogy barmely két piros csucs dsszekothetd G- ,Ko -
-beli uttal. EpbSl kiovetkezik, mivei C1 vagésa G -nek, hogy mind-
egyik piros csucsot tartalmazd K}L a G - C, ~nek ugyanabban

az /| -6sszefiiggd komponensében van, és azok, amelyek nem tartal-
maznak piros csucsot, a masikban., Tehdt pontosab egy olyan Ko; ,
mond juk ez }<oo , létezik, amelynek nincs piros csucsa, €s nincs
olyan é1 C, -ben, emelyik két kiflombszs Kei, Koj ((#))
k5z6tt halad. De ekkor Uy felbonthats £ nemitres diszjunkt hal-

mazra a kovetkezd médon

Coo = (2ab €C, 08t beka] (eicp)
A KZ~ C, /-6sszefilggd komponensei

K

ahol T'L a K.; -vel k6zos csuccsal rendelkezl KL— Ko 1 -5sszefiiggd

Kot U Ty (sisg),

OO'

komponenseinek egyesitése. Viszont ekkor a CO(; (" <8 'e')

halmazok

Coi = {CWQCO ; ke Ko, ye KOL'UT-L}

Co -nek egy particidjat adjdk. (ldasd 1. dbra)

Tegyiik fel, hogy létezik (o, , 45 (,< £ , hoay

lCoLo ¥ ‘Cu"} ’ mond juk !C"‘:cl < !CM'.,]

Ebben az esetben
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C = (39L,C°J> v C’”"o
véagdsa G ~-nek, és
c) - J;ICOJ[ + ]> ,,ZMIC”]

ami lehetetlen. Tehdt minden ( (4 s (< «Q,) -re
lcoi.{ = ICAL{
3:10. Lemma. Létezik Ko -pak egy vigdsa, amely K, -at

Koo, $8 K,o, -ze bontia ugv, homy mincs olven C,i (15(x£)
amelynek mipden éle  Koo4 -hez illeszkedik, de vapn legaldbb két
C4L 1 C. i (C 4‘4) , amelyek mindegyikének vanp KooA hez

illeszkedd €le.

A_3:10. lemna bizonyitdsa. Jeloije Vi a Koo -nak Cii -hez
illeszkeds csucsait. Mivel Kjblokk, igy [Vi] 22 (1sis4)
Legyen S egy Koo-ban haladé olyan ut, amely egy \/4 ~-beli csucsot
k6t Sssze egy \/z_-beli csuccsal, €s nincs \/4 vagy V2 -hoz tartozd

belsd pontja. Legyen tovédbbd P egy \/4 -beli csucs, PQ S .

“)
Felhaszndlva a 3.6. lemmdt, kapjuk a Coo vigésat Koo -nak, amely

0 “ -
Koq -at KOM és KNL -re szeparalja, és
“)
5 s KOM ' pe Kooz

iy , : . @
Tegyiik fel, hogy mir minden | (45 S t) -re van egy C
‘ (4)
vadgésa KM -nak, amelyik KOM és Koop_ -re Szepardl ja K“ -

L44 4)
~at. Most definiél juk Cao ~et. Egy pe KoM csucsot zoldnek ne-

veziink akkor és csak akkor ha létezik L(j) egész, 1% C(j) s £



(4)

pe \/L(j) | \/Lg) & K oos

valamint pirosnak nevezzilk akkor és csak akkor, ha 1létezik LQ)
egész, 1< L(J) s L, és A
(d)
P € \/L(:P I \/L(j) s Kou
(t)

Tegyiik fel, hogy van olyan S‘ piros-zold ut Koo« ~ben (azaz
)
K004 -beli ut, amely egy piros csucsot kit 6ssze egy zold csuccsal),

) )
és egy P € Kou csucs, hogy

pe C(:i ! Pﬁ"s‘
{t)

*
Ekkor 3.6. lemma alapjian van Koo,, ~-nek C vigdsa, amely

(t) (t) t) (t)
KOM -t Koou és Kouz -re szepardlja, €s s'a Koo“ |
(+) L)
p € K0042. o« Dg ekkor Coo elemeit két osztidlyba sorol-

hat juk

t (t) (t)
C(:o), = {Cob € C(Oo) 2 € Koos , b€ Koot

@ @) (L) W
C - {Q/ab € COo LG & Kooz_ i b € KooAZj

o0

®) (1)
( C004 lehet iires is) Mjvel Coo]_ pem iires, igy

(t+4) # (t)
Coo = C/ v CooA :
(t+1) ( ( ) , K&*«)

vagasa Koa -nak, €s ha Koa -at Koo,‘ = o044 002

-re szeparédl ja, akkor
@ +4) (t+4)
6' & Koo4 ( P € KOOL
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w :
Az igy definidlt C’oo vagassorozat teljesiti az aldbbi feltételeket

(a) Kg‘o)a = Ki‘::) l\/(K(:ZM)/ / °L<::)>’

(1)
(b) Koo4 -nek van zold csucsa, és ha egy csucs Koo»1 -ben
L+0
z6ld, akkor Koo4 . =ben is az

(c) minden [J egészre léteznek  L(f) K(}) Lg) ¢ k(J),

1< L(J) | k J) < g egészek, hogy

(4) )
L(J) n Kom ‘ \/k(é) Noor # 9.
) ,
Az (a) feltétel alapjdn a sorozat véges. Legyen Coc az utolsé. Ek=-
) (r
kor Koo4 vagy nem tartalmaz piros csucsokat, vagy barmelylk KOO,,—

(") (r)
~beli piros-z5ld ut tartalmazza mindegyik oo N Moaq -beli

)
csucsot, Az elsd esetben a C vagds kielégiti a lemma feltéte-
leit. -
Nézziik a mésodik esetet. Kdnnyen igazolhatd, hogy ekkor bdrmelyik
(r) (r)
piros-zold uton a C N Kood -beli csucsok ugyanabban a sorrend-
ben vannak. Legyen Po ebben a sorrendben az elsd, és vegyiink egy

tetszdleges S piros-z5ld utat Ko -ban, tovabbéd legyen Yo az

utolsé piros pont ezen az uton. Ha I, egyben z5ld is, akkor
(r) ‘
C n KOCM = To = Po

igy Po € " . Ha o nem zold, akkor legyen qo az elsé olyan

csucs az S* uton, amely 0o utdn van 9, € Koo, » de @ 9o
. : (v
utani csucs mar nem eleme oo4 -nek, Ha q, zold, akkor az
' (r)

[rvu q°j < \S‘ ut piros-zold ut Hoo1 ~ben dés .igy

Po £ [ro,qo] < 6“

(Y‘) (r)
ia C?, nem ztld, akkor q € C (,04 . Legyen [r,,?..]
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(r) .
K004 -beli piros-zdld ut, é8 [Ie,qs] az 5" utnak o és Qe
altal meghatdrozott szakasza, [ﬂo = 1] pedig az [!"4.211 utnak
a Qo és Z, 4dltal meghatdrozott része. Ekkor

E’M Qo] Y @0.14]

. r'd (r)
/]-'dsszefuggé részgréfja Kco, -nek, igy tartalmaz egy &‘o.ia

utate

(r)
Mj vel [Y‘o, ZD K004 -beli piros-zdld ut, igy

Po € [ro'zaj & [.r-°lq°] U [qolz-qj
tehdt

Po €[ 90] = 8"

Igy kaptuk, hogy barmely Ko -beli piros-zold ut tartalmazza az Po
csucsot, ami lehetetlen, mivel Ko blokk. Tehat csak az elssd eset
lehetséges, és ezzel befejeztiik a 3.10. lemma bizonyitasdt.
Folytatva az eredeti tétel bizonyitédsat, legyen ccm a 3.10.
lemmaban szerepld vagédsa Koo -nak, Tegyik fel, hogy CM p e C,, Lo
2si,e &  azok, amelyeknek van k6zos csucsa mind KOM
mind Kooz_ -vel, €s C,Lo,, IR C,qe, azok, amelyeknek nincs

koz6s csucsa Kood -vel, Ekkor
1

2 .o .
C4J=C4;UCAJ ) AE 4= Yo

ahol

C”‘J o= { ¢ € C‘J A illeszkedik S 004 —hez}

z - { ¢ € C4J 1 e illeszkedik Kooz, -hb’z}

EN
Q-
il

Mivel



s

(C:»il + (Cidl = lCM) e ICOAI

\C:\z 1 ‘Cf_z‘ = lcaz,) T \Cw_l

igy az
7

G+ 163z Zlco%l ; (CM +IC4J.J>[C0~’-)

egyenldtlenségek kozill legaldbb az egyik igaz. Viszont
l 2 A < ‘.> .
C 53, Coo U CM U CA?. U 39‘;'5{,(:” U<45_Lgse, C"“)
L¥+ A4
és
i 1 2 y ;
(o= Gl Cos U(}%SLOCu) U(HLLJS[_ C&)
C#2
végésari 6 -nek, €s
2. 1 . =
€] > Kool #lei] 4lC] + Z [ >
L4

L ICal i@ = @it

\V

Gl eo [ Fleh] e o Al 8

15 (s 4
L2

A e lel el e

iV

) 1 '
Tehdt Cr vagy C legaldbb N1 elemet tartalmaz, ami lehetetlen.
Mssodik eset. Ha C,‘ vagdsa Ko-nak. Ekkor C, vdgdasa KZ -

-nek is, és KZ. -t KZA és KZZ, -re szepardlja, tovdbba Co -nek

A\
S
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csak Kﬂ -vel van kozos csucsa. Legyen S, és S, két kozds belsé p

pont nélkiili ut K, és K;; egy-egy pontja kézstt. Ekkor
Sy N Ky 68 Sy 0Ky,

mindegyikének létezik olyan 4-Bsszefﬁg36 komponense, amelyik tar-
talmaz Co és 01 -beli csucsokat is. A 3.6. lemmdt alkalmazva
kapunk egy CZ vigésit KU -nek, amelyik szepardlja ezeket a komponen=

] 2 - C .
seket. Ha Ky s Ky, jewsli a K4~ U, -5sszefiiged komponenseit,
akkor

Co = C04 Y C°2. A C1 = CH U Cd?_

ahol

Q

A
Cm: {Q € Co . illeszkedik K“ -hez}

2
Co;_:" {@6 Co ‘ @ 1illeszkedik K“ -hb‘z}

C,,1={e€ Cy

o

1
illeszkedik KU -hez}

. 2
qu { ec ('/1 : @ ‘illeszkedik IS, -h'o'z7]
Viszont CO,, v Cz_ U CAL és Coz_ U CZ_UCM vagdsai G -nek, és

mivel ‘ .
Cor) #1C0) +Cor) +1Cul = 2n , Ic.]24

igy az egyik legaldbb h+4 elemet tartelmaz, ami lehetetlen. Ezzel

befejeztilk a 3.,9. tétel bizonyitdsdt.
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