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Bevezetés

A kutatdsi feladatokrdl és az alkalmazott médszerekrol

A jelen dolgozat a szerzének a globalis optimalizélas és alkalmazasai teriiletén,
és egy diszkrét optimalizélasi feladaton elért néhdny eredményét tartalmazza. A
dolgozat négy f6 részbdl 4ll: az 1., a 2., és a 3. fejezet témdja a globdlis optimalizalas
és alkalmazdsainak korébe sorolhato. A 4. fejezet egy diszkrét optimalizalasi prob-
lémat targyal, alsé és felsd korlatokat adva meg a ladapakolasi feladat egy szemi-
on-line varidnsdra. Ennek als6é korlatokat targyal6 részében szintén hasznalunk
globalis optimalizalasi modszereket. Azaz, bar a folytonos és diszkrét optimali-
z&lasi problémdk alapfeladata kiilonboz6, mégis, a kettd kozott 1étezik ,atjaras".
Az 1. és a 4. fejezetben egy folytonos, és egy diszkrét optimalizalasi feladat vizs-
gdlatandl is kiilonb6z6 — akar éppen a masik tertiletrél szdrmazé — médszereket
vegyitiink, azaz jellemz&6en 6sszefonddnak a kiilonb6z6 eszkoztarak.

Az 1. fejezetben a statisztikdban (faktoranalizis), a dinamikus rendszereknél
(kdzgazdasagi, té6zsdei id6sorok) és a kornyezetvédelmi problémékban is szamos
alkalmazdssal bir6, az n-dimenziés egységhipergdmb ortogonadlis vektorrendsze-
rein, az an. Stiefel-sokasdgokon értelmezett nemlinedris optimalizélési feladatokat
vizsgdlunk. A bevezetés, a feladat definiciéja és motivacidja (1.1. alfejezet) utdn
az 1.2. alfejezetben el8szor egyszer(i példakon keresztiil, majd a sik egységkorén
tanulmédnyozzuk a problémat. Ezutdn numerikus, globdlis optimalizédldsi szoft-
verekkel vizsgéljuk azt (1.3. alfejezet). A feladat nehézsége miatt érdemes ennek
specidlis eseteit is tekinteni. Ennek keretében adekvat globalis optimalizalasi teszt-
feladatokat definidlunk (1.4. alfejezet), majd végiil az altalunk targyalt folytonos
probléma egy diszkretizdldsat vetjiik fol (1.5. alfejezet), és elemezziik.

A 2. fejezet egy gyakorlati alkalmazas: egy heurisztikus globalis optimalizalasi
modszer parhuzamosithatésagat vizsgéljuk. Megadjuk és numerikusan teszteljiik
a javasolt parhuzamos valtozatot. Globdlis optimalizaldsi médszerként az itt tar-
gyalt feladatunk a folytonos optimalizalas targykorébe tartozik.

A 3. fejezet témadja szintén egy gyakorlati alkalmazas: egy sztochasztikus klasz-
terez6 globdlis optimalizalasi médszer alkalmazédsa kémiai fazisstabilitdsi problé-
mak megolddsdra, az irodalombdl vett konkrét példdkon végzett tesztekkel illuszt-
rélva.

A 4. fejezetben a szemi-on-line lddapakolasi feladatok teriiletén elért eredmé-
nyeinket targyaljuk. A kapcsol6dé szakirodalombeli kordbbi eredményeket javito
als6, valamint 4j fels6 korldtokat adunk meg. Az el6késziiletek utan ennek elsd,



BEVEZETES 2

az also6 korlatokat targyal6 (4.2.) részében is nemlinearis optimalizalasi probléma-
hoz vezet a megadott modell vizsgélata. A diszkusszi6 linedris algebrai médszerek
hasznalatat, majd egy széls6értékfeladat megolddsat, azaz analitikus eszkozok al-
kalmazasat igényli. Az optimum értékét a Lambert—féle W fiiggvény segitségével
fejezziik ki. A 4.3. alfejezetben a targyalt feladat specidlis eseteit vizsgalva is hasz-
nalunk globalis optimalizalasi eszkozoket. Végiil, a 4.4. alfejezetben tisztdn diszk-
rét optimalizélasi modszerekkel adunk fels6 korlatokat ugyanezen problémara.

Az egész dolgozaton végigvonul a problémadk (akar tobb eszkoztarat igényld)
numerikus vizsgélata. Az egyik eszkoztar éppen a kiilonbozs, globalis optima-
lizalasi modszerek, szoftverek alkalmazasa — akér sztochasztikus, akédr garantalt
megbizhatésdgu intervallumos moédszerekrdl legyen is sz6. A nemlinedris opti-
malizalasi eszkdzokon kiviil és a fentebb emlitett technikak mellett felhasznalunk
mas linedris programozasi (LP) eredményeket és technikdkat is a dolgozat 1. és 4.
tejezetében (az 1. fejezetben a feladat diszkretizdldsa soran). A kiilonbozé tertile-
tekr6l szarmaz6é moédszerek Osszeforrasztasdval érdekes elemzéseket és eredmé-
nyeket nyeriink.

A fejezetek alapjat adé publikaciékrol

Az egyes fejezetek a szerz6 kovetkezd, legtobbszor tarsszerzékkel kozos pub-
likacidira épiilnek: a Stiefel-sokasdgok feletti optimalizaldsi problémaékat vizsgdlo
1. fejezet a [2, 6, 7, 11] cikkek, illetve el6zetes valtozataik alapjan késziilt, melyeket
a megfeleld fazisokban kiilonb6z6 konferencidkon adtam eld. A globalis optimali-
zalas két gyakorlati alkalmazdsat targyal6 2. és 3. fejezetbdl az elébbi, parhuzamos
modszert targyalo rész a [80] munkdra, mig a fazisstabilitdsi probléméval foglalko-
20 3. rész a [8, 9] cikkekre épiil. A szemi-on-line lddapakolasi feladatokat targyaléd
4. fejezet alapjat a [3, 4, 10] dolgozatok, illetve ezek elézetes verziéi adtak, utébbiak
tobbségiikben konferenciael6addsok voltak.

Koszonetnyilvanitas

Itt szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Csendes Tibornak, aki
azon tul, hogy irdnyitotta és egyengette munkamat, inspiralt, és mindig a legjobb
érdekeimet figyelembe véve adott tandcsokat. Példamutaté hozzdéllasa, lelkese-
dése a tudomany miivelése irdnt valamennyi tanitvanydra, koztiik rdm is kihatott,
amiért minden tanitvanya részérdl, igy részemrdl is koszonet illeti. Munkdja és
otletei nélkiil a sikeres nemzetkozi és hazai tudomanyos palyazatoknak, konferen-
ciarészvételeknek csak toredékrésze valésulhatott volna meg.

Nagyon halds vagyok Rapcsak Tamdsnak, aki azon kiviil, hogy javasolta és
inspiralta az 1. részben targyalt téma kutatdsat, hosszu ideje nagy lelkesedéssel
buzditott ezen disszertaci6 elkészitésére. Hozzaallasan, sok segitségén, hatartalan
lelkesedésén és emberségén kiviil a vele val6 talalkozasok is mindig nagy lendii-
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letet adtak munkamnak.

Ko6szonom Galambos Gabor tdmogatasat, akitél nemcsak tudoményos gondol-
koddasmoédot tanultam, hanem biztos hatteret biztositott munkdamhoz. Koszonet
Békési Jozsefnek, akinek egy huisz perces szemindriumi eléadasa sordn folvetett
problémék olyan kutatasokat inditottak meg, amelyekkel csaknem harom éve fog-
lalkozunk. Koszonettel tartozom kollegdimnak josdgukért és segitségiikért, akik
koziil Csallner Andras és Magoriné Huhn Agnes szerz6tarsam is.

Koszonettel tartozom kiilfoldi tartozkoddsaim kapcsan Inmaculada Garcidnak
(Almeriai Egyetem), Roumiana P. Statevanak (Bolgar Tudoméanyos Akadémia),
Hans Kellerernek és Ulrich Pferschynek (Grazi Egyetem), Gerhard Reineltnek (Hei-
delbergi Egyetem) is, akik nemcsak kiilfoldi titjaim lehet&ségét és infrastruktirajat
biztositottdk, hanem szamos téma diszkutaldsara, el6addsara is lehetséget adtak,
és részt is vettek ezekben. Tobbjiik szerz6tarsam is. Szerzétarsaim koziil kiilon
koszonet illeti Markot Mihdly Csabat, aki otleteket és konkrét javaslatokat adott a
disszertaci6 elkészitéséhez is.

Ezen kutatds elvégzéséhez segitséget nytjtott a jelenleg is foly6 Orszagos Tu-
domadnyos Kutatdsi Alapprogramok (OTKA T 048377 és T 046822 szam11) valamint
a MOB-DAAD Magyar-Német Kutaticsere Program (21/05-6s szdmu) projektjei-
nek tdmogatasa. Ezekért a szerz ezuton is szeretné kifejezni koszonetét, csakuigy,
mint a mar befejez6dott Orszdgos Tudomanyos Kutatdsi Alapprogramok (OTKA
T 034350 projekt) 2001 és 2004, valamint az 5. Eurépai Uniés Keretprogram AP-
POL II. Tematikus Hélé6zati Projektjének (FP5, IST-2001-32007) és az OMFB Ma-
gyar-Spanyol Bilateralis SP-25/01 projektjének 2001 és 2003 kozotti tAmogatdsaért,
tovabbd a Tempus Kozalapitvanynak kordbbi tdmogatasaiért is.

Végiil, de legf6képpen szeretd csalddomnak koszonok mindent. Toliik az élet

tudoményat tanultam — tanulgatom. Mindezért szerény és csekély kis héla ezen
munka is, melyet ajanlok

Balogh Martinnak, végtelen -végtelen szeretettel.



1. fejezet

Néhany globalis optimalizalasi probléma
Stiefel-sokasagokon

A dolgozat ezen fejezetében a Stiefel-sokasdgokon adott problémék globalis
optimalizalasi feladatait targyaljuk a [2, 6, 7, 11] cikkekben publikalt eredménye-
ink alapjan. Stiefel-sokasagok folotti optimalizalast targyalt és elemzett Rapcsak
néhdny korabbi dolgozatdban [88, 89, 90]. Az altala, valamint Bolla és szerzdtarsai
altal [15] tanulmanyozott feladatot vizsgaljuk.

A Stiefel-sokasagokon megadott globdlis optimalizéldsi problémat elméletileg
és numerikusan, kiilénb6z6 globélis optimalizdldsi médszerekkel elemezziik. A
globdlis optimalizalasi algoritmusok, szoftverek tesztelésére j6l hasznédlhato teszt-
fiiggvényeket adunk meg. Megvizsgéljuk a probléma néhany specidlis esetét, to-
vabba a lehetséges megolddsok halmazanak egy specidlis megszoritadsdval kapott
feladatot is.

A fejezet a kovetkezd modon tagolodik: a bevezetés és a motivacié utan el6szor
az optimumpontok struktirajat adjuk meg néhany specidlis esetben (l4sd még [2])
a [15, 88, 90]-ben és itt is targyalt kvadratikus feladatra, amib&l néhany redukciés
otlet és eredmény adodik. Kiilon foglalkozunk azzal az esettel, amikor a célfiigg-
vény egylitthatomatrixai diagonalisak.

Ezutén a [11] alapjan megoldési médszereket és technikdkat adunk meg a tar-
gyalt probléma numerikus optimalizdldsahoz. A feladat numerikus szempontbdl
torténd vizsgdlata kiilonboz6 technikdkat hasznalé szoftverekkel késziilt. A sza-
mitdgépes tesztfuttatdsok eredményeit az 1.3. alfejezetben foglaljuk 6ssze. Moti-
vacioként, illetve a probléma numerikus nehézségeinek megvilagitdsa céljabol ele-
mezziik a numerikus vizsgdlatok tapasztalatait.

Numerikus vizsgélataink eredményei, a tapasztalati nehézségek tanulsagai
szolgalhatnak motivaciéul is. Ez lesz a kiindulépontja annak, hogy az 1.4. alfejezet-
ben a feladat ismert globélis minimumhelyekkel és minimumértékekkel rendelke-
z0 specidlis eseteit vizsgaljuk. A fejezet egyik {6 eredménye, hogy ennek kiterjesz-
téseként tesztfliggvényeket adunk meg. A globdlis optimalizalasban nagy jelents-
séggel bir, hogy adekvat tesztfeladatok &lljanak rendelkezésre [31, 32]. Kiemeljiik,
hogy tesztproblémaink minden M, ;, (2 < k < n) Stiefel-sokasagon definidlhatéak.

A fejezet mésik f6 elméleti eredményeként a lehetséges megolddsok halmaza-
nak megszoritdsaval a folytonos feladat egy diszkretizalasat vetjiik fel és elemez-
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ziik (1.5. alfejezet). Megmutatjuk, hogy ez a jol ismert hozzarendelési feladattal
ekvivalens problémat eredményez.

1.1. Bevezetés, el6zmények

Stiefel 1935-ben vezette be azt a differencidlhat6é sokasagot, amely az Osszes x;,
Xa,...,X; € R" ortonormaélt vektorrendszert tartalmazza, ahol R" az n-dimenzi-
6s euklidészi tér [102]. A Stiefel-sokasdgok gyakorlati problémakhoz kapcsolod-
nak. Tekintsiink tobbdimenzi6s id6sorokbél szarmazé megfigyeléseket, feltételez-
ve, hogy a dimenziészdmhoz viszonyitva kevés tényez6 hatarozza meg a visel-
kedésiiket. A statisztikai vizsgélatok egyik célja ezeknek a hatdsoknak az azono-
sitdsa. A statisztika hagyomanyos eszkoze erre a célra a faktoranalizis, ami tobb-
dimenzids id6sorok esetén pontatlan vagy hibas eredményeket is adhat, kiilono-
sen akkor, ha az id6sorok komponensei kozott id6tél fiiggd Osszefiiggés van. En-
nek az az oka, hogy a faktoranalizist fiiggetlen megfigyelésekre dolgoztak ki, és a
tiiggetlenség nem jellemzd a tobbdimenzids idésorokra. Mindez azon Gj médszer-
tan kidolgozasat tette sziikségessé, ami figyelembe veszi a megfigyelések dinami-
kajat is. A dinamikus faktoranalizis fogalmat Geweke [41], Bankovi, Veliczky és
Ziermann ([12, 13]) vezették be tobbdimenziés gazdasdgi idésorok vizsgdalatéra.
Az azoéta ebben a témdban megjelent munkédk a hagyomanyos faktoranalizis bizo-
nyos tulajdonsagainak 4ltaldnositdsait tartalmazzak.

Bankovi, Veliczky és Ziermann [12, 13] megkozelitését alapul véve Bolla, Mi-
chaletzky, Tusnddy és Ziermann heterogén kvadratikus alakok maximalizal4sat
vizsgéltak Stiefel-sokasdgokon, feltételezve, hogy a heterogén kvadratikus alakok
pozitiv definitek. A feladat struktardlis vizsgalata sordn megadtak az elsérendii
és a masodrend{i sziikséges optimalitési feltételeket, valamint egy globdlis masod-
rendii sziikséges feltételt, és globdlisan konvergens, iterdcids algoritmust dolgoz-
tak ki kritikus pont meghatdrozdsara [15]. Eredményeiket els6sorban matrixelmé-
leti eszkozok felhasznalasaval érték el. Rapcsak a fenti optimalizalasi feladatot
kvadratikus célfiiggvényti és kvadratikus egyenléségfeltételeket tartalmazé opti-
malizdlasi feladatként fogalmazta meg, amire a Riemann-geometria eszkoztarat
és ezen keresztiil a globdlis Lagrange-multiplikator-szabéalyt alkalmazva lokdlis és
globalis, els6- és masodrend{i, sziikséges és elegend6 optimalizalasi feltételeket
kapott, valamint klasszikus, nemlinearis optimalizdldsi médszerek erre a feladatra
vonatkozo kiterjesztéseit [88, 89].

Markus, Berke, Kovacs és Urfer [71] a dinamikus faktoranalizis médszerének
alkalmazasat és a kapott eredményeket ismertetik tobbdimenziés kdrnyezeti id-
sorok esetén. Helmke és Moore konyvében [50] a dinamikus rendszerek struktu-
ralis stabilitdsdnak vizsgélata a Rayleigh-hdnyados és az altalanositott Rayleigh-
hényados Stiefel-sokasagokon torténd optimalizdldsara vezet. Edelman és tars-
szerzdi elektronikus rendszerek tervezését emlitik, mint a Stiefel-sokasdgokon tor-
ténd optimalizélds egyik lehetséges alkalmazasat [28]. A statisztikai alkalmazasok
koziil a f6komponens analizist és a statisztikai vizualizalast lehetne még megem-
liteni [90]. Megjegyezziik, hogy gyakorlati problémék fiiggetlen valtozécsoport-
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jainak modellezésében a Stiefel-sokasagokat alkot6 ortogondlis vektorrendszerek
hatékony eszkozt jelenthetnek.
Tekintsiik a kovetkez6 optimalizéldsi problémat:

k
min > x7 A;x; (1)
i=1
xI'x; =0y,  1<i,j<k, (2)
x; € R*, i=1,...k, n > 2,
ahol A;, i = 1,..., k, szimmetrikus matrixok, és J;; a Kronecker-féle delta. A to-

vabbiakban jelolje M, ; azt a halmazt, amely az n-dimenziés euklidészi tér 6sszes
k elemf ortonormalt vektorrendszeréb6l all.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

T T T\T . mokn
x = (x7,X5,...,X;) €R"™,

k
flx) = ZX?A,'X,'.
i=1

A Stiefel-sokasagok szerkezete a kdvetkez6 médon jellemezhetd. A kovetkezd
tételt James bizonyitotta el6szor [60], de Rapcsdk Tamas is adott ra egy szép bizo-
nyitdst [89] munkdjaban:

1. Tétel. Az M, halmaz kompakt, kn — @ dimenzids, végtelen sokszor differen-
cidlhaté sokasdg minden olyan pozitiv egészekbdl dll6 (n, k) pdrra, amelyekre k < n
teljesiil. A Stiefel-sokasdgok a k < n esetekben Osszefiigglk, a k = n esetben két 0ssze-
fiigg0 komponensbdl dllnak.

Az (1) probléma (2) korlatozo feltételei (nyilvdnvaléan) gy is felirhatéak, hogy

iz, = 1, i=1,...,k, (3)
wiT:cj = 0, i,j=1,...,k, i # ], (4)
T; € Rn, 221,,]{5,7122

Az ortogonalitas el6irdsabol kovetkezben n > k > 2.

A vizsgaland6 (1)-(2) optimalizdldsi probléma specidlis tipusd, kvadratikus
egyenlségteltételekkel adott kvadratikus célfiiggvényfi feladat. Az optimalizalasi
irodalom szerint nehéz erre 4ltaldnos esetben j6 kozelité megolddst adé hatékony
modszert adni [53]. Els6ként a fenti, (1)-(2) tipust probléma egy partikularis ese-
tét tekintjiik (a legkisebb méretti érdekes esetben), és azt vizsgéljuk, hogy milyen
tipust elemi geometriai eszkdzok alkalmazhatok a feladat egyszerfisitésére. Ezt
kovetden elemezhetdk a valasztott numerikus eszkozok és megvizsgalhatd, hogy
ezek koziil melyek alkalmazhaték ilyen tipust példakra, és melyek az altalanos,
tetsz6leges dimenzids esetekben.
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1.2. Néhany bevezet6 példa és megoldasaik — specidlis esetekben

Bevezetésként néhdny egyszertii példat elemziink. Megadjuk az optimumpontokat
specialis diagonalis egytitthatomatrixti problémék esetén. (1) ezen specidlis esetei
gyakran el6fordulnak valédi alkalmazasokban [89]. Ez segit a feladat szerkeze-
tének feltardsaban, masrészt lehetdséget ad néhany lehetséges egyszer(sitési, re-
dukcios lehetdség bemutatasara is. (Mint azt majd a késébbiekben latjuk, a nagy
numerikus szamitasigény miatt ezek hasznalata elengedhetetlennek latszik.)

1. Példa. Tekintsiik a kovetkezo feladatot, [89] egy feladatit:

1 3
min f(x) = ] + a5 + 75 + 5] : (5a)
feltéve, hogy
i+ k=1,
3+ =1, (5b)

T1x3 + Toxy = 0,

X = (1'1,1‘2,113'3,113'4)T € R%.

Megmutatjuk, hogy M, ,-n a feladat két fontos keresett jellemz&je, a minimumhe-
lyek és a maximumhelyek halmaza (a célfiiggvény megfelels fliggvényértékeivel
egyiitt) explicit médon kiszamithaték az (5a)-(5b) problémahoz.

Az egyenl6ségfeltételekbdl kovetkezik, hogy

r7 = 1-— a3,

2 _ 2
2.2 _ 2.2
T1T3 = Toly,

innen z%(1 — %) = (1 — x3)z3, azaz,
r] =1; és x5 =ua3. (7)

Osszevetve ezt az (5b) korlatozo feltételekkel azt nyerjiik, hogy

Tl = —X4 } 7 Vagy { 1 = T4 (8)

Ily médon az M, , Stiefel-sokasdg két komponense a kovetkezo alakban all el:
MQ’QZ{XER4|ZIZ’%+I§:1, x1+w4=0, 29 —x3=0} U
(xeR' |2t +a5=1, 21 — 24 =0, 29 + 23 =0}

Kihasznélva a fenti egyenleteket, azt kapjuk, hogy a célfiiggvény M, ,-n a ko-
vetkez6 alakra hozhato:



1. GLOBALIS OPTIMALIZALASI PROBLEMAK STIEFEL-SOKASAGOKON 8

A globélis minimumbhely — kdnnyen ldthaté médon —az z; = 0 pont, és a globalis
minimum értéke 2. Igy az eredeti feladat globalis minimumértéke szintén ennyi,
minimumhelyeiként pedig a

(0,£1,+1,0)"

alakti M ,-beli pontok adédnak. Az f(x) globalis maximumbhelyei is kénnyen
ad6dnak: ezek a
(+£1,0,0,£1)"

pontok, a globalis maximum értéke pedig 5. Megjegyezziik, hogy itt mindegyik
esetben az el&jelekre az Osszes eset lehetséges, nincs egyéb filiggdség, kapcsolat a
megfelel6 értékek kozott.

2. Példa. Tekintsiik a kivetkez0 optimalizdldsi feladatot:
min f(x) = 227 + 25 — 225 + 25, X € Myo.
Kihasznalva ismét a (6-7) sordn alkalmazott technikét, az f fliggvény
217 + a5 — 223 + a; = 327 — 23

alakban adhat6é meg M, ,-n.

Az els6 korldtozo feltételt kihasznalva (ldsd (5b), 1. Példa) egyvéltozos cél-
fiiggvényt kapunk. Egy masik lehetség kozvetleniil a 327 — 23 fiiggvényt tekin-
teni; az egységkoron ennek széba johetd legkisebb lehetséges értéke egyenlé —1-
gyel. A célfiiggvény ezt az als6 korlatot a (0, +1)" pontokban veszi fel, és mivel
(plL. (6)-bol lathatdan) a hozzdjuk tartoz6 négy

(0,41,41,0)"

pont az eredeti négyvaltozos feladat lehetséges megoldasait adja, igy ezek globa-
lis minimumbhelyek is, és ebbdl kdvetkezéen a minimum értéke M;,-n —1-gyel
egyenld. Konnyen belathat6 (példaul az utolso, 323 — 23 fiiggvényalakbol), hogy
minden més pontban a fiiggvényérték nagyobb, igy az eredeti, négyvaltozoés fela-
dat négy megoldasdval annak dsszes megoldasat megkaptuk.

Hasonléan belathat6 az is, hogy az eredeti négyvaltozés feladat globdlis maxi-
mumbhelyei a

(£1,0,0,£1)"

pontok, és csak azok, az ezekben felvett maximum értéke pedig 3.

Ennek kiterjesztéseként a diagondlis A;, i = 1,...,k, egylitthatomatrixok ese-
te konnyen targyalhato teljesen anal6g médon, ekkor az optimumpontok minden
koordinataja szintén a {—1, 0, +1} halmazbdl kertil ki (kivéve azt az elfajulo esetet,
amikor minden lehetséges megoldds egyben optimadlis megoldds is).

Az altaldnos (1)-(2) feladat optimumpontjai szerkezetének jellemzése M;,-n
szintén torténhet elemi eszkozokkel, példdul fiiggvénydiszkussziéval; [11]-ben
ennek segitségével kritériumot adtunk az optimumpontok szdménak végességére
M, ,-n. Ezt targyalja a most kovetkezd rész.
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A probléma megoldasa M;,-n

Ebben a szakaszban az (1) alakt, kvadratikus célfiiggvényti globdlis optimalizalasi
teladat optimumpontjainak szerkezetét adjuk meg az n = 2, k = 2 esetben. Mivel
ekkor az egytitthatomatrixok tetszblegesek, igy vizsgalatunk vissza fogja adni az
el6z6 példakbeli azon specidlis esetet, amikor a feladat egytitthatomatrixai diago-
nélisak. Ennek sordn latni fogunk néhany redukcios lehet6séget is. (Ezek egy része
nem mds, mint az el6z6 példak esetén is latott elimindciés lehetéségek altaldnosi-
tasa.)

M, 5-n az (1) feladat a kovetkez6képpen irhat6 fel dltaldnosan: a minimaliza-
land¢6 (vagy maximalizdlando) célfiiggvény

az? + bas + cx; + dri + er1wy + frazy, (9a)
alakt, mig a korlatozo feltételek a kovetkezok:

i+ oy =1,
vy +af=1, (9b)
T1T3 + X924 = 0,
X = (1‘1, To, T3, 1’4)T € R*.
A kovetkezé 4llitas segitségével (9) optimalizaldsi feladatat M, ,-n egy vele
ekvivalens egydimenzios, a [0,1] intervallumon definidlt optimalizdldsi problé-

mara redukaljuk, amelynek célfiiggvénye viszont két, egyidejiileg optimalizalan-
do6 fiiggvényt tartalmaz.

1. Lemma. Tekintsiik a

min{ Az} + Br1\/1 — 22 + C, Ax? — Bxy\/1 — 2% + C}, (10)
max{ Az} + Bxyy/1 — 22 + C, Az] — Ba1y\/1 — 23 + C}, (11)

fiigguényeket ahol x, € [0,1], A=a+d—b—c, B=e— f és C = b+ c konstansok.
(9a) minimalizdldsi illetve maximalizdldsi feladata M, o-n ekvivalens (10) minimalizdldsi
illetve (11) maximalizdldsi feladatdval a [0, 1] intervallumon.

illetve a

BIZONYITAS. Az allitast két 1épésben bizonyitjuk. Mindkét 1épésben a (9b) korlato-
z6 feltételeket hasznéljuk. El6szor 2 korlatozo feltételt és 2 valtozot eliminédlunk,
majd a bizonyitds masodik 1épésében még egy valtozot és az els6 1épés utdn ma-
radt egyetlen korldtozo feltételt is.

1. 1épés. Az 1. Példa megoldasa sordn latott dtalakitdsokat elvégezve, és a (8)-beli
egyenleteket felhaszndlva a (9a) célfiiggvény egyszerisitésére, nyerjiik a vele ek-
vivalens

(a+d)zt + (b+ c)z5 + (e — a1z, (12)
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célfiiggvényt, a korlatozo feltétel pedig (9b) els6 korlatozo feltétele marad; elimi-
nalva ezzel két valtozoét, és veliik (9b) masodik és harmadik korlatozo feltételét.

A (12) alakja még tovabb egyszertisithets z3 kifejezésével, ez 1 — 27 a (9b) els6
korlatozo feltételébdl. Igy az elss 1épés eredményeként M, »-n az dltalanos, (9a-9b)
probléma a kovetkezd, egyszer(ibb forméra hozhato:

Ax? + Bxyxs + C, (13)
2423 =1 (z1,79 € R),

ahol A=a+d—b—c¢, B=e—fésC=b+c.

2.1épés. A feladat (13) alakjabol a megmaradt utolsé korlatozé feltételt is eliminal-
hatjuk, elvégezve az zo = ++/1 — 2% helyettesitést. Ezzel megkapjuk az az allitas-
ban szerepld, [0,1] intervallumon definialt fiiggvényeket. Igy a (9) optimalizalasi
feladatdval ekvivalens, az 4llitasbeli, egyvaltozos, de két fliggvénnyel megadott
optimalizalasi feladatot nyerjiik. O

Megjegyezziik, hogy nyilvan hasonlé kifejezéseket kaphattunk volna x,-ben,
x3-ban és z,-ben is, mint amilyen kifejezést kaptunk az 1. Lemmadban z;-ben, ha-
sonl6 atalakitdsokkal.

1. MEGJEGYZES. (9b) elso két korldtozo feltétele (magasabb dimenzidban az elsé k kor-
ldtozo feltétel) kozvetleniil haszndlhaté minden , diagondlis tipusii” probléma esetén (azaz
amelyeknél Vi-re A; diagondlis mdtrix). Ebben az esetben a célfiigguényben csak négyzetes
tagok szerepelnek (ldsd [2]), igy k darab vdltozo elimindlhato a feladatbél. Mint az majd
a numerikus eredményekbdl kivildglik, a korldtozo feltételek és/vagy a vdltozék szdmdnak
csokkenése a felmeriil§ szamitdsi koltségigényben jelentds csokkenést okozhat. Ezért fontos
az ilyen jellegti redukcios lehetdségek kihaszndldsa, ahol az lehetséges.

2. MEGJEGYZES. Az 1. Tételbdl kivetkezoen M, o-nek — mivel a tétel szerint minden
M, ,-nak n = k esetén — két komponense van. Az ezeken valé optimalizdldsnak felel meg
az, ha a feladatot 1igy oldjuk meg, hogy a célfiigguényben szerepld két fiigguényt kiilon-
kiilon optimalizdljuk. Erdemes megemliteni, hogy az, hogy az alkalmazott eQyszeriisitések,
ekvivalens dtalakitdsok utdn a feladatunk eqyvdltozés, az szintén megfelel az 1. Tétel ered-
ményének, amelybdl kiszamolhatd, hogy M, o dimenzidszdma 1.

Az 1. Lemmabdl kaptuk az M, ,-n megadott feladat imméron korlatozoé felté-
telek nélkiili alakjat. Ennek megolddsaban a probléma szimmetriaja lesz segitsé-
giinkre: elegend6 lesz a célfiiggvényben szerepld két fliggvény egyikének szélso-
értékhelyeit meghatarozni a [0, 1] intervallumon, ennek sordn adédik a két fligg-
vénnyel megadott feladat megoldasa is. Ebb6l szimmetria tulajdonsdgokat fel-
hasznalva adédik az eredeti feladat minden megoldédsa. Ehhez el6szor az eredeti,
M, ,-n megadott (9) feladat egy olyan tulajdonsdgat mondjuk ki, amely ugyan (8)-
ra épiil, de megfogalmazasa megkonnyiti az eredeti feladat megolddsainak auto-
matikus meghatarozésat a (10) (maximalizaldasi feladat esetén a (11)) feladat megol-
déasaibol.
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1. Tulajdonsag. Az dltaldnos, Mso-n megadott (9a) alakban felirt probléma szimmet-
rikus abban az értelemben, hogy ha (x1, e, —x2, 1) € May, akkor (zy, 9,12, —11)7,
(=1, —@2, w2, —21)T, (=1, —T2, =29, 21)T € My, és

fr1, 20, =0, 21) = f(x1,29,29, —21) =

f(=z1, =22, 09, —11) = f(—21,—T2, —T2,71).

BIZONYITAS. (8)-bol megfigyelhets, hogy ha (x1, xa, —2,71)7 € My, akkor az al-
litdsban szerepld pontok mindegyike M 5-beli. A fiiggvény (13) alakjabdl latszik,
hogy az ezekben a pontokban folvett fliggvényértékek egyenlSek. 0

Megjegyezziik, hogy a tulajdonsdg kimonddasdban szereplé pontok csak akkor
alkotnak négy kiilonb6z6 pontot, ha egyik koordindta sem zérus, egyébként két
kiilonb6zd pontrdl van sz6. Az 1. Tulajdonsag nyilvanvalé kovetkezménye, hogy
ha a (9) feladatnak ismert egy minimum /maximumbhelye, és erre z1, x5 # 0, ak-
kor az 1. Tulajdonsag tovabbi 3 kiilonb6z6 minimum /maximumhelyet szolgaltat.
xz1 = 0 vagy x2 = 0 esetén tovdbbi egyet. Ez azt is jelenti, hogy ha az 1. lemma-
beli (10) feladatot (vagy maximalizalasi feladatnal a (11) feladatot) az z; € [0, 1]
intervallumon optimalizaljuk, akkor az 1. Tulajdonsag alapjan a (9) feladat dsszes
megoldasat megkapjuk.

1. Allitdss. Ha A # 0, vagy B # 0, akkor a (9) probléma optimumpontjait pontosan
4 minimumbhely és pontosan 4 maximumbhely alkotja. Az ettdl eltérd esetben a feladatnak
kontinuum sok megolddsa van, mivel M, minden pontja minimum- és maximumpont is

egyben.

BIZONYITAS. Harom lépésben bizonyitjuk az allitast, megkiilonboztetve az A = 0
és B=0,az A#0és B =0, valaminta B # 0 eseteket.

1. Lépés. Ha A =0 és B = 0, akkor (10)-b&l konnyen lathat6, hogy a célfiiggvény
konstans, igy az adott Stiefel-sokasdg minden pontja minimumhely és maximum-
hely is egyben.

2. Lépés. Ha A # 0 és B = 0, akkor problémank egyiitthatomatrixa diagonalis,
és megoldasunk az 1. és 2. Példdban latottakhoz hasonlé lesz. (10) alakja ebben az
esetben:

Az + O, z; €0,1], (14)

ahol A=a+d—-b—c, C =0b+c. (14) optimumpontjai nyilvdnvaléan az x; = 0 és
az r; = 1 pontok.

1. Ha A > 0 (azaz a + d > b+ c), akkor a (14)-beli fiiggvény, és igy (9a) is akkor
veszi fol C(= b + ¢) minimumértékét, amikor z; = 0. Ebbdl kovetkezben a (9)
teladat minimumbhelyei pontosan a

(0,41, +1,0)"
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pontok, igy ekkor (9)-nek pontosan 4 minimumbhelye van. A (9a) maximumértéke
egyenlé a +d (= A+ C)-vel, ésazta

(£1,0,0,£1)"

pontokban veszi fol.

2. Ha A < 0 (azaz a + d < b+ ¢), akkor (9)-nek az A > 0 esetbeli minimumhe-
lyei lesznek a maximumbhelyei, és forditva. A minimum értéke A + C'-re vélt, mig
a maximumérték C-re.

3. Lépés. Tegyiik fel, hogy B # 0. Jeloljiik g1(x1)-gyel és g2(z1)-gyel a (10) (maxi-
malizalasi feladatnal (11)) célfiiggvényében szerepld két fliggvényt, azaz

g1(z1) = A2t + Bryy/1 — 22 + O, és go(wy) = A3 — Bajy/1 — 22 + C,

ahol z; € [0, 1] mindkét esetben. Helyettesitsiik z,-et \/y-nal (y = z?, 11 > 0), és
definidljuk h,-et és hy-t y fliggvényében a [0.1] intervallumon tgy, hogy

hi(y) == gi(z1) = Ay + B\/yy1—-y+C =Ay+B\/y—y*+C,
: (15)

es
hao(y) := ga(21) = Ay — B\/y\/1—y+C =Ay— By —y*+C.

(10) minimalizalasi illetve (11) maximalizaldsi feladata a [0, 1] intervallumon nyil-
vanval6éan ekvivalens a hasonl6, a hi(y) és hs(y) fliggvényekkel megadhaté mi-
nimalizalasi illetve maximalizalasi feladattal (azaz amelyekben a célfiiggvény
min{h(y), ha(y)} illetve max{hi(y), h2(y)}, v € [0, 1]).

Az utébbi megoldasat megkapjuk, ha meghatarozzuk h, és hy, optimumbhelyeit
ezen az intervallumon. Ehhez azonositanunk kell, hogy &/ (y) és hj(y) hol zérus,
valamint ellen8rizniink kell az y = 0 és az y = 1 pontokat is, ahol a derivéltfiigg-
vények nem értelmezettek, ugyanis

1—-2y 1—-2y

W(y)= A+ B——Y & By(y)= A—B——2L_ ye(0,1).
Ebbdl kovetkezben
R’ (y) = 0 akkor és csak akkor, ha — 2A4+/y — y? = B(1 — 2y). (16)

Mindkét oldalt négyzetre emelve és az egyenletet atrendezve kapjuk, hogy
(4B + 4A%)y* — (4B* + 4A%)y + B> = 0. (17)
Mivel most B # 0, igy a kovetkezd egyenlet adodik:

B2
V' =Y+ e =0
A(B2+ A7)
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melynek gyokei

Yz = 2 T2 B2+ A?

1441 - 325 1<1i PE )

Mivel a (16)-beli egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve kaptuk (17)-et,
észrevehet6, hogy a megoldés egy plusz, hamis gyokot szolgéltatna. De ugyanak-
kor az is észrevehet6, hogy ezt nem kell elhagynunk, mivel a feladat most mindkét
figgvény szélstértékhelyeinek meghatdrozasa, és a masik gyok éppen hy(y) gyo-
ke. Ha A # 0, akkor y; > % és y, < 3; ebben az esetben h|(y) és hj(y) alak-
jabol latszik, hogy ha A és B megegyez6 elGjelliek, akkor y; a gyoke h'-nek és
y2 a gyoke h)-nek, mig ha ellenkezé el6jeltiek, akkor forditva. Az A = 0 esetben
y1 = y2 = 3 gyoke mindkettének.

Derivalva a h}(y) fliggvényt,

s (-2y?
1—2y ),_3_4 y_y2_7\/y—yy2_
24/ 1y — y? 4y — y?)

b = Byt yeon
W AT reln
tovdbba hj(y) = —h/(y).

Kovetkezésképpen a hy és h, fliggvények kétszer folytonosan differencidlha-
tok a (0,1) intervallumon. Ha B > 0, akkor a (0,1) intervallumon a h{(y) fiigg-
vény negativ, azaz h; szigortian konkdv, mig ha B < 0 akkor hf(y) pozitiv és
igy hi szigortian konvex ott, és hasonléan, h, szigortian konvex, illetve szigortan
konkav a (0,1) intervallumon rendre, amikor B negativ, illetve pozitiv. Ebb6l ko-
vetkez&en a fent kapott gyokeink egyike sem inflexiés pont a (0, 1) intervallumon.
A fentiek alapjdn, B > 0 és A > 0 esetén y; a h; fiiggvény maximumbhelye, y, a
hy minimumbhelye a (0, 1) intervallumon (A < 0 esetén y; és y, szerepet cserél).
B < 0és A >0 esetén y, a hy minimumbhelye és y; a hy maximumhelye a (0,1)
intervallumon (A < 0 esetén y; és y, szerepet cserél).

Hatramaradt annak megmutatdsa, hogy a két gyok a két fiiggvénnyel adott
minimalizaldsi, illetve maximalizalasi feladat egy-egy optimumpontjat szolgaltat-
ja, és nem csak a (0, 1) nyitott, hanem a [0, 1] zart intervallumon is. Ennek igazo-
lasdhoz vegyiik észre, hogy az y = 0 és az y = 1 pontokban a fiiggvényértékek
egyenldek: h1(0)=hy(0) és hy(1)=hs(1) (példdul (15)-b&l konnyti ezt latni). Az nyil-
vanvald, hogy a 0 pontban jobbrdl, az 1 pontban balrél folytonos mindkét fligg-
vény. Igy a fiiggvények gorbéi ugyanabbél a pontbél indulnak ki, és ugyanabban
a pontban végzddnek. Tovabba, h/(y) jobboldali hatarértéke a 0 pontban co és
baloldali hatdrértéke az 1 pontban —oo, mig h)(y)-é rendre —oo és co. (Ez a tulaj-
donsdg megfigyelhet az 1. dbrdnis, az A = 1, B = 1, C' = 0 eseteket dbrazol6
példa képén.) Igy az y = 0 pontnak van olyan jobboldali, az y = 1 pontnak pe-
dig olyan baloldali, pozitiv sugarta kornyezete, ahol az egyik fiiggvény szigortian
monoton csokkend, mig a masik szigordan monoton novekvd. Ezért azt kapjuk,

M) = (A+B




1. GLOBALIS OPTIMALIZALASI PROBLEMAK STIEFEL-SOKASAGOKON 14

A
1.2

1 ha
0.81
0.61
0.41

0.2

—02] T

-0.4
1. dbra. A hi(y) és ho(y) fliggvények grafikonjaaz A =1, B =1 és C' = 0 esetben.

hogy a 0,1 pontok egyike sem lehet optimumbhely a fenti minimaliz&lasi, illetve
maximalizélasi feladatra sem.

A fentieket dsszevetve azzal, hogy B el&jelétdl fliggben hi(y) és ho(y) kozil
az egyik szigortian konvex, a masik szigortian konkav (0, 1)-en, mindebbdl kovet-
kezik, hogy az y,» € (0,1) pontok — és csak azok — a globalis optimumhelyek, A
és B eltjelétdl fiiggben a fent részletezett médon. A ¢;(x1) és go(z1) [0, 1]-en vald
egytittes optimalizdldsanak megoldasai visszahelyettesitéssel adodnak.

Végiil az eredeti, M, »-n adott (9) feladat 6sszes optimumpontjat megkapjuk az
1. Tulajdonsag felhasznéldsaval. Mivel z; # 0 és x; # 1, igy az 4 — 4 kiilonb6z6
16nb6z6 optimumhely pedig nincs. Ez indirekt tton kénnyen bizonyithaté az 1.
Tulajdonsag alapjan. (Ha lenne a kapott 4 maximumhely vagy 4 minimumhely
mindegyikétdl kiilonbozé maximumbhely vagy minimumhely, akkor az 1. Tulaj-
donsag és a fentiek alapjan egy ilyen pont egy 1j, y € [0, 1] intervallumba es6 gyo-
két szolgéltatnd az egydimenzits feladatnak is, amivel ellentmondésra jutnank.)
Ezzel allitdsunk bizonyitott. O

Megjegyezziik, hogy a (16) dsszefiiggésb6l minden esetben szemléletesen szar-
maztathat6 az optimumpontok struktardja. Ezt illusztraljuk a kiilonb6z6, A és B
értékektol fiiggd esetekben az dbrdkon (amikor A vagy B nem zérus, akkor érté-
kiiket 1-re alitottuk be):

— Az A # 0, B # 0 esetet az 1. Allitas bizonyitdsaban elemeztiik. (Lasd a 2.
abra els6 grafikonjat: egy egyenes és egy gorbe metszéspontjai.)

- Az A =0, B # 0 esetben két egyenes szakaszunk van, amelyek az y = 1
pontban metszik egymadst. (L4sd a 2. 4dbra médsodik grafikonjat.)

- Az A #0, B = 0 esetben, a (16)-beli egyenlet jobboldaldan a B(1 — 2y) egye-
nes konstans zérus fliggvény és ezt metszi a gorbe a 0 és 1 pontokban. (Lasd
a 3. dbra elsd grafikonjat).
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2.4bra. Az A=1, B=1,illetveaz A =0, B =1 esetek.

konst. 0 konst. 0
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3.4bra. Az A=1, B=0,illetveaz A =0, B = 0 esetek.

— Az utols6 esetben, amikor A = 0 és B = 0, az egyenes szakasz és a gorbe
is megegyezik a konstans zérus fliggvénnyel a [0, 1] intervallumon. Ezért a
0, 1] intervallum minden pontja optimumpont. (3. dbra, masodik grafikon.)

A h, fliggvény esete teljesen hasonlé: az egyik gorbe helyett annak —1-szeresét,
és a masik gorbével valé metszésponto(ka)t kell tekinteni. Ezutdn a bizonyitdsbeli
helyettesitéseket elvégezve, figyelembe véve az 1. Tulajdonsagbdl ad6dé multipli-
citdsokat is, a metszéspontokbdl a (9) 0sszes optimumhelye meghatdrozhato.

Nézziik meg ezt kiilon az els6 esetre, egy dnmagaban is szemléletes konkrét
példan demonstralva a megoldast ebben az esetben. Tekintsiik azt a konkrét (10)
és (11) alaka (minimalizaldsi, illetve maximalizalasi) feladatot, amelyben A = 1,
B =1és C = 0.(Megjegyezziik, hogy egyilyen, A, B, C' paraméterekkel megadott
teladat val6jaban nyilvanvaldan szamtalan, kiilonb6z6 a,b, c,d, e, f egyiitthatok-
kal M;2-n megadott (9a) célfiiggvényti feladatbdl szarmazhat, melyek mindegyi-
ke ugyanazon, A, B, C paraméteri (10), illetve (11) feladatra vezet az alkalmazott
egyszer(sitések utan.)

3. Példa. Tekintsiik a (10) és (11) feladat azon esetét, amikor A =1, B =1 és C = 0.
(A feladat az optimalizdlds a [0, 1] intervallumon.)

A fenti bizonyitas 3. 1épését kell végrehajtani. A hy(y) és ho(y) fliggvények (15)
alapjan a kovetkezok lesznek:

My)=y+Vyv1—y és ho(y) =y —Vyv/1 -y,

ahol y € [0,1]. Az 1. dbrén lathat6 a h; és h, fliggvények grafikonja.
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4. dbra. A derivéltfiggvények grafikonjai az A = 1, B = 1 beéllitdsok esetén.

A deriviltfiiggvények (lasd 4. abra) a kdvetkezok:

1—-2y 1—-2y
h(y) =1+1—— és hy(y) =1-1———, y€(0,1),
2Vy —y? 2Vy —y?
Az optimumpontok
1 V2 1 V2
— 4 Yo L 6S Yy == — ~—= =0,14644...
=5+ =0,85355... és yp =5 — == =0,14644..,
ahonnan
1 V2 1 2
1= \/5+ % = 0,92387... és w12 = |[5 - % — 0,38268....

Az 1. Allitas bizonyitésa alapjan az y,, illetve az y, pont rendre a h,(y) és
ho(y) fuggvények [0, 1] intervallumon val6 egyidejli maximalizaldsi, illetve mini-
malizdlasi feladatdnak megoldasa, és nincs egyéb megoldds. A maximum értéke
hi(y1) = 1,20711, mig a minimumé hs(y,) = —0,207107.

Az eredeti feladatnak M, ,-n igy pontosan 4 megolddsa van a minimalizala-
si és maximalizalasi feladat esetén is, ezek az 1. Tulajdonsagb6l konnyen adédnak
visszahelyettesités utan.

Osszegezve, az 1. Allitdsban nyertiik az Mj ,-n definiélt (9) probléma megolda-
sat. Lattuk ennek bizonyitasdnak 1-3. eseteiben, hogy az M, , Stiefel-sokasdg két
fontos komponense, a globélis maximum- és minimumhelyek — és az optimum-
értékek — explicit médon szamithaték barmely (9) tipust problémahoz. Erdekes
kérdés, hogy a megoldasi technika alkalmazhaté vagy altalanosithato-e adekvat
modon nagyobb dimenziés feladatokra is.

A most kovetkez6 numerikus vizsgéldédédsaink célja olyan tapasztalatok szerzé-
se, amelyek nagyobb méretii, nagyobb n és k értékekhez tartozo6 feladatok meg-
olddsdban segithetnek. A numerikus tesztek masik {6 célja annak megvilagitasa,
hogy milyen numerikus technika hogyan alkalmazhat6 a probléma megoldaséban.
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1.3. Numerikus eredmények

A probléma numerikus vizsgalatara két, kiilonb6z6 tipusu globélis optimalizalasi
eszkozt valasztottunk. Egyrészt, egy hagyomdnyos sztochasztikus globdlis opti-
malizdlasi modszert, Csendes Tibor GLOBAL nevii algoritmusat [23]. M&srészt,
egy megbizhat6, intervallum-aritmetikat alkalmazé globdlis optimalizdlasi esz-
kozt, a Baker Kearfott altal tervezett és fejlesztett GlobSol [63] nevii optimalizalasi
modszert alkalmaztuk a numerikus vizsgalatok masodik részében. Ennek meg-
bizhat6 eljarasara [63, 105] épitve célunk garantdlt megbizhatésagt eredmények
elérése volt. Ezen ut6bbi vizsgalatok nehézségei és ezek okai egyben motivaciét is
jelenthetnek a fejezet tovabbi részeinek vizsgalataihoz, ezt ott roviden 0sszefoglal-
juk.

Empirikus numerikus elemzésiinkben a szdmitdsigény mérésére valamennyi
esetben megadjuk a vizsgélt feladatok megolddsahoz sziikséges fliggvénykiérté-
kelések szamat (beleértve a gradiens- és korlatozo feltétel kiértékelésekét is) és a
telhasznalt CPU-idét.

A numerikusan els6ként vizsgdland6 problémank legyen az A,,-n adott 1.
Példa feladata, (nem-zérus) diagonalis egytitthatokkal:

1. Probléma. Vizsgdljuk a kovetkezd, [89]-beli problémuit:

1 3
min f(x) = 27 + S5 + 23 + saf,

2 2
az
ri4as =1,
r3t+a; =1,

$11’3+JJ2$4 = 0,

X = (21, 29,03, 24)" € R?

korlatozo feltételek mellett.

Az el6z6 alfejezetben demonstraltuk, hogy az 1. Probléma egydimenziés prob-
lémava egyszerfisithetd M, ,-n. Az eredeti, 1. problémabeli alak vizsgélata azon-
ban numerikus szempontbdl is érdekes. Ebben az alfejezetben el8szor erre adunk
meg numerikus eredményeket.

Sztochasztikus globalis optimalizdldsi mdédszer alkalmazasaval
nyert megoldadsok

A sztochasztikus globdlis optimalizalasi médszerek koziil a GLOBAL nevi nyilt
forraskéda moédszer alkalmazdsat valasztottuk. Ez egy 6sszehasonlité kutatés [79]
eredményeképpen a legjobbnak bizonyult a hasonlé szoftverek kozott. A GLOBAL
modszer Boender és tarsai globélis optimalizaldsi modszerének [14] adaptalt, to-
vabbfejlesztett valtozata. Az algoritmus roviden a kovetkez6képpen irhat6 le [23]:
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1. 1épés: Generaljunk egyenletes eloszlassal M pontotaz S(= [0, 1]") értelmezé-
si tartomanyban, és adjuk ezeket az aktudlis C' mintdhoz. Konstrudljuk meg a
D transzformdlt mintat, megtartva C' pontjainak legalacsonyabb fiiggvény-
értékli v szazalékat.

2. 1épés: Alkalmazzuk a klaszterezési eljarast D-re. Ha D Osszes pontja vala-
mely klaszterhez rendelhetd, akkor ugorjunk a 4. 1épésre.

3. 1épés: Alkalmazzuk a helyi keres6 eljarast 7' még klaszterezetlen pontjaira.
Ismételjiik a 3. 1épést addig, amig minden pont klaszterhez rendeltté valik.
Ha talaltunk egy 4j lokalis minimumot, akkor ugorjunk az 1. lépésre.

4. 1épés: Hatarozzuk meg a taldlt legkisebb lokélis minimumértéket, és STOP.

A 2. 1épésben alkalmazott klaszterezési eljaras leirdsa megtalalhato a [23] koz-
leményben. Ez az tgynevezett ,single linkage" klaszterezési eljaras, amely a fela-
datunkra alkalmasnak bizonyult. Ennek célja azon mintapontok felismerése, me-
lyekbdl a helyi keresét elinditva a lehetséges eredmény egy mar ismert lokélis mi-
nimumbhely lenne. A 3. 1épésben két kiilonb6z6 helyi keresd eljards hasznalhat6
az implementdciéban, vagy egy kvazi-Newton-eljaras a DFP (Davidon-Fletcher-
Powell) update formulaval [42], vagy egy véletlen sétat hasznalé médszer, az UNI-
RANDI (lasd [61]).

Az itt alkalmazott médszer (barmelyik lokalis keres alternativat alkalmazzuk
is) egy ugynevezett direkt moédszer, ami azt jelenti, hogy nem igényli a derivalt-
fiiggvény explicit meghatdrozasat. Sima célfiiggvényekre a kvazi-Newton-mod-
szer j6 valasztasnak t{inik, mig olyan problémak esetén, ahol a fiiggvény, vagy a
derivaltfiiggvény nem folytonos, a robusztus UNIRANDI véletlen keresé médszer
ajanlhato6 [22]. Ezért a lehetséges lokdlis keres6 alternativak koziil mi a kvazi-New-
ton-tipusu lokalis keres6t hasznaltuk.

A bedllithat6 vezérl6paramétereket [22, 23] az adott feladatosztalyra hangoltan
oly médon valasztottuk, médositva a javasolt ,, default” paramétereket, hogy min-
den iterdciéban 200 mintapontot generaltunk, ezek mindegyikébdl lokalis keresést
inditva. Ez a vélasztas [8, 9]-beli sikeres tapasztalatunkkal 6sszhangban tortént
erre a feladatra is. Ott a kémiai fazisstabilitdsi probléma megoldasédra alkalmaz-
tuk a modszert, hasonl6 beallitdsokkal. Ezt ebben a dolgozatban a 3. fejezetben
targyaljuk majd, de a valds idérend forditott volt, ez a tapasztalat ekkor mar ren-
delkezésre allt.

A modszer csak tgynevezett ,bound constrained” problémaknal alkalmazhato,
azaz amelyekben csak intervallumos korlatozé feltételek szerepelnek (ez gyakor-
latilag azt jelenti, hogy a korlatozo6 feltételeket csak a valtozokra adott alsé és fels6
korlatok jelentik). Ahhoz, hogy feladatunkbél ilyen jelleg{i problémat allitsunk eld,
az — az egyik leggyakrabban alkalmazott technikdval — péld4ul biintetéfiiggvény
hasznélataval lehetséges.

A biintet6fiiggvény haszndlatanak célja a korlatozo feltételektdl valé ,, megsza-
badulas", amely azoknak a célfiiggvénybe ,olvasztasaval" torténik tgy, hogy az
optimadlis megoldds ne valtozzék. A p biintetéfiiggvény a célfiiggvényben egy
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nemnegativ additiv tagot jelent, azaz a célfiiggvénybdl ily médon a szarmazta-
tott optimalizdland¢ fiiggvény ekkor f + p (p > 0) alakd. p el6irtan a korldtozé
feltételek megsértésének valamely nemnegativ mértéke kell hogy legyen, azaz ér-
téke pontosan azokban a pontokban zérus, ahol a korlatozo6 feltételek teljesiilnek.
Koénnyen lathat6, hogy az f + p minimumértéke megegyezik f-ével, és a mini-
mumbhelyek is ugyanazok mindkét fiiggvény esetén, tehat a két optimalizélasi fel-
adat ekvivalens egymassal. Esetiinkben a p(x) = 2|2% + 23 — 1| + 2|23 + 27 — 1| +
(123 + m214)?, x € R? biintetSfiiggvényt alkalmaztuk.

A globélis minimumértékek és a globdlis minimumhelyek, amelyeket ezzel a
globalis optimalizalasi eszkozzel talaltunk ezen 4-dimenzids fliggvényre a kovet-
kezo6k:

9(x) x
1. [ 1,5001255 | ( 0,0059719, 0,9999686, 0,9999517, 00084435)T
2. | 1,5007071 | ( 0,0120176, 0,9996325,—0,9999300, 0,0116300)7
3.1 1,5003991 | ( 0,0029898,—0,9999863, 0,9998251, —0,0012770)7
4. | 1,5007045 | (—0,0109279,—0, 9999999, —0, 9996446,—0, 0146223)7 "

f maximalizélasakor (ezt a gyakorlatban tgy végeztiik, hogy — f-et minimalizal-
tuk):

9(x) X
1. | —2,4998629 | ( 0,9999981,—0, 0030527, 0,0028565, 1,0001186)7
2. —2,4996702 | ( 1,0001611, 0,0009282, 0,0013075, —1,0000044)7
3. | —2,4993594 | (—1,0003144,—0, 0014572, 0,0012710, 0,9999993)"
4. | —2,4993250 | (—1,0002619, 0,0030735, 0,0037596,—1,0000762)7 .

A numerikus teszteket egy 500 MHz-es Pentium Ill-as PC-n (256 MB RAM,
Linux operacités rendszer alatt) végeztiik el. Az esetleges jobb 6sszehasonlithato-
sdg céljabol megadjuk az tgynevezett STU-t (Standard Time Unit), ez gépiinkdn
0,00047 masodperc. Az STU a globalis optimalizalasi irodalomban szokdsos mo-
don hasznalt viszonyitasi alap, egyfajta mértékegység, amely a Shekel-5 fiigg-
vény értékének a (4,0;4,0;4,0;4,0;4,0)" pontban 1000-szer torténd kiértékelésé-
hez sziikséges CPU-id6. Ez lehet&séget teremt arra, hogy a kiilonb6z6 szdmitogé-
peken végzett tesztek CPU-id6i 0sszehasonlithatok legyenek, csak az STU-khoz
viszonyitott relativ értékeket figyelembe véve.

A minimalizalasi, illetve a maximalizalasi feladat megolddsdhoz az algoritmus
Osszesen 88 360, illetve 78 762 fiiggvénykiértékelést hajtott végre. A teljes végrehaj-
tasi id6 mindkét esetben 1 masodperc alatt volt, 0,477 illetve 0,420 masodperc.

Az optimalizalési feladat azon megoldasai, amelyeket a GLOBAL algoritmus
alkalmazdsaval nyertiink j6 egyezést mutatnak az el6zg, 1.2. alfejezetben (5) opti-
malizdldsara nyert elméleti eredményeinkkel. Pontosabban fogalmazva, az opti-
mumpontok kozelitési pontossdga elfogadhatéan kicsi, figyelembe véve a méd-
szer sztochasztikus voltat.

Mindezen tapasztalataink azt mutatjak, hogy kisebb megbizhatdsag és kisebb
pontossag rovidebb szamitédsi id6t és kevesebb miiveletigényt jelent — ez a tény
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voltaképpen elvért és indokolt. Amit itt levonhatunk kovetkeztetésiil az az, hogy
ennek a médszernek a hasznélata egyszer(i, nem igényli a derivalt explicit meg-
adésat, tovdbba gyorsnak, hatékonynak is bizonyult. Ellenben a médszer jellege
miatt a szolgaltatott megolddsok nem lehetnek megbizhatoak.

Megbizhat6, intervallum-matematikdn alapulé médszerrel nyert
numerikus eredmények

Az 1. Probléma egy 4-véltozos fliggvény minimalizalasat jelenti, 3 korlatozo felté-
tellel. Tanulsdgos ezt el6szor egy tigynevezett ,black box" feladatként megoldani
egy megbizhat6 intervallumos globdlis optimalizalasi médszer hasznalataval.

Az intervallumos numerikus eszk6zok koziil kevés képes kezelni bemenetként
korlatozo feltételeket is, és ezek koziil is csak néhdny nemlinedris korlatozo fel-
tételeket. Itt mi egy ilyen, intervallum-matematikan alapuld, Branch-and-Bound
(B&B) technikét hasznal6 optimalizalési eszkozt, a GlobSolt alkalmaztuk, amelyet
Baker Kearfott tervezett és fejlesztett [63]. Ebben nem csak linearis, hanem nemli-
nedris korlatozo feltételeket is el6irhatunk, kdzvetleniil az input részeként. Ez egy
specidlis, intervallum-matematikdn (lasd [48, 77, 91]) alapul6 médszer. Az interval-
lum-matematika hasznos és hatékony eszkoz folytonos fiiggvények d-dimenzids
zart intervallumokon (hipertéglalapokon) felvett értékkészletének befoglalasara.
Az intervallum-matematikai szubrutinok kiilénb6z6 szamitégéptipusokhoz, sza-
mitasi kornyezetekhez is rendelkezésiinkre allnak. Ezek a szubrutinok kifinomult,
irdnyitott, kifelé kerekito eljdrdsokat haszndlnak, melyeknek koszonhetSen az inter-
vallumos mfiveletvégzés eredménye matematikai szigorral ellendrzott, maskép-
pen mondva garantalt megbizhat6sagu lesz lebeg6pontos gépi aritmetikdk alkal-
mazasakor is.

A Branch-and-Bound tipust globalis optimalizaldsi médszerek (lasd pl. [53]) a
fiuggvénynek a keresési tartomdny bizonyos részhalmazai folott folvett értékkész-
letének korlatait igénylik. A B&B moédszerek egyes tipusaira ezek a részhalmazok
hipertéglalapok (mas néven boxok). Ekkor az értékkészletek befoglaldsara inter-
vallum-matematikai médszereket alkalmazhatunk.

Az1.ésa?2.tablazatok az ezzel az eszkozzel végzett numerikus tesztek eredmé-
nyeit tartalmazzak, f minimaliz4ldsi, illetve maximalizalasi feladatdra. (A maxi-
malizalasi feladat esetében — f-et minimalizéltuk. Ezért ekkor a ténylegesen ka-
pott optimumérték —5/2 volt a tablazatban szerepld 5/2 helyett.) A teszteket egy
IBM RS/6000 tipusti szamitégépen hajtottuk végre, AIX 4.3 operaciés rendszer
alatt. A felhasznalt CPU-id6 0sszehasonlithatésaga céljabol mért STU 0,06 ma-
sodperc volt ezen a szamitégépen.

Az elbirt pontossagot 1071%-re llitottuk be, azaz a lehetséges maximalis bealli-
tasi pontossdgra, amit a program képes kezelni. Helyhidny miatt itt csak a szdmita-
sok koltségigényére vonatkozo6 adatokat, illetve az optimumértékre a szoftver 4ltal
talalt legjobb kozelitd értéket adjuk meg. Egyéb numerikus részletek a kovetkezd
internetes cimen taldlhatok:

http://www.jgytf.u-szeged.hu/ ~balogh/Reszletes_adatok.ps
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1. tdblazat. Szamitasi koltségigény az 1. Probléma minimalizdldsakor a GlobSol
program hasznalataval. A megallasi feltételként el6irt pontossagi kovetelmény
1071 volt.

Fliggvénykiértékelések szama: 1548
Gradiens kiértékelések szama: 718
Korlatozo feltétel kiértékelések szdma: 2927 955
Az optimumértékre nyert legjobb becslés: | 1,50000029396437820
CPU id6 (s): 429,63

2. tdblazat. Szamitasi koltségigény az 1. Probléma maximalizdldsakor a GlobSol
program hasznalatdval. A megéllasi feltételként el6irt pontossagi kovetelmény
10719 volt.

Fliggvénykiértékelések szama: 4 300
Gradiens kiértékelések szama: 3104
Korlatozo feltétel kiértékelések szama: 5513 034
Az optimumértékre nyert legjobb becslés: | 2,49999970603216810
CPU id6 (s): 861,37

Az ott szerepld tdblazatok tartalmazzak a minimumpontokra és a minimumérték-
re kapott befoglal6 intervallumokat (X, F(X)). Ezek osszefoglaldsaként elmond-
hatjuk, hogy a numerikus tesztek eredményei pontosak voltak: az az X intervallu-
mokban 5 jegyre, mig az F'(X)-ekben 4 jegyre voltak pontosak. Pontosabban, az
ismert megoldds minden koordinatajat tartalmazza egy legfeljebb 0,000122 széles-
ségili intervallum.

Ezen a ponton meg kell emlitentink azonban, hogy bér a program 4ltal adott
megolddsok az eldre ismert megolddsnak igen j6 kozelitését adjik, és a megol-
dasként kapott intervallum minden esetben tartalmazza a kozelité megoldas egy
befoglal6 intervallumat, tovabba a program minden megoldést megtaldlt, mégis a
kovetkez6 lizenetet adta: ,, There were no boxes corresponding to verified feasible
points." Ez azt jelenti, hogy a program nem tudott egy, a feltételeknek megfelel
megolddspontot (azaz lehetséges megoldast) azonositani a megadott intervallum-
ban ("boxban"). gy a taldlt pont csak kozelits megoldasnak min6siil. Ennek akar
az is lehetett volna az oka, hogy a megkdovetelt, beéllitott pontosségi szint (10~°)
kisebb, mint amit kaptunk. Kérdés volt, hogy ha lazitjuk a megoldas pontossa-
gdra vonatkozo eldirdsunkat, akkor ennek ardn a szoftver képes-e verifikdlt meg-
oldasokat szolgaltatni. Azonban az el6irt pontossagi szint csokkentésével végzett
teszteknél (108, 107°, 107*, 1072, és 10~2 paramétereket beallitva megéllasi fel-
tételként) sem kaptunk kielégité eredményeket: a megolddsok ekkor sem véltak
ellendrzotté.
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Az 1. és 2. tablazatokban megfigyelhetd, hogy a korlatozo feltétel kiértékelé-
sek szama az els6dleges, szinte kizdrdlagos okozdja a teljes szdmitasi koltségnek
(kivéve annak kb. egy ezrelékét). Ez azt mutatja, hogy a probléma numerikus meg-
olddsdnak nehézségét leginkdbb a korlatozo6 feltételek okozzak. Ha szamitasba
vessziik, hogy ez a feladat az egységkoron definidlt — ami itt a lehetséges legki-
sebb dimenzié —, akkor magasabb dimenzids egységgombokon tekintett problé-
maknal a szamitdsok koltsége a varakozasunk szerint elfogadhatatlan mértékben
megnd. Ez felvet egy masik kérdést is: ezen korldtozo feltételek mellett a médszer
alkalmazhatésdganak kérdését. Ez motival benntinket attérni valamelyest kedve-
z8bb, konnyebben kezelhet6 alakra, kevesebb korlatozé feltétellel. Ezt elemezziik
a kovetkez6kben.

Numerikus eredmények az 1. Probléma polarkoordinatas alakjara

Ebben a részben a feladat polarkoordinatas alakjara adunk meg numerikus ered-
ményeket. A polar alak nagyobb méret(i, nagyobb dimenziészamu feladatnal azt
jelenti, hogy kevesebb véltozénk van (egy véltozéval, vektoronként). Ez egysze-
risitést jelent. A célfiiggvényben viszont ezek szinusz és koszinusz fiiggvényei
jelennek meg, amelyek kiértékelése nagyobb szamitasi koltséget jelent a célfiigg-
vényérték vagy befoglalds meghatarozasakor.

2. Probléma. Az 1. Probléma poldrkoordindtds transzformdlt alakja.

1 3
min cos® a + 3 sin? o + cos® 3 + 5 sin? 3, (18a)

cosacos f+sinasinf =0, «,( € [0,2n] (18b)
korldtozo feltételek mellett.

Ezt a formulat az 1. Problémabdl az x; = cos a, x5 = sina, 3 = cos 3, x4 = sin 8
helyettesitésekkel kaptuk. (18b)-b&l kdvetkezben cos(ow — 3) = 0, amely azt jelenti,

hogy
sin o = cos (3, } vagy { sina = — cos f3, (19)

cosa = —sin f; cos a = sin 3.

Ezt kihasznalva a (18a) fliggvény egyszerfisithetd, nyerve a
. 3
min sin” 3 + 3 B € [0, 2]

feladatot.
Az 4ltalanos esetben (9a) tigy irhat6 at, hogy

min (@ +d — b — ¢) sin® B+c+ b+ (e — f) cosa cos 3, (20a)
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és ekkor az egyetlen korlatozo feltétel
cos(a— () = 0. (20b)

(19) alapjan (20b)-bdl egy tovébbi valtoz6 elminindlhat6, azonban ezutan két agat
kapunk ismét, azaz két, egyidejiileg optimalizaland¢ fliggvényt. Ebben az esetben
(20) most ugy valtozik, hogy

min (a +d —b—c)sin’ B+ c+ b+ (e— f)sinfBcosB, B €[0,2n]
amely ekvivalens a
min (a +d —b—c)sin’ B+c+b—|(e — f)sinBcos 3|, B € [0,27]

teladattal. Ez4ltal igy itt egy egydimenzids fliggvénytink van, amely korldtozé fel-
tételek nélkiill minimalizalandé. (Csak intervallum-korlatunk van.)

A GlobSol hasznalataval a 2. Problémaéra, azaz az 1. Probléma poldrkoordinatas
transzformaéltjara kapott tapasztalati eredményeket mutatja a 3. és 4. tdblazat, a mi-
nimalizalasi illetve a maximalizalasi feladatra. Az el6éllitott megolddsok mindkét
esetben ellen6rzottek, ugyanis az output tartalmazta a ,List of boxes containing
verified feasible points" tizenetet. A 3. és a 4. tabl4dzatban az attekinthet6ség ked-
véért csak a szamitasi igényre vonatkoz6 dsszefoglal6é adatokat kozoljiik. A teljes,
numerikus adatokat is tartalmazé output szintén elérhetd a kovetkezd, fent is meg-
adott internetes cimen:

http://www.jgytf.u-szeged.hu/ ~balogh/Reszletes_adatok.ps

3. tdblazat. Szadmitasi koltségigény a 2. Probléma minimalizdldsakor a GlobSol prog-
ram hasznélataval. A megéllasi feltételként el6irt pontossagi kovetelmény 101
volt.

Fliggvénykiértékelések szama: 2003
Gradiens kiértékelések szama: 747
Korlatozo6 feltétel kiértékelések szama: 163 188
Az optimumértékre nyert legjobb becslés: | 1,50000000000000220
CPU id6 (s): 118,85

A polarkoordinatas alak hasznalatanak eldnyei és hatranyai

A polér atalakitas elénye, hogy elvégzése utan a valtozok szama k-val csokken,
azaz ennél a konkrét feladatndl 2-vel. Ez kis n és k értékeknél kedvezd. A jelen
feladatnal a polarkoordinatas alakra attérve a GlobSol szoftvercsomag a minimali-
zalasi és a maximalizalasi feladatra is j6 pontossdgui eredményeket, és ellendrzott,
matematikai szigorral is megbizhat6 megolddsokat adott. Nagyméretti feladatok-
nal a polar transzformdcié annyit jelent, hogy nk helyett (n—1)k a véltozok szdma,
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4. tablazat. Szamitési koltségigény a 2. Probléma maximalizildsakor a GlobSol prog-
ram hasznalataval. A megéllasi feltételként elbirt pontossagi kovetelmény 1010
volt.

Fliggvénykiértékelések szdma: 2269
Gradiens kiértékelések szama: 1591
Korlatozo feltétel kiértékelések szama: 165 279
Az optimumértékre nyert legjobb becslés: | -2,49999999999999420
CPU id6 (s): 116,82

viszont a poldr dtalakitds utdn ezek szinusz és koszinusz fliggvényei jelennek meg
a célfiiggvényben.

Mint a numerikus eszkdzok altaldban, a GlobSol program is kompakt halmaz
megaddsat koveteli meg keresési tartomédnyként, ezért ennél a feladatnél is a [0, 27]
intervallumot adtuk meg. Azonban igy a megolddsokban szerepl6 zérus szogek
kétszer reprezentéltak, gy is mint 0, és tigy is mint 27. Ez az oka annak, hogy
a fenti internetes cimen, a részletes adatoknal taldlhatoé tablazatokban hat mini-
mumpont adatait tiintettiik fel, holott tudjuk, hogy a feladatnak 4 megoldésa van.
Altalédnos esetben is el kell végezniink az ilyen multiplicitdsok kisz(irését, a meg-
olddsok azonositdsat, hogy kiilonbozé vagy egyezé megolddsokrél van-e sz6 az
eredeti x vektorok [—1, 1] intervallumba es6 koordinatdira valé visszatérés utan.

A feladat numerikus vizsgdlata M;;-on konkrét példikkal és
teszteredményeikkel

Tekintsiik az (1) minimaliz4ldsi feladatot most Mj; ;-on. Vizsgéljuk ezt két konkrét
eseten keresztiil, amelyekben az A;, i = 1, 2, 3 egyiitthatométrixok legyenek ismét
diagondlisak:

3. Probléma. Tekintsiik a kovetkez0 egyiitthatomdtrixokkal adott (1) feladatot Ms 3-on:
Ay = diag(1,1/2,—1/2), Ay = diag(1,3/2,3), A3 = diag(1, —5, —6).
4. Probléma. Legyen ez a problémdnk az
Ay = diag(1,1/2,-1/2), Ay = diag(1,—3/2,-3), A3 = diag(1,—1,—1)
egyiitthatomdtrixokkal megadott (1) alakii feladat Ms 3-on.

Kiirva a két példa célfiiggvényeit (3 vektorral és ezek 9 koordinatajaval, mint

valtozokkal, barmely tag vagy valtoz6 eliminéldsa nélkiil) ezek a kovetkez6 alaku-
ak:

3
2 2 2 2 2
5T13 T Toq — 5%,2 - 3$2,3 + I35 — 1$3,2 - 1x3’3,
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1 1 3
fa(x) = x%@ + 555%2 - 5%3 + $§,1 + 5@2 + 3$§,3 + x?&,l - 5x§,2 - 6$§,3-

A (3) korlatoz6 feltételek itt 3 — altaldnos esetben k(k—1)/2 — egyenletet jelentenek:
xzz,l_'_x?ﬂ—i_x?,?,: 17 1= 17"'7k7 (21)

n oz

mig a (4) korlatozé feltételek (k(k — 1)/2 =) 3 egqyenldségfeltételt eredményeznek:

T1,1T21 + T12%22 + T13723 = 0, (22a)
11731 + T12%32 + X1 3733 = 0, (22b)
T91T31 + To2T39 + T2 3733 = 0. (22¢)

Anal6ég moédon kovetve az el6zd alfejezetbeli érvelésiinket adédik, hogy az el-
s6 példa f; célfiiggvényének globalis minimumbhelyei az x; = (+1,0,0)", x; =
(0,0,£1)T és x3 = (0,41,0)T vektorok altal ebben a sorrendben az dsszes lehet-
séges modon alkotott 8 kiilonb6z6 vektorrendszer — és egyéb megoldas nincs. A
globalis minimum értéke —3. A masodik fiiggvény amiatt is bonyolultabb, mert
az globdlis minimumértékét (—5, 5-et) 16 kiilonbdz6 pontban veszi fel.

Ezen probléma megoldasara is a GlobSolt hasznaltuk. A szdmitégépes kornye-
zet és a beallitdsok megegyeznek az eddig leirt GlobSol tesztek paramétereivel. A
problémat egyszertisités végrehajtasa nélkiil, , black box" feladatként kezeltiik. Ek-
kor a szoftver futdsa a 3. Problémén (az f; célfiiggvénnyel és a (21)-(22) korlatozé
feltételekkel) tobb mint egy hét futasi id6 utan allt meg, de hasznalhaté eredmény
nélkiil. A 4. Probléma numerikus eredményei azt jelzik, hogy ez a feladat nehe-
zebb, mert ez 20 napig futott — barmilyen konkrét eredmény szolgaltatdsa nélkiil.

Finomithatjuk megkozelitésiinket, ha a célfiiggvényekbdl elimindljuk az x;,
x2, és w3, valtozokat a (21) korlatozo feltételeket felhasznalva. Ezt végrehajtva f;
és f> 1j, az el6z6vel ekvivalens forméja:

L, 3 5 O 9

fi(x) =3 — 5%,2 - 5%,3 - 5%,2 - 4x§73 - 255%,2 - 2$§,3= (23)
. 3 . 1 2 § 2 1 2 2 2 6 2 7 2
fa(x) = 5%12 T 5713 + 5722 + 2153 — 0155 — (T3 3.

A korlatozo feltételeket nem médositottuk, azok ugyanazok maradtak, mint fent.

Ez a kézenfekv) egyszersitési ,tritkkk" nem miikodott a 4. Probléma esetén,
mert egy hét futds utdn sem kaptunk semmiféle eredményt. Azonban a teszt a
3. Probléma f; alaka Gj célfiiggvényével 3,5 nap futdsi idé utdn megoldasokat
adott. Annak ellenére, hogy ezek nem ellendrzottek és ebbdl fakaddan nem voltak
megbizhatéak, elmondhato, hogy az eredmény 36 box tartalmazza a 8 megoldas
mindegyikét. A 36 taldlt intervallum teljes listdjat helyhiany miatt nem mellékel-
jik, csak azok 6sszegz adatait soroljuk fol.

o A GlobSol altal az optimum értékére adott 36 intervallum koziil mindegyik
tartalmazta a —3 optimumeértéket, és ezen intervallumok mindegyikét pedig
a [—3,0002000000000860, —2,98800849999998520] intervallum — mint legszii-
kebb ilyen.
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lazat. Szdmitasi eredmények a 3. Probléma (23) alakjdra, a GlobSol hasznéla-
Fliggvénykiértékelések szdma: 2612700
Gradiens kiértékelések szama: 12 430 812
Korlatozo feltétel kiértékelések szama: 109 597 416
Az optimumértékre nyert legjobb becslés: | -2,99999833797237470
CPUid6 : 3,5 nap

A 36 kozelitd megolddsndl az ismert megolddsok 0 koordinéta értékeire ka-
pott legrosszabb abszolat kozelités (ezek kozott vannak negativ és pozitiv
értékek is) a —0,100000017449, mig a megoldasok +1-koordindata értékeire a
0,9994974918 pont volt. Igy a 36 kozelits megoldds mindegyikében minden
,,0-koordinatat" egy kisebb, mint 0, 20000035 szélességli, mig a +1-es értéki
x1, z6 és xg koordindtdk mindegyikét egy legfeljebb 0,00100051 méreti inter-
vallum tartalmazza. Mivel az optimélis megolddsban 6 zérus koordinata,
és 3 darab +1-koordinata van, igy a 8 optimumhely mindegyikét egy
6,41 - 10~ térfogatt hipertéglalap tartalmazza. Ezek térfogatainak dsszege
5,13-107'3. Tehat az ismert optimumpontokat tartalmazo6 boxok a 36 output
intervallumboél nemcsak hogy mind tartalmazzdk koordinatanként a meg-
felel6 optimumpontok koordinatait, hanem ezéltal az eredeti keresési tarto-
many mérete 1,0015 - 107'°-szorosére csokkent. (Mivel az eredeti keresési
hiperkocka, ,box" mérete 2°.)

Az outputban az optimumértékek kozelitésére kapott megoldaspontok mind-
egyikét a [—2,99400099949735310, —2,99400412500000710] intervallum tar-
talmazta — mint szintén a legsztikebb ilyen. Ez azt jelenti, hogy (a korl4tozé
teltételeket ugyan nem biztos, hogy kielégit6), de az optimumpontok leg-
jobb kozelitéseként outputként kapott 36 pont mindegyikében folvett cél-
fiuggvényérték az optimumérték 0,006 pontossdgu kozelitését adta.

szoftver szdmdra a numerikus eredmények el6allitdsahoz sziikséges szamita-

sok koltségigényének Osszegz6 adatatait tartalmazza az 5. tdblazat. Ebbdl jol latha-
t6, hogy a szamitési koltségigény ,hatalmas" volt, de annak is legnagyobb részét
a korlatozo feltételek kiértékelésének nagy szdma okozza (kb. 109, 6 milli6 ilyen
tipusa mfivelet volt ennél a feladatnal).

A numerikus eredmények értékelése és a redukciés otletek néhdny

altal

anositasa

Az el6z6ekben megbizhat6é megolddsokat célz6 numerikus vizsgalataink sordn l4t-
tuk, hogy a legnagyobb szdmitdsi er6feszitést a korlatozo feltételek teljestilésének
ellendrzéséhez sziikséges kiértékelések okozzak. Ezek egy megbizhaté numerikus
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eszkoz szamara annak ellenérzéséhez sziikségesek, hogy egy adott intervallum
egy pontja lehetséges megoldds-e, azaz kielégiti-e a korlatozo feltételeket. Az al-
talunk a szdmitasigény mérésére megadott korlatozofeltétel-kiértékelések szama
tobb milli6 volt az Ms 3, vagy akdr az M, feladatédra is. A kapott intervallumok
nem ellendrzottek, bar megvizsgalva 6ket kimutathat6, hogy tartalmazzak az opti-
malis megoldast. Erdemes megemliteni, hogy a GlobSol [63] csak a polarkoordina-
tas helyettesitések utdn adott garantalt megoldést. (Ekkor k véltozé elimindlhat6
a feladatbodl, amely kisebb méretii feladatoknél szamottev®d.) Ilyen transzformacié
nélkiil egy Mj s folott definidlt hasonlé probléman a program tobb napig futott —
garantalt megoldas elérése nélkiil.

Ezen tények egyiitt azt indokoljak, hogy ésszerti a numerikus eszk6zok meg-
bizhat6va és hatékonyabba tételéhez a redukcios 1épések hasznélata. Osszhangban
ezzel a Gould-Toint szerz6pdéros is ugyanerre a konkluziéra jutott, a Mathematical
Programming szakfoly6iratbeli kozleményiikben [43], melyben kvadratikus fela-
datokat, pontosabban azok ,el6feldolgozédsat” diszkutaltdk. Ahogyan &6k is, mi is
arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a korlatozo feltételek ilyen szempontbol tor-
ténd vizsgélata indokolt és sziikséges. Amennyiben lehetséges, a korlatozoé feltéte-
lek és a véltozok szamanak csdkkentése vagy egyéb egyszertisitést okozo feltételek
felhasznéldsa célszerfi az optimalizdldsi médszer hatékonysaganak novelésére. Az
eléfeldolgozas fontossdga a [43] tanulmanybdl is kideriil; ha az adott feladat kvad-
ratikus korlatoz6 feltételekkel rendelkezik, ez a feladat jellegét kihaszndlva kell,
hogy megtorténjen (mint ahogy azt [43] is hangstlyozza).

Emiatt nagyobb méretli problémék esetén feladatunknal elkeriilhetetlennek
latszik valamilyen redukciés lehet6ség megvizsgédldsa a numerikus eszkozok al-
kalmazadsdnak hatékonyabba tételéhez. A lehetséges egyszerfisitésekhez felada-
tunkndl célszer(i az optimalizalasi feladat (1, ;) korlatozo feltételeiben és a cél-
figgvény szimmetridjdban rejld redukcids lehetdségek felhaszndldsa. Ezt illuszt-
ralva néhany lehetséges egyszerfisitést adtunk meg, amelyek az éltaldnositéds lehe-
téségével birnak.

A korlatozo feltételek esetén két lehet6ség kinalkozik a feladat méretének csok-
kentésére: felhaszndlni a (4), és a (3)-beli korlatozo feltételeket. Ezzel csokkent-
hetjiik a valtozok szamat vagy/és a korlatozo feltételek szamat is. A valtozok eli-
mindldsara ad6do lehet6ségek kihaszndldsa azonban a — megmaradt vagy tjon-
nan bevezetett — valtozoknak a kordbbinal komplexebb kifejezését eredményezi.
Ez torténik akkor is, ha poldrkoordinatds transzformdciét haszndlunk. Az ugyan
nyilvanval6, hogy polarkoordinétds transzformacié alkalmazasa utdn a véltozok
szama k-val csokken, azonban n dimenziéban egy-egy valtozé helyett kiilonbo-
28 valtozok szinuszdnak és koszinuszanak (tobbtényez6s) szorzatai jelennek meg.
Ez a gyakorlatban nehezebben kezelhet6vé teszi a feladatot. A fenti 6tletek alkal-
mazhatdak tetsz6leges méretii Stiefel-sokasagokon, és diagonadlis vagy tetsz6leges
egyiitthatomatrixa feladatok esetén is.

A fentiekbdl kovetkez6en a megolddshoz sziikséges szamitasigény csokkenté-
se céljabol létjogosultsadga lehet mds technikdk alkalmazdsanak. Ezek helyett te-
kinthetiink mds, numerikusan ekvivalens problémakat is, példdul biintet6fiigg-
vényeket, illetve a redukcits lehet6ségekben rejl felgyorsitast felhaszndlva. Fel-
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meriilhet mds, megbizhat6é szamitdsi eszkoz alkalmazdsi lehet6sége [21], illetve
olyan médszereké, eszkozoké, amelyek korlatozo feltételeket is képesek kezelni.

1.4. Tesztfiiggvények megadasa M, ;-n

Az ebben az alfejezetben targyalando tesztfiiggvények definidldsdhoz az el6z&ben
targyalt numerikus tapasztalatok is motivaciét jelentettek. Ahogy azt illusztraltuk,
a targyalt optimalizalasi probléma garantaltan megbizhaté numerikus megoldasat
tlizve ki célul a szamitégépes miiveletigény hatalmas. A megolddsként kapott ér-
tékek helyessége azonban nagyon nehezen ellenérizhets, mivel ez a feladat ekvi-
valens az eredeti problémaéval.

Ezért sziikséges olyan specidlis problémdk vizsgélata M, ;-n az algoritmusok
hatékonysdganak és megbizhatdsdgdnak tesztelésére, amelyek esetén az optimum
helyei és értéke ismertek. Ezek a tesztfeladatok azzal az elénnyel jarnak, hogy
konnyebben kezelhet6k — ezen szempontbdl. Ilyeneket adtunk meg [6]-ban, de az
el6zdekben vizsgalt partikuldris esetek feladatai is szolgdlhatnak hasonlé célokat.

A tesztfliggvények megaddsa fontos szerepet jatszik a globdlis optimalizalas-
ban [26, 31, 32]. A Floudas-Pardalos kényvben [31] megadott tesztproblémék ko-
zOtt nem tal sok korlatozo feltételekkel rendelkezé probléma taldlhato, és az ezen
korbe sorolhatok is tilnyomorészt ipari alkalmazdsokbodl szarmaznak [53].

A kovetkezbkben a fejezet egyik f6 eredményeként ilyen, az optimalizélasi
modszerek numerikus vizsgalatandl jol hasznalhaté tesztproblémékat adunk meg
tetszbleges M, ;, Stiefel-sokasdgon. Az altalunk javasolt tesztfiiggvények elézetes
kézi szamitassal konnyen meghatarozhaté minimumbhelyekkel és minimumérté-
kekkel rendelkeznek. Az igy definidlt feladatok megolddsainak koordinétdi szin-
téna {—1,0,+1} halmazbdl valok.

Ezek megadasdhoz el6szor tekintsiik a kovetkezd problémét Mj 3-n, amelyet
azutan majd altalanositunk. Ez egy, 8 darab ismert globalis optimélis megolddssal
rendelkez6 feladat.

4. Példa. Tekintsiik azt az (1)—(2) tipusi minimalizdldsi problémdt Ms 3-n, amely az
Ay = diag(—1,2,3), Ay =diag(4,-5,6), Az = diag(7,8,—9)
egyiitthatomdtrixokkal definidlt.

A (2) korlatozé feltételek azt is kifejezik, hogy minden z;, (i = 1,2,3) az egy-
séggomb feliiletén helyezkedik el. Ebb&l egy als6 korlat nyerhetd a célfiiggvény
értékére a kovetkez6 modon:

f(x)= (=), + 225+ ...+ (=923 > (=1)-14+2-0+ ...+ (=9) - 1 > —15,
minden x € M;3-ra. A becslésben kihasznaltuk, hogy 0 < z7; < 1 teljesiil minden
1 <1,j < n esetén. Koénnyen belathaté az, hogy ez a célfiiggvényérték felvevodik

a
(£1,0,0); (0,=£1,0); (0,0,=£1),
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pontokban: ahol a £1 értékek minden lehetséges kombinacidja globdlis minimum-
pontot ad. Az is konnyen lathat6, hogy M; ;3 barmely mds, ezekt6l kiilonb6z6 pont-
jéban a fliggvény felvett értéke nagyobb, mint a globdlis minimum értéke, —15.
Azaz mas, a fentiektdl kiilonb6zé globalis minimumpont nincs.

Ez a médszer, az Mj;3-on tesztfiiggvény generaldsara szolgdlo eljards tetszole-
ges n,k (n > k > 2) értékekre altaldnosithat6 tgy, hogy az a kedvez6 tulajdonsag
érvényben maradjon, hogy a minimumbhelyek és minimumértékek konnyen meg-
hatdrozhatok. Az optimumpontok koordinatdi ebben az esetben is a {—1,0,+1}
halmaz elemeibdl fognak allni (mint azt bizonyitani fogjuk). Barmely lehetsé-
ges n, k parra ezen problémék a kovetkezdképpen adhatok meg az M,, ;. Stiefel-
sokasdgon:

5. Példa. Tekintsiik az (1)—(2) problémdt M, j.-n, legyenek ebben

Al = diag(ll, 2, 3, c. ,n),
Ay = diag(n+1,l5,n+3,n+4,...,2n),
(24)
A, = diagn(i—1)+1,....,ni—1)+i—1LnGE—1)+i+1,...,ni),
A, = diag(n(k—1)+1,....,nk—1,1)

diagondlis egyiitthatomdtrixok, és I; <0, 1 =1...k.

A 4. Példa egy olyan specidlis esete az 5. Példanak, amikor n = 3, k = 3;
L = -1l = =5 és |, = I3 = —9. Egy mdsik valasztas lehet, amikor [, = —1,
i =1,...,k, és az Osszes tobbi értéket véltozatlanul hagyjuk. A minimalis fiigg-
vényérték ekkor is az [;-k Osszege, azaz —k. A kovetkez6 allitds azt mutatja, hogy
a globdlis minimumhelyek ebben az esetben is megadhaték ahhoz hasonlé médon,
mint ahogy azt az 1. Példa esetén tettiik. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket.

Jelolje £F,, ;, az Osszes olyan k szamu vektor n-esbdl all6 ortonormdlt rend-
szert, ahol az i-dik vektor (i = 1,...,k) az i-dik egységvektor, vagy annak —1-
szerese. Azaz, mindegyik +FE, ; egy 2% ortonormadlt vektorrendszerbsl allé hal-
maz (k > 2, n > k tetszbleges). Illy médon mindegyik vektorrendszerbeli vektor-
nak egyetlen nemzérus koordinatéja van, az i-dik vektornak az i-dik (< = 1,..., k)
koordinatédja 1 vagy —1. Ha ¢; jeloli az i-dik egységvektort, akkor

+Enp ={ (fe1,...,xex) | e €{e,—e}, k>2,n>k}.

2. Allitas. A (24) mdtrixokkal és a (2) korldtozo feltételekkel megadott (1)—(2) tipusii
problémdk globdlis minimumpontjainak halmaza pontosan +E,, .

B1ZONYITAS. Elegend6 azt bizonyitani, hogy egy e* € £FE, ; vektorrendszer le-
hetséges megoldds, tovabba, hogy barmely mds x ¢ +F, ;. lehetséges megoldas
esetén a célftiggvény x-ben felvett értéke nagyobb, azaz f(x) > f(e*).



1. GLOBALIS OPTIMALIZALASI PROBLEMAK STIEFEL-SOKASAGOKON 30

A) Annak belatadsdhoz, hogy egy e* € £, vektor lehetséges megoldés, meg kell
mutatni, hogy M, ;-beli. Kénnyen lathat6, hogy +£F, ; minden vektorrendszere
nyilvdnvaléan az n-dimenziés egységgdmbon helyezkedik el, és mindegyik orto-
gondlis rendszer is egyben. Ezért +F, ; minden eleme kielégiti a (2)-beli egyenld-
ségfeltételeket, azaz a korlatozo feltételeket, és igy lehetséges megoldas.

B) Mutassuk meg most azt, hogy barmely mds lehetséges megoldds esetén a cél-
tiiggvény ott felvett értéke nagyobb, mint egy tetszbleges e* € +E,, ;-ban felvett
értéke. Tekintsiink egy ilyen lehetséges megoldast, egy (y1,...,yx) € M, vektor-
rendszert, amelyre (y1,...,yx) € £E, teljestil. Osszuk fel két diszjunkt S és T
halmazraaz {1,...,k} indexhalmazt, SUT = {1,...,k}, tgy, hogy S tartalmazza
az Osszes olyan vektor indexét, amelyre y, = e,, vagy ys = —e,. T tartalmazza a
tobbi indexet, ezért y, # +e; teljesiil barmely ¢ € T esetén. A feltétel miatt 7" # ()
kell, hogy teljesiiljon. Ezért a célfiiggvényérték a valasztott y pontban

Z yg;AmYm = Z yzASYS + Z ytTAth -

me{l,...k} ses teT
T T
= Z e, Ases + Z Y Ay
seS terT

alakban irhato fel. Tekintve a kiilonbséget az e*-ban felvett fliggvényértéktol:

Z el Ases + Z yi Avy: — Z el Ae, — Z el Ae, =

SES teT ses teT
n
_ T T _ T T _ t 2 2N\
= E v Ay — E e, Aie, = E (Yt Ay — € Atet) = E § :aii(yti —ey) =
teT teT teT teT i=1
= § azz yu - 1 + § E : zzytz > 0.
i=1,...,n, <0 0 teT i=1,...,n; i#t >0
N 7 NS >
Vo Vv
>0 >0
NG >
Vv
>0

Feltevéseink miatt azonban legaldbb egy kifejezés a fenti dsszegben zérustol kii-
16nb6z8, azaz az pozitiv. Az is lathatd, hogy a célfiiggvény +FE, ; minden vektor-
rendszerében azonos értéket vesz fel, igy az a minimum értéke. Ezzel a B) rész, és
igy az egész allitds bizonyitott. O

Néhany technikai megjegyzés

Korlatozo feltételekkel ellatott globalis optimalizalasi tesztproblémdk egy végte-
len sorozatat allitottuk el6. Ezek koziil mindegyik egy, az M,, ;, Stiefel-sokasagon
definialt (n > k > 2) és mindegyiknek 2k megolddsa van, azaz a globélis mini-
mumpontok szdma k-ban exponencidlis. A globalis minimum értéke is konnyen,
az A; (i = 1,...,k) negativ egyiitthatéinak 0sszegeként adédik. Ezen tulajdon-
sag elényos bizonyos optimalizdlé algoritmusok tesztelésénél, f6leg példaul azok
esetén, amelyek haszndljdk az optimum értékét [16, 17, 70].
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Ezen tesztproblémékra a nagyszdmu globalis (és lokdlis) minimum &ltal oko-
zott nehézség csokkenthetd, ha megfelel6en valasztott z;; - z;; kifejezéseket a-

dunk hozz4 a célfiiggvényhez. Kivonva példaul minden z;;z;-t, i = 1,...,k;j,l =
1,...,n;j # [ a célfiiggvénybdl csak kett6 megolddsunk marad és ezeknél az

Osszes nemzérus koordindta vagy +1, vagy —1. (Méghozzd dimenziénként egy
koordinata ilyen, és az 6sszes tobbi koordindta értéke 0.) Sajnos, a kapott problé-
ma mar nem lesz diagonalis tipust ezutan.

Ahhoz pedig, hogy maximalizélasi feladatot kapjunk, —A; maétrixokat kell te-
kinteni a feladatndl A; helyett, minden ¢ indexre.

6. Példa. Tekintsiik azt az (1)—(2) problémit, amelyben

Al = dlag(_172)7
Ay, = diag(3,-1).

A célfiiggvény ekkor
f(x) = —afy + 2%, + a3, — 23,
lesz, és a megoldaspontok halmaza
x* = ((£1,0)%, (0, £1)7).

Azaz ez egy 2? = 4 pontot tartalmazé halmazzal adhaté meg. Az optimum értéke
a diagondlisban 1év5 negativ értékek Osszege, azaz -2.

1.5. A lehetséges megoldasok halmazanak megszoritasa — diszk-
retizdldsa

Ebben a fejezetben M, ;,-n a lehetséges megoldasok halmazanak egy megszoritdsat
— pontjainak egy specialis megszoritasan keresztiil — vetjiik fel. A (2) feltételek spe-
cidlis diszkretizdlasa kvadratikus célfiiggvény esetén NP-nehéz probléma, amibdl
kvadratikus hozzarendelési probléma [94] ad6dik.

Az el6z6 alfejezetekben példdinkban tobb helyiitt az optimélis megoldédsok
minden vektora egy koordindtatengelyen helyezkedett el (azaz egy koordinata-
juk 1 vagy —1, és a tobbi n — 1 darab koordinata zérus volt). Mint azt az el6z6-
ekben belattuk, M,,-n az optimalis megolddsok tipusa is ilyen, ha az egyiittha-
tomatrixok diagondlisak (kivéve azt az elfajul6 esetet, amikor a fiiggvény kons-
tans az egész M, ,-n). Ilyen esetekben és az altalunk konstrudlt tesztproblémaknal
is minden megoldas az n-dimenzids egységgdmb és a koordindtatengelyek met-
széspontjainak halmazabdl keriil ki. Masként fogalmazva, nemcsak az adott teszt
problémdk rendelkeznek ilyen tipusd megoldédsokkal, de masok is ebbe az osz-
talyba tartozhatnak. Az altalunk targyalt feladatok azzal a kozos tulajdonsaggal
birnak, hogy a célfiiggvény csak négyzetes tagokat tartalmaz.

Ezen tény szolgdlt motivaciéul ahhoz, hogy megszoritsuk a probléma lehetsé-
ges megolddsainak halmazat. A lehetséges megolddsok halmaza legyen M, ;. egy
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olyan részhalmaza, ahol a lehetséges megoldasok pontjaira még azt a feltételt is
eléirjuk, hogy az n-dimenziés koordinatengelyeknek is pontjai legyenek (mind a
k vektor). Az igy kapott probléma vizsgalatat — ahol tovdbbra is az (1) célfiiggvény
szerepel, de mér M, ;-nak ezen, a tovabbiakban L'-vel jelolt megszoritdsan defi-
nidlva — harom lépésben fogjuk elvégezni. Els6ként olyan n x n-es problémékat
tekintiink, amelyek esetén a célfiiggvényben csak négyzetes tagok szerepelnek (ez
a diagonalis matrixok esete). Ennek megoldasa utdn a hasonlé tipust, de ezittal
mdar n X k méretli problémak esetét vizsgdljuk meg, és végiil az altalanos fela-
datot. Mindegyik targyalt esetben a lehetséges megolddsok halmaza a fonti mo-
don megszoritott. Amikor a célfiiggvény nem (1) tipusti, akkor a megoldashalmaz
szerkezete nyitott kérdés még abban az esetben is, ha a lehetséges megolddsokat
megszoritjuk az L'-vel jelolt halmazra.

Mire j6 egy ilyen megszoritds? Egyrészt, felhaszndlhat6é az f* optimumérték
kozelitésére, mésrészt, ezen kozelités alkalmazhat6 néhany optimalizélasi eszkoz
konvergencidjanak gyorsitasara is (lasd, pl. [16, 17, 70]).

Térjiink vissza a font emlitett hdrom lépéses eljardsra. (2) lehetséges megolda-
sainak fonti, L' megszoritdsa a hozzarendelési feladatra vezeti vissza a problémat.

3. Allitds. Ha az (1)-(2) problémdban M,, . lehetséges pontjainak halmazdt megszoritjuk
arra az L' halmazra, amely az n-dimenzids hipergomb koordindtatengelyekkel vett met-
széspontjainak halmaza, akkor az (1) és az igy L'-re megszoritott (2) dltal megadott feladat
ekvivalens a hozzdrendelési problémdval.

BIZONYITAS. A bizonyitast harom lépésben végezziik. Els6ként azt a specialis ese-
tet vizsgaljuk, amikor az M, , sokasdgon (k = n) vagyunk, és az (1) célfiiggvény
csak diagondlis A; (1 = 1,...,k = n) matrixokat tartalmaz. Ezutan felhasznélva
az els¢ 4llitast, az konnyen altaldnosithatd M, j-ra (ahol immadr n és k tetszole-
ges), még mindig a diagondlis egyiitthatomatrixok esetére. A harmadik lépésben
az els6 és masodik 4llitast kihaszndlva befejezziik a bizonyitast. Ez a barmely M,, j,
folotti tetszbleges alaku (1)-beli matrixok esete.

1. Az (1)-(2) probléma M, ,-en ekvivalens a hozzdrendelési feladattal, ha az
egylitthatomatrixok diagonalisak, és a lehetséges megoldasok L' halmaza az n-
dimenzids hipergdmb és R" koordinatatengelyeivel vett metszéspontjainak hal-
maza.

A jol ismert hozzarendelési feladat a kovetkez6képpen adhat6é meg;:

mlnzn: zn:llfija,ij, (25)

i=1 j=1

dag=1 (i=1,...,n), (26a)
t=1
=1 (=1....n), (26b)
t=1

z; €{0,1} (i=1,....n;j=1,...,n), (26¢)
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ahol az a;; egyiitthatok egy n x n-es A’ maétrix elemei. Azt kell megmutatnunk,
hogy az (1) célfiiggvény a (2) korlatozo feltételek mellett (25-26)-ot eredményezi
ezen 4j, megszoritott L' halmazon.

El8szor is megjegyezziik, hogy minden z; pontosan n — 1 darab zérus kompo-
nenssel rendelkezik, és pontosan egy eleme egyenld 1-gyel, vagy —1-gyel.

Feleltessiik meg a hozzarendelési feladat A’ matrixanak a;; elemeitaz (1) (4;);;
elemeinek, tovabbd a hozzarendelési feladat z;; valtozéinak az (1)-beli x; j-dik
elemét. Ezen feltételek mellett a hozzdrendelési feladat (26) feltételei egybeesnek
az eredeti probléma (2) korlatozo feltételeivel, mig a (25) célftiggvény pontosan az
eredeti (1) célfiiggvénnyel egyezik meg.

2. A fonti allitas kiterjeszthetd az M, Stiefel-sokasagra is: az (1)-(2) probléma
M, ,-n az el6z6 megszoritds mellett ekvivalens egy hozzarendelési feladattal.

Ennek megmutatdsdhoz az eredeti, £ x n méret(i probléma helyett tekintsiink
egy olyan hozzdrendelési problémét, amelyben a matrix mérete n x n, agy, hogy
toltsiik ki a hidnyzé n—k sort M +1 értékekkel, ahol M az elsd k oszlop elemeinek
abszoluatérték-osszege.

Megoldva az ily médon nyert hozzdrendelési feladatot a ,magyar médszer"
alkalmazésaval [66], és a megolddsbol elhagyva az utols6é n — k vektort, a megma-
radé k darab vektor-n-esbdl all6 rendszer pontosan az eredeti probléma megolda-
sa lesz, amint az konnyen lathato.

Térjiink vissza a célfliggvény szempontjdbdl az altaldnos esetre: tekintsiik az
altalanos (1)-(2) problémat, megszoritva M,, ,-t a koordinatatengelyekkel vett met-
széspontjaira.

3. Elegendd azt megmutatni, hogy az utébbi probléma — azaz amikor az (1)-(2)
feladatot vizsgdljuk, ahol (1) immaéron tetszdleges alak, (2) pedig L'-re megszori-
tott —ekvivalens egy olyan problémédval, ahol a célfiiggvény csak z;x; kifejezéseket
tartalmaz, amelyek egytitthat6ja (A;);;, minden i-re. Ezen masodik feladat ugyan-
is, mint azt font mar belattuk, ekvivalens a hozzarendelési feladattal, igy ezzel az
egész allitas belathato.

Vizsgéljuk meg ehhez (1)-et az L’ részhalmazon. L' minden vektora specia-
lis tulajdonsagu, nevezetesen egy kivételével minden koordinatdja 0. Ezért, az (1)
célfiiggvényben minden z;;z; kifejezés egyiitthatdja zérus, kivéve az 27 tipust
kifejezéseket.

Formalisan:

k n n k

k k
ZX;TFAiXi = Z(Z inj(Ai)jlxil) = Z T3 (A;) iy = Z w5 (Ag)ii- (27)

i=1 j=1 [=1 i=1

Ebbél kovetkezik, hogy a nyert probléma ekvivalens a hozzarendelési feladat-
tal, ahogy azt allitottuk. O

Visszatérve az altalanos esetre, felvethetd a kérdés: hogyan oldhaté meg egy al-
taldnos feladat (ahol a célfiiggvény nem feltétleniil az (1) alakban adott) M,  fenti
L’ részhalmazdara megszoritva?
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Ebben a tetsz6leges célfiiggvényti esetben, ha n = k, és a feladat 0 — 1 értékd
megszoritasat tekintjiikk a {0, +1} megszoritas helyett, akkor nyilvan szintén egy
hozzarendelési feladat feltételrendszerét kapjuk, azaz egy olyan feladatot, amely-
nek feltételrendszere a hozzarendelési feladatéval egyezik meg. Az optimalizala-
si feladatunk ekkor: keresend6 a célfiiggvény minimuma ezen specidlis 0 — 1 (26)
teltételek mellett. A hozzarendelési feladathoz hasonldan a lehetséges megoldasok
halmaza megadhat6 az {1...n} halmaz egy permutéci¢javal is. (Ez matrix alak-
ban dgy is megkaphat6, hogy 1-eseket frunk a megfelel helyekre, mig az 0sszes
tobbi helyre 0-kat.) Ha n # k, akkor a feladatnak — akdr linedris célfiiggvényt te-
kintve is — tobb specidlis esete, alkalmazasa van, példdul a szallitasi feladat, ami a
linedris hozzarendelési feladat sok speciélis esete koziil az egyik [64].

Ha a célfiiggvény tetszdleges kvadratikus alakd, tekintsiik példaul a

Z Z Z Z aijxitxjrbtr

i=1 j=1 t=1 r=1
tiuggvényt, akkor a korlatozo feltételek fenti (0 — 1) értékii megszoritdsa esetén is
NP-nehéz problémat nyeriink, az tn. kvadratikus hozzarendelési feladatot (lasd
pl. [81] vagy [94]). Erre szdmos fontos elméleti eredmény taldlhat6 az irodalom-
ban. Pardalos és szerzétérsai attekintd tanulmédnyédban 254 hivatkozés taldlhat6 a
kapcsol6d6 publikécidkra.

Az altalunk tekintett (1)-(2) probléma vizsgélata énmagdban is érdekes M, ;
ezen L' megszoritdsdval, médsrészt ennek a vizsgalatnak szdmos haszna, kovet-
kezménye lehet. Mint azt fentebb lattuk, a megoldds diagondlis egyiitthatomét-
rixok esetén megadhaté. Altaldnositva ezt, ezen technika tetszéleges egyiitthaté-
matrixt feladatokra is alkalmazhaté: megoldva az L’-re megszoritott feladatot,
az optimum egy kozelitése nyerhets. Ugyanakkor megjegyezziik, hogy ezen —
a lehetséges pontok halmazanak ezen L' megszoritdsaval kapott — feladat meg-
olddsa tetsz6legesen tavol lehet az eredeti, az M, ;-n értelmezett feladatétol. Egy
masik nyitott kérdés az utébbi észrevétellel kapcsolatban, hogy vajon adhaté-e
jo heurisztika az optimum értékének, f*-nak a kozelitésére abban az esetben, ha
a probléma lehetséges megoldasainak halmazat megszoritjuk a koordinatatenge-
lyek pontjaira, hasonléan a csak négyzetes tagokkal rendelkezd problémék eseté-
hez.

7. Példa. Tekintsiink egy feladatot az Mo sokasdgon, a kovetkezo célfiigguénnyel:
337%1 + 61’%2 + 433'%3 + 75(3115(312 - 433‘113713 — 1833'123713—

2 2 2
—3!13'21 + 5!13'22 + 31’23 — 6!13'21!13’22 + 71‘211‘23 — 121‘221’23,

ami minimalizdlandé a 0 — 1 koordindtaértékii pontokra megszoritott halmazon.
A feladat tulajdonképpen egy

3 7/2 —2
A= 72 6 -9 |,
2 -9 4
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—3 -3 7/2
Ay=| -3 5 -6
7/2 -6 3

matrixokkal adott (1)-(2) tipust feladat ((2)-nek 0 — 1 megszoritdsa mellett).
Az utols6 eredmény szerint ezen feladat optimalis megoldasa

x* = ((0,0,1)7,(1,0,0)7)

lesz, és az optimum értéke 1.

1.6. A fejezet 0sszegzése

A fejezet egy, a Stiefel-sokasdgokon definialt feladat szamitdsi megkozelitéseit, il-
letve azok tdmogatdsait targyalta, mind elméleti mind numerikus tdton, tovabba
specidlis esetek elemzését is szolgdaltatta, melyeket példakkal illusztrélt. E16szor
megadtuk az (1) médon definidlt probléma megolddsat M, ,-n (1.2. alfejezet). Er-
dekes tovédbbi kérdés, hogy hogyan lehetne kritériumot adni az optimumhelyek
szdmdnak végességére M, ,-n, azaz jellemezni a megoldasok struktirajat tetszo-
leges esetben.

Megmutattuk az 1.3. alfejezetben, a probléma szamitégépes numerikus elemzé-
sében, hogy egy egyszerti, M, ,-n definidlt, diagondlis egytitthatoématrixa feladat
megolddsa kb. 3 milli6 fliggvénykiértékelést igényel (amelybdl 2,9 millié dn.
,dense constraint" korlatozoé feltétel kiértékelés) a GlobSol szoftver hasznalataval.
Raadasul az eredményként kapott intervallumok nem ellenérzottek igy ez alapjan
nem lehetiink biztosak abban, hogy vajon azok-e a tényleges megoldasok. Ellen-
6rzott megoldasokat csak a poldralakos tesztfuttatdsok adtak.

Egy masik, nem til bonyolult, M;3-on adott optimalizalasi probléma pedig kb.
3,5 napnyi CPU id6t kivant szdmitégépiinkon és 36 kiilonb6zé nem-ellendrzott
megolddast adott outputként. A kapott megoldas-intervallumok ebben az esetben
nem-ellen6rzottek, igy a megoldds megbizhatésdgara nincs garancia. A 36 kapott
intervallum tartalmazza a 8 ismert optimumpontot, és az outputbeli intervallu-
mok ossztérfogata 107'°-szor kisebb, mint az eredeti keresési intervallumé, tehat
ilyen szempontbdl keresésiink sikeresnek mondhaté. Ennek ellenére, ha nem is-
mernénk a tényleges megoldasokat, akkor a megoldds helyességét nehéz lenne
ellendrizni, hiszen ez az eredetivel ekvivalens feladat lenne.

Ez folveti olyan, adekvat tesztfeladatok definidlasdnak igényét, amelyek a nu-
merikus eszkozok teszteléséhez haszndlhatok — akar valamiféle eldfeldolgozas
utdn, akar anélkiil alkalmazzuk ezeket. A globdlis optimalizalasi szakirodalomban
megszokott médon teszttiiggvények sziikségesek ennek el6segitéséhez: olyan fel-
adatok, amelyek ismert optimumhelyekkel és optimumértékkel rendelkeznek. Az
1.4. alfejezetben ilyen tesztproblémdékat adtunk meg az dltalunk vizsgélt feladatra,
minden M, ; sokasdgon (azaz tetszbleges n és k értékekre).

Visszatérden foglalkoztunk a targyalt probléma azon speciélis eseteivel, amikor
annak A; egytitthatomatrixai (i = 1,..., k) diagonalisak.
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A probléma egy madsik specidlis esetét vizsgéltuk az 1.5. alfejezetben, ahol a fel-
adatot {—1,0,+1} értékii feladatként tekintettiik. Bebizonyitottuk, hogy a feladat
ezen megszoritdsa ekvivalens a hozzarendelési feladattal.

Zar6é megjegyzések. A fejezet kutatdsainak alapotletét és inspirdcidjat Rapcsdk
Tamés adta. Az 1.3. alfejezetben a GlobSol szoftverrel végzett futtatdsokat a [11]
kozleményben szerzétarsam Toth Boglarka végezte. Ezen kiviil a fejezet tobbi
eredménye sajat. Végso technikai megforméldsukban, leirdsukban és megszove-
gezésiikben valamennyi szerz6tarsam fontos szerepet jatszott.



2. fejezet

Az RPCRS - egy parhuzamos, sztochasztikus globalis
optimalizalasi médszer

Ebben a fejezetben egy heurisztikus, sztochasztikus globalis optimalizélasi algo-
ritmust, az RPCRS-t adjuk meg. Targyaljuk az RPCRS viselkedését, egyprocesszo-
ros és tobbprocesszoros (parhuzamos) szdmitégépeken végzett tesztek segitségé-
vel elemezve azt.

Az RPCRS algoritmus a CRS (Controlled Random Search) algoritmus egy alta-
lunk javasolt 0j, finomitott pdrhuzamos valtozata. A CRS eredetileg egy szekven-
cialis algoritmus. Igy el6szor a CRS-be bevezetheté parhuzamositds mértékének
vizsgalatat végeztiik el, ahol, vizsgélataink elsd fazisaként, az RPCRS tesztelését
és végrehajtasi eredményeinek értékelését a parhuzamos implementacié szimula-
lasaval végeztiik. Az RPCRS-nek a CRS-hez viszonyitott parhuzamositési foka egy
felhasznal6 altal megadott paraméterrel szabélyozhaté. Ezt a paramétert a parhu-
zamos szamitoégépes rendszerhez hangolva kell beéllitani. Megmutatjuk, hogy na-
gyobb érték, nagyobb parhuzamositasi fok esetén a szekvencidlis és a pArhuzamos
futtatdsok is kedvez&bb végrehajtasi eredményeket szolgaltatnak.

2.1. Bevezetés
A globdlis optimalizalas feladata a kovetkezd modon irhat6 fel altalanosan:

min f(s), s € S C R", (28)

ahol az f(s) célfiigguény egy valds, altaldban nemlinedris fliggvény, amely foly-
tonos az S kompakt halmazon. S az Gn. keresési tartomdny. Ezen feltételek mellett
jol ismert, hogy az

f*=min f(s),s €S

optimdlis megoldds 1étezik, és felvevédik S-en, azaz

S*={seS:f(s)=[f}#0.

A globalis optimalizalasi modszerek jellegiik szerint dltalanosan két kiilonb6z6
csoportba oszthatdk. Az els6 csoportot a determinisztikus modszerek alkotjak, ame-
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lyek minden 1épése meghatdrozhat6 az el6z6kbol. Ezek &ltaldban a feladat bizo-
nyos matematikai strukturdjat, jellemzsit kovetelik meg. A mésik a sztochasztikus
mddszerek csoportja, amelyek a lehetséges megoldasok pontjainak egy véletlensze-
rien vélasztott mintaponthalmazéval operdlnak, és lokélis nemlinedris optimali-
zalasi eljarasokat tartalmaznak. A médszerek tovabbi osztalyozasardl egy alapos
térgyalds talalhat6 Torn és Zilinskas konyvében [107], illetve a globalis optimaliza-
lasi médszerek aprolékos leirdsat és pontos elemzését nytjté Handbook of Global
Optimization cim{i mtiben [53]. Mi ebben a fejezetben csak egyetlen sztochasztikus
modszer targyaldsara szoritkozunk. Az ezt megel6z6 és az ezt kdvetd fejezetekben
alkalmazasi szinten felhasznalt egyéb, 1étez6 modszereket ott a sziikséges mérték-
ben, vazlatosan ismertetjiik.

A gyakran elsdként felmertilé kérdés, amikor egy gyakorlati, globalis optima-
lizalasi problémat kell megoldanunk: milyen tipusii médszer, illetve milyen specidlis
algoritmus illeszkedik legjobban a probléma jellegéhez? Mas széval: milyen tipusa és
melyik médszer alkalmazhat6 leghatékonyabban az adott feladatra? Az adekvat
valaszhoz a konkrét probléma mélyebb elemzése sziikséges. A téma targyaldsa
megtaldlhat6 az [51] munkdban, ahol a probléma jellemz8inek, modellezésének és
az alkalmazott globélis optimalizalasi médszerek kapcsolata mélyrehatéan elem-
zett. Roviden Osszefoglalva az mondhat6 el, hogy a determinisztikus médszerek
akkor hatékonyabbak, mint a sztochasztikus tipustak, amikor f is, és f valamely
analitikus jellemzdje(i) is rendelkezésre all(nak). Az utébbi(ak) lehet(nek) f deri-
valtja(i), és/vagy egyéb tulajdonsagok, korlatok. Viszont, ha f egy tgynevezett
,black-box" fiiggvény (esetleg csak implicit médon, példaul egy 6t kiszamitod szub-
rutinnal adott), akkor a determinisztikus médszerek nem alkalmazhatéak hatéko-
nyan.

A sztochasztikus globdlis optimalizalasi médszerek ellenben nem kovetelik
meg, hogy f barmilyen specidlis struktardval (j6 tulajdonsaggal, példaul a deri-
valt létezésével vagy explicit megadottsdgaval) rendelkezzék. Csak azt igénylik,
hogy barmely S-beli pontban kiértékelhet6 legyen a fliggvény. Ekkor viszont az
is elegendd, ha egy kiszdmitasi eljaras (pl. akdr csak annak programkédjaval) ren-
delkezésre all. Ha ez, vagy barmilyen eszkoz, akdr mérési eredmények tetszdleges
kivant pontban tudjdk szolgéltatni a fiiggvény kiértékelését, akkor a sztochaszti-
kus médszerek alkalmazhat6k az adott probléma megoldésara, fiiggetleniil attol,
hogy a célfiiggvény nem folytonos, vagy nem differencidlhaté S-en.

Ennek koszonhet6en a legtobb globdlis optimalizéldsi probléma megolddsanél
alkalmazhaték sztochasztikus médszerek. Az olyan fliggvények esetén, amelyek
kiértékelése koltséges, a sztochasztikus globélis optimalizalasi médszerek haszna-
lata versenyképesnek bizonyult. Ennek az az oka, hogy a determinisztikus méd-
szerekkel szemben &ltalaban kevesebb fliggvénykiértékelés jarul a (28) probléma
megoldasdhoz.

Gyakran alkalmazott ugyanakkor valamely hibrid mddszer is: amikor (péld4ul
intervallum-matematikdn alapul6) determinisztikus optimalizalasi modszerek al-
kalmazésa el6tt sztochasztikus médszereket [24] haszndlnak. Ennek célja lehet a
globalis optimum értékére egy jo becslés nyerése. Egyes modszerek kifejezetten
igénylik, hogy az optimum értéke ismert legyen, vagy annak egy jo becslése ren-
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delkezésre alljon. A Branch-and-Bound tipust moédszereknél [21, 53, 69] példaul
jol hasznalhat6, ha egy ilyen megfelelSen jo becslés kezdettdl fogva rendelkezésre
all [16, 17, 70].

A globalis optimalizalas feladata nehéz (specidlis fliggvényosztalyokat kivé-
ve altalaban NP-nehéz) feladat. Ebbdl kifoly6lag a globalis optimalizalasi fela-
datoknal felmeriilhet a szuperszamitégépek hasznélatdnak igénye, f6ként olyan
tiiggvények esetén, amelyek kiértékelése koltségigényes.

Ebben a fejezetben el6szor leirjuk a W.L. Price [83, 84, 85] 4ltal tervezett CRS
(Controlled Random Search) nevii sztochasztikus, klaszterez6 globalis optimaliza-
lasi algoritmust, majd annak egy 1j, finomitott véltozatat, az RPCRS-t adjuk meg
és elemezziik. Az RPCRS-t ugyan eredetileg parhuzamos, tébbprocesszoros rend-
szerre terveztiik, de megmutatjuk, hogy teljesitménye még egyprocesszoros kor-
nyezetben is feliilmulja a CRS-ét.

Analizistink egy numerikus esettanulmany, amelyben az RPCRS-sel elért gyor-
sitds (,speed up") mértékét adtuk meg a szekvencidlis CRS algoritmussal 6sszeha-
sonlitva. Elemzéstink kizaro6lag a gyakorlati futtatdsokbol nyert tapasztalati ered-
ményeken alapszik, a globdlis optimalizalds szokdsos modszerével egy tesztfiigg-
vénysoron elemezve ezt. Annak ellenére, hogy eredményeink validaldséra széles
korbdl valasztott nagyszdmu tesztfiiggvények egy csoportjat hasznaltuk, mun-
kank természetesen nem jelenti annak elméleti igazoldsat, hogy ugyanilyen ered-
ményeket kapnank mads korbdl valasztott fliggvényekre. Megjegyezziik azonban,
hogy a haszndalt médszer, és a valasztott tesztfliggvények kore megfelel a globalis
optimalizdlds szakirodalmdaban kialakitott standard, hasonlé médszerek tesztelé-
sére bevett médon hasznalt médszernek és ,benchmark” fiiggvénykornek [26, 53].

Az eredeti médszeren elért gyorsitds mérését két kiilonbozd gyakorlati teszt
csoporton végeztiik. A tesztek elsé csoportja a parhuzamos jelleg elényeinek ki-
mutatdsdra szolgal, mig a masodik fajta tesztek azt hivatottak kimutatni, hogy egy
parhuzamos szamitégépes kornyezetben miikodve algoritmusunk milyen gyakor-
lati teljesitményre képes.

Ez a fejezet a kovetkez6képpen épiil fol: a 2.2. alfejezetben el8szor leirjuk a
CRS algoritmust, majd megadjuk ennek parhuzamos valtozatat, az RPCRS-t. A 2.3.
alfejezetben az RPCRS-sel a CRS-hez viszonyitva elért gyorsitds mértékére nyert
tapasztalati eredményeket mutatunk be egy olyan szabdlyoz6 paraméter fiiggvé-
nyében, amely meghatdrozza a parhuzamossag fokat. Végiil a 2.4. alfejezetben az
RPCRS egy CRAY T3D tipust tobbprocesszoros szamitasi kornyezetben végzett
parhuzamos futtatdsainak numerikus eredményeit szolgaltatjuk.

2.2. Az RPCRS, mint a CRS algoritmus egy parhuzamos valtozata

A CRS-nek kordbban mar tobb parhuzamos megkozelitését javasoltdk, kiillonbozé
parhuzamos stratégidkat és parhuzamos szamitégépeket hasznalva [27, 37, 39,
75, 86, 104, 112]. Az RPCRS egy tovabbfejlesztett véltozata a [38]-ban javasolt —
centralizalt, mester-szolgdk kommunikaciés modellt alkalmazé — PCRS (Parallel
Controlled Random Search) algoritmusnak. Ez a CRS egy olyan parhuzamos val-
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tozata, amelynek implementacidja hatékonynak bizonyult egy olyan, képfeldolgo-
zasi teriiletrdl szarmazo fiiggvény globalis optimalizalasara, amelynek kiértékelé-
se nagyon koltséges [37, 38].

Az altalunk javasolt RPCRS algoritmus az eredeti szekvenciélis CRS valtozat
kis médositdsa, amely annak jobb parhuzamositasat célozza. Az ahhoz sziiksé-
ges modositast hajtottuk végre rajta, hogy egy tobbprocesszoros szamitégép pro-
cesszorait dllanddéan munkéval tudjuk ellatni, azaz, hogy egyidejtileg kiegyensu-
lyozottan leterhelve dolgozhassanak. Az RPCRS azt a lehet8séget biztositja, hogy
a CRS-nél joval tobb mintapontban végezhessiik el egyidejiileg a célfiiggvény ki-
értékelését. Az erre a célra szolgalo médositdson kiviil a CRS altalanos stratégidjat
nem modositottuk. A jobb attekinthet&ség céljabol az RPCRS algoritmus targyala-
sa el6tt megadjuk a CRS algoritmus leirdsat.

A CRS algoritmus egy klaszterezési technikan alapuld, heurisztikus, direkt glo-
bélis optimalizaldsi médszer, amelyet korlatozo feltételek nélkiili és korldtozo fel-
tételekkel ellatott feladatok megoldaséra javasolt Price. A CRS-t egyszertiségéhez
képest j6 gyakorlati eredményei miatt szdmos gyakorlati problémanal alkalmaz-
tak, és a gyakorlati alkalmazasok sordn megbizhaténak és hatékonynak bizonyult.
Taldn éppen egyszeriiségének is koszonhetd ezen korbeli népszerfisége. Az is igaz
ugyanakkor globdlis optimalizdlds elméleti szempontbdl, hogy elméleti eszkdzok-
kel nem bizonyitottak rd konvergenciatulajdonsagok.

A jelen dolgozatban feltessziik, hogy a megoldandé globalis optimalizalasi fel-
adat (28) alakd, ahol S egy hipertéglalap. (Ez a feltevés a tobbi fejezetben is igaz a
numerikusan is vizsgalatra keriil6 problémak esetén.)

A CRS éltalunk haszndlt pontos valtozatat az 1. Algoritmus irja le. Az algo-
ritmus NN darab, egyenletes eloszlds szerint véletleniil valasztott S-beli pontban a
célfiiggvény kiértékelésével kezdddik. Ez az algoritmus Inicializalds fazisa. Az
N elembdl allé6 mintaponthalmaz koordinatdi és célfiiggvényértékei egy R =
RO, ..., RN~! tdmbben térolédnak. Ezutdn az Aktualizalds lépésben kiszdmitjuk
azt, hogy fliggvényérték szerint melyik a legrosszabb és a legjobb mintapont (R"
és RP). A Generalas lépésben 1j mintapontok (P) generalédnak és értékelédnek
ki. Az algoritmus addig iterdlja az Aktualizalas és Generalas lépéseket, amig a
megallasi feltétel nem teljestil.

Az algoritmus Generalds fazisdban két kiilonb6z6 tipust mintapontot szami-
tunk: elsédleges és masodlagos mintapontokat. Mindkét fajtaja pont a mintapon-

tok egy n + 1 elem részhalmazabodl (R%, ..., Ri") szdmitva generédlodik, amely
Rit (i = 0,...,n) pontok az R-ben térolt N darab mintapontbdl véletlen médon

valasztott pontok. (Megjegyezziik, hogy a CRS tekinthet6 az els6 olyan algorit-
musnak, amely a pontok egy populéciéjat hasznalja.)

Az elsédleges pontok a Nelder-Mead médszerhez [78] hasonlé médon genera-
loédnak, tiikrézve egy mintapontot (R’"-t) a ponthalmaz tobbi pontjanak (R%, ...,
Rin-1) kdzéppontjan, G-n 4t. Egy mésodlagos pont viszont az R/» pont és a G
kozéppont kozott helyezkedik el, az altaluk alkotott szakasz felez6pontja. Mig az
elsédleges pontok azt a célt szolgaljdk, hogy a keresés sordn amennyire csak lehet
az egész keresési tartomanyt felderitsiik (globdlis keresés), addig a mdsodlagos pon-
tok a konvergencia irdnyitdsaban jatszanak dontd szerepet (lokilis keresés). Mésod-
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1. Algoritmus: CRS(f, S, N, NF,,4z,€)

W=

NG

*

9.
10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

begin (Inicializalas)
Iter :==0; D,ur := €+ 0.1; ns :=0;
Generaljunk egy N elemii mintaponthalmazt, R-et véletlen médon,
egyenletes eloszlés szerint (R ={R" |0 <i < N});
Szamitsuk ki az f(R') értékeket (0 <i < N);
end; (Inicializadlas)
while (D, > ¢ or f(RY)— f(RP) <4 or Iter < NF,.,)do
Aktualizalds: Hatdrozzuk meg azokat a 1 és B mintapontokat,
melyekre: f(R") > f(R") > f(RP) (0 <i< N);
Iter .= Iter +1;
begin (Generalas)
Vélasszunk n + 1 darab pontot véletlen médon egyenletes eloszlas

szerint (R’'), az R halmazbdl;

P:=2xG-Ri; (Els6dleges pontok)
if PeS and f(P)< f(R") then

if RS =ns/Iter < 0.5 then (Sikerességi réta teszt)
P:=(G+ R")/2; (Mésodlagos pontok)
Iter .= Iter +1;
if f(P) < f(R") then

RV =P;ns=ns+1;

end; (Generalas)

21. endwhile;
22. return {R%Z, f(RP)}; (f(RB)Y < f(RY); 0<i<N)

lagos pont kiszdmitasdra csak akkor keriil sor, ha az aktudlis els6dleges pont nem
bizonyul javitdsnak, azaz a fiiggvényértéke f(R")-nél, azaz a legrosszabb klasz-
terbeli ponténdl nem jobb. Ehhez nem elegend6 az, hogy az utols6 pont sikertelen
ilyen szempontbdl, hanem még annak a feltételnek is teljestilnie kell, hogy az ad-
dig megvizsgalt pontok kevesebb, mint az 50%-a javit.

Az eddig altalanosan leirt eljaras szdmtalan médon varidlhato, amiatt is, mert
kiilonb6z6 megallasi feltételek hasznalhatok. Az implementdciénkban (14sd 1. Al-
goritmus) hasznalt megéllasi feltétel a kovetkez6. Az algoritmus pontosan akkor
all le, ha a kovetkez6 harom feltétel valamelyike bekovetkezik:

(i) az R halmaz barmely két pontja kozotti (euklidészi) tavolsdg elegendden

kicsire csokkent (D, = max{d(R", R7); V0 <i,7 < N; i # j} <e),

(ii) az f(R') értékek elég kozel vannak egymashoz f(R") — f(R?) < §; ahol

f(RY) = max{f(R")}, f(R") = min{f(R")}, 0<i,j<N;

(iii) a figgvénykiértékelések szdma meghaladt egy elére megadott maximalis
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értéket, NF,, . -ot.

Az (i) feltétel célja azt biztositani, hogy az dsszes mintapont egy kis méretii klasz-
terben helyezkedjék el. Ha ez nagyszamu fiiggvénykiértékelés utan sem kovetkez-
ne be, akkor a (ii) feltétel megengedi, hogy az algoritmus végrehajtasa befejez6djon
akkor is, ha az 6sszes mintapont fliggvényértéke majdnem egyenld egymassal. Ez
a feltétel jol hasznélhat6 sok globdlis minimumponttal rendelkez6 fiiggvény ese-
tén. Végiil, a (iii) feltétel azt az esetet kezeli, amikor az algoritmus nem konvergal.
Ebben az esetben azt biztositja, hogy a futdsa lealljon.

Eszrevehett az, hogy a CRS algoritmusa erésen szekvenciélis jellegti. Minden
Gj P mintapont az N darab mintapont adatait tartalmazé R halmaz egy rész-
halmazédnak adataibél szamitva generalédik. Ez a halmaz aktudlisan mindig az
iteracids eljarasban addig talélt legjobb pontok adatait tartalmazza (azok koordi-
natait és felvett fiiggvényértékiiket). Biztositva azt, hogy az R°,..., RV ™! értékei
egyid6ben generdlodhatnak, és az f(R°),..., f(RY™!) értékek konkurens m6don
szamitédhatnak, az algoritmusba maér az Inicializalds fazisban bevezethet6 pér-
huzamos jelleg.

Az eredeti CRS algoritmus parhuzamositdsdhoz a médszer parhuzamos jelle-
gének novelése céljabol bevezetett atalakitas lényege, hogy az Inicializdlas fazis
utdn ugyanezen, a kezdeti N mintapontot tartalmazé R halmaz elemei alapjan b
szamu els6dleges mintapontot generalunk. Ezeket egy A, FIFO-tipust bufferben
(A = A" ... A1) taroljuk. f(A°) kiszadmitdsa utdn ha f(A°) < f(RY) teljesiil,
azaz A° javit", akkor R -t kicseréljiik A°-ra a klaszterben. A bufferbdl toroljitk
A°-t, és egy j pontot, amelyet a Generdlds eljardsban kapunk, elhelyeziink a
FIFO-buffer végén. Az egyetlen lényeges kiilonbség az 1. Algoritmushoz képest,
hogy egy b mintapontbdl all6 ponthalmaz elemei mindig rendelkezésre allnak ki-
értékelésre. Ezen stratégia hasznalatdval a holtid6 csokkenthetd, és a parhuzamos-
sdg foka novelhetd.

Az ilyen jellegli pairhuzamos algoritmusok implementéldsara a centralizalt mo-
dell j6l alkalmazhat6. Modelliink ilyen, ,, mester—szolgdk" kommunikdciés kapcso-
lati sémat alkalmaz. A mesterprocesszor hajtja végre magat az optimalizalasi al-
goritmust, allitja el6 az Gj mintapontokat, és biztositja azokat a szolgaprocesszo-
roknak. A szolgaprocesszorok feladata csak az, hogy kiértékeljék a célfiiggvényt a
mintapontokban és visszakiildjék az eredményt a mesterprocesszornak [39].

Garcia és szerzétarsai [38, 39] hasonl6 stratégidt implementaltak, amely azon-
ban teljesen aszinkron volt: a mesterprocesszor nem kezdett 1j — akdr els6dleges,
akar masodlagos — mintapont generaldsaba, amig az aktudlis mintaponthalmaz
minden eleme ki nem értékel6dott. A szolgaprocesszorok mindig csak egyetlen
mintapont informdciéit kaptdk meg és taroltdk a visszakiildésig. A megkozeli-
tés teljesen aszinkron jellege ellenére gyakran {iresjarati holtidébe keriil szdmos
szolgaprocesszor, varva azt, hogy a mesterprocesszor ij mintapontot kiildjon neki.
Ez a hatrany kikiiszobolhet6, ha a szolgaprocesszorok egy butferben tarolnak tobb,
kiértékelésre varé mintapontot. Igy, amikor egy szolgaprocesszor befejez egy ki-
értékelést, és az eredményt visszakiildi a mesterprocesszornak, akkor ha van a
lokalis bufferében kiértékelend6 pont, akkor a munkédjat egy 4j, a bufferjében ta-
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2. Algoritmus: Procedure Mester RPCRS( f, S, N, p, npoints, N F a0z, €)

1. begin (Inicializalas)
2. Iter :==0; Dyur := € +0.1; ns :=0;
3. Generaljuk véletlen médon, egyenletes eloszldssal N darab mintapont R
halmazat, R = {R'|0 <i < N};
4.  send N/p darab mintapontot R-b6l minden szolgaprocesszornak;
5. receive N darab pontot és fliggvényértékeiket a p szolgaproceszortol;
6. end; (Inicializalas)
7.doj=1top
8. do k =1 to npoints (b = p X npoints)
9. Iter := Iter + 1;
10. G =" Rit/n;
11. P* =2 x GF — Ri; (Elstdleges pontok)
12. send P a j. processzornak;

13. while (Dep > ¢ or f(RY) — f(RP) > 6 or Iter < NF,,,) do

14.  Aktualizédlas: Hatdrozzuk meg, hogy melyek azok az R és R”
mintapontok, amelyekre f(RY) > f(R") > f(R?) (0 <i < N);

15. Iter .= Iter +1;

16. P, = mintapont_general();

17.  receive {P, f(P)} az idp. processzortdl; (1 < idp < p)

18.  send P, az idp. processzornak;

19.  if f(P) < f(R") then

20. RV :=P;ns:=ns+1;

21. endwhile;

22. return {R%, f(RP)}; (f(RB) < f(RY); (0<i<N))

rolt mintapont kiértékelésével folytathatja, és nem kell arra varnia, hogy egy ilyen
pont érkezzék a mesterprocesszortol.

Parhuzamos implementacionk két kiilonbdz6 folyamatbdl all: a Mester_ RPCRS
(2. Algoritmus) és a Szolga_ RPCRS (3. Algoritmus).

A Mester_RPCRS folyamat harom kiilonb6z6 fazisbol all:

(i) az Inicializalas fazisbol, ahol az N mintapontbdl 4ll6 R halmaz elemei vé-
letlen médon generalédnak S-bdl,

(ii) egy olyan fazisbol, melyben b = p x npoints darab elsédleges mintapont sza-
mitodik,

(iii) a konvergenciaciklusbol, ahol az elsédleges vagy masodlagos mintapontok
generalédnak, az 1. Algoritmus stratégidjahoz hasonlé6 médon.

Az Inicializalas 1épésben a mesterprocesszor ciklikusan elosztja az N minta-
pontot a szolgaprocesszorok kozott. Ha a szolgaprocesszorok szdma, p nagyobb,
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3. Algoritmus: Procedure Szolga_RPCRS( f, S, N, p, npoints)

1. receive N/p darab mintapontot és taroljuk el ezeket a szolgaprocesszor A;q,
FIFO-bufferébe (idp a szolgaprocesszor sorszdma);

2. Szamitsuk ki f(A")-t, 1 <i < N/p;
3. send {A’, f(A")}, 1 <i < N/p a mesterprocesszornak;
4. receive npoints darab pontot a mesterprocesszortdl és taroljuk el ezeket
(Afirst’ L ’Alast)’.
5. while (Mester_RPCRS miikodik) do
6 while van tarolt kiértékelend6 pont (A # () do
7. Ertékeljiik ki f(A/)-6t;
8 send {Af7s f(ASist)} a mesterprocesszornak;
9. while érkezett ij pont a mesterprocesszort6l do
10. receive Al%st;
11. endwhile;
12. Vérjunk egy 1j pontot a mesterprocesszortol;
13. receive A'*st:

14. endwhile;

mint N, akkor a mesterprocesszor ugyan p darab mintapontot generél, de a szol-
gaprocesszoroktol visszakapva ezek fliggvényértékeit, ezekbdl csak a fliggvényér-
tékek alapjan a legjobb N darab mintapontot tarolja el R-ben. Ezek utdn a mester-
processzor b darab elsédleges mintapontot 4llit el6, és minden egyes szolgapro-
cesszornak elkiild ezekbdl npoints darabot A P pontok b kiilénbdz6 mintapont,
G és R’ felhasznéldsaval szamitédnak ki.

A konvergenciaciklusban meghatarozzuk az R, ..., R¥~! halmaz legrosszabb
(legmagasabb fiiggvényértékdi) R pontjat. Az algoritmus egy 1j, P.,-val jelolt
pontot is kiszdmit a mintapont_generdl() eljdrdsban. Ez az eljaréds egy els6dleges
vagy egy mdsodlagos mintapontot general, ugyanazt a stratégiat kovetve, mint a
CRS. Ezutdn a mesterprocesszor vdr, varja valamely elkiildott pontnak és kisza-
mitott célfiiggvényértékének a visszaérkezését. Ez barmelyik szolgaprocesszortol
johet. Amint érkezik ilyen, még ennek feldolgozasa elétt kiild egy tj, P, minta-
pontot a kiildd szolgaprocesszornak. Ezutan ellenérzi, hogy a kapott mintapontot
elfogadja-e, és meghatdrozza, hogy a kovetkez6 generdlt pontnak elsédleges vagy
masodlagos mintapontnak kell-e lennie.

A Szolga_RPCRS folyamat is tartalmaz egy inicalizal6 fazist, melyben a szol-
gaprocesszor N/p mintapontot kap a mesterprocesszortol, kiértékeli azokat, és
visszakiildi 8ket — az eredménnyel egyiitt — a mesterprocesszornak. Ezutan a szol-
gaprocesszor npoints darab pontot kap kiértékelésre. Ezeket eltdrolja sajat, A;q,
FIFO-bufferében. Amikor a szolgaprocesszor kiértékelt egy mintapontot, akkor
visszakiildi ezt és ennek fiiggvényértékét a mesterprocesszornak, és ellendrzi,
hogy érkezett-e kozben 1ij mintapont. Ha érkezett Gij pont, akkor a szolgapro-
cesszor kiolvassa az 4j ponto(ka)t és berakja lokalis FIFO-bufferébe. Ha nem ér-
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kezett pont, akkor a szolgaprocesszor a bufferjebeli kovetkezd pont kiértékelésé-
vel folytatja a munkajat. Ha a FIFO-buffere tires, és a mesterprocesszor is dolgozik
még, akkor a szolgaprocesszornak varnia kell egy j mintapontra.

A stratégia haszndlataval a szolgaprocesszorok iiresjarati ideje csokken — vagy
akér teljesen megsz{inik — és a kommunikécié pluszkoltsége kisebb lesz, mivel a
kommunikdciés és szamitasi tevékenységek atlapolédnak.

2.3. Az RPCRS-t értékeld teszt egyprocesszoros kornyezetben

A péarhuzamos implementaciob6l fakadé problémadk kikiiszobolésére, tgy mint
az intenziv kommunikdcié okozta kommunikaciés pluszkéltség (overhead), vagy
a szlik keresztmetszetek (bottlenecks), az RPCRS egy gépfiiggetlen értékelését valo-
sitottuk meg; azaz az ebben az alfejezetben elemzett RPCRS futtatasokat egypro-
cesszoros kornyezetben végeztiik. Az RPCRS teljesitményét a futdsai soran vég-
rehajtott fliggvénykiértékelések szamaban mértiik. Ezen tapasztalati analizis cél-
ja annak meghatdrozasa, hogy az RPCRS viselkedése milyen a CRS-hez viszo-
nyitva a bufferméret (b) fiiggvényében. Fontos megjegyezni, hogy a b = 1 eset-
ben az RPCRS megegyezik az eredeti, szekvencialis CRS algoritmussal. Igy az
RPCRS(b) algoritmus teljesitményének értékelését az RPCRS(1) eredményeivel
Osszehasonlitva adjuk meg.

Egy huszonkét tesztfiiggvénybdl all6 halmazt hasznaltunk az RPCRS konver-
gencidjanak és parhuzamos viselkedésének, teljesitményének tesztelésére. Az al-
goritmus sztochasztikus jellege miatt a végrehajtott fliggvénykiértékelések szama
fiigg az adott, egyedi futtatastol. Ezért mindegyik paraméterbedllitds esetén az
algoritmust 100-szor futtatva kapott adatokbél 4ll6 statisztikai mintat vizsgaltuk.
Kiszamitottuk a fiiggvénykiértékelések dtlagos szdmdt, és a hozzajuk tartozé (95%-o0s)
konfidenciaintervallumot (lasd [96]) is.

Annak érdekében, hogy az RPCRS gyakorlati viselkedésének elemzését meg-
konnyitsiik, a tapasztalati tesztek els fazisdban csak hat, a globalis optimalizalas
irodalméaban legklasszikusabbnak szamit6 [26, 107] ,benchmark" tesztfiiggvényt
hasznaltunk: a Goldstein—Price, a Hartman3, a Hartmané, a Shekel5, a Shekel7 és
a Shekell0 fiiggvényeket.

Az RPCRS-nek két, a végrehajtdsban meghatarozéan fontos szerepet jatszo pa-
ramétere van: a mintapontok alkotta klaszter pontjainak szdma (V), és a buffer b
mérete. A tesztek ezen elsd csoportjaban a teljesitményt N és b fliggvényében is
mértiik. N-et mindig az adott probléma n dimenziészamanak fliggvényében alli-
tottuk be,az N =25 xn, N =50xn, N =75 xn,ésaz N = 100 x n értékekre.
A hasznalt b bufferméretek 1, 2, 3, 4, 8, 16, 32 és 64 voltak. Az RPCRS megalla-
si feltételétaz ¢ = 1075, 6 = 107° és N F,,, = 10° paraméterértékekkel adtuk meg
minden esetben.

A 6. tablazat numerikus eredményei két célfiiggvény tesztjének adatait tar-
talmazzak, minden b, N értékpdrra megadva. A tdbldzat az RPCRS szaz futtata-
sabol allé6 mintdjanak atlagos fliggvénykiértékelés-szamat mutatja (a tovabbiak-
ban: fiiggvénykiértékelések szdma, Fguk), tovabba a megfelel6 konfidenciaintervallu-
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6. tdblazat. Az RPCRS futtatasi eredményei a Goldstein—Price és a Shekell0 teszt-
fiiggvényeken. Az 1) és (@) esetekben 98%-o0s és 97%-0s volt a sikerességi rata.

Goldstein—Price tesztfliggvény
Klaszterméret = 25 x n | Klaszterméret = 50 x n | Klaszterméret = 100 x n
Fgvk  Konf.nt. Fgvuk Konf.int. Fgvk Konf.int.

b
1] W1622 [1604,1640] | 3254 [3230,3278] 6505 [6467,6544]
2 1650 [1632,1667]] 3261 [3238,3284] 6511 [6479, 6 543]
3 1633 [1609,1657]| 3261 [3238,3284] 6502 [6473,6532]
4 1649 [1630,1669]| 3256 [3229,3283] 6501  [6464, 6539]
8 ] ]
6 ] ]
] ]
] ]

1631 [1612,1649] | 3235 [3207,3264] | 6520 [6483,6 558
1599 [1575,1623] | 3212 [3186,3237] | 6431 [6394,6 468
32 1606 [1574,1637] | 3146 [3112,3180] | 6340 [6301,6378
64 1706 [1674,1739] | 3149 [3112,3186] | 6229 [6195,6264
Shekel10 tesztfiiggvény
1 110614 [10562,10666] | 21454 [21 367,21 540
2 1]10645 [10592,10698] | 21543 [21 475,21 611
3 5326 [5283,5369] | 10620 [10562,10678] | 21523 [21433,21 613
4 5335 [5295,5375] | 10576 [10506, 10 646] | 21498 [21425,21571
8 5279 [5229,5329] | 10575 [10509, 10 642] | 21472 [21 390, 21 553
6 ]

]

]

5310 [5262,5357
25315 [5260,5 370

5161 [5117,5206] | 10477 [10409, 10 545] | 21452 [21 371,21 532
32 5049 [4945,5152] | 10237 [10171,10303] | 21066 [20987, 21 145
64 5059 [4905,5213] | 9784 [9728,9839] |20660 [20577,20743

e | b | e | b | e | b | e | b

mokat (Konf.int.).

A 6. tabldzatban megfigyelhet, hogy a legkisebb klaszterméreteknél (N =
25 xn) az RPCRS sikerességi ardnya nem volt minden esetben 100% (lasd az ottani
(1) és (2) megjegyzéseket). Az algoritmus konvergencidjanak biztositdsdhoz na-
gyobb N klaszterméret értékeket kell vdlasztanunk. A 6. tablazatbol lathato, hogy
a figgvénykiértékelések szama csokkend tendenciat mutat az V klaszterméret no-
vekedésével. Ez aldl kivétel, hogy a Goldstein—Price fiiggvénynél, a klaszterméret
legkisebb (N = 25 x n) értéke mellett ez a tendencia nem figyelheté meg.

Az 5. dbra mutatja az RPCRS végrehajtdsanak eredményeit a hat tesztfiigg-
vénynél a fenti négy kiilonboz6 klaszterméret mellett. Mivel a fliggvénykiértékelé-
sek szdma 1000 és 40 000 kozott valtozik, igy nem a fliggvénykiértékelések szamat
abrazoltuk grafikonunkon, hanem ezek valtozdsat a b = 1 esethez képest szazalé-

kosan adtuk meg (a Fgvk-vdltozds % = ngk(l;zg_vi‘(’ff =1 % 100% képlettel szamolva).

Az 5. dbra a klaszterméret kiilonboz6 értékei mellett mutatja a Fgvk-vdltozds %
értékeit. Egy-egy grafikonon egy-egy rogzitett klaszterméret esetén a buffermére-
tek fliggvényében dbrazoljuk a valtozast. A Shekel5 tesztfiiggvény esetén mindig

pozitiv a megfelel érték (ndvekedést kaptunk), de nagyobb klaszterméreteknél a
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Klaszterméret = 25n Klaszterméret = 50n
T T T

30

Fgvk-valtozas%
Fgvk-valtozas%

A—AHARTE
<—<ISHEK7

V—V SHEK10 A -8 [ V—VSHEK10 Z
~20 . . . . . . ~10 . . . . . .
1 2 3 4 8 16 32 64 1 2 3 4 8 16 32 64
Bufferméret (b) Bufferméret (b)

Klaszterméret = 75n Klaszterméret = 100n
T T T

Fgvk-valtozas%
o
Fgvk-valtozas%

E—EIHART3
-4 | G—<SHEKS
A—AHARTE
<—<ISHEK7
-6 [ V—VSHEK10

. . . . . .
1 2 3 4 8 16 32 64
Bufferméret (b) Bufferméret (b)

5. dbra. A fliggvénykiértékelések (F'gvk) szamanak szdzalékos novekedése tobb

kilonbozé N klaszterméret esetén. Fguk-vdltozds % = Fg”k(?;vifff(bzl) x 100%.

tuggvénykiértékelések szdmdnak novekedése csokkenésbe valt, és a bufferméret
novekedésével kezd elt{inni a (b = 1 esethez képesti) novekedés.

A tobbi tesztfliggvény esetén az lathatd, hogy amikor a bufferméret nem na-
gyobb, mint 8, akkor a Fguk-vdltozds % érték alig moédosul b fliggvényében, azaz
a figgvénykiértékelések dtlagos szdma csaknem konstans marad. Ennél nagyobb
bufferméretek esetén — a legkisebb klaszterméret kivételével — a Fguk-vdltozds % ér-
tékek negativak, és a klaszterméretek novekedésével monoton csokkendk. A ne-
gativ értékek azt jelentik, hogy ezekben az esetekben a szdmitési koltség kisebb,
mint az eredeti CRS algoritmus esetén. A b = 64 bufferméretnél a Goldstein—Price
tesztfiiggvény N = 25 x n klasztermérethez tartozo6 esetét kivéve a tobbi esetben
Fguk-vdltozds % értéke negativ. A bufferben tarolt pontok szama ezekben az ese-
tekben ekkor mar relative nagy, nagyobb, mint a buffer mérete. A Goldstein—Price
tesztfiiggvény kétdimenzios, emiatt a klaszter mérete, (25 x n =) 50 ebben az eset-
ben kisebb, mint a bufferméret (b = 64); azaz % < 1.
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A gyakorlati tesztek ezen csoportja alapjan a kovetkezé kovetkeztetéseket von-
hatjuk le:

(i) az algoritmus elegend6en nagy klaszterméret esetén konvergdl a globalis op-
timumponthoz,

(ii) amikor a bufferméret kisebb, mint a klaszterméret, de 8-nél nagyobb, akkor
az RPCRS nem igényel nagyobb szdmitdsi koltséget, mint az eredeti CRS,
vagy az ahhoz hasonlé mértékii marad.

A tapasztalati tesztek masodik korében az RPCRS teljesitményének mérését
és értékelését egy széles korbdl valasztott tesztfiiggvény halmazon végeztiik. A
tesztfliggvények ezen csoportja az el6z6leg alkalmazott fliggvények mindegyikét
tartalmazza, és ezeken kiviil még tovabbi tizenhét fliggvényt is. A fiiggvényeket
olyan szempontok alapjan vélasztottuk, hogy egyrészt n valtozzék (1-t6l 10-ig),
hasonléan a globalis optimumhelyek szdma (1-t6l nagyobb, mint 10-ig valtozik),
és a fliggvények kozott legyen olyan, amelynek tobb, mint 1000 lokalis optimum-
helye van. Ezen tesztfliggvények részletesebb leirdsa szintén a fent emlitett:

http://www.jgytf.u-szeged.hu/ ~balogh/Reszletes_adatok.ps
internetes cimen talalhato.

A Klaszterméretet minden esetben /N = 100 x n-re allitottuk be. Ezzel biztositot-
tuk, hogy N > b teljesiiljon minden tesztfiiggvényre. Minden egyes tesztfiiggvény
esetén 100% volt az optimélis megoldas megtalalasi sikeressége az RPCRS-sel.

A 6. dbra mutatja az RPCRS futtatasi eredményeit a 22 tesztfiiggvénybol 4ll6
halmazon. A grafikonon a vizszintes tengelyen dbrazoljuk a tesztfiiggvény inde-
xét. A tesztfiggvények a b = 1 esetben (Fgvk(b = 1) a globélis megoldas eléré-
séhez sziikséges fliggvénykiértékelések szama szerinti névekvd sorrendbe rende-
zettek. Minden tesztfiiggvényhez minden (b) bufferméret esetén kapott eredményt
feltiintettiink egy fiiggdleges egyenesen.

A kapott numerikus eredményeket tigy foglalhatjuk 6ssze, hogy amikor a sziik-
séges fliggvénykiértékelések szdma elég nagy, akkor az RPCRS teljesitménye feliil-
mulja a CRS-ét; azaz Fguk(b) < Fgvk(b = 1) a b értékek zomére. Azon tesztfiigg-
vények esetén, amelyekre a fliggvényértékek kiszamitdsi koltsége alacsony, az al-
goritmus egy konkrét végrehajtasa er6sen fiigg a buffer méretétdl, emiatt jobban
véaltoznak a megfeleld értékek (nagyobb a szérdsuk). A 22 tesztfliggvénybdl csak 5
fuggvényen teljesit rosszabbul az RPCRS, mint a CRS, azaz Fgvk(b) > Fgvk(b=1)
ekkor.

Ezen 6sszehasonlit6 tesztek alapjan elmondhaté, hogy a CRS parhuzamos jel-
legének RPCRS-t eredményez6 mddositadsa soran nem csorbultak a CRS jellemzd,
kedvez6 tulajdonsagai. S6t, a szamitasilag koltségigényes fliggvényekre az RPCRS
feliilmulja a CRS-t. Meg kell jegyezniink, hogy annak ellenére, hogy a médszer tu-
lajdonsagainak validdldsara felhasznalt tesztfiiggvények a szakirodalom , bench-
mark" tesztfliggvényei, ez nem jelenti az eddigi eredményeink elméleti igazolasat,
azaz mas, specidlis fliggvényeken vagy fliggvénykoron esetleg mas eredményeket
kaphattunk volna.
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Klaszterméret = 100n
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A figgvény sorszama

6. abra. A fiiggvénykiértékelések szamanak relativ (szdzalékos) novekedése a
b = 1 esethez viszonyitva, N = 100 x n esetén a bufferméret (b) kiilonboz6 ér-

tékei mellett. Fguk-vdltozds % == 9”’“(12;2?;’)’“ =1 % 100.

2.4. Az RPCRS parhuzamos kornyezetbeli numerikus értékelése

Ebben az alfejezetben az RPCRS teljesitményét egy parhuzamos, Cray T3D sza-
mitégép-rendszeren (ahol a processzorok szdma max. 16 lehetett) adjuk meg és
értékeljiik.

A program pédrhuzamos viselkedésének és teljesitményének gyakorlati vizsga-
latdhoz itt a klaszterméretet N = 100 x n-re valasztottuk, tovdabba a b = 16 és
b = 64 bufferméreteket hasznaltuk. Habar aszinkron parhuzamos programunk
tervezésének f6 célja volt a szdmitasra és a kommunikacidra forditott iddinterval-
lumok atlapoltatdsa, az algoritmus feltételezi, hogy a fliggvény kiszdmitasi koltsé-
ge nagyobb, mint a mester- és a szolgaprocesszorok kozotti adatcseréhez sziik-
séges kommunikaci6 ideje. Ha a célfiiggvény kiszdmitasi koltsége til alacsony,
akkor a mesterprocesszorndl sz{ik keresztmetszet jelentkezhet. A gyorsan kiérté-
kelhetd fiiggvények esetén nem sziikséges parhuzamos rendszert hasznalni, igy
élhetiink feltevéstinkkel. Ezért az RPCRS parhuzamos tesztjeinél azt szimulalva,
hogy a tesztfiiggvények rendelkezzenek a sziikséges szamitasi koltséggel, beve-
zettiik azt a modszert, hogy a fliggvénykiértékelés idejéhez egy plusz idkéslelte-
tést adtunk hozza. Az altalunk vizsgalt 6 tesztfiiggvény esetében két ilyen specia-
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7. dbra. Az RPCRS parhuzamos futtatdsdnak eredményei: a szekvencidlis esethez
viszonyitott gyorsitds(b,p) = tRPCRS(b=1,p=1))/{(RPCRS(b,p)) értékek. Késleltetés =
0,03 mdsodperc.

lis késleltetést alkalmaztunk: a 0,003 mésodperces és 0,03 masodperces késleltetési
beéllitasokat.

A 7. dbra mutatja a pArhuzamos futtatdsok végrehajtdsi idejét az eredeti szek-
vencidlis CRS(= RPCRS(b = 1,p = 1)) algoritmuséhoz viszonyitva kapott tn.
gyorsitds értékeit. Ez a kovetkezd moédon definialt:

gyorsitds(b,p) = t(RPCRS(b=1,p = 1))/t(RPCRS(b, p)),

ahol p a szolgaprocesszorok szdma, b a bufferméret.

Az eredményekbdl kitlinik, hogy parhuzamos programunk implementaci6ja
sikeres, hiszen a legtobb esetben a linearisndl nagyobb gyorsitast kaptunk ered-
ményiil. Ezen, Gn. szupergyorsitdsi ratdk a fentiek mellett annak a tulajdonsagnak
koszonhetk, hogy a b = 16 és a b = 64 bufferméretek esetében az RPCRS algorit-
mus végrehajtasdhoz sziikséges fliggvénykiértékelések szama kisebb, minta b = 1
esetben (lasd 5. dbra).

A 8. dbra mutatja a gyorsitds értékeket abban az esetben, amikor a pédrhuza-
mos program végrehajtasi idejét az ugyanazon bufferméretet haszndlé szekvenci-
alis eset végrehajtasi idejével hasonlitottuk Ossze, azaz, amikor egy-egy rogzitett
bufferméretnél a

gyorsitds(p) = t(RPCRS(b,p = 1)) /t(RPCRS(b, p))

definici6val dolgoztunk.

Az eredményekbdl kitlinik, hogy ebben az esetben majdnem linedris gyorsitést
kapunk minden fiiggvényre, de nem kaptunk szupergyorsitast. A gyorsitasi érté-
kek a 0,03 masodperces késleltetés esetén kozelebb allnak a lineéris gyorsitdshoz,
mint a 0,003 masodperces késleltetésnél.
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8. dbra. A pdrhuzamos véltozat gyorsitdsa a szekvencidlis esethez viszonyitva.
gyorsitds(p) = t(RPCRS(b,p = 1)) /t(RPCRS(b, p)).

2.5. A fejezet Osszegzése

Ebben a fejezetben a CRS nev{i heurisztikus globalis optimalizalasi algoritmus par-
huzamos implementéacidjat, az RPCRS-t irtuk le és értékeltitk. Megmutattuk, hogy
az RPCRS kiszamitésilag kedvez6bb koltségii valtozat, mint az eredeti CRS. El-
mondhat6 tovdbba, hogy az RPCRS aszinkron modellként konnyen implemental-
hat6 valos parhuzamos, vagy elosztott szamitégépes rendszerben.

Mint rdmutattunk, annak ellenére, hogy nagy szdmu standard tesztfiiggvényen
végzett tesztfuttatdsokat hasznaltunk annak validadlasara, hogy az RPCRS feliil-
mulja a CRS-t, nincs elméleti médszerekkel igazolt okunk kimondani, hogy ez
minden fliggvénynél igaz. Megjegyezziik, hogy az elméleti timogatas ilyen hia-
nya szinte valamennyi heurisztikus médszerre igaz. Az ilyen tipusi elméleti vizs-
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gélatok nehézségét jelzi, hogy az ebbe a csoportba tartozo, legismertebb és talan
egyik legnépszertibb Nelder-Mead féle moédszerhez (amely a MATLAB program-
csomag [52] keresGjeként is funkcional) is csak évekkel, s6t évtizedekkel késébb
sziilettek ilyen jellegii eredmények (lasd példdul [67]). Egy szép jovébeli munka
lehet eredményeink igazoldsa, megértésének elméleti aldtdmasztdsa matematikai
modszerekkel.

Zar6 megjegyzések. A kutatdsok alapotletének adoja a [80] publikacidbeli szer-
z6tarsam, Inmaculada Garcia volt. A fejezet Inmaculada Garcidval és Pilar M. Or-
tigosdval kozos eredményeket tartalmaz.



3. fejezet

Fazisstabilitasi problémak megoldasa sztochasztikus
globalis optimalizalasi médszerrel

Ezen fejezet témaja egy sztochasztikus globalis optimalizalasi médszer alkalmaza-
sa fazisstabilitasi problémék megolddsara. Osszehasonlitast nydjt mas médszerek-
kel az irodalombdl vett, mara mar klasszikusnak szamit6 tesztpéldakon keresztiil,
ismertetve az adott probléma nehézségeit.

Ezzel kapcsolatos munkdinkban [8, 9] és itt is egy moddositott érintdsik—ta-
volsédgi fliggvényt hasznalunk, és egy sztochasztikus klaszterezé moédszert en-
nek optimalizdldsdra. A médszer hatékonysagat és robusztussdgat az irodalom-
bl vett tesztpélddkon demonstraljuk: a kénhidrogén-metén és a nitrogén-metan-
etdn rendszeren, amelyek a Soave-Redlich-Kwong—féle kobos allapotegyenlettel
modellezettek. A kapott eredmények a mdédszer mas sztochasztikus médszerek-
hez viszonyitottan nagyfokii megbizhatésagat igazoljak. Az eljaras felhasznélo-
barét és jol hangolhat6. Az Gj modszerrel szignifikdnsan csokkentjiik a szamitési
igényt a felhasznélt fliggvénykiértékelések szama és a CPU-id6 igény tekinteté-
ben. Ez nagyon kedvez6 més sztochasztikus médszerekkel, pl. a véletlen pontbdl
inditott Newton-eljarassal val6 dsszehasonlitdsban.

3.1. Bevezetés, el6zmények

Az utébbi idében nagy érdeklédés ovezi Gj (mind elméleti, mind algoritmikus)
megoldasi modszerek kifejlesztését vegyipari miiveletek tervezési, optimalizalasi
és irdnyitasi feladataira. A f4zisstabilitds elemzésének problémdja az egyik leg-
dinamikusabban véltoz6 teriilet, ennek formaliz&lt leirdsa — torténjen az akér az
érint6sik-tavolsagi fiiggvény vagy a Gibbs-féle szabadenergia minimalizalasaval —
egyarant megbizhat6, robusztus numerikus technikakat igényel a globélis megol-
das meghatarozasahoz.

Lényegében két megkozelitést haszndlhatunk annak igazoldsdra, hogy egy e-
gyensulyi megoldds megfelel a szabadenergia minimumdénak. Ezek: kozvetleniil a
szabadenergia minimalizalasa, és az érintésik-tavolsagi fliggvény minimalizalasa
(érint6sik-kritérium [1,76, 111] ). A masodik megkozelités nagyon hatékony lehet,
valédi egyenstilyi megoldds megtalélasi esélyének novelésében, mint ahogyan azt
McDonald és Floudas [72, 73] irja.

53
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A fazisegyenstlyi stabilitds elemzésére az érint6sik-kritériumot tobb, mint 100
évvel ezel6tt vezette be Gibbs. A megval6dsitas kiszdmitdsi nehézségei miatt a mod-
szer csak 1982-ben kertilt a kutatdsok kdzéppontjaba. Az érintésik—tdvolsagi fiigg-
vény modszert egymastol fliggetleniil Baker és szerzétarsai [1], valamint Michel-
sen [76] diszkutdltak 1982-ben. Utébbi adta a modszer elsé numerikus implemen-
taciojat. Ezek a cikkek forradalmasitottak a fazisegyenstlyi szdmitdsokat, szdmos
olyan cikket és algoritmust eredményezve, amelyek finomitottdk a médszert.

Legyen adott egy N komponensti rendszer, megadott 7" hdmérséklet és P nyo-
mas mellett, ahol a kezdeti z komponenskeverék az tgynevezett input moélfrakcié
vektorral adott, azaz z = (z1,29,...,2n5)7 (Zﬁ\il zz=1,2 >0,i=1,...,N),
ahol z; a kezdeti a komponenskeverékben az i. 8sszetevé mélmennyiségének ara-
nya az 6sszes moélmennyiséghez képest. Az I’ érint6sik—tavolsagi fliggvény min-
den lehetséges y pontban, azaz amelyre Zf\il v = 1,9y, > 0@ =1,...,N)
definialt; F'(y) a Gibbs-energiaftiggvény ¢(y)-ban felvett értékének, g(y)-nak és és
a z ponthoz tartoz6 L érint6sik L(y) pontjanak tavolsaga, azaz F(y) = g(y)—L(y).

Ezen feltetélek mellett az érint8sik-kritérium a kovetkez6: a rendszer egyensu-
lyanak, azaz az indulé fazis stabil voltanak sziikséges és elegend?d feltétele, hogy
az F(y) érintésik—tavolsagi fliggvény nemnegativ legyen az /N-komponensti ter-
modinamikai fézistérben, azaz az sszes lehetséges y vektorban (3N 4 = 1,
y; > 0,4 = 1,...,N). Masként fogalmazva, ha F(y) negativ barmely y pontban,
akkor (és csak akkor) instabil a rendszer.

Ismert, hogy

F(y) = ZYi (1i(y) — pi(2)),

ahol y;, az i. 0sszetevd kémiai potencidlja. Michelsen rdmutatott, hogy a rendszer
stabilitdsa igazolt, ha F'(y) nemnegativ az Osszes staciondrius pontban, és specié-
lisan a minimumpontokban, mivel igy mindeniitt nemnegativ lesz [76]. Ha azon-
ban a szdmitégépes eljdras nem tudja teljes megbizhat6saggal megtaldlni az 6sszes
globalis minimumpontot, akkor nincs elméletileg megalapozott garancia a stabilitasra.
Mas szavakkal, még akkor is, ha nem kaptunk negativ értéket F'-nek a megtalalt
staciondrius pontokban felvett értekei kozott, a vizsgalt konfiguraci6 lehet instabil.
Michelsen megmutatta, hogy egy y staciondrius pontra a

Ni(y>_,ui<z>:K7 i=1,...,N, (29)

feltétel teljesiil, ahol K az i-t¢l fiiggetlen konstans érték. Ilymédon az eredeti rend-
szer stabil, ha K > 0.

A kémiai potencidl kifejezésében valamely allapotegyenletre &ttérve, mint ami-
lyen példaul a Soave-Redlich-Kwong-féle 4llapotegyenlet [97]:

Fly)
R—;}: = ;yi(lns@i(y) +Iny; —Inp;(z) —Inz),

ahol ¢; az i. Osszetev$ tn. fugacitasi egyiitthatéja (lasd pl. [97, 111, 113]).
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Ekkor a stacionaritdsra vonatkozo feltétel a kovetkezs lesz:
Ino;(y)+ny;—h; = k, i=1,2,...,N,

ahol h; =Inz +1Iny;(z) (i =1,2,...,N),és k= K/RT.

Az érintdsik-tdvolsdgi fliggvény minimalizdldsa nehéz és nagy kihivast jelen-
t6 probléma. Michelsen a stacionaritési feltételeket egy szukcessziv helyettesité-
ses modszerrel oldja meg. Habar az algoritmus meglehetésen megbizhaténak bi-
zonyult, tartalmaz egy koriilményes inicializacids eljarast, és nem ad az Osszes
megoldds megtaldlasdra vonatkoz6 elméleti garanciat. Ez alatt azt értjiikk, hogy
ha a médszer hibazik egy olyan y’ helyi minimumpont azonositasdban, melyre
g(y’) < 0, akkor a rendszer hibdsan stabilként azonositja a konfiguraciét. Sza-
mos kisérlet sziiletett ezen probléma megolddsara, kiilonb6z8 numerikus techni-
kdkon alapulé médszereket és algoritmusokat bevezetve. Néhanyat felsorolunk
ezek koziil, teljesebb attekintés megtaldlhat6 [111]-ben.

Sun és Seider [103] egy homotdpia-folytatdsi modszert alkalmazott, amely
igen gyakran megtaldlja az Osszes staciondrius pontot. Habdr az 6 moédszeriik
konnyebben inicializalhatd, mint Michelsen moddszere, ez mégis inicializ4lds-
fiiggs, és nem szolgaltat az 6sszes megoldas megtaldldsara vonatkozo elméleti ga-
ranciat. Ilyen tipusa garancia itt csak specidlis esetekben, korlatozoé feltétel nélkiili
polinomidlis rendszereknél [30] adhaté.

McDonald és Floudas voltak az elsék, akik atfogalmaztdk az alapproblémat
a szabadenergia minimalizadldsdra és az érint8sik-kritériumra, a fazis- és kémiai
reakcidegyenstlyt egy globalis optimalizélasi problémaként folfogva. Egy dekom-
pozicié-alapt megkozelitést javasoltak a (29) egyenletekbdl eredményképpen ka-
pott bikonvex problémadkra, és korlatozas és szétvalasztds tipust megkozeli-
téseket adtak a kiilonboz6 allapotegyenletekhez tartozé feladatok megolddsara
[30, 72, 73, 74]. Bevezették a szabadenergia minimalizdldsi probléma egy stabili-
tasi kritériummal kombindlt véltozatat, és kifejlesztettek ennek megoldasara egy
specidlis célt programot, a GLOPEQ-t, amellyel alapos numerikus szdmitdasi vizs-
gélatokat végeztek nehéz fazisegyensulyi problémékon. Ennek ellenére nem adtak
javaslatot az dsszes fazis dllapotegyenlet modellezésére.

Viszonylag 4j kutatési irdny az intervallum-matematika hasznélata a fazisstabi-
litasi elemzéshez. Az intervallumos Newton-moédszerek, egy altalanositott felezé-
ses megkozelitéssel kombinalva alkalmasak lehetnek ilyen feladatok megoldéséra.
Ezt az eljarast Hua és szerz6tarsai alkalmaztdk a fazisstabilitasi probléma megol-
dédsaban. A médszer megbizhatdsdgéat szamos publikacidjuk [54, 55, 56, 57] elemzi.
Ezen algoritmus alkalmazdsa azonban nagyon koltségessé valhat — a tesztelt rend-
szerek komponensszdmdanak novekedésével a szamitdsi hatékonysag egyre kevés-
bé el6rejelezhetdvé valik. Ennek oka, mint barmely bindris fat hasznél6 technika
esetén, hogy a modszer legrosszabb eset komplexitasa exponencidlis [57]. Néhany
esetben a kiszamithat6sagi helyzet még ennél is rosszabb lehet: adott szamitogép-
memdridval a bonyolultabb problémak nem oldhatéak meg.

Ily médon a fazisstabilitdsi szamitdsok végrehajtdsdhoz folmeriil az igény
olyan hatékony, altalanos célt médszerek fejlesztésére és alkalmazasdra, amelyek
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megbizhaté médon felhasznalhatoak tetszdleges dllapotegyenlethez. (A kiilonbo-
z6 allapotegyenletekrdl 1asd pl. [93, 110]).

A jelen munka is egy ilyen megkozelités a fazisstabilitasi probléma megolda-
sara. Egy eltér6 célfiiggvény és egy hatékony globalis optimalizalasi médszer al-
kalmazasat javasoljuk, és teszteljiik. Bar a modell és az optimalizaldsi médszer 6t-
vozésével kapott eljaras dltalanos céld, azonban itt kizdrélag kobos allapotegyen-
letekkel adott feladatok vizsgdlatdra koncentralunk nevezetesen Soave-Redlich-
Kwong-féle (SRK) kobos allapotegyenletekre [97].

A fejezet a kovetkezbképpen tagolddik: az el6késziiletek sordn el6szor a ja-
vasolt eljarasban alkalmazott célfiiggvényt és modszert irjuk le roviden. Ezutan
konkrét példdkon végzett tesztekkel demonstréljuk eljardsunk robusztussagat és
hatékonysagat. El6sz0r az irodalom tipikusan kihivast jelent6 tesztpéldéjan, a kén-
hidrogén—metan rendszer [103], majd a nitrogén—-metdn—etdn rendszer termodina-
mikai stabilitdselemzésének példajan keresztiil elemezziik.

3.2. A célfiiggvény és az alkalmazott médszer

A stabilitds elemzésére hasznalt médszeriink az érint6sik-kritériumon nyugszik
[1, 76], egy R.P. Stateva és St.G. Tsvetkov éltal bevezetett médositott érintdsik-
tavolségi fiiggvény a célfiiggvény (lasd [98, 99, 100, 101]):

N
Oy) = [kin(y) — ki(y)), (30)
i=1
ahol
ki(y) = Ing;(y)+Iny,—h;, 1=1,2,...,N,
hi = In z;+In @;(z), i=1,2,..., N,

és ]{IN+1(y) = ]{31 (Y)
A (30) egyenletbdl kozvetleniil adodik, hogy y = y* esetén, ha

akkor

ami a minimum értéke.

A ®(y) zérushelyei, az y* pontok a Gibbs-energiafeliilet olyan pontjainak felel-
nek meg, ahol az érint6 hipersik parhuzamos a z-hez tartozéval. Minden y* vek-
torhoz egy k* mennyiség tartozik, amelyre

k* =k (y*) =Ing;(y*) +Iny’ — h;, minden i=1,2,..., N-re,



3. FAZISSTABILITASI PROBLEMAK GLOBALIS OPTIMALIZALASA 57

amely k* geometriailag a Gibbs-energiafeliileten a z-beli és az y*-beli érintésikok
tdvolsdgat adja (lasd pl. [111]). Ha a kiszdmitott £* nemnegativ minden zérushely-
nél, akkor a rendszer stabil. Kiilonben, ha legaldbb egy zérushelynél negativ k*
érték adodik, akkor a rendszer instabil.

A leglényegesebb 1épés technikankban ®(y) Osszes zérushelyének meghata-
rozésa. A fliggvény olyan, hogy ennek zérushelyei a minimumbhelyei is egyben.
A feladat megoldédsara az 1.3. alfejezetben leirt GLOBAL nevii sztochasztikus,
klaszterez6 globélis optimalizalasi algoritmust alkalmaztuk, Boender és tarsai glo-
balis optimalizdldsi médszerét [14], amelyet eredetileg Csendes Tibor adaptalt
[22, 23] és implementéltuk, hangoltuk a problémara. A két valtozat, a két alter-
nativ médon valaszthaté lokalis keres6 algoritmus koziil a tesztpélddkon [79, 106]
az UNIRANDI moédszer robusztusabbnak, bar kevésbé hatékonynak, mig a kvazi-
Newton moédszer a kezd6pontra érzékenyebbnek, bar pontosabbnak bizonyult
[23, 79].

3.3. A modszer tesztelése

A kénhidrogén + metan rendszer példdja

A moédszer robusztussagat és hatékonysdgat a kénhidrogén + metdn rendszer pél-
dajan fogjuk illusztralni, 7" = 190 K és P = 40,53 bar (40 atm) paraméterek mel-
lett. Azért valasztottuk ezt a specidlis példat, mivel ez az irodalom egy ,bench-
mark" problémédja [49, 56, 57, 76, 103, 113]. A probléma, amelyet Michelsen vetett
tel [76], j61 modellezi, hogy a stabilitasi probléma kis rendszereknél is nehéz feladat
lehet (14sd még [49, 103]). Habar a médszer alkalmazésaval kapott szamitasi kolt-
ségigény kedvezd, hangsulyozzuk, hogy nem adunk kozvetlen 6sszehasonlitast a
lenti tabldzatokban mas modszerek alkalmazdsaval nyert adatokkal, éppen a méd-
szerek eltérd jellege miatt. Ezért az itt szerepld adatok — a kiilonb6z6 betaplalasok
esetén az Osszes gyok megtaldlasdhoz sziikséges fiiggvénykiértékelések szama és
CPU-ideje — inkabb informécioul szolgdlnak, semmint kdzvetlen dsszehasonlitas
alapjaként.

Ugyanazokat a karakterisztikus paramétereket hasznéltuk a kénhidrogén-me-
tan rendszernél, mint Hua és szerz6térsai [55, 57], és ugyanazokat a komponens-
keverékeket (input betdplalasokat) vizsgaltuk. Ez 6 darab kiilonb6z6 betdplalast
jelent, a z = (0,0115;0,9885)", a z = (0,0187;0,9813)", a z = (0,07;0,93)", a
z = (0,5;0,5)", az = (0,888;0,112)7, és a z = (0,89;0,11)" betaplalasokat. Az
els érték a kénhidrogén (H,S), masodik a metan (C'H,) ardnya a komponenske-
verékben. A betdpldlasokra sorrendben, tgy mint 1.,2.,...,6. betdplalas fogunk
hivatkozni.

®(y)-nak a kiilonboz6 betdplalasokra altalunk kapott gyokei megegyeznek az
irodalomban taldlhatokkal. Ezeket terjedelmi okokb6l nem kozoljiik, a pontos ada-
tok a [9] kozleményben, illetve ennek

http://www.jgytf.u-szeged.hu/~balogh/fpe.doc
internetes cimen elérhetd kéziratdban megtaldlhatok. A gyokok szdma valamennyi
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7. tablazat. A GLOBAL futtatasi eredményei a kénhidrogén + metan rendszer pél-
dajan 7' = 190 K és P = 40, 53 bar paraméterek mellett.

‘ Alk. lok. keres6 ‘ Kvéazi-Newton ‘ UNIRANDI ‘
1. beéllitas: M = 200, D = 200
Input S.rita (%) Fguvk CPU(s) | S.rita(%) Fgvk CPU(s)
1. betaplélas 99,90 2730 0,1959 99,65 3244 0,1755
2. betdplalas 99,90 2646 0,1989 99,80 4124 0,2270
3. betaplalas 99,85 2704 10,1945 100 3950 10,2283
4. betaplalas 99,95 2596 0,2006 99,85 4123 0,2202
5. betaplalas 99,95 2649 0,2360 100 4040 0,2778
6. betaplélas 99,90 2627 0.2359 100 4225 0,2850
2. beadllitas: M = 300, D = 300
Input S.rita (%) Fguvk CPU(s) | S.rita(%) Fgvk CPU(s)
1. betaplélas 100 3584 0,2585 100 5261 0,3298
2. betdplalas 100 3671 0,2800 100 6129 0,3674
3. betdplalas 100 3689 0,2688 100 6120 0,3366
4. betaplalas 99,85 3409 0,2641 100 6122 0,3394
5. betaplalas 100 3848 0,3126 100 6543 04213
6. betdplalas 100 3862 0,3168 100 6442 04307

esetben 3 és 5 kozott van (3 csak az 1., z = (0,0115; 0, 9885)” betdplalés esetén).

A kovetkez6kben az alkalmazott médszer robusztussagat és hatékonysagat tar-
gyaljuk. A 7. tablazat mutatja az eredményeket, melyeket a kvazi-Newton és az
UNIRANDI lokalis keres6 modszerek alkalmazdsaval kaptunk. A mintavételek
3000 fliggetlen futtatds eredményei voltak (mindegyik betdplalasnél és mindkét
lokalis keres6 médszernél). Szintén tartalmazza a 7. tabldzat a szdmitds soran vég-
rehajtott fliggvénykiértékelések dtlagos szamat (Fguvk), és az dtlagosan sziikséges
osszes CPU-id6t egy egyprocesszoros Pentium III, 500 MHz-es szdmitogépen, 256
MB RAM és Linux operécios rendszer hasznélataval.

Mivel a médszer sztochasztikus jellegli, igy nem szolgéltat az dsszes lokalis
minimum megtaldldsara vonatkoz6 elméleti garanciat. Ha egy konkrét futtatasnal
nem taldlunk meg minden gyokot, akkor azt a futtatdst sikertelennek nevezziik,
egyébként sikeresnek. Az S. rdta oszlopokban az dsszes fiiggetlen keresés meg-
talalasi sikeresség ardnyait tiintetjiik fel mindegyik tdblézatban. fgy a feltiintetett
megbizhatdsagi ratak 0,05 — 0, 35%-0s hibaszdzaléknak felelnek meg. A fentiek-
bdl kovetkezben, ha akdr csak egyetlen gyokot nem sikeriilt megtaldlni a konkrét
keresés soran, akkor azt mondjuk, hogy az sikertelen volt. Megjegyezziik, hogy
gyakorlatunkban minden sikertelen keresésnél egyetlen, és minden esetben a leg-
nehezebben megtalalhatd, kis konvergenciasugara y = (0,01...;0,98...)7 gyokot
nem sikertilt megtaldlni.

A moédszer nem kivan meg semmiféle el6zetes informaciét sem a célfiiggvény-
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rél, sem a derivalt fliggvényekrdl. Szintén nem sziikséges el6zetes informdcié a
minimum értékérdl sem (azaz, hogy ez zérus). A mddszer késdbbi tovabbfejlesz-
tésénél ez utdbbi kihasznéldsa gyorsithat a szamitasi sebességen.

A program lehet6séget biztosit a szamitds sordn a szignifikdns tizedesjegyek
szamanak bedllitdsdra, amely az eredményben is egy minimalisan garantalt pon-
tossagot ad. Az altalunk hasznalt beallitas 5 tizedesjegy volt, amely viszont az op-
timumnél nem 10~° pontossagi értéket jelentett, hanem 107® — 10~ értéket (a
kisebb, 10~® pontosségot a legnehezebben megtalalhat6 0,01... gyoknél), mely itt
egyben a gyokok fliggvényértékében a zérus megkozelitését jelenti. Ez a pontos-
sag az alkalmazasban elegendd, de jéval nagyobb megkivant pontossag is elérhet
a szamitdsi igény novekedése dran.

Megviéltoztattuk a GLOBAL program alapértelmezett algoritmusparaméterei-
nek beallitasait is, miutan a helyi keres6 eljaras kezd6pontjaként kivalasztott min-
tapontok szdmdban az aktudlis minta C' mérete legfeljebb 20 volt, és az M mé-
rete legfeljebb 10000 (lasd [22, 23]). A konkrét vizsgélt esetnél a 0,01... gyok
volgyének szélessége viszonylag kicsi. Ez azt jelenti, hogy példdul a hatodik,
z = (0,89;0,11)" betaplalasnal 10000 darab, egyenletes eloszlas szerint generalt
mintapont esetén az els6 28 legkisebb fiiggvényértékii pont a 10000 mintapont-
bél a tobbi gyok volgyében helyezkedik el. (Csak a 29. legjobb pont szarmazik a
0,0192 gyok volgyébdl, ami rossz esélyt ad ezen gyok megtaldldsara.)

Az algoritmusparaméterek legkedvez&bb vélasztasanak kérdését [9]-ben ele-
meztiik, kisérleti iton. Kiilonb6z6 paraméterbedllitdsok hatasait megvizsgalva a
sikerességi ardnyra és a szdmitasi koltségre, az M/D = 1 valasztast ajanlottuk,
amely szintén eltér a [22]-ban javasolttol.

Ezen beliil kétféle bedllitdssal kapott eredmények adatait is feltiintetjiik a 7. tab-
lazatban: amikor M és D mérete egyardnt 200 volt, illetve amikor mindkett6é 300.
Erdekes tény, hogy mindkét paraméterbeallitds esetén a médszer a sztochasztikus
modszerekhez képest nagyfoku sikerességi aranyt produkalt, mégis ezen beliil a
masodik beallitds (M = 300, D = 300) esetén ez nagyobb volt, magasabb szami-
tasi koltség aran. Mindebbdl kitlinik, hogy a paraméterbeallitasok és a megkivant
pontossag a felhasznal6 altal szabalyozhat6 a probléma jellegének fliggvényében,
illetve attél fiiggéen, hogy a felhaszndl6 a nagyobb fokti megbizhatésagot vagy
inkabb a szamitasi id6 csokkentését részesiti elényben.

A 7. tdblazat értékeit magas megbizhatdsagi ratdhoz tartozé algoritmuspara-
méterekkel nyertiik. Ha megelégsziink alacsonyabb megbizhatésagi szinttel, ak-
kor a szamitdsok koltsége kisebb lesz. [9]-ben a legjobb paraméterbedllitas(ok)
megtaldlasat célzo kisérleteink soran ilyenek voltak az M/D = 100/25, 100/50,
100/75, 100/100 beallitdsok. Az ezekhez tartoz6 eredményeket is kozoltiik az otta-
ni tdbldzatban. Ezekben a szamitdsigény joval kevesebb, de a megbizhat6sdg nem
elfogadhat6, kivéve az utols6 M/D = 100/100 beéllitdshoz tartozé — 90% folotti
megtalalasi sikerességii — eredményeket. Ez azt is jelenti, hogy kisebb megbizha-
tosdg dran, mas paraméter-bedllitdsokkal a szamitasigény csokkenthets. Mas, kii-
16nb6z6 beéllitasokkal, mint azt a [8, 9] kozleményekben taglaltuk, ennek megfe-
lel6en, példaul, a kvazi-Newton moédszer alkalmazasa sordn, ha 99, 83%-0s meg-
bizhatésdgi mutatoval megelégediink (99, 90%-o0s helyett) a fliggvénykiértékelé-
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sek szamadban, illetve a CPU id6ben mért szamitasi koltség 23 — 32%-kal kevesebb
lesz, nevezetesen 2066 fliggvénykiértékelés elegendd lesz dtlagosan 2666 helyett,
és 0, 2820 masodperc CPU-id6 0, 4295 masodperc helyett. Az UNIRANDI médszer
hasznélata esetén, 99, 66% megbizhat6sagi mutat6 esetén (99, 82% helyett) a sza-
mitasi koltségigény 1, 6%-kal csokken.

A nitrogén + metan + etdn rendszer példdja

Harding és Floudas [49], valamint Hua és szerzdtarsai [57] vizsgdltdk a nitrogén
+ metdn + etdn rendszer 4 kiilonboz6 betdplalasat 7' = 270 K hémérsékleten és
P = 76 bar nyomads mellett. A betdpldlasok, mint az a [9] munkaban is megtaldl-
hat6, a z = (0, 3;0,1;0,6)", a z = (0,15;0, 3;0,55), a z = (0,08;0,38;0,54)", és a
z = (0,05;0,05;0,9)”, komponenskeverékek voltak (a hdrom koordinata rendre a
nitrogén, a metdn és az etdn aranyatjelzi). A négy betdplalasra ebben a sorrendben,
mint 1., 2., 3., és 4. betdpldldsra hivatkozunk. A gyokok szdma az els6 két betap-
lalasnal harom-harom, az utols6 ketténél egy-egy. Ezen minimumhelyek pontos
értékei szintén a [9] publikdcioban, vagy ennek kéziratdban, a vildghdlon a fent
emlitett cimen talalhaté meg.

Mi ugyanezeken a feladatokon teszteltiik médszeriinket, a GLOBAL-t alkal-
mazva itt is, a kvazi-Newton és az UNIRANDI rutinokkal. A hardveres kornyezet
és a fliggetlen futtatdsok szdma (3 000) megegyezett az el6z6ekkel (3 000).

A tesztek eredményeiben a lokalis minimumok szdma mind a négy tesztelt be-
taplalas esetén megegyezett a [49, 57]-beliekkel. A lokélis minimumhelyek koor-
dindtdi (komponensei) némiképpen eltértek attél, de ez annak a kovetkezmé-
nye, hogy mi a rendszer termodinamikai modellezésére az SRK (Soave-Redlich-
Kwong—féle) kobos allapotegyenleteket [97] hasznaltuk, mig [49]-ben és [57]-ben
PR (Peng-Robinson-féle) kobos dllapotegyenleteket [82] alkalmaztak. (A kiilonbo-
z6 modszerekrdl, allapotegyenletekrdl ldsd pl. a [111] attekint6 tanulmanyt.)

A [49]-ben alkalmazott lokélis keres6vel és a [57]-ben hasznalt intervallumos
Newton-médszerrel szemben a GLOBAL algoritmussal végzett tesztjeink sordn
nem tapasztaltunk semmilyen nehézséget az dsszes globdlis minimumhely meg-
hatdrozdsdban. Még az emlitett publikdciokban alkalmazott eltérd modszerek sza-
mara kihivést jelenté mésodik, z = (0, 15; 0, 3; 0, 55)7 betdplaldsnal sem iitkdztiink
nehézségbe a gyokok nagy pontossagti meghatarozasakor. Ezen betdplélas esetén
a problémat az emlitett egyéb moédszerek szdmdra az jelenti, hogy az egyik zérus-
hely, a (0, 1629;0,3107;0,5264)" pont a trividlis megolddshoz, a (0,15;0, 3;0,55)"
zérushelyhez kozel taldlhato. S6t, ezen tilmenden az is elmondhaté, hogy nem
volt szignifikdnsan nagyobb a sziikséges fliggvénykiértékelések szama, és az atla-
gos CPU-id6 sem ekkor, mint a mésik harom betdplalasnal.

Hasonl6an az el6zéleg vizsgalt kénhidrogén + metan tesztpéldahoz, itt is az
M/D = 1 bedllitas ajanlhat6, szintén vagy az M/D = 200/200 paraméterekkel,
vagy az M/D = 300/300 beéllitassal, fliggten a felhasznaléi prioritastol: az elsd
kisebb szdmitasi koltséggel, a masodik nagyobb sikerességi ratdval rendelkezik.
A 8. tablazatban az ezekkel a paraméterbeéllitdsokkal kapott eredményeket jele-
nitettiik meg, mind a kvazi-Newton tipust, mind az UNIRANDI lokélis kerest
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8. tablazat. A GLOBAL futtatdsi eredményei a nitrogén + metan + etan rendszer
példajan T' = 270 K és P = 76 bar paraméterek mellett.

| Alk. lok. keresd | Kvazi-Newton | UNIRANDI |
1. beallitas: M = 200, D = 200
Input S.rita (%) Fgvk CPU(s) | S.rita(%) Fguk CPU(s)
1. betaplélas 100 8124 0,7057 100 15012 11,1581
2. betaplalas 100 7117  0,6535 100 14791 1,1297
3. betaplalds 99,55 7080 0,5539 100 15958 11,4085
4. betaplalds 100 7789 0,6318 100 7456  0,5635
2. bedllitas: M = 300, D = 300
Input S. rdta (%) Fgvk CPU(s) | S.rita(%) Fgvk CPU(s)
1. betaplélas 100 8124 0,7057 100 15012 1,1581
2. betaplalas 100 7117  0,6535 100 14791 1,1297
3. betaplalas 99,55 7080 0,5539 100 15958  1,4085
4. betaplalas 100 7789 0,6318 100 7456  0,5635

eljarasok hasznélataval.

Tovabbi paraméterbeéllitasokat itt sem alkalmaztunk, mert érdekes médon,
(ugyanezt tapasztaltuk a kétkomponensti rendszernél is) az M /D = 400/400 vagy
az M/D = 500/500 bedllitasok a fliggvénykiértékelések szamanak és a CPU-id6-
nek folosleges emelkedésével jarnak, az eredmények megbizhatésdganak tovabbi
javulasa nélkiil.

3.4. A fejezet 6sszegzése

A fejezetben egy sztochasztikus globalis optimalizdldsi modszer alkalmazdasat
vizsgaltuk meg kémiai fazisstabilitdsi problémdk megoldasdra. A feladat esetén
fontos az Osszes gyok (az Osszes minimum, amelyek az &ltalunk alkalmazott mo-
dell célfiiggvényénél egybeesnek a zérushelyekkel) megtalaldsa, enélkiil a fazis
stabil vagy nem stabil volta nem értékelhet6 helyesen.

A GLOBAL megbizhat6sdgat és hatékonysagat az irodalom ,benchmark" teszt-
példdin vizsgéltuk, a szamitasi koltségigény és az Osszes globalis minimumpont
megtaldldsdnak sikeressége altal kifejezve ezeket. Elemeztiik a felhasznalé altal
hangolhat6 algoritmusparamétereket, ezeket a targyalt moédon beéllitva a fligget-
len futtatdsokbol kapott gyakorlati tapasztalati eredmények kedvezének mutat-
koznak, a szamitési igény és a megtaldldsi sikeresség 4ltal kifejezve.

A fejezet targyaldsa a Csendes Tiborral és Roumiana P. Statevaval k6zos publi-
kéaciokra épiilt. A targyalt modellt és a célfiiggvényt Roumiana P. Stateva és Tsvet-
kov vezették be [99, 100] publikdciéikban. Az alkalmazott médszer Csendes Tibor
modszerének adaptalt valtozata.



3. FAZISSTABILITASI PROBLEMAK GLOBALIS OPTIMALIZALASA 62

Onill6é eredmények: A GLOBAL-lal végzett tesztek végrehajtdsa, az ajanlott al-
goritmusparaméterek hangoldsa és a legmegfelel6bb kivéalasztdsa voltak. Hosszu
programozdasi munkat igényelt a FORTRAN nyelv{i forrdskédokban elérhet6 cél-
fiuggvény kiszamitasahoz sziikséges szamitasok, valamint a GLOBAL forraskéd-
janak Osszeillesztése (a két kiilonbozd szoftver FORTRAN-ban adott forraskoda
rutinjait ehhez C nyelvre kellett forditani), tovabba a numerikus tesztek elvégzése.

Egy tovabbi, friss publikaciérél. Megjegyezziik tovdbba, hogy a fazisstabilitasi
feladat megoldasara tobb kiilonb6zé moédszertan l1étezik. Az itt targyalt alkalma-
zas az érintdsik-tavolsagi fliggvényt hasznalé moédszerek csoportjdba tartozik. Egy
masik ilyen médszer az tigynevezett teriileti médszer (Area method), melynek elmé-
leti szemponta 4ltaldnositdsat adja egy frissen megjelent, a brit R.J.B. Cravennel
és a bolgar R.P. Statevaval kozos publikaciom [5]. Ennek gyakorlati alkalmazasa
tovébbi, jov6beli vizsgélatokat igényel.



4. fejezet

Alsé és fels6 korlatok szemi-on-line ladapakolasi
feladatokhoz

A dolgozat ezen fejezetében a [3, 4, 10] munkak alapjan alsé és fels6 korlatokat
adunk az itt definialt c-dtpakoldsos szemi-on-line ladapakolasi feladatra. Az als6é
korlatok érvényesek lesznek rokon feladatokra és 1-nél nagyobb dimenziéban is.

4.1. Bevezetés, el6zmények és definicidk

A ladapakolasi feladat tobb, mint 35 éve kutatott problémaja a diszkrét optima-
lizalas tertiletének. Ezen beliil a klasszikus egydimenziés lddapakolési feladat az
egyik legismertebb, intenziven kutatott kombinatorikus optimalizélasi probléma.
Az alapfeladat hétkdznapi szavakkal is konnyen megfogalmazhat6: targyak so-
rozatét kell elpakolni a lehetd legkevesebb szamu, azonos méretti (kapacitdsi)
ladaba. Ennek egydimenzios véltozataban a tdrgy méreteként csak egyetlen para-
métert (a példa kedvéért mondjuk csak a térfogatot) vessziik figyelembe, a tob-
bit elhanyagoljuk. Nyilvanvaléan egy ladaba nem rakhatunk nagyobb dsszméretti
elemeket, mint a lada kapacitdsa, valamint a targyak nem , fedhetik at" egymast.
A ladédk kapacitaséat az irodalomban szokasos médon egységnyinek definialjuk, az
érkezé targyak sorozatat pedig a (0, 1] intervallumba es6 szamok egy listdjaval ad-
juk meg.

Formalizélva a feladat a kovetkez6: adott olyan targyak (a tovabbiakban tar-
gyak helyett az elemek sz6t fogjuk hasznalni) egy L = {z1,29,...,2,} listdja, ahol
az elemek mérete a (0, 1] intervallumba esik. Adott tovdbba egység kapacitasu la-
ddknak egy végtelen listdja. Az L lista minden egyes z; elemét hozz4 kell rendelni
pontosan egy laddhoz tgy, hogy a lddaban 1év6 elemek méreteinek dsszege nem
haladhatja meg a lada kapacitdsat. (Ahol a szovegkornyezetben nem érthet6 félre,
ott egy z; elem méretét szintén z;-vel jeloljik, kiilonben s(z;)-vel.) A cél a felhasz-
nélt (a pakolas befejeztekor nem fiires) ldddk szdmédnak minimalizaldsa. J6l ismert
az a tény, hogy optimadlis pakoldast taldlni NP-nehéz feladat [40]. Az utébbi évtize-
dekben nagy szdmu, elfogadhat6 kozelitést nytjté algoritmust publikaltak a téma
kutatoi.

A kiilonb6z6 algoritmusok hatékonysaganak mérésére két dltaldnos médszer
hasznalt: a legrosszabb eset viselkedés vizsgalata, vagy — feltéve az elemek vala-
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mely val6szintiség-eloszlasat — az algoritmusok atlagos eset (val6szintiségi) vizs-
gdlata. Jelen dolgozatban csak az algoritmusok legrosszabb eset viselkedési vizsga-
latara szoritkozunk, ezen beliil is ennek aszimptotikus vizsgdlatara. Ezt jol jellem-
zi az irodalomban szokdsos moédon hasznalt aszimptotikus legrosszabb—eset hdanya-
dos, vagy mdsképpen aszimptotikus versenyképességi hanyados, AVK. Ez a kovetkez6
modon definidlhat6 egy A algoritmusra. Egy adott L lista esetén jeloljiik rendre
A(L)-lel és OPT(L)-lel az A algoritmus &ltal haszndlt, illetve egy optimaélis pako-
las altal hasznalt ladak szamat. Ekkor

AVK(A) = lirln sup {mLaX { @‘ OPT(L) = l}} : (31)
AV K(A) az A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa.

Az algoritmusok egy osztélyat alkotjak az off-line algoritmusok. Az off-line algo-
ritmusok teljes informaciéval rendelkeznek a listardl, ezt a stratégidjuk kialakitdsa-
nél figyelembe is vehetik. Sokszor rendezik a listat (legtobbszor az elemek mérete
szerint csokkend sorrendbe), majd ezutdn valamilyen on-line technikat alkalmaz-
nak. Off-line tipust algoritmusokra a legjobb eredményt [29] és [62] szerz6i bizo-
nyitottak: hogy tetszbleges € > 0-hoz, vannak olyan linedris idejt algoritmusok,
amelyek AVK-ja 1 +¢.

Az on-line algoritmusoknak az elemeket érkezésiik sorrendjében kell elpakolnia,
ugy, hogy semmilyen informdciéval nem rendelkezik a lista tovabbi elemeir6l: sem
azok szamarol (igy arrél sem, hogy érkezik-e még egydltalan elem), sem a késébb
érkezd elemek méretérél. Minden egyes targy érkezésekor azonnal donteni kell
annak végleges elhelyezésérdl. Az algoritmus donthet tigy, hogy egy olyan laddba
rakja, amelyikben mér vannak elemek (mar megnyitott a ldda) és ebbe az érkez6
targy még ,belefér", vagy 1j 1adat nyit és abban helyezi el. Az egyszer elpakolt
elemeket tobbet nem mozgathatja az algoritmus.

A jelenleg ismert legjobb (AVK-jt) on-line algoritmust, a Harmonic++ nevt{it az
ezredfordul6 utdn publikalta Seiden [95]. Seiden bizonyitotta, hogy ennek AVK-
ja legteljebb 1, 58889. Mivel a Harmonic++ algoritmus a Seiden éaltal ugyanebben
a cikkben definialt Super Harmonic algoritmusosztalyba tartozik, és ezen osztaly
minden algoritmusanak aszimptotikus versenyképességére érvényes a [87]-ben bi-
zonyitott 1, 58333 als6 korlat, igy 1, 58333 < AV K(Harmonic++) < 1,58889. Meg-
jegyezziik, hogy 1985 6ta minden, aktudlisan legjobb algoritmus Super Harmo-
nic tipust [18, 25]. Az on-line feladatra, azaz barmely on-line algoritmus aszimp-
totikus versenyképességére ismert legjobb alsé korlat 1,5401, amelyet van Vliet
bizonyitott [109]. Mindezek azt is jelentik, hogy szakitani kell az utébbi htsz év-
ben hasznalt Super Harmonic technikaval, ha 1, 58333-nél versenyképesebb on-
line algoritmust szeretnénk adni. Nyitott kérdés, hogy egyaltalan lehet-e ilyet adni.
Egy masik lehet6ség, amelyre 1,5401-nél versenyképesebb algoritmus megadésa-
hoz mar biztosan sziikség van, lazitani az on-line feladat el6irdasan.

Az tgynevezett szemi-on-line algoritmusok az on-line és az off-line algoritmusok
kozott helyezkednek el [18]. Az on-line algoritmusokhoz hasonléan ezek sem ren-
delkeznek minden informaciéval a listar6l. Az on-line feladat definici6jatol eltérd-
en azonban valamilyen részleges informéciéval igen. A szemi-on-line algoritmu-
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sokndl a kovetkezd miiveletek legaldbb egyike megengedett pluszban az on-line
esethez képest:

e elemek dtpakolasa [34, 36, 58, 59],
e néhdny kovetkez6 elem megvizsgalasa (,el6renézése", [44, 45]),
e vagy néhany elem (el6)rendezése [33].

Ezért tekinthetiink egy ilyen feladatot az on-line feladat egy meglazitasanak.

Az altalunk vizsgélt an. c-dtpakoldsos szemi-on-line ladapakolési feladat az
on-line feladattél annyiban kiilonbozik, hogy minden targy érkezésekor a korab-
ban elpakolt targyak koziil legfeljebb ¢ darab targy Gjrapakoldsa (mar nyitott 1a-
dak kozotti mozgatdsa vagy tj ldda nyitdsa és abba dthelyezése) is megengedett a
pakold, azaz az algoritmus szamara.

Idérendi sorrendben az els¢ szemi-on-line ladapakolési algoritmust Galam-
bos adta meg [33] az on-line lddapakoldsi feladat azon megszoritdsdra, amikor
csak korlatos szamu ldda lehet egyszerre nyitva (vagy mas széval aktiv, a szintén
az irodalomban szokdsosan hasznalt terminolégidban). Egy lada lezért, ha mar
nem pakolhatunk bele késébb. Ez az algoritmus két bufferlddat hasznal az elemek
atmeneti tarolasdra. Ezt javitva Galambos és Woeginger [34] definialt egy 3 buf-
ferladat és szintén atpakoldst hasznald, szemi-on-line algoritmust. Ennek AVK-ja
1,69103..., amely bizonyitottan optimalis a korldtos szamu nyitott lddat hasznalé
ladapakolasi algoritmusok kozott.

Néhény évvel késébb Gambosi és szerzétarsai [35, 36] visszatértek bizonyos,
szemi-on-line tipust algoritmusok elemzéséhez. Az altaluk megadott algoritmu-
sokban dtpakolast hasznaltak, de ennek alkalmazésat és koltségét specidlis médon
definidltak. Az altaluk adott algoritmus az ,elég nagy" elemeket egyesével pakolja
at (mozgatja 1laddk kozott), mig a ,kis" elemekbdl csoportokat, kotegeket képez.
Ezutan egy-egy koteget egyszerre, egy 1épésben pakolhatja at, és egy, ilyen koteg
ladak kozotti mozgatasa is egységnyi koltségilinek definidlt. Azaz egy ilyen moz-
gatds, ugyanigy mint egy nagy elem atpakolasa, szintén 1 atpakoldsnak szamit.
Ebben az értelemben ezek az algoritmusok egy lépésben akdr O(n) darab elemet
is mozgathatnak. A [36] cikk szerz6i két algoritmust elemeztek. Ezek koziil a gyor-
sabb, linedris idejti A, algoritmus aszimptotikus versenyképességére 3-es, mig a
mésik O(nlogn) futdsiidejti A, algoritmuséra ;-os fels6 korlatot bizonyitottak.

Kapcsolat allithat6 fel a lddapakolds, valamint a szamitégépes programok (jo-
bok) memédriateriilet-foglalasanak titemezési feladata kozott. Egy job (byte-okban
adott) mérete egy elem méretének felel meg, mig egy memoria particié mérete
megfelel a ldda kapacitdsdnak. A legfontosabb kiilonbség azonban, hogy egy job-
hoz hozzéarendelt memoériateriilet a job futdsdnak befejeztekor felszabadithat6 a
memdridban. Ezt is modellezve, a lddapakoldsi algoritmusok 1) osztdlya adhat6
meg, a dinamikus lddapakoldsi feladatoké, ahol a listabeli elemekre , Torlés” miive-
let is el6irhatd, azaz az elemek tadvozdsa is megengedett, azok érkezése (Besziirds
miivelet) mellett. Ez az el6iras az input része, azaz egy input lista nem mds, mint
Besziiras és Torlés miiveletek véges sorozata; azaz amig el nem érjiik a lista végét,
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addig a kovetkezd input miivelet (1épés) mindig vagy egy 1j elem beszirasa,
vagy egy kordbban beszurt (érkezett) és még nem torolt elem torlésének egyike
lehet. Hangsulyozzuk, hogy torlés csak az input része lehet, azaz az algoritmus
nem torolhet elemet ennél a feladatnal sem, csak az input szolgaltaté — nevezziik
Utemezének ezt a szerepl6t — teheti ezt meg. Egy A dinamikus lidapakoldsi algoritmus
altal felhaszndlt ladak szamat Ggy definidljuk, mint az dsszes 1épés sordn felhasz-
ndlt (nemiires) ldddk szdmdnak a maximuma. A(L)-t ily médon definidlva, akkor ezu-
tdn mar egy A dinamikus lddapakoldsi algoritmus versenyképességi hdnyadosa,
AV K (A) is a korabbiakhoz teljesen hasonl6 médon, szintén a (31) formulaval de-
finidlhat6. Konnyen lathat6, hogy az eredeti lddapakolési feladat a dinamikus la-
dapakolasi feladat azon specidlis esete, amikor a lista csak Besztrds miiveletek-
bél 4ll, az itteni terminoldgidban fogalmazva. A dinamikus ladapakolési feladatot
Coffman, Garey és Johnson definialtdk és vizsgaltdk is [19]-ben, a feladatra kozeli-
t6 algoritmust adva és tobbféleképpen elemezve azt.

Ivkovic és Lloyd a ladapakolasi feladatok fentebbi két valtozatat kombinaltak.
A dinamikus ladapakolasi feladatban az algoritmus szdmara atpakolas hasznala-
tat megengedve definialtak a teljesen dinamikus lddapakoldsi feladatot (fully-dynamic
bin packing, FDBP). Hasonl6an a [36]-ban hasznélt technikdhoz, az altaluk az igy
kapott problémadra adott algoritmusuk szintén felhasznélta a kis elemek , kotege-
lésének" technikéjat. Az altaluk elért aszimptotikus versenyképességi hanyados 2
volt.

Az utébbi évtizedig nem publikaltak a trividlison kiviili alsé korlatokat szemi-
on-line algoritmusok hatékonysdgara. Az ilyen szempontbdl elsd alsé korlatot
ado6 dolgozatot szintén Ivkovi¢ és Lloyd jegyzi [58]. A teljesen dinamikus lada-
pakolasi feladat azon véltozatdra bizonyitottak alsé korldtot, amikor az atpako-
las lehet6ségét gy szoritjuk meg, hogy lépésenként itt is csak konstans szdmu
elem pakolhat6 at. Nevezziik az igy kapott feladatot c-dtpakoldsos teljesen dinami-
kus lddapakoldsi feladatnak (c-dtpakoldsos FDBP feladat). Bizonyitottak, hogy nincs
olyan c-atpakoldsos FDBP algoritmus, amelynek aszimptotikus versenyképessé-
gi hanyadosa jobb lenne, mint %. A konstrukcio kis moédositassal atvihetd, és az
adott %-os also korlat érvényes a c-atpakoldsos szemi-on-line feladatra is, ahogy
ez megtalalhato Csirik és Woeginger [25] tanulményéban is. Fontos megjegyezni,
hogy a korlat minden c-re, és mindkét feladatra érvényes.

Gutin és szerzétarsai 2005-ben megjelent cikkiikben [45] adtak als6 korlatot
az ott bevezetett batched lddapakoldsi feladatra (BBP, a probléma angol batched bin
packing elnevezésének roviditésébdl). Ez, a szintén a szemi-on-line lddapakolési
feladatok korébe sorolhaté feladat a klasszikus ladapakolési feladat azon médosi-
tdsa, amikor az input lista részekre, igynevezett batchekre osztott. Minden batch
csak az el6z6 batch feldolgozédsa utdn elérhetd. Egy-egy batch elpakoldsa énma-
gdban torténhet off-line médon, azonban egy-egy batch elpakoldsa utan a batch
elemei mdr nem mozgathatok a tovébbi batchek feldolgozadsa sordan Ha minden
batch pontosan egy elembdl &ll, akkor a probléma specidlis eseteként visszakap-
juk a klasszikus on-line ladapakolési feladatot. Ha az input pontosan m batch-bsl
all, akkor a BBP feladat ezen megszoritdsat m-BBP feladatnak nevezziik. Az ilyen
tipusu feladatokra adott algoritmusok aszimptotikus versenyképességi hanyadosa
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hasonlé médon definidlhat6, mint a fentiekben.

A [45] cikkben a szerz6k a 2-BBP problémat targyaltdk részletesebben. A 2-BBP
problémara itt 1,3871...-es als6 korlatot bizonyitottak, tovdbba korlatokat adtak a
probléma azon specidlis eseteire, amikor a listdban szerepld kiilonbozo méretii ele-
mek szdma feliilrdl korlatozott egy rogzitett p > 2 egész szammal. Bizonyitottdk
egy masik, [46]-beli eredményiiket felhaszndlva a szerzdk, hogy a p = 2 esetre
megadott korlatjuk optimdlis. Nyitott kérdésként felvetették, hogy az ettdl kiilon-
b6z6 p értékekre megadott korladtjaik optimalisak-e.

A fejezet szervezése és eredményei

A 4.2. alfejezetben el8szor alsé korlatot adunk a a c-atpakoldsos szemi-on-line
tfeladatra. Az itt nyert 1,3871-es als6 korlattal javitjuk Ivkovi¢ és Lloyd 1996-ban
publikalt §-os als6 korlatjat. Ezt a c-atpakoldsos szemi-on-line feladata bizonyit-
juk, azonban ez érvényes a c-dtpakoldsos teljesen dinamikus lddapakolasi fela-
datra is. A modell felirdsa utdn eredményiinket az ad6dé specialis nemlinedris
optimalizalasi probléma elemzése és megoldasa révén nyerjiik. Ennek megoldésat
egy szélstérték feladat megoldasa utdn a Lambert—féle I fiiggvény segitségével
tejezziik ki pontosan. Alsé korlat konstrukciénk a [45]-beli és az [58]-beli modellek
altalanositasanak is tekinthetd.

A 4.3. alfejezetben a probléma azon specidlis esetével foglalkozunk, amikor a
feladatban — a [45]-belihez hasonléan — még egy feltételt kirovunk: a megengedett
kiilonboz6 elemméretek maximdlis szamat is korlatozzuk, egy el6re rogzitett p
(p > 2) konstanssal. Az itt nyert als6 korlatok szintén érvényesek mindharom, fen-
tebb emlitett szemi-on-line feladat, azaz a c-dtpakoldsos szemi-on-line, a c-atpako-
lasos teljesen dinamikus és a 2-BBP feladat ezen specialis esetére. A p > 3 esetekre
bizonyitjuk, hogy a 2-BBP feladatra Gutin és szerz&tarsai éltal [45]-ben megadott
korlatok javithatok, negativan megvalaszolva ezzel az ott felvetett, ezen korléta-
ik optimalitdsdra vonatkoz6 kérdést. A bizonyitas globdlis optimalizéladsi eszko-
z0kkel torténik. Konkrét, p > 3 értékekre megbizhato, intervallum-matematikdn
alapul6, Branch-and-Bound technikét haszndlé médszerrel adédik a megoldas.
A megbizhatosdg azt jelenti, hogy bar egy ilyen megolddst szamitogépes eszko-
z0k hasznélataval kapunk, az eredmény mégis matematikai szigorral ellen6rzott,
garantalt megoldds, azaz kikiiszoboli a kerekitési hibdkbdl (vagy azok felhalmo-
z0dasabol) szarmazo esetleges pontatlansagokat is.

A 4.2. és a4.3. alfejezetekben adott als6 korldtok érdekessége, hogy habér a fel-
adat tisztan diszkrét optimalizélasi, a megoldashoz specidlis, folytonos nemlinea-
ris optimalizalasi problémédk megolddsa sziikséges, és ehhez globdlis optimaliza-
lasi eszkozoket hasznalunk. Bizonyitjuk, hogy bar korlatainkat egy dimenziéban
fogalmaztuk meg, a konstrukcié és az eredmények tobb dimenziéban is érvénye-
sek.

A fejezet zar6, 4.4. alfejezetében felsd korlatokat adunk a c-atpakoldsos szemi-
on-line lddapakoldasi feladatra, amelynél méar ,tisztdn" diszkrét optimalizalasi,
azaz a ladapakolas irodalméban klasszikusnak szamit6 algoritmus-elemzési esz-
kozoket (pl. sulyfliggvény-technikat [108]) alkalmazunk. A megadott fels6 korla-
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tok bizonyitjdk, hogy az on-line feladat meglazitdsdval kapott szemi-on-line fel-
adatban j6l kihasznalhat6 a lépésenként c elem dtpakolhatésaganak lehetbsége.
Bizonyitjuk, hogy mér ¢ = 2-re adhat6 az aktuélisan legjobb on-line algoritmusnal
versenyképesebb, 2-atpakoldsos szemi-on-line lddapakolési algoritmus. Kieme-
lend6 a ¢ = 4 esetre adott algoritmusunk is, ez az 4ltalunk megadott algoritmus-
sorozatban az els6 olyan, amelynek az aszimptotikus versenyképességi hanyado-
sa az on-line algoritmusokra bizonyitott legjobb als6 korlat [109] értéke alatt van.
Ez azt is jelenti, hogy biztosan versenyképesebb minden on-line algoritmusnal —
nemcsak minden ma ismert on-line algoritmusnal, hanem minden, a jov&ben ter-
vezettnél is. Ismét utalunk arra, hogy ez természetesen csak gy lehetséges, hogy
az altalunk adott algoritmusok nem on-line, hanem szemi-on-line algoritmusok,
és a feladat meglazitdsa altal rendelkezésre 4ll6 &tpakoldsi lehetéség mar kis c
értékeknél is jol kihasznédlhat6. Ez egyben a feladat definidlasdnak létjogosultsa-
gt is mutatja, azaz azt, hogy érdemes ilyen feladatokat vizsgalni.

4.2. Also korlatok

Ebben a fejezetben az [58]-beli, viszonylag egyszertien ad6d6 -os als6 korlatot ja-
vitjuk 1,3871-re a c-atpakoldsos szemi-on-line lddapakolési feladatra. Az elemzés
soran kiilonboz6 eszkoztdrakbol szdrmazo technikakat hasznalunk: linedris prog-
ramozasi eredményeket fogunk kombindlni lineéris algebrai eszkdzokkel, végeze-
tiil egy nemlinedris optimalizélasi feladatot oldunk meg.

A kapcsolédé linearis programozasi feladat konstrukciéja

k> 1, n > 1 egészek esetén legyenek z1,2s,...,2;, (3 <o <z <... <z, <1)
rogzitett valds szamok, és ¢ > 1 tetszbleges egész. Definici6 szerint legyen y; =
l—z;(i=1,...,k) és yps1 = 0. Legyen tovabbd ¢ < mln {yJ — yj11} egy tetszble-
ges pozitiv szam, és ¢; := ¢ % o

Jeloljiik az els6 listat L lal. Definidljuk Ly-t N darab a méret(i elem listdjaként,
ahol a < &;/([;-]c), és N := L%J Az L listabeli kis elemek dsszmérete 7 -hoz
tart alulrol, ha n — oo. Jeldlje L; (1 < i < k) anagy (legalabb 1 méret(i) eleme-
ket tartalmazo listakat. Definialjuk L;-t [5-] darab z; +¢; meretu targy listajaként.
Ez azt jelenti, hogy egy-egy listan beliil, az L, és az L, listdkban (¢ = 1,...,k) is
egyenl6 méretiiek az elemek. Ezéltal a konstrukciénkban £ +1 a kulonbozo elem-
méretek szdma. (A 4.3. alfejezetben a p = k + 1 bedllitassal fogunk vizsgélédni.)

Vegyiik észre, hogy L, célunknak megfelel6en, alkalmas médon elegend6en
Kicsire vélasztott méretli elemeket tartalmaz. Egy L; lista érkezése alatt, [5-] (i =
1,...,k) lépésben atpakolhato elemek szdma c[5-]. Az L listabeli elemek fenti
a meretet éppen ezért gy definidltuk, hogy L; feldolgozasa alatt az atpakolhat6
kis elemek 6sszmérete kisebb, mint ¢;, legyen, amely a legkisebb érték az ¢4, ..., ¢y,

értékek koziil. Ez az észrevétel fontos szerepet fog jatszani a bizonyitas sordn.
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Tegyiik fel, hogy c-atpakoldsos szemi-on-line ladapakoldsi algoritmust alkal-
mazunk a listdk elpakoldsara. Megvizsgaljuk, hogy egy tetszbleges, c-atpakolasos
szemi-on-line lddapakoldsi algoritmus hogyan pakolja el az Ly és LyL;, (i =
1,...,k) listdkat. Az als6 korlatot egy linearis programozasi feladat megoldasa-
val adjuk meg.

2. Lemma.

A(L
limsup——— > 1+ ZZZJ <— — 1)
OPT —

n—00 Yj

BIZONYITAS. Tekintsiink egy tetszbleges A c-atpakoldsos szemi-on-line algorit-
must, amelynek el6szor az L listat kell elpakolnia. A célunk az, hogy A (Lg)-ra
als6, OPT(Ly)-ra fels6 korlatot adjunk. El6szor becstiljiik A (Ly)-t alulrol!
Elemzésiinkben szint(B) jeloli egy B ladabeli elemek méreteinek Osszegét
0 < szint(B) < 1. Egy B ladat y;-tipustnak neveziink, ha szint(B) € (Yi+1, -
Vezessiik be tovdbba a z; jelolést; z;n azon elemek méreteinek Osszege, amelyek
y;-tipust ladadkba lettek elpakolva (i = 1,...,k). Ennek segitségével becslést ad-
hatunk minden i-re az y;-tipust ladak (6sszes) szdmara; konnyen lathat6, hogy
ezek szama legalabb =*. Az olyan elemek méreteinek 6sszege, amelyek egyetlen

y;-tipust ladédba sincsenek elhelyezve, Na —n Z?zl z;. Ezek alapjdn a kivant becs-
1és a kovetkez6 moédon adhat6é meg:

k k k
=1 Y j=1 Yj

Jj=1

N definici6ja miatt tudjuk, hogy Na > 4 — ¢ — a. Ez azt jelenti, hogy

A (L) >n< +Zz]<——1)>—g—a. (32)

A kovetkez6kben tanulmédnyozzuk az L, lista optimadlis pakoldsat! L, optima-
lis pakoldsdban minden ldda nagyobb, mint 1 — a szintig megtoltott (V5 ladara
szint(B) > 1 — a). (Egyébként bele lehetne tenni még egy elemet.) Ez alapjan

n_ n
2 2

a €
OPT (Ly) < 1< 1<
(0)_1—ajL _1—ajL “1—a

(32)-bdl és (33)-bol kovetkezben

ey (33)

limsup——F—

A(L
g 21 2 (31
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3. Lemma. Minden i =1,... k-ra:

A(LoLy) — (1 .
S OPT (LoLy) = T (Z (y? - 1) - Z) |
BIZONYITAS. Legyen i € {1,...,k} tetszbleges. Tekintsiik most az LyL; konkate-
nalt listdnak az A altali elpakoldsat! Legyen B egy olyan lada, amely tartalmaz
L;-beli elemet. Mivel ezen nagy elem mérete z; + ¢;, igy a B 1dddban 1év{ kis ele-
mek Osszmérete legfeljebb y; — ;. Persze, egy ilyen lada gy is kialakulhatott az
LyL; lista elpakoldsa sordn, hogy L, pakoldsdnak befejeztekor a lada még tobb,
akar y; — ¢;-nél nagyobb Osszmennyiségli elemet tartalmazott (azaz egy L;-beli
nagy elem igy nem is férne bele). L; érkezése alatt ugyanis, hasznélva az atpakolas
lehet6ségét, az algoritmus elemeket pakolhat at ebbdl a 1ddabol mas ladakba ugy,

hogy ezutan mar bele tud rakni a B ladaba egy L;-beli nagy elemet.

Miutén az L; lista pontosan [52-] darab elemet tartalmaz, igy L; feldolgozasa
alatt 0sszesen legfeljebb c[ -] darab elemet atpakolhat az algoritmus. Mindegyik
kis elem mérete egysegesen a, igy a és ¢; definicigjdbol adodik, hogy azon kis
elemek méreteinek 6sszege, amelyeket A ez alatt atpakolhat az legfeljebb ¢,. Igy
L, elpakolasa utan (pontosabban annak befejeztekor: azaz L, utols6 elemének fel-
dolgozédsa utdn, de L; els6 elemének érkezése el6tt) B magassagdra a szint(B) < y;
egyenl6tlenségnek kellett teljestilnie.

Ebbdl kovetkezben az olyan kis elemek méreteinek dsszmennyisége, amelyek
nagy, L;-beli elemek ldddiban vannak az egész L(L; lista elpakoldsa utdn, leg-
teljebb Z . zjn. Mads, Ly-beli elemek lehetnek egyrészt y;-tipusta ladakban, ahol
j=1,...,i— 1. Masrészt a kimarad6 (sem a nagy, L;-beli elemek laddiban, sem a
kis, LO —beh elemek y;-tipust ladaiban nem 1évd) L, -beli elemek méreteinek dssze-
ge legaldbb Na — n Z?Zl z;. Igy ezek alapjan a kovetkezé modon becsiilhetjiik
alulrél az A altal felhasznalt lédék szamat:

A(LoL; >——|—nz +Na—nz,zj, (i=1,....k). (34)
=1 Y
LoL; (1 <1i< k) egy optimalis pakolasa 4ltal hasznalt laddk szdmat megvizsgalva
kapjuk, hogy
OPT (LoL;) < + 85, < ——+8+1, (35)
2y2 2yZ
ahol S; az optimdlis pakolds azon laddinak szdma, amelyek csak L,-beli elemet

tartalmaznak. Az L;-beli elemet tartalmazé laddkban 1évs kis elemek méreteinek
Osszmennyiségét kis(B;)-vel jelolve, az a kovetkez6képpen becstilhets:

]fZS(BZ) > ’V%—‘ (yl—éz—a)zg— ’V%—‘ g — ’V%—‘G>NCL—28,
mivel [ W g, =césa<e/ (%W . Ezért a csak Lj-beli kis elemeket tartalmazo6 S;
darab ldddban 1év5 elemek 6sszmennyisége kevesebb, mint 2¢, igy

S; < 1. (36)
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(35) és (36) alapjan

OPT (LoL;) < % +o. (37)

Egytitt tekintve (34)-et és (37)-et azt kapjuk, hogy

A (LoL;) —

N , . — _
P OPT (L T T TETR (; . Z'Z] |
(i=1,....k).

O

2. Tétel. A kovetkezd linedris programozdsi feladat megolddsa alsé korldtot szolgdltat
bdrmely c-dtpakoldsos szemi-on-line lddapakoldsi algoritmus AVK-jdra:

min b,
i—1 1 k
b > 1—0—%4—2%(2%(——1)—2@), (t=1,...,k),
j=1 Yi =i
- 1
b= 1+ 2 (y——1), (38)
j

2 > 0,i=1,...,k),
Y oo !
™ 2’
J=1

BIZONYITAS. z; (j = 1,...,k) definici6jabol kozvetleniil adédik a 2?21 2 <
korlatozo feltétel. A tétel allitdsa ezutdn a 2. és 3. Lemmaékbdl kovetkezik.

DMI»—A

A linedris programozasi feladat megoldasa

Modelliink egyszertisitésére bevezetiink egy 1j, z véaltozét, amely a z;-k Osszege,
azaz z = Z?zl z; . Ezt behelyettesitve (38)-ba, és dtrendezve az egyenleteket, (38) a
kovetkez6 alakban frhaté fol:

min b,
i—1

2z +24Y b < (L), (i=1,...,k),

j=17
k
—2z+2Z——b < -1, (39)
J—ly
k
_Z_'_sz = 0,
j=1
2 2 07 (Z:]-a 7k)7
1
z < 5"
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(39) helyett el6szor egy, a problémankhoz kapcsol6dé linedris egyenletrend-
szert oldunk meg. Az egyenletek szdma ebben k + 2, az egyenletrendszer véltozoéi
pedig z,21,..., 2, b, mig y1,...,y; a fentebb el6irt médon rogzitett paraméterek,
amelyek kielégitik a 2. Tétel korlatozo feltételeit.

i—1

oy 42> L b = (L), (i=1,....k),
=17
k 5.
2242y 2 -b = -1, (40)
=1

k
—z—i—sz = 0.
j=1

4. Lemma. A (40) egyenletrendszernek létezik megolddsa, és az egyértelmil.

BIZONYITAS. Legyen M a (40) matrixa, ekkor

—2y, 0 ... 0 0 —1T
y

2y 22 .. 0 0 -1

M= : : . : : : . (41)

y Yk

2y, 2% .. 2 (0 —1

_ 2 2 2
Y1 Yk—1 Yk

-1 1 .. 1 1 0,

Jelolje det(M) a szokdsos médon az M matrix determindnsat. Beldtjuk, hogy
det(M) < 0, és igy a lemma allitasa kovetkezik a Cramer-szabalybol. Fejtsiik ki
det(M)-et M utolsé oszlopa szerint. Azt kapjuk, hogy

k+1 k+1
det(M) =) —1(=1)"*det(M;) = > (—1)*** det(My), (42)

1=1 i=1

ahol M, egy (k + 1) x (k + 1) méretli matrix, amelyet M -b&l, annak utols6 oszlo-
péanak és i. soranak torlésével kapunk. Fejtsiik ki det(M;)-t M; utolsé sora szerint:

det(M;) = (=1)(=1) 2 det(M;;) + i (—1)" 7 det (M), (43)

j=2

ahol M;; egy k x k méretli métrix, amelyet M;-b6l nyertink, torolve ennek utolsé
sorat és j. oszlopat. Most vegyiik szemiigyre M;;-t. Ennek alakja szerint folytatjuk
vizsgélatainkat.
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—2y1 0
_ Y2
2y, 2y1
— i, QY¥i=1 Yiz1 9¥izi
M. Yi—1 Y1 Yj—2 Yj
1] _2y. 1 2yz‘+1 Yi+1 2yz‘+1
v Y1 Yj—2 Yj
—29g 24k 24k Uk 2k 0
Y1 Yj—2 Yj Yk—1
) 2 2 2 2 2
| Y1 T Y2 Yj T Y- Yk

A. eset: Tegylik fel, hogy j # i és j # i + 1, valamint tekintsiik kizdrdlag az M;; i.
és 1 + 1. oszlopait. A két oszlop a kovetkezé:

0 0
0 0
2yi+1 2yi+1
Yi—1 Yi
Yk 2y_k
Yi—1 Yi
2 2
L Yi—1 Yi

Konnyi észrevenni, hogy ezek az oszlopok nem fliggetlenek, igy det(A/;;) = 0, ha
jFiésjF#i+ 1.
B. eset: Ha j = i, akkor M;; egy alsé trianguldris matrix:

_ Y2
2y 22 . 0 0
Y1 Yi—2
Mi —2y; QYitl Q¥+l Uil t. 0 0
i+l Y1 Yi—2 Yi
_ Yk Yk Yk Y
29k 2y’; 2y:2 2y’; 2ykfl 0
) 2 2 2 2 2
Y1 Yi—2 Yi Yk—1 Y

Ebbdl kovetkezben, det(M;) = Qky—ll, det(M(g+1)(k+1)) = — 2k, 65 2 < i < k esetén

Yi
C. eset: Hasonl6 médon, ha j = i + 1, akkor M;(;;1) szintén egy alsé triangularis
matrix:
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T2, 0 .. 0
_ Y2
2y 24
— Dy Yi—1 Yi—1
L 2y 2Ut L 2¥l 0 0 0
i(i+1) — —ou. Uit1 Yir1 Uit . 0 0
Yitr Y1 Yi—2 Yi—1 ’
_ Yk Yk Yk Yk
2y Qy’; 2y:2 2y:1 2y1:1 0
9 2 2 2 2 2
L Y1 Yi—2 Yi—1 Yk—1 Yo

Konnyt latni, hogy det(M;(+1)) = —2%, ha i # 1, és det(M;2) = 2".
Ezen eredményeket felhaszndlva, (43)-b6l kapjuk, hogy

det(M;) = —2 ((_1)k+2i n (_1)k+3) ’

det(M;) = _9k ((_1)k+1+i @ 4 (_1)k+1+i+1) =2,k

det(MkH) = —Qkyk.

Ezt (42)-be visszairva nyerjiik, hogy

det(M) = —2F ((_1)2(k+1) 1 + (_1)2(k+1)+1) n

Y1
4 ok <i <(_1)2(k+1+i) % i (_1)2(k+1+i)+1) i (_1)2(k+1) yk> _
i=2 ¢
_ ok (i + zk:yi‘l + Y — k) .
Yo oo Y
Miutén feltételeink szerint y; 1 > y; (i =2,...,k) és % >y teljesiil, ez szolgdltatja,
hogy .-+ S, “t >k, ésigy det(M) < 0. Ezzel a lemma 4llitds4t igazoltuk. D

5. Lemma. A (40) egyenletrendszer megolddsa kielégiti a (39) linedris programozdsi
feladat feltételrendszerét, és

1_
b=1+ ok

. .
1 Yi—1
E+g7+yk_k

BIZONYITAS. Behelyettesitve (40) jobb oldalat M-be, a kovetkezd M, matrixot
kapjuk:
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-—le 0 0 0 —-1-— yl-
— Y2 -1 —

2 22 . 0 0 —l1-y

Mb _ : : t. : : : ,

N Yk Yk _1—

2yk 2y1 2yk71 0 1 Yk

9 2 2 2 4

Y1 T Yk—1 Yk

-1 1 .. 1 1 0 |

det(M,) = det(M) +> y; (—1)" det(M;) = det(M) — 25 (1 — y).

Ismét a Cramer-szabélyt alkalmazva:

det(Mb)
p— SNy
det(d) T

T —u

. .
1 Yi—1
E_'_Z;T_'_yk_k

Hasonl6 elemzéssel belathat6, hogy (39) tobbi feltétele szintén teljesiil. Példaként
csak a kovetkezd egyenl6tlenség fennallasat igazoljuk:

det(M,) 5 det(M) — Qk_lyz—:l 1 N yr — 1 _ 1
Zz = —_= = — —
det(M) det(M) 2 LA 2’
2 r 2ty —k
1=2
ahol
[—1 — U 0 0 0 -1 _yl-
M, = ‘
Y Yk
“loyp 2 2B 0 1oy,
-1 2 -2 2 -1
Y1 T Uk-1 o Uk
| 0 1 .1 1 0 ]
A tobbi egyenldtlenség fennalldsa konnyen igazolhat6. O

6. Lemma. A (40) egyenletrendszer megolddsa egy optimdlis megolddsa a (39) linedris
programozdsi feladatnak.

B1ZONYITAS. Tekintsiik a (40) megoldédsvektorat, jeloljiik ezt v-vel. Az 5. Lemma
miatt ez egy lehetséges megoldasa (39)-nek. Legyen v bazismegoldas. Mivel a cél-
fiiggvény ekkor nem mds, mint b (amelynek nyilvanvaléan pozitiv az egyiitthato-
ja), igy kielégiti a linearis programozas j6l ismert optimum kritériumanak feltéte-
leit. Ezzel a lemma allitdsa bizonyitott. O
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Az ad6dé alsé korlat meghatarozasa

A dolgozat ezen részében az yi,ys, ...,y valtozok optimdlis megvalasztasdnak
kérdését targyaljuk. Ezek optimédlis megvalasztdsahoz a kovetkezd nemlinedris op-
timalizaldsi feladatot kell megoldanunk:

1—
max{l—i— - Y },
(44)

>y > ... >y > 0.

N —

Ez a feladat fix k értékre analitikus médszerekkel nehezen megoldhaténak ti-
nik. Numerikusan azonban megoldhat6 globalis optimalizalasi eszkdzokkel. Ezt (a
fixalt k értékekhez tartozo feladat megoldasat) targyaljuk majd a kovetkezd, 4.3.
részben. Ebben a részben a tovabbiakban (44) aszimptotikus vizsgalatat végezziik
el (azaz a k — oo esetet elemezziik).

7.Lemma. Ha k — oo, akkor a (44) feladat optimilis megolddsa az

1—2z
z+1+In(1)—1In(2)

fz) =1+

fiiggvény (0, ] intervallumbeli maximumdhoz tart.

BIZONYITAS. Két esetet kiilonboztetiink meg;:

1. eset: Ekkor azt tételezziik fel, hogy v, < %, azaz 2 < g—; Felhaszndlva, hogy

i < 3,92 < 5, Uk < ¥, 4 > 24y, és alkalmazva a szdmtani és mértani kozép

kozotti egyenlttlenséget az 22, % Y=l 4, szamokra (44) nevezbiében, a kovet-
Otti egyenltlenségetaz 12,12, .. % y j
kez6 fels6 becslés adodik:

1- 1—
1+ . Yk <1+ . Yk <
B by —k A+ 0ty —k
=2 i=3
1 —
<1+ Yk

24y —k+(k—1) k*\l/%'

Mivel lim (k—1) *¥/z—k =In(z) —1 és In(z) < —2,ha = < 1, azt kapjuk, hogy:

k—oo

I — <14 I —

< 1.
yr + 14+ In (yx)

lim 1+

k—oo k

1 Yi—1
E+i:227+y’f_k
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1.35 1 T~

1.3

124/

1154

X

9. dbra. A 7. lemmabeli f(x) fliggvény grafikonja a (O, %] intervallumban.

2. eset: Tegytik fel, hogy v, > 4. Ebb6I kapjuk, hogy 2y, (1 —2y1) > y1 (1 — 2y1),
ésigy

1 1
— 4R soq— (45)
Yoo 2y,
Tekintve (45)-6t, az y; < % egyenl6tlenséget, és alkalmazva ismét a szamtani és
mértani kozepek kozotti egyenl6tlenséget az o, 22, ..., =1 szamokra (44) neve-
.. Y2’ Y3 Yk
z8jében, nyerjiik az
1— 1—
1+ —— <1+ - <
1 Yi—1 1 Yi—1
E—l—i:ZZT—I—yk—k‘ 2+%+i§37+yk—k
1 —
<1+ I

R A e R

fels6 becslést. Mivel lim (k—1) *3/s- —k =In (1) —In(2) — 1, azt kapjuk, hogy

k—o0

l—yk 1_yk
<1+ .
yr+1+1n(;-) —In(2)

k—oo k

1 Yi—1
E+i:227+y’f_k

Miutén (1 — z)/(z + 1+ In(2) — In(2)) > 0, ha = € (0,3], ezért f(z) > 1 ezen
az intervallumon (ldsd 9. abra). fgy azt kapjuk, hogy a hatarérték maximumat a 2.
eset szolgéltatja, ami igazolja lemmank allitasat.

Itt kihasznaltuk azt, hogy ha kiszamitjuk f(z) adott intervallumbeli maximu-
mat, akkor konstruktivan megadhaték az vy, v, ..., yr értékek, amelyek (44) op-

timalis megoldasat adjak. Ez a konstrukci6 a kovetkez6: y; -et beallitjuk 1-re, mig
i—1

a tobbi érték az y; = %(ka)%, i =2,...,k, yy-val végz6d6 geometriai sorozat
elemeiként ad6dik. a
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Rt w()—ssss

-6

-03 -025 02 —0.15 0.1 -0.05 0

X

10. dbra. A W_,(z) fuggvény grafikonja a [—0, 3, 0) intervallumban.

A feladat megolddsat a Lambert-féle W fiiggvény [20] egyik valés dgédnak
egy fliggvényértéke segitségével fejezziik ki. A Lambert-féle W filiggvény a
W (2)e" ) = » egyenlet megoldasa. Altalanosan, komplex z értékekre definislva
a feladatot a megoldas tobbértékii, komplex. Valés z-ekre W (z)-nek = > 0 esetén
egyetlen valés dga van, mig —1/e < = < 0 esetén kett6. Ezek koziilla —1 < W (x)-et
kielégit6 dgat Wy -val, mig a masik dgat, amelyre W (x) < —1 teljestil W_;(x)-szel
(lasd 10. dbra) jeloljikk. Ha = < —1/e, akkor W (z)-nek ebben az esetben is tobb
komplex dga van.

8.Lemma. Az f(z) fiigguény maximuma a (0, §]intervallumban 1 — ( )+1

1,3871, ahol W_, (x) a Lambert-féle W fiigguény azon valds dga, amelyre W( ) < —

BIZONYITAS. A bizonyitas egyszertien adodik, tekintve az f(z) fliggvény derivalt-
figgvényét, és analitikusan elemezve azt. O

Az eredmények néhany kiterjesztése

Az als6 korldtot eredményezé modelliink lényege az volt, hogy konstrukciénk
szinte majdnem teljesen , kikapcsolta" az atpakolds szerepét. A bizonyités alapgon-
dolatét felelevenitve az trividlis egy L; (i = 1,..., k) lista elemeinek z; + ¢; méret-
definici6jabodl, hogy egy ilyen nagy elem csak egy olyan lddaban lehet, amelyben
a tobbi elem Osszmérete legfeljebb y; —¢; (y; = 1 — z;). A lehetséges atpakolaso-
kat is figyelembe véve — a fenti érvelés nyomdn — egy nagy, x; + ¢, méretii elemet
tartalmazo6 lada szintje legfeljebb y; lehetett L, elpakoldsanak befejeztekor. Egy
B ladat y;-tipustnak neveztiink, ha szint(B) € (y;+1,i|, és zn jelolte az Osszes
olyan kis elem méretének 0sszegét, amelyek y;-tipusa ldddkban vannak L, elpa-
kolasa utan. Ezek alapjan ezutdn becslést adhattunk (31)-re csak az Ly, illetve az
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LoL;, j =1,...,k listdkat adva inputként. Ez vezetett a 2. és 3. Lemmadkon keresz-
til a 2. Tételhez, és az abban szereplt (38) feladathoz.

A tovabbiakhoz érdemes megjegyezni, hogy tekintve egy barmilyen, akar vé-
letlen médon generalt, a fenti feltételeknek megfeleld y-rendszert, azaz tetszbleges
modon rogzitve az y;, . ..,y értékeket ugy, hogy 0 < y, < ... < y; < 3 teljesiil-
jon, a (38) nemlinedris optimalizalasi feladat egy LP-vé redukalédik. Minden, igy
ad6do LP megoldasabdl kapott optimumérték pedig egy alsé korladtot szolgaltat
a c-atpakoldsos szemi-on-line lddapakolési feladatra. A kovetkezd allitds azt mu-
tatja, hogy ugyanezek az értékek nem csak 1, hanem minden d (d > 1, egész)
dimenzidban is érvényes als6 korlatok a c-dtpakoldsos szemi-on-line ladapakolasi
feladatra, barmely ¢ > 1 egészre. A bizonyitasban a fentiekkel anal6ég konstrukci-
6Ot és jeloléseket alkalmazva — méret alatt mindeniitt d-dimenzios térfogatot értve
—ugyanis azt kapjuk, hogy a konstrukci6 kis médositasa érvényes d-dimenziéban
is, és ugyanahhoz a (38) optimalizalasi feladathoz vezet. [gy végsé soron a konst-
rukciobol adédé optimalizalasi probléma és az annak aszimptotikus vizsgalatabol
szarmazo 1, 3871-es alsé korlat is érvényes minden d dimenzidéban.

9. Lemma. Legyen c tetszleges pozitiv egész és legyenek y, . . ., yx olyan valds szamok,
amelyekre 0 < yp < ... < y1 < 1 teljesiil. Ekkor a (38) feladat megolddsa alsé korldtot
jelent a c-dtpakoldsos szemi-on-line lddapakoldsi feladatra, barmely d dimenzidban (ahol
d > 1 egész szdm).

BIZONYITAS. Az egydimenzids c-atpakoldsos szemi-on-line feladatra adott alsé
korlat konstrukciénk analégidjara tekintsiink egy d-dimenzids kockapakoldsi fela-
datot. Az € és¢; (i = 1,..., k) értékek legyenek olyanok, hogy ezekre teljestiljenek
a fenti el6irdsok, mig az L, listabeli elemek méretének megaddsahoz hasznalt a
érték itt legyen olyan, hogy a fenti, a < [jﬁ}c eldirdson feliil a < (W)d
Yk 2y

is teljesiiljon rd. Ezek utdn, a listdink legykenek ugyanazok, mint a fenti konst-
rukciéban, azzal a kiilonbséggel, hogy egy adott méretti elem helyett tekintsiink
egy ugyanolyan térfogatii d-dimenziés kockat. Igy az Lo, L, ..., L listdk elemei
olyan d-dimenziés kockdk lesznek, amelyek térfogatai rendre a, z1+¢1, ..., x5 +€5
(vi=1—w;, i=1,... k), azaz éleik rendre a, /x| + ¢4, ..., Vx) + € hosszaak.
A fentivel analég médon, a z; (j =1, ..., k) értékek jelentsék az L elpakoldsa utan
a ladakban elfoglalt megfeleld térfogat 6sszegeket.

Kovetve az egydimenzids esetbeli bizonyitds gondolatmenetét, megmutatjuk,
hogy konstrukciéonk ezen, d-dimenziés &ltalanositdsa ugyanahhoz a (38) opti-
malizdlasi feladathoz vezet, mint az. Ehhez emlékeztetiink arra, hogy (38) els6

egyenl6tlensége a 3. Lemmdébol mésodik egyenl6tlensége a 2. Lemmébol adddtak:
A(LoL;) A(Ly)

————— (i=1,...,k),illetve ——"— becslésébdl.
OPT (Lol (7 , ..., k), illetve OPT(Lo) ecslésébd
A tovébbiakban legyen i € {1,... k} tetszOleges. Az els6 észrevételiink az,

hogy az A(Lg)-ra és A(LoL;)-re a 2. és 3. Lemma bizonyitdsdban adott alsé becs-
léseink ekkor is érvényben maradnak. Ez abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy az ot-
tani, kvantitativ elemzések sz6rél szora érvényesek, elemek mérete és a lddaban
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maradt kitoltetlen helyek alatt ugyanazon térfogatokat, és 1ada szintje alatt a lada-
ban 16v6 elemek térfogatainak dsszegét értve. Igy a bizonyitdsban ezek utdn elegen-
d6 OPT(Ly)-t és OPT(LyL;)-t feliilr6l becsiilniink, és megmutatni, hogy ezekre
ugyanazok a fels6 korlatok érvényesek, mint egy dimenziéban (lasd 2. és 3. Lem-
ma bizonyitasa).

El6szor OPT(Ly)-t fogjuk becstilni. Emlékeztetiink, hogy L kis, egyenlé mére-
tl elemeket tartalmaz. (Nevezziik ezeket kis elemeknek.) Megadjuk ezen elemek egy
lehetséges pakoldsat. Ehhez egy egyszerfi, szintenként halad6 Next Fit tipusu stra-
tégiat fogunk hasznélni. (LNF-fel jeloljiik ezt az algoritmust (Leveled Next Fit)). Az
LNF algoritmus egy lada els6 elemét elhelyezi a lada , bal als6" csticsahoz illesztve,
majd szintenként annyi kis elemet pakol, a lehet6 legszorosabban egyméds mellé,
amennyit csak lehetséges, szintrél szintre haladva. Ha nem maradt annyi hely az
aktualis laddban, ahova a kovetkez6 kis elem elférne, akkor az algoritmus az ak-
tudlis ladéat telinek nyilvéanitja és Gj ladat nyit.

Ez a szabaly azt eredményezi, hogy L, elemeivel minden teli 1ddan beliil egy
1 — /a élhosszisagu d-dimenziods kocka teljesen meg lesz toltve, igy a kitoltetlen
hely legfeljebb o’ = d - /a minden ldddban, legfeljebb az utolséként megnyitott
ladat kivéve. Igy
a 5 —€
_a,—|—1§ 1_a,+1§ T~

n
2

OPT (Ly) < LNF (Lgy) < +1,
azaz a 2. Lemma &llitasa teljestil a d-dimenziés konstrukcidra is.

Ahhoz, hogy OPT(LyL;)-t feluilr6l becstiljiik, szintén LyL; egy lehetséges pa-
kolédsat fogjuk megadni. El6szor elpakoljuk L, elemeit, mindegyiket egy-egy kii-
16n ladédba (nevezziik ezeket a ladékat nagy ldddknak), az elemet a ldda ,bal al-
s6" csticsdhoz illesztve. Ezutdn elpakoljuk L, elemeit, el6szor a nagy ladakba,
LNF szabaly szerint, majd ha maradt ki kis elem, akkor egy 1j lddat nyitva, és
abba pakolva a kimarad¢ kis elemeket, szintén LNF szaballyal. Nevezziik ezt az
algoritmust Dupla LNF-nek (DLNEF).

Megjegyezziik, hogy a nagy ladakba a kis elemeket nem csak a nagy elem te-
tejére pakoljuk, hanem amennyire csak lehet, kitoltjiik a lapjai melletti szabad he-
lyeket is. A nagy ldddkban a nagy elem, mint d-dimenzids kocka lapjai altal meg-
hatérozott hipersikok 2¢ darab d-dimenzios téglalapra osztjak a d-dimenziés egy-
ségkockat, amib6l egy maga a nagy elem d-dimenziés kockaja. Eszrevehets, hogy
egy nagy elem elhelyezése utdn y; —¢; térfogatt, mig a kis elemek elpakoldsa utan
legfeljebb a” = d - (2¢ — 1) /a térfogatu kitoltetlen hely marad annak lddajdban. A
3. Lemma bizonyitdsdhoz hasonlé médon, jelolje kis(B;) az Osszes, nagy ladaban
1év sszes kis elem térfogatanak 0sszegét. Ekkor

kis(B;) > [%—‘ (yi —e&i — )>g [2%/2-‘ € — [27;;‘ a” > Na — 2¢.

Itt kihasznaltuk, hogy [ -‘5@ =césa < (W)d. Ebbdl kovetkezben, a

csak kis elemeket tartalmaz6 laddkban 1év6 elemek 6sszmennyisége legteljebb 2¢,
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igy ezen ladak (korabban S;-vel jelolt) szdma legfeljebb 1, igy (37) teljesiil, azaz
OPT (LoL;) < 5,- + 2 ebben az esetben is. Mivel  tetszleges {1,...,k}-beli volt,
ezzel belattuk, hogy a 3. Lemma éallitasa teljestil erre az esetre is.

Igy ebben az esetben a (38) feladat érvényes marad, és optimuma alsé korlatot
szolgaltat a d-dimenzios kockapakolasi feladatra is. Mivel a d-dimenziés kockapa-
kolasi feladat specidlis esete az allitasbeli d-dimenzids c-dtpakoldsos szemi-on-line
ladapakolési feladatnak, igy ezzel az allitast bizonyitottuk. O

A kovetkez6 lemmaval azt mutatjuk meg, hogy ez a konstrukcié — ugyanazon
als6 korlat értékeket adva — érvényes mds szemi-on-line ladapakolasi problémakra
is, azaz az altalunk targyalt 3 szemi-on-line feladat barmelyikére.

10. Lemma. Legyenek c tetszleges pozitiv egész és v, . . ., yy olyan valds szdmok, ame-
lyekre 0 <y, < ... < y1 < & teljesiil. Ekkor a (38) feladat megolddsa egy alsé korldtot
ad nemcsak a c-dtpakoldsos szemi-on-line, hanem a c-dtpakoldsos teljesen dinamikus, és a
2-batched lddapakoldsi (2-BBP) feladatra is.

BIZONYITAS. A c-atpakoldsos szemi-on-line lddapakolési feladat a c-atpakolasos
teljesen dinamikus ladapakolési feladat specidlis esete. A kiilonbség csak az, hogy
az utébbi feladatnal Torlés miivelet is megengedett az Utemez6 szdmadra, azaz ko-
rabban érkezett elemek tavozasat is eldirhatja az inputban. Mivel a fenti konstruk-
ciéban a mi listdiink nem haszndljdk a Torlés miiveletet, lathat6, hogy a fenti konst-
rukcio, és igy a (38) feladat is érvényes, és ugyanazokat az als6 korlat értékeket
adja a c-atpakolasos teljesen dinamikus ladapakolési feladatra.

A 2-BBP probléma esetén az Utemez6 minden inputnal legfeljebb két egymast
kovetd lista (batch) érkezését irhatja el6, mig az algoritmus szdmadra az egyetlen
megkotés az, hogy mésodik lista érkezésekor nem mozgathatja az elso lista ele-
meit. Mivel a mi konstrukcionk legfeljebb két listabdl allo listakonkatendciokat
hasznal (alternativ médon), igy egyszerre mindig legfeljebb két batchr6l beszél-
hetiink. Kénnyen lathat6, hogy egy-egy batch érkezése alatt a batch egymadssal
megegyez6 méret(i sajat elemeinek dtpakoldasi lehet6ségétdl eltekinthetiink, hiszen
annak szerepét figyelmen kiviil hagytuk, mivel a bizonyitds sordn — lasd 2. és 3.
Lemma — mindig csak az egy-egy lista elpakoldsanak befejeztével fennall6 allapo-
tot tekintettiik. fgy ez a speciélis konstrukcié érvényes a 2-BBP feladatra is. Ezzel az
allitast belattuk. De megjegyezziik, hogy konstrukciéonk &ltaldanosabb, hiszen ak-
kor is érvényes maradna, ha a masodik lista minden elemének érkezésekor az els6
lista elemeibdl legfeljebb ¢ darab atpakolasat is megengednénk az algoritmus sza-
mara. Igy alsé korlataink érvényesek lennének a 2-BBP feladat ezen meglazitdsdra
is, amely a fenti analdgidra c-dtpakoldsos 2-BBP feladatnak nevezhetd. O

A 9. Lemmaéahoz hasonlé médon bizonyithat6, hogy utolsé allitdsunk minden
d dimenziéban igaz, azaz a két lemma eredményei kombindlhatdak. Ezért a (38)
feladatba barmely, a feltételeknek megfeleld y-rendszert beirva, annak optimalis
megolddsa als6 korlétot jelent a 3 kiilonb6z6, 10. Lemmadéban emlitett szemi-on-
line lddapakolasi feladatra, barmely d dimenzidban, igy mindezekre az 1, 3871-es
als6 korlat is érvényes.
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4.3. Alsé korlat konstrukciénk specidlis esetei

Ebben az alfejezetben a [3] cikkiink alapjan a 10. Lemméban emlitett 3 kiilonb6z6
szemi-on-line lddapakoldsi feladat, azaz

1. a c-atpakoldsos szemi-on-line feladat,
2. a c-atpakolasos teljesen dinamikus lddapakolési feladat, és a
3. a 2-BBP feladat

azon specidlis eseteire adunk als¢ korlatokat, amikor a kiilonb6z6 elemméretek
szdma legfeljebb p lehet. (¢ > 1 tetszbleges, p > 2 el6re rogzitett egész szam.)
Ennek gyakorlati motivéltsdga kézenfekvonek tiinik, hiszen ha egy cég termékei-
nek teherautékon val¢ elszéllitdsa a feladat, akkor viladgos, hogy korlatozott szdmu
kiilonboz6 terméktipust kell elpakolni.

A p kiilonboz6 elemméret konstrukcionkban a £ = p — 1 beallitdssal bizto-
sithat6. Ehhez azt kell észrevenni, hogy mivel a konstrukciéonk % + 1 darab listat
alkalmaz (Ly, L4,..., L), és minden egyes listdn beliil az elemek méretei mege-
gyeznek, igy az k + 1 darab kiilonb6z6 elemméretet haszndl.

Ezért ahhoz, hogy a feladatok ezen specialis, legfeljebb p kiilonb6z6 elem-
méretet megengedd esetére alsé korlatot adjunk egy adott p esetén, ezt a feladatot
konstrukcioénk, és az ebb6l ad6dé optimalizélasi feladatok rogzitett k értékhez tar-
toz6 esetének megoldésara vezetjiik vissza.

A k = p—1 beéllitassal a fentiekhez hasonléan barmely,a 0 < y; < ... <y < %
feltételnek megfeleld, rogzitett y-rendszert beirva (38)-ba, és megoldva azt, érvé-
nyes als6 korlatokat nyeriink, méghozza a 10. Lemma figyelembevételével a ha-
rom feladat barmelyikének ezen p-hez tartoz6 esetére. Azonban a kordbbiakhoz
hasonlé médon, egy rogzitett k-hoz tartozo legjobb alsé korlat nyeréséhez az y-
rendszert optimadlisan kell valasztani, azaz a

max b*(yla- . '7yk)7
O<yp<...<y <3 (46)

,max-min" tipusu feladatot kell megoldani, ahol b*(y1, ..., yx) jeloli a (38) feladat-
nak az yi, ..., y; rendszerhez tartoz6 optimumértékét.

Miel6tt ezt megvizsgadlnank — ezt is el6készitve — megmutatjuk, hogy a [45]-beli
és az [58]-beli eredményeket a mi konstrukciénk specidlis eseteiben visszaadja.

A k=1 eset

Elszor azt mutatjuk meg, hogy az [58]-beli 3-os alsé korlatot eredményez
konstrukcié a mi konstrukciénk specidlis eseteként adédik. (Ezt a c-atpakolasos
teljesen dinamikus ladapakolési feladatra adtdk meg az [58] cikk szerz6i, Ivkovic¢
és Lloyd.) Ez konstrukciénk k£ = 1 esete, azaz amikor —a mi jeldlésrendszeriinkben
—csak az L, és L, listdkat alkalmazzuk, és az ottani elemméretek is megfelelnek
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ot 01 02 03 04 05

yl

11. dbra. Az f; fiiggvény grafikonja a (O, %] intervallumban.

az éltalunk hasznaltnak. Megmutatjuk, hogy ebben az esetben (k = 1, p = 2) ami
konstrukciénkkal adhat6 legjobb als6 korlat, azaz (46) optimumértéke 3. Mésrészt
megjegyezziik, hogy [45]-ben az is bizonyitott, hogy a p = 2 esetben adott 3-os
als6 korlat a 2-BBP feladatra optimdlis — egy [46]-beli eredmény felhasznaldsaval,
ahol megmutattdk, hogy ez fels6 korlat is.

11. Lemma. A k = 1 esetben a (46) feladat megolddsa 5, melyet az y, = §-nél vesz fel.

BIZONYITAS. k = 1-re a (38) feladat a kovetkez6 alak:

min b, (47)
b > 14y — 22, (48)
b > 1+221<i—1), (49)
n
1

Ha rogzitjiik y; -et, akkor (48) és (49) jobb oldala két, a z; valtozéban linedris
fiiggvény. Konnyen lathato, hogy (47)-(50) az optimalis megoldasat a két egyenes
metszéspontjdban veszi fel. Egymadssal egyenl6vé téve a két jobb oldalt, és megold-

va az igy kapott egyenletet, azt kapjuk, hogy az optimadlis megoldds az %y%_yjl =)

} intervallumon

2
% y% —yy11+1 ’ %
(lasd 11. dbra)! Ahhoz, hogy k = 1 esetén megkapjuk (46) optimumértékét, v, -et
1

ugy kell véalasztanunk, hogy f1 a (0, 3] intervallumbeli maximumat ebben a pont-

ban vegye fel. Derivélva f;-et konnyen ellenérizhetd, hogy f; monoton névekvé
ebben az intervallumban, igy az y; = ; pontban veszi fel maximumat. Vissza-
helyettesitve ezt a (48) és (49) jobb oldalaba, majd megoldva az LP-t kapjuk, hogy
a k = 1 esetben (46) optimumértéke, azaz a keresett, lehetséges legjobb als6 korlat
értéke ;. O

pont. Tekintsiik ezutdn az fi(y1) =

fiiggvényt a (0
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A k = 1 eset vizsgalataval ezzel megmutattuk, hogy modelliink &4ltaldnositja
az [58]-beli modellt.

A k > 2 eset

A k = 1 esetet azért is targyaltuk kiilon, mert ez £k > 2 esetén egy tovabbi
feltételt eredményez: a kovetkezd lemma alapjan vizsgalatainkban y, > I is fel-
tehets lesz, igy elegend® lesz az ; < y, < ...y; < 5 feltétel mellett optimalizalni
(46)-ot, és az igy adodo feladat az eredetivel ekvivalens marad. Numerikusan ez
a feltevés azzal az elénnyel jar, hogy ez utdn az y értékek mar egy zirt, az [+, 1]

12
intervallumban helyezkednek el.

12. Lemma. A k > 2 esetekben (46) optimalizdldsakor y; > % (j =1,...,k)is feltehetd,
és az igy kapott feladat az eredetivel ekvivalens marad.

BIZONYITAS. A 11. Lemmadban lattuk hogy a k£ = 1 esetben (46) optimumanak ér-
téke az y; = % ponthoz tartozo alsé korlat, %. Ebbdl kovetkezben a k > 2 esetekre
(46) optimumanak értéke legalabb 3 lesz, ami azt jelenti, hogy ilyen (vagy ennél

jobb) als6 korlatok eléréséhez a konstrukcionk Ly, . .., L listdiban elegend6 %—nél
kisebb vagy egyenld méretli z; (j = 1,..., k) elemeket tekinteni. Ellenkez6 eset-

ben az algoritmus a 2-nél nagyobb méretti elemeket barhogyan pakolhatja — akar
ugy, hogy nem is helyez az 6ket tartalmaz6 ldddba mas elemet —, ezek a ladék trivi-
alis modon 2-ig tele lesznek. Ez azt jelenti, hogy a legaldbb 2 méret(i elemek, azaz
az ilyen nagy elemeket tartalmazo listik elhagydsa nem rontja az als6 korlatot. Igy
k > 2 esetén feltehetjiik, hogy y; > 1 (j =1,...,k). O

Gutin, Jensen és Yeo [45] tanulmédnya a 2-BBP problémara szolgaltatott meg-
oldédsokat, arra az esetre, amikor legfeljebb p kiilonb6z6 elemméret megengedett.
Most annak bemutataséra tériink ra, hogy modelliink altalanositja az ottani konst-
rukciét,vagy masként fogalmazva, specidlis eseteiben visszaadja azt, és az ottani
eredményeket.

Az el6z6ek alapjan (lattuk, hogy a p kiilonboz6 elemméret a £ := p — 1 bedlli-
tassal biztosithat6, a 10. Lemma alapjan pedig konstrukciénk érvényes a 2-BBP fel-
adatra) ahhoz, hogy egy konkrét p > 3 értékre als6 korlatot adjunk meg, elegend6
egy tetszéleges moédon valasztott y1,...,yx (kK =p—1, 0 < yp < ...y < %)
rendszert tekinteni, és ezt befrni (38)-ba. A kordbbiak alapjan az igy ad6do LP op-
timumértéke alsé korlatot szolgéltat a [45]-ben vizsgdlt problémaéra.

Az y; értékekre a legegyszer{ibbnek tlin6 vélasztas egy ekvidisztans beosztds-
bol szérmazo pontrendszert tekinteni. A 11. Lemma alapjan a 3 egy érvényes alsé
korlat érték barmely ilyen feladatra. Ennél jobb als6 korlatok addsahoz a 12. Lem-
ma bizonyitdsa alapjan elegend6 az y-rendszert az [}, 1] intervallumon tekinteni.
fgy ezt az intervallumot osztottuk fel k£ + 1 osztéponttal ekvidisztdns médon, e15

1 17—

az els6 osztépontot, 1_et nem vettiik bele az y-rendszerbe, azaz Yj =5 — 35,

Jj = 1,...,k. Az ezekhez tartoz6 (38) feladatok (LP-k) optimumértékei barmely,
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9. tablazat. A 2-BBP probléma azon véltozatara adott als6 korlatok, amikor csak
elére rogzitett szdmud, maximum p(=k + 1) kiilonb6z6 elemméret megengedett.

k| Also korldtok ekvidisztdns | Also korldtok tetszoleges
y-rendszer esetén y-ok megengedésekor
1 1,3333... —

2 1,3658... 1,36602540378
3 1,3738... 1,37393876913
4 1,3773... 1,37753136189
5 1,3793... 1,37958528769
6 1,38051 1,38091512540
7 1,38136 1,38184652163
8 1,38198 1,38253525895
9 1,38246 1,38306525702
10 1,38296 1,38348573275
20 1,38509 1,38534022765
50 1,38631 1,38642436208
100 1,38673 1,38678113846
1000 1,38709 1,38710030535

standard LP-megoldéval meghatarozhaték: néhany konkrét £ (= p — 1) értékre az
igy kapott als6 korlat értékeket jelenitettiik meg a 9. tabldzat méasodik oszlopaban.

A kapott alsé korlat értékek megegyeznek a Gutin és szerz6téarsai altal a 2-BBP
feladatra kapott megfeleld értékekkel; pontosabban az elsd 6 érték, mivel ott csak
ezeket kozolték a szerz6k. Emiatt az elsd 6 érték megadadsandl az ott hasznalt 4
tizedesjegy pontossagot és kerekitett jegyeket haszndltuk. A tabldzatban néhany
tovébbi k-hoz tartoz6, dltalunk kiszdmolt megolddasértéket is kozliink. £ = 10-ig
minden alsé korlat értéket megadunk, és kiragadott példaként feltiintetjiilk még a
k = 20,50,100, 1000 esetekben nyert értékeket is, 5 jegyre kerekitve — az altalunk
hasznalt LP-megold¢ ily médon szolgéltatott eredményt.

A [45]-ben alkalmazott alsé korlat konstrukcié hasonlé. Az ottani elemmé-
retek értékei is megfelelnek a mi konstrukciénk feltételeinek (az ottani L, lis-
ta s, 0 < s < 3 méreti, mig az L; listdk n/j darab 1 —js, j=1,...,m:= [5] -1
méret(i elemeket tartalmaznak). Emiatt a [45]-beli modell az altalunk megadott
modellnek egy olyan, specialis esete, amikor (a mi terminolégidnkban) az y-rend-
szer egy konkrétan el6irt ekvidisztans pontrendszer. Ezért modelliink a [45]-beli
modell dltaldnositdsanak tekinthetd.
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A kapcsol6dé nemlinearis optimalizalasi feladat elemzése és meg-
oldasa

Rétériink annak a vizsgalatdra, hogy rogzitett & (k > 2) értékre mi a konst-
rukciénkhoz kapcsol6dé feladatok megoldasdval megadhat6 legjobb alsé korlét.
Kaphatunk-e jobb als6 korlatokat, mint ekvidisztdns beosztasbél valé y-rendszer
valasztasa esetén? Ennek megvalaszoldséra a (46) nemlinedris optimalizalasi fela-
dat optimalis megoldasat rogzitett £ (k > 2) értékek mellett kell meghatarozni.

A kérdésre igenl$ valaszt adunk. Ezzel egyben megvalaszolunk egy [45]-ben
felvetett kérdést is. Nevezetesen azt, hogy a 2-BBP feladat p szamu kiilonbodz6
elemméretet megengedd valtozatdnak p > 3 eseteire is optimadlisak-e az ott mega-
dott korlatok. Mivel £ > 2-re (p = k + 1) a (46) feladat megolddsai érvényes alsé
korlatokat szolgéaltatnak erre a feladatra is, igy ezekkel javitjuk a [45]-ben a konk-
rét p > 3-hoz tartoz6 esetekre megadott alsé korlat értékeket. A javitds mértéke
ugyan nem tdlsdgosan nagy, azonban a [45]-beli fenti kérdésre elméleti szempont-
bol valaszt jelent, mivel az ott megadott korldtok igy nem lehetnek optimalisak.
Megjegyezziik, hogy a feladat megolddsabol adodé alsé korlatok a 2-BBP prob-
léma mellett érvényesek lesznek a fenti, masik két c-atpakoldsos feladat hasonlo,
legfeljebb p kiilonb6z6 elemméretet megengedd valtozatara is, és a 2-BBP problé-
ma hasonlé médon definidlhaté c-atpakoldsos varidnsara is.

Az 12. Lemma miatt a (46) feladattal ekvivalens, kovetkezd feladatot kapjuk az
% <y, plusz feltevés felhasznaldsaval:

max 1 b (y1, -+, Yk), (51)
Sy <...<y1 <3

I

ahol b*(yi,...,ys) itt is a (38) feladatnak az vy, ..., y; rendszerhez tartozé opti-
mumértékét jeloli. A kérdés az, hogy rogzitett k érték mellett melyik y-rendszert
kell tekintentink (51) optimumadnak eléréséhez. A kérdés megvalaszolasdhoz glo-
bélis optimalizalasi médszereket hasznalunk.

Az (51) feladat az igy megadott alakban globalis optimalizalasi szempontbdl
nagyon nehezen megoldhaténak ttinik. Felhasznalva az el6z6 alfejezetbeli atala-
kitdsok eredményét, az ezek utan ad6doé feladatot fogjuk megoldani, egy numeri-
kus, globélis optimalizdldsi médszert alkalmazva erre. Kovetve az ott részletesen
leirt transzformaciokat, a feladat (44) formdjat nyerjiik, azzal a kiilonbséggel, hogy
korlatozo feltételként az y, . ..y, valtozokra a [0, %] intervallum helyett az irhat6
el6, hogy azok az [1, 3| intervallumba esnek. Mivel ez egy zért intervallum, igy ez
lényegesen konnyebben kezelhetdvé teszi a feladatot. A feladat most tehat:

_ 1-yp
max fily) =1+ T TR R (52)

ISu<...<y<jy
ahol k > 2, el6re rogzitett egész. (A 12. dbra a k = 2 esetbeli f, grafikonjat mu-
tatja.)
A 7. Lemma bizonyitdsa alapjan (itt mar a feltételek miatt elegendd annak a
bizonyitdsanak csak a masodik, y, > % agét tekinteni) a kdvetkezd allitas kozvet-
lentil adodik:
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12. dbra. A k = 2 esethez tartoz6 f, fiiggvény grafikonja.

1. Kovetkezmény. Legyen k > 2 egy tetszbleges, rogzitett egész szdm. Tegyiik fel, hogy
a

1_
omax ) = e e (53)
1 <Yk < 2

egydimenzids optimalizdldsi feladatnak egyetlen v, = y* € [, 1] optimdlis megolddsa van,

és t(y*) = t*. Ekkor a k—dimenzids (52) feladatnak szintén egyetlen optimilis megolddsa
van, és ez a kovetkez0 modon adhaté meg:

1 1 =
n=g yi:§(2y*)k_fl,i=2,--->k- (54)

Tovdbbd, az eredeti feladat optimdlis megolddsdnak értéke is t*-gal egyenlo.

A fenti eredményeket 0sszegezve; azt kaptuk, hogy ha az (53) feladat maximum-
pontja egyértelmi, akkor az eredeti (52) feladat maximumpontja ugyancsak egy-
értelmi, és ez az utdbbi megoldas az (54) osszefiiggések altal meghatarozott. To-
vabbd, a két probléma maximumaénak értéke is megegyezik. Az (53) feladat maxi-
mumpontjit és annak egyértelmiiségét a kovetkezd rész numerikus médszereivel
fogjuk igazolni. Az eredeti probléma ezen médositdséra is érvényesek a 7. és a 8.
Lemma éllitdsai, amelyek azt mutatjdk, hogy ha a k tart végtelenbe, akkor az ezen
k-khoz tartozé alsé korlatokbol all6 sorozat tart 1,3871...-hez.

Az optimalizalasi probléma numerikus megoldasa

Az (53) feladat numerikus megoldasara a [69]-ben leirt globalis optimalizala-
si modszert alkalmaztuk. Ez egy specidlis, intervallum-matematikdn (ldsd [48,
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77, 91]) alapul6, Branch-and-Bound [53] tipust globdlis optimalizéldsi mod-
szer. A felhaszndlt moédszer a Profil/BIAS [65] intervallum-matematikai konyv-
tari kornyezetben megvalésitott, felhasznalva a ,C-XSC Numerical Toolbox for
Verified Computing" [47] B&B eljardsanak elemeit. A szoftvert a kovetkez¢ alak-
ban felirhat6, Gn. bound-constrained optimalizalasi problémdk megoldédséara ter-
vezték:

max  f(),
x € XQ

ahol X, C R? egy d-dimenzi6s box és f : R? — R kétszer folytonosan differenci-
alhato fiiggvény. A program nagy pontossaggal képes kiszdmitani minden globilis
optimumpont, valamint a globdlis optimum értékének intervallumos befoglalasat.

Az optimumpontokat tartalmazé intervallumok meghatdrozasdhoz a médszer
hasznal tovébba egy automatikus ellendrzo 1épést [92] megvaldsito eljarast. Ez az el-
jards a B&B algoritmus befejezésekor kapott intervallumokban a maximumpont
létezésének, valamint lokalis (és esetleg globdlis) egyértelmiiségének igazolasara
alkalmas.

Az (53) probléma megoldésait a £ = 2,...,10, 20, 50, 100, 1000 paraméter-
értékekre kerestiik meg. Minden egyes esetben sikeriilt nagy pontossdga befog-
laldsokat megadnunk mind az y*, mind pedig a t* értékeire, emellett az y*-ot
tartalmazé intervallumban az optimalis megoldas 1étezését és egyértelmiiségét is
igazoltuk. Az y*-ot befoglal6 intervallum lehet6séget adott az y* < 3 el6feltétel el-
lendrzésére is. Ilymoédon az 1. Kévetkezmény alapjan az eredeti, (52) feladat egyér-
telmil optimdlis megolddsit tartalmazo6 box konstruktiv megaddsat is elvégezhettiik.

A 9. tdbldzat harmadik oszlopa tartalmazza az eredeti probléma optimuménak
értékeit a megoldott példak esetén. A megadott értékek 11 tizedesjegyig ponto-
sak. Ez azt jelenti, hogy a konstrukciénkkal a konkrét & (és p = k + 1) értékekre
adhat6 legjobb als6 korlatok garantdltan benne vannak a tabldzatban a megadott
érték, és az adott értékhez 107! -et hozzdadva kapott szdm éltal meghatérozott
intervallumban.

4.4. Felso korlatok

A kovetkez6kben c-dtpakoldsos szemi-on-line ladapakoldsi algoritmusok egy so-
rozatat adjuk meg, minden ¢ € N7 értékre egy, a c-t6l fiiggd, HFR-c nevti algo-
ritmust. Az elnevezés az algoritmus angol nevének réviditésébdl (a Harmonic Fit
type algorithm with Repacking of at most ¢ number of elements per step) szdrmazik.
Bebizonyitjuk, hogy AVK(HFR-c) = £ + 72 teljesiil, ahol b. a 2cb? — (6¢ + 3)b. + 1
mésodfoku egyenlet (0, £ ] intervallumba es6 gycke. Az algoritmus végrehajtasa
sordn minden lddaosztidlyban — mindegyikben legfeljebb egy-egy ladat kivéve —
1+ cb. szintig megtoltott ladak elérését tizziik ki célul. Két esetet fogunk meg-
kiilonboztetni. Ha ez az el6bbi cél sikertil, akkor nyilvdn AVK(HFR-c) < ﬁ

Ha nem, akkor a klasszikus sulyfiiggvénytechnikat [108] haszndalva belatjuk, hogy
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AVK(HFR-c) < 3 + 725-. Mivel b. paraméter, igy a két jobboldalt egyenlévé téve
kapjuk a fenti masodfoku egyenletet és abbdl a b, érték beallitasat.

Az algoritmus versenyképessége a ¢ = 1 esetre irrelevans, mivel a jelenleg
ismert legjobb AVK-ji on-line algoritmus jobb AVK-val rendelkezik. Bar megjegy-
zésre érdemes, hogy a HFR-1 joval kevesebb ladaosztalyt haszndl annal. Az elsd ér-
dekes eredmény a ¢ = 2 paraméterhez tartozik, mivel erre AVK(HFR-2) < 1,5728...
teljestil, ami jobb, mint a ma ismert legjobb on-line algoritmus AVK-ja [95]. Ennek
masik értéke, hogy alatta van az tgynevezett ,,Harmonic Fit" tipust on-line ldda-
pakolési algoritmusok 1,58333-as als6 korlatjanak [87]. A ¢ = 4 esetben szintén
javitast értiink el, mivel a HFR-4 algoritmus jobb AVK-val rendelkezik, mint a leg-
jobb ma ismert on-line als¢ korlat. Ha c tart végtelenbe, akkor AVK(HFR-c) tart
1,5-hez. Ez az eredmény azt bizonyitja, hogy egy, 1épésenként konstans szdmu
elem atpakoldsat megengedd szemi-on-line algoritmus versenyképessége jobb le-
het barmely on-line algoritmuséndl. Ez lényegében azt jelenti, hogy a rendelkezé-
stinkre 4116 informéci6t j6l ki lehet hasznalni szemi-on-line algoritmusok verseny-
képességének javitdsara.

A HFR-c algoritmus és bonyolultsaga

Ezt a szakaszt néhany jeloléssel és definicioval kezdjiik. Egy megnyitott B ldda
szintje szint(B)-vel jelolt, és a tartalmazott elemek méreteinek Osszege, igy 0 <
szint(B) < 1. Egy elemet kis elemnek neveziink, ha mérete a (0, 1] intervallumba
esik, mig ha z € (3, 1], akkor nagy elemnek. Nagy lddinak mondunk egy B 14dét, ha
tartalmaz egy nagy elemet.

A tovabbiakban b.-vel, illetve, ha c rogzitett, akkor egyszertien b-vel fogunk
jelolni egy tetsz&leges olyan értéket, amelyre cb. € (0, ¢]. Elemzésiink végén rog-
ziteni fogjuk ezt az értéket, minden c esetén Gigy megvdlasztva, hogy az 4lta-
lunk megadott algoritmusok versenyképességi hanyadosa a lehet6 legjobb legyen.
Hangstlyozzuk azonban, hogy addig a pontig elemzésiink barmely b. € (0, &]
értékre igaz.

A tovébbiakban legyen c egy tetsz6leges, rogzitett pozitiv egész szam. Osszuk
fel a (0, 1] intervallumot 2c¢ + 3 darab részintervallum diszjunkt uniéjara a kovet-
kez6 moédon:

(O,b] = Il;

7N
b |

b, - — b:| :IIQ,

7j=1,..., c 7j=1,..., c
! +cb | ] 1+( 1)b1+'b | | I
. = C - — — — g c i

1
(5 + Cb, 1:| = I2c+3-
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Minden egyes intervallumhoz egy-egy ladaosztalyt rendeliink hozza, amelye-
ket rendre B;-vel (j = 1,...2c+ 3) jeloliink. Egy B lada a B; lddaosztalyba kertil,
ha a megnyitdsakor a benne elhelyezett els6 elem mérete az I; intervallumba esik.
Ha B € Bj, c+3 < j <2c+2,akkor a B ldda az algoritmus futédsa alatt dtkertilhet
egy mdsik ladaosztélyba is. Az dtsorolds akkor torténik meg, ha B ezen lddaoszta-
lyok egyikének, mondjuk B;-nek (aktudlis) utolsé ldddja, és olyan lépés hajtodik
végre, amelynek sordn a lista éppen feldolgozas alatt 1év6 kis elemét belerakjuk
B-be, vagy ha kordbban sajt osztalyaba elpakolt kis elemet pakolunk 4t B-be, és
erre az Uj B-re mar szint(B) ¢ I,.

Ennek az a kovetkezménye, hogy egy lista elpakoldsa sordn a felhasznalt 1adak
szama dinamikusan véltozhat: ldddkat nyithatunk meg, és ladak iiresedhetnek
meg. Fontos, hogy A(L) szdmitdsakor csak azokat a ladakat tekintjiik megnyitott-
nak, amelyek nem tiresek.

Két lddaosztalyt, Bj-t és Bi-t (1 < j < c+2ésc+ 3 <[ < 2c+ 3) komple-
menseknek neveziink, ha az osztdlyokhoz rendelt /; és I; intervallumok tetsz6leges
elemeinek 0sszege nem nagyobb, mint 1. Egy B; lddaosztidly komplemenseinek
halmazat C(B;)-vel jeloljik (1 < i < 2¢ + 3). Vegytik észre, hogy C(B.42) = 0 és
C(Baey3) = 0, valamint hogy egy B; (1 < j < ¢ + 1) ladaosztaly legkisebb indext
komplemense B3, legnagyobb indexti B}, ahol I* = min{2c+ 2,2c+4 — j}. Ha-
sonldéan egy B; (¢ + 3 < | < 2c + 2) lddaosztély legnagyobb indexti komplemense
Bacta—1, legkisebb indexti B .

A kovetkez6kben véazlatosan ismertetjiik algoritmusunkat: a HFR-c alapvet6-
en a ,Harmonic Fit" (HF) tipusu algoritmusoknal alkalmazott szabdly szerint [87]
pakolja el minden osztdly elemeit. Az egy osztdlyba esd elemeken beliil ez , Next
Fit" (NF) szabaly szerinti pakolast jelent. Ez konkrétan azt jelenti, hogy ha az ér-
kez6 elem méretére x € I; teljesiil, és az utoljara megnyitott B;-beli B ladara
szint(B)+x < 1, akkor z-et elpakoljuk B-be. Kiilonben nyitunk egy Gj B; osztaly-
beli ladéat, és z-et ebben a laddban helyezziik el. Fontos, hogy a fenti, HF eljarasnal
alkalmazott szabdlytdl annyiban tériink el, hogy az Gj lada megnyitdsakor nem za-
runk be ladat az adott osztdlyban, tehat azok tartalma késébb is hozzaférhetd lesz.
Mivel az algoritmusunk alapvetéen Harmonic Fit tipust szabalyt alkalmaz, bar
osztépontjaink nem a [0, 1] intervallum harmonikus, hanem ekvidisztans beoszta-
sdbol szdrmaznak. (Mivel az irodalomban ettdl fiiggetleniil az ilyen tipust méd-
szereket Harmonic Fit tipustaknak nevezik, ezért ez is Harmonic Fit tipustinak
nevezhet6 — amely ugyan dtpakoldst haszndl.)

A HF szabdly alkalmazasaval minden olyan ladat, amely a B;, i < c + 2, lada-
osztalyokba esik — legfeljebb az osztalyok utoljara megnyitott 1ad4itol eltekintve —
és a By.y3 ladaosztalyok ladait is biztos, hogy legaldbb 1/2 + cb szintig telepakol-
juk. Igy, ha a lista nem tartalmazna mas intervallumbél elemeket, akkor a célként
kittizott aszimptotikus versenyképességi hanyadost mér el is érnénk. Mivel azon-
bana B..3, ..., Bacto 0sztdlyba tartozé laddkba a HF szabdly egyetlen nagy elemet
helyez, igy ezek a 1dddk nem érik el a kivant szintet. Ezért ezekre a ladédkra finomi-
tanunk kell az algoritmust: ha a lista elemeinek méretei ezt lehet6vé teszik, akkor
gondoskodnunk kell arrél, hogy ezek is fel legyenek toltve a megfeleld szintig. Két
esetben tériink el a HF szabalytol.
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4. Algoritmus: HFR-c algoritmus

1. while van még elem az L listdban do
2. input a listdban kovetkez6 z;
3. ifrel,c+2<I[<2c+3then
4. rnp — By;
5. if v ¢ Ireysandx ¢ 1., then
6. call Atpakolés(l, 2c+3-1);
7. endif;
8. endif;
9. elseif x € I;, hogy 1 < j <2c+ 1 then
10. call Feltoltés(x);
11. endelse;

12. endwhile;

e 1. szabaly (Feltdltés): Ha egy olyan = € I; kis elem érkezik, amelyre
1 < j < c+1 teljesiil, akkor megvizsgaljuk a B; komplemens osztédlyait
indexeik szerint novekvd sorrendben oly médon, hogy az els6 nem iires
B, osztaly esetében annak utoljdra megnyitott B ladéjaba elhelyezziik x-
et. Az viladgos, hogy « elpakoldsa el6tt szint(B) € I;. Ha az elpakolas utan
szint(B) + « ¢ I;, akkor B-t atsoroljuk abba a B; ladaosztalyba, amelyre
szint(B) +z € 1.

Ha a komplemensek mindegyike iires, akkor a kis elemet sajat lddaoszta-
lyaba (B, -be) helyezziik el az NF szabdly hasznélataval.

e 2. szabily (Atpakolas): Ha egy olyan nagy elem érkezik, amelyre = € I;, ahol
c+ 3 <1 < 2c+ 2 teljesiil, akkor az elem elpakolasahoz el6szor nyitunk egy
B, osztalybeli nagy 1ddat, és abba elpakoljuk z-et. Ezutan indexeik szerint
csokkend sorrendben megvizsgaljuk, hogy van-e olyan B; € C(B;)-beli lada,
amely nem {ires. Ha taldlunk ilyen ladat, akkor ebbdl a 1adabdl egy elemet
(a legfels6t) dthelyeziink a nagy ladaba. Amennyiben a nagy lada szintje az
elpakolds utdn intervallumot valt, akkor a Feltoltési szabalyban leirtakhoz
hasonléan jarunk el. Figyelniink kell arra, hogy ebben az esetben az a lada,
amely a kis elemet tartalmazta, kiiiriilhet.

Az algoritmus és a két fenti szabaly pontos leirdsdt a megadott pszeudokdédok
tartalmazzdk. A leirds sordn az xyr — By, illetve z — B, jelolést hasznéljuk ak-
kor, ha az aktudlis targyat a Next Fit szaballyal pakoljuk el a B; ladaosztalyba,
illetve ha berakjuk a B; ladaosztaly utols¢ ladajaba. Hasonléan, a B — B; jelolést
hasznaljuk annak roviditésére, hogy a B 1adat atsoroljuk a B; ladaosztalyba.

Fontos megjegyezni, hogy mindkét szabalyban tjabb atpakolassal is megpro-
bélkozunk abban az esetben, ha egy B;-beli (¢ + 3 <[ < 2c¢ 4 2) ldda osztalyt valt,
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5. Algoritmus: Procedure Feltoltés(z)

1. j := annak az osztdlynak az indexe, melyre z € [;;
2. " := min{2c+4—j, 2c+2}; (B; legnagyobb indexti komplemensének indexe)
3.dol=c+3tol"
4. if B, # () then
5. T — Bl;
6. if szint(B) € I, p # | then
7. B — B,;
8. if p < 2c+ 3 then
9. call Atpakolés(p,Qc +4—p);
10. endif;
11. endif;
12. return; (nincs osztalyvaltas vagy Atpakoldsbdl tértiink vissza)
13. endif;
14. enddo;

15. * —nF B, osztaly ladajdba; (nem taldltunk komplemenst)

6. Algoritmus: Procedure Atpakolés(l . 7)

Megjegyzés: Az eljards megprobdl atpakolni egy kis elemet egy C(B;) osztalybeli
ladabdl B, utols6 laddjaba (I > ¢+ 3). A j paraméter adja meg azt, hogy a C(55)
melyik elemétdl kell kezdeni a keresést.

.dot=jtol
if B, # () then
x € B € B, — B;; (B a B, utols6 laddja, x ennek legfelsd eleme);
if szint(B) € I, 1+ 1 < s <2c+ 3 then
B — By;
if s <2c+ 3 then
call Atpakolés(p, s);
endif;
endif;
10. endif;
11. enddo;

O PN U WN
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és az Gj ladaosztély nem By, 3. Ez a 2. szabalyt pontosité Atpakolas eljardsban 6n-
magdanak a rekurziv hivéasat jelenti.

A kovetkez6 hdrom 4llitas az algoritmus bonyolultsdgédnak vizsgalatdhoz nyujt
segitséget.

13. Lemma. A HFR-c algoritmus véges.

BIZONYITAS. A f6program pontosan n-szer fut le és a Feltoltés eljaras listaelemen-
ként legfeljebb egyszer hajtédik végre.

A féprogrambél vagy a Feltoltés eljarasbol hivott Atpakolds eljaras ugyan
rekurzivan meghivhatja 6nmagét, de a rekurziv hivas csak akkor kovetkezik be,
ha az aktudalisan hasznalt lada szintje intervallumot vélt, de nem haladja meg az
5 + ¢b szintet. Ennek kovetkezménye, hogy egy Atpakolas eljaras elsg paraméte-
rének, [-nek az értéke — amely a nagy lada magassdgdnak intervallumaét jelzi — a
rekurziéban egymast kovetd Atpakolés eljarasok sordn szigortian monoton né. A
rekurziét indité Atpakolas eljdrdsban I > ¢ + 3, az utolsénak hivottban legfeljebb
2c + 2. Ezért a rekurziv hivdsok szdma listalemenként legfeljebb ¢ — 1, ami adja,
hogy az Atpakolas eljaras legfeljebb c-szer hivédik meg listaelemenként.

Mivel az Atpakolds eljaras listaclemenként csak a féprogram és a Feltoltés
eljarasok legfeljebb egyikébdl hivodik meg, igy allitasunk bizonyitott. O

A bizonyitasbol kozvetlentil adodik:

2. Kovetkezmény. Ha c egy rogzitett, pozitiv egész szdm, akkor a HFR-c algoritmus
legfeljebb c elemet pakol dt lépésenként.

14. Lemma. A HFR-c algoritmus futdsa sordn a lddaosztdlyok tartalmdnak vizsgdlata
(B; # () 0sszehasonlitds) dsszesen legfeljebb (2¢ + 1)n-szer torténik meg.

BIZONYITAS. Azt fogjuk belatni, hogy listalemenként legfeljebb 2c+1-szer torténik
meg az allitdsban emlitett 6sszehasonlitas.

A féprogramban nincs, a Feltoltés eljarasban egy listaelem elhelyezésekor
legfeljebb c-szer torténhet ilyen vizsgélat.

A féprogrambdl vagy a Feltoltés eljarasbol hivott Atpakolés eljaras els6 para-
métere, [, masodik paramétere 2c +4 — 1. | = ¢+ 2 + ¢ alakt, ahol 1 < i < c. A
2¢ + 4 — [-nél nem nagyobb indext lddaosztalyok szdma ¢ + 2 — i. Az Atpakolas
eljarasok egymast kovetd rekurziv hivasai sordn a masodik paraméterek alkotta
sorozat — nem szigoru értelemben ugyan, de — monoton csokkend sorozatot alkot.
Mivel egy adott listaelem elhelyezésekor az Atpakolas eljaras legfeljebb ¢ + 1 — i-
szer hivodik (beleértve a rekurziv hivasokat is), igy — multiplicitdsokkal szdmolva
— ezekben Osszesen legfeljebb (¢ +2 — 1) + (c+ 1 —1) = 2c+ 3 — 2¢ szdmu kérdéses
vizsgélat torténik.

Ha az adott listaelemre az els6 Atpakolas eljarashivas Feltoltés eljarasbol tor-
tént, akkor ¢« > 2 (hiszen ott a nagy ldda ekkor osztalyt is kellett, hogy valtson), és
a Feltoltés eljarasban is pluszban legfeljebb i — 1 darab ilyen vizsgélat volt. Ebben
az esetben Osszesen tehat legfeljebb 2c +- 2 — i, azaz legfeljebb 2c darab vizsgalat.
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Ha az Atpakolds a féprogrambél hivédott, akkor a f6programban egyetlen kér-
déses Osszehasonlitds sem tortént, ebben az esetben i > 1, igy a kérdéses vizsgéla-
tok szdma ekkor 0sszesen legfeljebb 2c + 1. O

A harom 4llitds kovetkezményeként kimondhaté az aldbbi tétel:

3. Tétel. A HFR-c algoritmus id6bonyolultsiga mind az input elemek mind az dtpakol-
haté elemek szdmdban linedris, pontosan T(HFR-c) = O(cn).

A HFR-c algoritmus aszimptotikus versenyképessége

A HFR-c algoritmus AVK-janak vizsgélatakor két esetet kiilonboztetiink meg attol
fiiggben, hogy az algoritmusnak egy konkrét inputon, egy L listan val6 lefuttatdsa
utan

o A:aB.s,...,Byys lddaosztilyok mindegyike iires, vagy

e B.:a B.ys, ..., Bayo ladaosztalyok valamelyike nem fires.
Az A. esetre a kdovetkezd allitds mondhato ki:

15. Lemma. Ha egy L listainputon a HFR-c algoritmus ledlldsakor a B.ioyi, © €
{1,...c} lddaosztilyok mindegyike iires, akkor HFR-c(L) < ﬁ OPT(L)+ (c+2).
2

BIZONYITAS. Ebben az esetben minden lada legaldbb 1 + cb szintig tele van, a csak
kis elemeket tartalmazé ladaosztalyok (B, ..., B.i2) legfeljebb 1 — 1 1ad4jatol el-
tekintve. Az ilyen ladaosztalyok szdma pedig maximum c + 2. Ebb8l a Lemma
allitdsa azonnal kovetkezik. O

A B. eset vizsgdlatdhoz az irodalombdl j6l ismert eszkodzt, az igynevezett stly-
fiuggvény-technikat alkalmazzuk (lasd pl. [18, 108]). A sulyfiiggvény definidlasa-
kor az algoritmus AVK-janak elemzésében a kovetkez6 4llitds fontos szerepet fog
jatszani.

16. Lemma. Haa B0y, @ € {1,...c} legaldbb egyike nem iires, és i* a legkisebb ilyen
tulajdonsdgi index, akkor a B, o1~ 0sszes komplemens osztdlya iires, kivéve B -et.

BIZONYITAS. A bizonyitds indirekt médon torténhet. Tegyiik fel, hogy B oj«-
nak valamely komplemens osztdlya nem iires, és az nem a B; osztaly. Legyen z a
legnagyobb indexfi ilyen osztaly utols6 nemiires ladajanak legfelsd eleme. Mivel
B.i24:+ nem iires, igy tartalmaz legaldbb egy nemiires ladat. Legyen ez B.

Két eset lehetséges. Vagy az = érkezett hamarabb, mint ahogy B-be utoljara
elemet pakoltunk (azaz B ezen forméjanak kialakuldsa, B tartalma utols6 valto-
zasdnak iddpillanata el6tt), vagy forditva.

o Az elsd esetben az algoritmus rdpakolta volna a kis elemet egy nagy ladara,
hiszen akkor volt legalabb egy, a feltételeknek megfelel nagy lada.
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e A masodik esetben a széban forgd nagy, B..4--beli ladara kertilt volna at-
pakolasra egy kis elem, hiszen volt legaldbb egy atpakolhat6 kis elem akkor.

Mindkét eset ellentmondéshoz vezet. O

Legyen by ={z € I, |2 < (i* —1)b} és I, = {x € I, | x > (i* — 1)b}, ahol i*
a 16. lemmabeli egész érték. A B. eset elemzésében haszndlt sulyfiiggvény pontos
definicidja a kovetkezo:

( ﬁx, re{lLUly},
P21y, € {hoUlU.. . Ulys s},
L we{lsi- U...UILo},
1- LG+ —Db—2), v€{lysU...Ulpipp} (=0, ha i* = 1),
1, ze{lori-U...Ulyi3}.

=

\

A HFR-c algoritmus aszimptotikus versenyképességének meghatarozasdhoz
kimondunk néhany tovabbi lemmat.

17. Lemma. Ha az algoritmus lefutdsa utdn van legaldbb egy olyan i index, i €
{1,...,¢c}, hogy a B.ioy; osztily tartalmaz legaldbb egy nemiires ldddt, és ¢ + 2 + i*
a legkisebb ilyen index, akkor létezik egy olyan 0 < M, < oo konstans, hogy barmely L
listdra w(L) =Y, ., w(x) > A(L) — M.

BIZONYITAS. Azt fogjuk belatni, hogy — ladaosztalyonként legfeljebb egy-egy 14-
datol eltekintve — minden laddban a benne 1év) elemekhez rendelt stilyok 6sszege
legalabb 1. (Egy B lada w(B) stlya alatt pontosan ezt, a benne elhelyezett ele-
mekhez rendelt sulyok dsszegét értjiik.)

o A B; osztaly ladai, legfeljebb 1 kivételtdl eltekintve legaldbb 1 —b szintig tele
vannak. Itt minden elem stlya a méretének 11;-szerese, igy a legfeljebb egy
ladatol eltekintve minden ldda stlya legaldbb 1.

e A B, osztdly fires.

o A Bs, ..., B, osztélyok koziil amelyek nem {iresek, azok ldddi — osztdlyon-
ként legfeljebb 1—1 kivételtdl eltekintve — pontosan két elemet tartalmaznak,
mindkett sulya 3, igy a ldda stlya pontosan 1.

o A Beyotis, ..., Bacys osztalyok 1dddi — kivétel nélkiil — pontosan egy ,nagy
elemet" tartalmaznak. Legyen B egy ilyen ldda, és legyen x a benne 1év$
nagy elem. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha « > 1 + (¢* — 1)b, akkor ennek
stlya 6énmagaban 1, igy w(B) > 1. Ha = € (3,3 + (i* — 1)b], akkor mivel
szint(B) > 3 + (i* — 1)b, igy a ldda tartalmaz legalabb 3 + (i* — 1)b — x Ossz-
mennyiségli kis elemet, amelyek dsszstlya legaldbb 1 - (3 + (i* — 1)b — z),
igy w(B) > 1 ekkor is. Azaz, mindkét esetben, minden lada 6sszstilya lega-
1abb 1 (kivétel nélkiil).
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Figyelembe véve, hogy a kivétel 1dddk szdma az 6sszes — nemiires — lddaosz-
talyban legfeljebb ¢ + 1, igy az M, = c + 1 konstanssal a lemma 4llitasa teljestil.
|

18. Lemma. Ha az algoritmus lefutdsa utdn létezik legaldbb egy olyan i index, i €
{1,...,¢c}, hogy a B.ioy; osztdly tartalmaz legaldbb egy, nemiires ldddt, akkor minden
olyan S elemhalmazra, melyre |S| := er s« < 1, a kivetkezd teljesiil:

3 b
w(S) = Zw(w) < 5 + =0

€S

B1ZONYITAS. A kulcs ennek a résznek a bizonyitdsahoz is a 16. Lemma.

Ha az S halmaz csak kis elemet tartalmaz, akkor a stlyfiiggvény definici¢jabol
lathat6, hogy minden S-beli z elemnek a sulya, w(z) < 3z. Ebbdl kivetkezen
ekkor w(S) < 3.

Ha az S tartalmaz egy 3 + cb-nél nagyobb elemet, legyen ez z;, akkor a
halmazbeli tobbi elem Osszmérete kisebb, mint 2 — cb. Mivel w(z;) = 1 és egy
1 — cb-nél kisebb z elem sulya, w(z) < 5z, igy

w(S)::Zw(x)§1+ Z 1ibx§1+%(%—cb) —

zeS zE€S,x#x1

1 /1 1, 1 3 (c—3)b 3 b 3
S T S e At S 1 <2 _Z <2
1+1—b<2 SRRk Cb) 57 1-b "2 21-b) "2

Allitasunkat mér csak arra az esetre kell bizonyitani, amikor az S halmaz
tartalmaz egy (3,3 + cb] intervallumbeli nagy elemet. Ekkor pontosan egy z; ele-
met tartalmaz onnan, és az S halmaz csak kis elemeket tartalmazhat x; -en kiviil.

Feltételiink szerint ekkor létezik olyan i pozitiv egész (1 < i < c¢), hogy
21 € Ioqo4. v mérete alapjan két esetet kiilonboztetiink meg.

a) Az elsb eset, amikor x; > % + (i* — 1)b, azaz i > i*. Az S-beli masodik leg-
nagyobb elem z, mérete alapjan szintén két tovabbi lehet6ségiink van.

— Az els6 lehet6ség, hogy 2, nemelemeaz I;, j € {c+3—4,...,c+ 2} inter-
vallumok egyikének sem, azaz a maradék z,-t6] kiilonb6z6 S-beli elemek az
I;, j € {1,...,c+ 2 — i} intervallumba esnek. Az ilyen kis x elemek stlya,
w(z) < Lz, igy ekkor

1 1
w(S) =D w(e) =wlwm)+ Y wle) 14— 5=
zeS TES,x#£x1
1 3—-2b 3 b
=14+ —

2o 2-2v 2 2—0)

— A maésodik lehetéség az, hogy =, az I;, j € {¢+3 —14,...,c+ 2} inter-
vallumok valamelyikébe esik. Ez az intervallum azonban kizarélag az I..3_;
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intervallum lehet, mert ezek koziil bArmely maés intervallumbeli elem mé-
retéhez hozzdadva z;-et 1-nél nagyobb értéket kapnank. Viszont ekkor S
x1-en és xo-n kiviili elemeinek dsszmérete legfeljebb 1 — 2y — 25 <1 — (% +
(i—1)b) — (5 — ib) = b lehet. (Ez egyben azt is jelenti, hogy ekkor az S halmaz
z1-en és zy-n kiviil legfeljebb csak az I; intervallum elemeit tartalmazhatja.)

Igy

w(S) = Zw(x) = w(x)+w(xe)+ Z w(x) < 1+1+L = §+—.

zeS TES,xF#x1,xF£ T2 1-b 2 1-0

b) A masodik eset az, amikor x; < % + (i* — 1)b, azaz =1 € I.i24;, ahol
1 <4 < 4*. Az S-beli masodik legnagyobb elem, z; mérete alapjan szintén
két lehet6ségiink van.

—Ha x, > § —i*b, akkor w(z2) = 3, és S-ben az dsszes tobbi (z-t6l és z5-t6l
kilonboz6) = elem dsszmérete legfeljebb T <1—21—a29 <
l—z— (3 —i") =2 +i"b— 1.

€S, x#x1,2#22

Igy
w(S) = Zw ) =w(x1) +w(xs) + Z w(z) <
€S €S, x#x1,xF#x2
1 1 1 1 1

< - - ok o - ¥ —
< 1 T3 (2—{—(2 1)b :)31>+ +1—b< + 1" x1>
_ 3, b
2 1=

— A masik lehetSség, hogy 1 < 1 + (i* — 1)b, de x5 < § — i*b. Ebben az eset-

ben S barmely z,-t6] kiilonbdz6 = elemére (-t is beleértve) w(z) < 5

teljesiil. Igy az a) eset elsé d4gdhoz hasonlé médon w(S) < 3 + 2(1—1’_17) 0

Most tériink vissza egy tetszleges c-hez tartozé b = b, megvdlasztasi modja-
nak definidldsara. A 15. lemmabeli egyenl6tlenség jobb oldaldn szerepld szorzo-
tényez6t egyenlévé téve a 18. lemmabeli egyenl6tlenség jobb oldalaval, a b.-t
valasszuk tgy, hogy

2 3 b
T+2h, 2 1-b,

teljestiljon, és a b. € (O, é] feltétel szintén. Konnyen ellendrizhet, hogy a fenti
masodfoku egyenlet ekvivalens a 2cb? — (6¢ + 3)b. + 1 = 0 egyenlettel, melynek
van a megkivant intervallumba es6 gyoke, és pontosan egy ilyen van. A 10. tabla-
zat mutat néhany kiilonboz6 c-hez tartozoé b. értéket.

A fentiek alapjan a kovetkezd tétel mondhat6 ki:

4. Tétel. Bdrmely pozitiv, de rogzitett ¢ > 1 egész esetén AVK(HFR-c) < 3 + - bc . Ha
¢ tart végtelenbe, akkor AVK(HFR-c) tart -hez.
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10. tabldzat. Néhdany kiilonb6z6 c-hez tartozé b, értékek, és az ezen c-khez tar-
toz6 AVK(HFR — c)-re nyert alsé és fels6 korlatok, valamint ezek kiilonbsége
(valamennyi érték az els6 hat tizedesjegyig kiirva).

| ¢ | b. | Als6 korlat | Felst korlat | Eltérés |
1 10,113999 | 1,601704 1, 628666 0,026962
2 10,067895 | 1,564496 1,572841 0,008345
3 | 0,048285 1,546743 1,550734 0,003991
4 10,037452 1, 536580 1, 538909 0,002329
5 | 0,030586 1, 530026 1,531551 0,001524
6 | 0,025846 | 1,525457 1,526532 0,001074
7 10,022378 | 1,522092 1, 522890 0,000797
8 10,019729 | 1,519511 1, 520127 0,000615
9 |0,017642 | 1,517469 1,517958 0,000489
10 | 0,015953 1,515813 1,516212 0, 000398
11 | 0,014560 1,514444 1,514775 0, 000330
12 | 0,013390 1,513293 1,513572 0,000278
17 1 0,009553 | 1,509505 1, 509645 0,000140
34 | 0,004838 | 1,504826 1, 504862 0, 000056
42 1 0,003926 | 1,503918 1,503942 0,000024
56 | 0,002952 1, 502961 1,502947 0,000013
84 | 0,001973 1,501971 1,501977 0, 000006
167 | 0,000995 1,500994 1, 500996 0, 000001

BIZONYITAS. A 15. Lemmaval belattuk, hogy az A. esetbeli minden L listara léte-
zik olyan M, (= c + 2) konstans, hogy HFR-c(L) < 1+2 Toa OPT(L) + M.

A B. esetben minden L listara a 18. Lemma miatt a lista w(L) salydra, amely a
benne elhelyezett elemek stilyainak 6sszegeként definialt, a kovetkez6 teljestil:

=Y w)= Y D w > w(B)g@ 1fb)opT()

zel BEOPT(L) z€B BeOPT(L)

Ugyanakkor a 17. Lemmabdl ad6dik, hogy a B. esetbeli L listakra létezik olyan
M, konstans, hogy HFR-c(L) < w(L) + M,, amibél azt kapjuk, hogy HFR-c(L) <
) - OPT(L) + My,

Az M := max{M, My} = c + 2 vélasztdssal adoédik, hogy barmely L listara
HFR-c(L) < (max{} + 1%, 525 }) - OPT( )+ M.

Viszont b.-t tgy konstrualtuk, hogy - +20b =34+ 2 b :
lasztdsa miatt, és mert b. € (0, &-], a tétel allitasa b1zony1tott O

A most kovetkez6 tételben megadjuk a legjobb alsé korldtokat, amelyeket al-
goritmussorozatunkra bizonyitani tudtunk.
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5. Tétel. Bdrmely rogzitett c € Nt esetén

1—2b 3 b
AVK(HFR-c) > — ¢ . (2 < )
(HER0) 2 7.2 (2+1—bc)
BIZONYITAS. Minden ¢t € N7 -ra konstrudlunk egy N = 4n + 8t — 3 elemszdmu L
listat, ahol n = 2t([5-] — 1).
Alljon L négy (rész)lista konkatendcitjdbol, azaz legyen L = LyL,L3L,, ahol

Ly = (L11L12Ly13)*, ahol a kitevé a konkatenalt részlistak ismétlésszamat jelenti, és
Lqy: L—J —1 darab egyenld, b, — 2¢, méretli elem,

Liy: 1 darab 1 — be — 5 (be — 2¢) méretii elem,

Ly3: 3 darab ¢ méretii elem, ahol

{bc 1 2bct+%—t}
€ < min .

n’ 6t+n—3" n

Ly: n — 3 darab ¢ méretfi elem,
Ls: n darab £ — b. + £ méreti elem, és
Ly: n darab £ + ¢ méretti elem.

A HFR-c algoritmus tgy miikddik ezen az inputon, hogy L elemeit a Next
Fit szabdly szerint egy-egy Bi-beli ldddba pakolja. Ezek magassdga pontosan
1— b, + 3¢, 1gy a kovetkezd Lt (azaz Li;) elsé eleme mar nem fér bele. fgy nyitnia
kell egy 1j ladat. Ezért L, elememek NF szabaly szerinti elpakoldsahoz az algorit-
mus 2t = n/ |75 ch darab ladét hasznal fel.

Ezutan L, elemeit, mivel azok is I;-b8l valdk, az algoritmusnak B, -be kell pa-
kolnia. Mivel az utols6 B;-beli lada magassaga 1 — b. + 3¢, igy Lo Osszes eleme az
¢ méretiik definiciéja miatt befér az utols6, L, érkezésekor létrehozott ladaba. Igy
az algoritmus bepakolja ebbe az NF szabély szerint.

Ezt kovetben az algoritmus elpakolja L; elemeit NF szaballyal B.,-be, n/2
darab ladat felhasznalva.

Végiil, L, minden elemének érkezésekor az algoritmus nyit egy Gj ladat B, 3-
ban, belepakolja az elemet, majd atpakol B; utoljdra megnyitott l4dajabol egy e
méret(i elemet ebbe a lddéba. Igy ez Gjabb n darab l4dat jelent.

A HFR-c algoritmus tehat dsszesen

n n 3 b
i} _ Ja " < _
HFR-¢(L) n+2+L1gbCJ _n( +1—b>

ladat hasznal fel az L lista elpakolasakor.
Masrészt, mivel az elemek 0sszmérete

n+2t<1—bc—%(b—2s)>—I—(6t+n—3)5§n—|—2tb—l—1,

igy azt kapjuk, hogy
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nb b (1-0)?
PT(L) < 1< 1< 1 1=
OPT(L) n+L%J—1+ _n+b + n<+1_2b)+ nT oy T
Ezért
(§ L) 3 + b
AVK(HFR-c) = lim (f g = lim e =
TNy L T g
1—-2b
1o b (1—10)?
amivel a tétel 4llitasa bizonyltott. O

3. Kovetkezmény. Bdrmely rogzitett c € N*-ra

3 be 1—2b. 3 be
- < AV -c) < = )
(2+1—bc> <(1—bc)2) < AVK(HFR c)_2+1—bc

A 10. tdblazat mutatja a legfontosabb, kiilonb6z6 c-khez tartozé b., valamint
az AVK(HFR-c)-re kapott fels6- és als6 korlat értékeket. Habar az eltérés az alta-
lunk bizonyitott alsé és fels6 korlat értékek kozott kicsi, mar ¢ = 1-re is, elméleti
szempontbdl mégis érdekes, hogy kiilonbségiik csokkentheté-e, azaz javithaté-e
valamelyik érték.

4.5. A fejezet 0sszegzése

Ebben a fejezetben a klasszikus on-line ladapakoldsi feladat minden lépésében leg-
feljebb ¢ darab (c tetszdleges, rogzitett konstans) elem atpakoldsat megengedd un.
c-atpakoldsos szemi-on-line ladapakolasi feladatot vizsgalva el6szor az Ivkovic és
Lloyd altal 1996-ban adott als6 korlatot javitottuk meg. Konstrukciénk egy nem-
linedris optimalizalasi problémdhoz vezetett, amelynek megoldasat atalakitdasok
utdn megadtuk. Modelliink als6 korldtjdgnak megadasdhoz a Lambert-féle W fiigg-
vény tulajdonsdgait hasznaltuk fel. Az als6 korlét érvényes a teljesen dinamikus
ladapakoldsi feladat c-dtpakoldsos véltozatdra is, valamint minden d dimenzi6-
ban (d > 2).

A 4.3. alfejezetben modelliink vizsgélatdval arra a specidlis esetre adtunk al-
sO korlatokat, amikor a kiilonb6z6 elemméretek szama egy elére adott p (p > 2,
egész) szammal korlatozott feliilr6l. Az adéd6 nemlineéris optimalizélési problé-
mat globalis optimalizédldsi technikdval oldottuk meg, egy megbizhat6, interval-
lum-matematikan alapulé médszerrel meghatdrozva ennek konkrét, specidlis ese-
teinek megoldésait. Ezzel megvélaszoltunk egy, Gutin, Jensen és Yeo 2005-6s koz-
leményében felvetett kérdést: a 2-batched ladapakolési feladat szintén legteljebb p
kiilonboz6 elemmeéretet megengedd esetére javitva a p > 3 esetekben az 4ltaluk
megadott alsé korlatokat és igy bizonyitva, hogy azok nem optimalisak. (Megje-
gyezziik, hogy az altalunk megadott als6 korlat értékek ezen feladat akar c-at-
pakolasos akar atpakolds nélkiili valtozatdban is érvényesek.) A konkrét p-khez
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(p > 2) a konstrukci6é mtikodik, és a megadott als6 korldtok is érvényesek a masik
két targyalt c-atpakoldsos szemi-on-line ladapakolasi feladatra is.

A 4.2. és a43. alfejezetben adott és elemzett als6 korlat konstrukci6 és az ad6-
do6 feladat megoldasa egy szép kapcsolatot mutat az eredeti diszkrét optimalizalasi
feladat, és a folytonos globalis optimalizalas kozott. Megjegyezziik tovdbba, hogy
konstrukcionk korabbi als6 korlat konstrukcidkat altalanosit.

A 4.4. alfejezetben egy algoritmussorozatot adtunk meg, minden pozitiv egész
c értékre egy HFR-c nevii algoritmust. Bizonyitottuk (4. Tétel), hogy a HFR-c algo-
ritmusok aszimptotikus versenyképességi hanyadosaibdl képzett sorozat 1, 5-hez
tart, ha c tart a végtelenbe. Két konkrét esetet érdemes kiemelni ezek koziil: a ¢ = 2
és a c = 4 eseteket. A ¢ = 2 esetben a HFR-2 algoritmus aszimptotikus verseny-
képességi hanyadosa kisebb, vagy egyenld, mint 1,5728..., ami a Harmonic++
nevfi, legjobb ismert on-line algoritmusra Seiden é&ltal bizonyitott aszimptotikus
versenyképességi hanyados (1,58889) alatt van. Tovdabba AVK(HFR — 2) ki-
sebb, mint a Harmonic Fit tipusti on-line lddapakoldasi algoritmusokra bizonyitott
1,58333-as als6 korlat, amely érvényes a Seiden 4ltal Super Harmonic Fit tipusu-
nak nevezett algoritmusokra is. Megjegyezziik, hogy nemcsak a Harmonic++ algo-
ritmus Super Harmonic Fit tipus(i, hanem az utébbi 20 évben mindegyik ,aktudli-
san legjobb" algoritmus ilyen tipust volt. A ¢ = 1 esetre adott algoritmusunk ered-
ménye irrelevans abbdl a szempontbdl, hogy az aktudlisan legjobb on-line algorit-
mus [95] versenyképesebb. Megjegyezziik azonban, hogy a mi 1-atpakoldsos al-
goritmusunk jéval kevesebb ladaosztalyt hasznél, mint az. A ¢ = 4 esethez tartozé
HFR-4 algoritmus AVK-ja jobb van Vliet 1, 5401-es on-line algoritmusokra vonat-
koz6 als6 korlatjanal.

Szamos nyitott kérdés maradt. Ezekb&l harmat emlitiink meg. Az els6, hogy
adjunk lépésenként egy elem atpakolasat megengedd, 1,58333-ndl kisebb AVK-ju
szemi-on-line ladapakolasi algoritmust! A masodik, hogy adjunk 1épésenként 4-
nél kevesebb elem atpakoldsat megengedd, 1, 5401-nél kisebb AVK-ja algoritmust!
Tovabb4a nyitott a kis ¢ értékekre (pl. ¢ = 1,2) az als6 korlatok javitasa.

Zaré megjegyzések. A fejezetben a 4.2. alfejezet eredményei Békési J6zseffel kozos
eredmények. Ez aldl kivétel a 6. Lemma, amely Galambos Gébor, mig a 7. Lemma
alapotlete Markot Mihdly Csaba nevéhez ftiz6dik. Ez az alfejezet a SIAM Journal
on Computingban megjelenés alatt 1év6 publikaciéra épiil.

A 4.3. alfejezet Békési Jozsetfel és Markot Mihaly Csabédval k6zos eredménye-
ket, mig a 4.4. alfejezet sajat eredményeket tartalmaz. Az eredmények végsd techni-
kai megformaladsdban, leirasukban és megszovegezésében valamennyi szerzétar-
sam fontos szerepet jatszott.



Osszefoglalis

A globdlis optimalizdlas feladata egy (4ltaldban kompakt) halmazon értelmezett
(altalaban val6s értékii) fiiggvény minimumanak (vagy ami ezzel hasonléan kezel-
heté maximuménak) meghatdrozadsa. A dolgozatban mindegyik targyalt téméandl
globalis optimalizalasi médszerek alkalmazasai is targyaldsra keriiltek.

Globadlis optimizalizdlas Stiefel-sokasagokon

Az 1. fejezetben egy Stiefel-sokasdgokon adott kvadratikus optimalizélasi feladat
megoldaséra globdlis optimalizéldsi médszereket és technikakat targyaltunk.

Az n = 2, k = 2 esetben megadtuk az optimumpontokat, illetve kritériumot
adtunk az optimumpontok szamdnak végességére. A diagondlis egyiitthatomat-
rixt esetben az optimumpontok koordinatdi a {—1,0,+1} halmazbdl keriilnek ki
(kivéve azt az elfajuld esetet, amikor az dsszes lehetséges megoldés egyben opti-
malis is).

A feladatot ezutdn numerikus szempontbdl vizsgéltuk meg, intervallumos glo-
balis optimalizalasi eszkdzzel, és hagyomanyos sztochasztikus globdlis optimali-
zalassal is. A feladat megolddsa megbizhaté médon nagy szamitasigény(i, mar az
M, o, vagy az M; 3 Stiefel-sokasdgon definialt feladat megolddsa is. Az utébbi tobb
napnyi CPU-id6t jelenthet. A tapasztalati eredmények azt mutatjak, hogy a nume-
rikus nehézségek ebben az esetben a korlatozé feltételek ellenérzésében rejlenek.
Ez az oka annak, hogy a felgyorsitasi lehet6ségeket érdemes elméletileg vizsgal-
ni, akar geometriai redukciokkal akdr numerikus médszerekkel. Ehhez megfeleld
tesztfeladatok sziikségesek.

A dolgozatban a gyakorlati, szamitégépes vizsgalatok tAmogatdsdra ismert op-
timélis megoldasokkal rendelkezd tesztproblémékat javasoltunk. Ezek a numeri-
kus eszkozok tesztelésére, hatékonysdganak vizsgalatara alkalmazhatok.

A fejezet masik 6 elméleti eredményeként a lehetséges megolddsok halmaza-
nak egy érdekes megszoritasaval keletkez6 feladatot definidltuk és vizsgéltuk. Bi-
zonyitottuk, hogy ez a hozzarendelési feladattal ekvivalens feladatot ad, amely
minimumpontjainak szdma véges, bar exponencidlis k-ban.
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Az RPCRS: egy parhuzamos sztochasztikus (klaszterez6) globalis
optimalizalasi algoritmus

A globélis optimalizalds hagyomanyos determinisztikus és sztochasztikus direkt
keresdket alkalmazé algoritmusain kiviil léteznek megbizhaté intervallum-ma-
tematikan alapulé moédszerek, illetve az el6z6ek kevert (adaptiv), illetve heurisz-
tikus véltozatai is. Nagy szamitdsigényti feladatok esetén indokolt ezek parhuza-
mos valtozatainak hasznélata.

W.L. Price 1978-ban javasolt egy, az akkori szamitégépeken és PC-ken kivéalé
futdsi eredményekkel bir¢ klaszterezd sztochasztikus algoritmust, a CRS-t (Cont-
rolled Random Search). Ennek néhany véltozata ma is hasznalt, f6leg nagy szami-
tasigényti feladatokndl. Egy parhuzamos valtozata, a PCRS (Parallel CRS) — amit
Garcia és munkatdrsai adtak meg 1995-ben — hatékonyan alkalmazhat6 képfeldol-
gozasi teriiletrdl szarmazoé globalis optimalizalasi problémédk megoldasara.

A 2. fejezet a PCRS egy 1j, buffert hasznél6 véltozatanak leirdsa és elemzése.
Ezen aszinkron parhuzamos megval6sitds, az RPCRS — amint a teszteredmények
azt mutatjdk — sikeresen alkalmazhat6 olyan feladatok esetén, amelyeknél a cél-
tiggvény kiértékelése nagy szdmitasigényi.

Az RPCRS médszer lényege, hogy a szolgaprocesszorok egy buffert hasznal-
nak a kiértékelendd pontok taroldsdra, és — mint ezt numerikusan megmutattuk —
ez a stratégia azt eredményezi, hogy a szolgaprocesszorok varakozasi ideje csok-
kenthet6 (akar elimindlhat6), hiszen a kommunikéciés pluszkoltség (az ,over-
head") csokken, mivel a kommunikdcié és az effektiv szdmitds ideje dtlapolodik
az aszinkronitadsnak kdszonhetden.

Az RPCRS abban a speciélis esetben, amikor a buffer mérete 1, akkor visszaad-
ja a PCRS-t, és amikor pedig még az is teljesiil, hogy a processzorok szdma 1, akkor
pedig a CRS-t. Az RPCRS altal elért sebességnovelés ("speed up") lehetéségeinek
tanulmanyozédsara az RPCRS szekvencidlis algoritmusat — ekkor a processzorszam
1, a bufferméretre pedig nincs megkotés — azaz az RPCRS(b,1)-et is teszteltiik.

Mindkét verziéra, a pdrhuzamos RPCRS(b,p)-re, és a szekvencidlis RPCRS(b,1)-
re gépfiiggetlen implementacié adott és széles korbdl véalasztott 22 tesztfiiggvé-
nyen tesztelt: ezen beliil az el6bbi egy CRAY T3D szuperszdmitégépen, 16 pro-
Cesszorig.

Az implementacié sikerességét igazolja, hogy a CRS-sel Osszehasonlitva az
RPCRS(b,p) parhuzamos verziéval elért sebességnovelés a linearisndl is jobb (b =
16, 64). A sebességnovelés mértéke az egyprocesszoros RPCRS(b,1) implementa-
ciéval 0sszehasonlitva is majdnem lineéris, viszont ebben az esetben mar nem szu-
perlineéris.

Fazisstabilitasi problémak

Az utébbi idében nagy érdeklédés ovezi Gj (mind elméleti mind algoritmikus)
megolddsi moédszerek kifejlesztését vegyipari miiveletek tervezési és optima-
lizalasi feladataira. Ennek az utébbi évtizedben intenziven kutatott részteriilete,
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— szamos publikdciéval — a fazisstabilitds elemzésének problémaja.

Ennek szokdsos megoldasi médszere az érintésik-tavolsagi fliggvény vagy a
szabadenergia minimalizdl4dsa. Mindkett6 megbizhaté numerikus technikédkat igé-
nyel a globalis megoldds meghatarozasahoz. Lényegében ez a két megkozelités
hasznalhat6 annak igazolasara, hogy egy egyenstlyi megoldas megfelel a szabad-
energia minimumadnak; azaz kozvetleniil a szabadenergia minimalizalasa, vagy
az érintdsik-tdvolsagi fliggvény minimalizdldsa (érint8sik-kritérium). A masodik
megkozelités nagyon hatékony lehet, valodi egyenstlyi megoldéas megtalalasi esé-
lyének novelésében, mint ahogyan azt McDonald és Floudas talalta. Ok voltak az
elsdk, akik 1994-95-6s munkdikban atfogalmaztak az alapproblémat a szabadener-
gia minimalizaldséra és az érintésik-kritériumra, a fazis- és kémiai reakcidegyen-
salyt egy globalis optimalizalasi problémaként folfogva.

Mi egy 1j megkozelitést alkalmaztunk a fazisstabilitdsi probléma megolda-
sdra. Egy, Stateva és Tsvetkov altal bevezetett 4j célfiiggvény, az érint6sik-ta-
volségi fliggvény egy modositdsanak optimalizalasat hasznéltuk fel erre, és egy
hatékonynak bizonyult globélis optimalizalasi médszert vizsgaltunk.

A leglényegesebb 1épés technikankban a médositott érintésik-tdvolsagi fligg-
vény, mint célfliggvény Osszes zérushelyének meghatdrozdsa. A fiiggvény olyan,
hogy ennek zérushelyei pontosan a minimumbhelyei is egyben. Lényeges az dsszes
ilyen pont meghatarozasa, hiszen csak ebben az esetben adddik korrekt valasz a
fazis stabil, illetve nem stabil voltara. Optimalizdldsi szempontbdl ez azt jelenti,
hogy olyan modszert kell hasznalni, amely erre képes ilyen, multimodalis fligg-
vényeknél. Erre C.G.E. Boender és szerz6tarsai klaszterezd, sztochasztikus algo-
ritmusdnak a hasonld, ismert médszerek kozott legjobbnak talalt, Csendes Tibor
nevéhez f(iz6d6 implementacidjat hasznaltuk, illetve tettiik megbizhatébba bizo-
nyos beallitasi hangolasokkal.

A dolgozatban el6szor a célftiggvényt és a médszert irtuk le roviden; majd al-
kalmazott globdlis optimalizalasi eljarasunk robusztussagat és hatékonysagat de-
monstraltuk konkrét rendszerek termodinamikai stabilitds-elemzésének példajan
keresztiil; a kénhidrogén + metan rendszer illetve a nitrogén + metédn + etan rend-
szereken.

A megbizhat6sdg mértéke, azaz a sikerességi rata magas foka ttinik ki az ered-
ményekbdl. Megadtuk a nyert eredmények elemzését. Ezek mas, eltéré modszert
hasznalo szerz6k eredményeivel dsszehasonlitva ugyan kedvezének tlinnek, ex-
plicit 6sszehasonlitdst azonban nem adtunk meg, éppen a médszerek eltérd jellege
miatt.

Korlatok szemi-on-line lddapakolasi feladatokhoz

A 4. fejezetben als6 és fels6 korldtokat adtunk meg egy specidlis, tgynevezett
»szemi-on-line" lddapakolasi feladatra. Vizsgalatainkban aszimptotikus legrosz-
szabb eset vizsgalatra szoritkoztunk, a szakirodalomban szokdsos médon defini-
alt aszimptotikus legrosszabb eset hdnyadossal (= aszimptotikus versenyképességi
hanyados). A targyalt feladat annyiban tér el a klasszikus on-line, egydimenzios
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ladapakolasi feladattél, hogy minden egyes 1épésben (egy lépésnek az input lis-
ta egy 1j elemének érkezése szamit) egy eldre rogzitett ¢ konstanssal korlatozott
szdmu, kordbban elpakolt elem atpakolasa is megengedett.

A problémahoz el8szor alsé korlatot adtunk a 4.2. szakaszban. Konstruk-
ciéonk egy szép nemlinedris optimalizéldsi problémahoz vezetett. Egy, 1,3871-es
als6 korlatot kaptunk barmely ilyen tipust algoritmus aszimptotikus legrosszabb
eset hdnyadosara. Az als6 korlatot egy széls6értékfeladat megolddsan keresztiil a
Lambert-féle W fiiggvény egy értékével fejeztiik ki. Eredménytink javitja a problé-
méra az Ivkovi¢-Lloyd szerz6paros altal 1996-ban megadott 3 -os als6 korlatot. Ezt
6k az ugynevezett teljesen dinamikus ladapakolasi feladat esetére bizonyitottdk,
de konnyen atvihet6 a 1épésenként konstans szdmui elem atpakolasat megengedd
szemi-on-line esetre is. Megmutattuk, hogy az altalunk adott als6 korlat szintén ér-
vényes a teljesen dinamikus ladapakolési feladat megtfelel esetére. Bizonyitottuk,
hogy ugyanez a korlat minden d (d > 2) dimenziéban is érvényes.

Ha rogzitjiik a megengedett kiilonb6z6 elemmeéretek maximalis szdmaét, legyen
ez p, akkor a konkrét p értékekre is megoldhatjuk a problémat, globalis optima-
lizalasi eszkdzoket felhasznélva az igy nyert nemlinedris optimaliz4ldsi probléma
megoldasdra. Az ennek megolddsaval adédé alsé korldtok megvalaszolnak egy
Gutin és szerz6tarsai altal 2005-0s cikkiikben felvetett kérdést, hogy az tigyneve-
zett , batched" ladapakolasi feladatra, két batch esetén (2-BBP probléma) az altaluk
megadott korlatok p > 3 esetén optimalisak-e. Bizonyitottuk, hogy nem. A bi-
zonyitas lényege, hogy konstrukcionk éltaldnositja az altaluk alkalmazottat, mert
a mi listdinkndl alkalmazott elemméretekre nincs el6irva, hogy egy intervallum
ekvidisztans beosztdsabdl szdrmazzanak. Az itt megadott alsé korlatok szintén
érvényesek a masik két targyalt szemi-on-line ladapakolasi feladat hasonlo, leg-
feljebb p szamu kiilonb6z6 elemméretet megengedd specidlis esetére.

A 4.4. alfejezetben fels6 korlatokat adtunk a c-atpakoldsos szemi-on-line prob-
lémara, egy dimenzidban. Mig az alsé korlatok barmely, pozitiv egész c értékre
érvényesek, addig itt minden c-re egy-egy, a ¢ paraméterhez tartoz6, HFR-c nevii
algoritmus definialt. Az igy megkonstrualt algoritmussorozatban az algoritmusok
aszimptotikus versenyképessége is fiigg a ¢ értéktdl, és bizonyitottuk, hogy az
ezekbdl 4116 sorozat monoton csokkenve tart 1, 5-hez, ha c tart végtelenbe. Az al-
goritmusok koziil kiemelend&ek a ¢ = 2 és a ¢ = 4 esetre megadott algoritmusok.
A HFR-2 és HFR-4 algoritmusok az &ltalunk megadott algoritmussorozatban az
els6 olyanok, amelyek aszimptotikus versenyképessége jobb, mint az on-line al-
goritmusok aktudlisan legjobb felsd, illetve als6 korlatja. Ez azt jelenti, hogy mar
kis ¢ értékek esetén is jol ki lehet hasznalni az on-line feladat meglazitasa miatt a
rendelkezésiinkre 4ll6 plusz informaciét.



Summary

The present work contains some results in the field of applications of global
optimization and some on semi on-line bin packing. The four sections of this
dissertation can be summarized in the following.

In Section 1 a computational approach of global optimization on Stiefel-
manifolds is investigated. The optimization on Stiefel manifolds was discussed
by Rapcsédk in earlier papers. Here, some methods of global optimization are
dealt with and tested on Stiefel manifolds. The structure of the optimizer points
of a quadratic problem is studied theoretically and numerically for the lowest
interesting dimensional case, as well as the criterion for the finiteness of the
number of optimizer points. Then possible reduction tricks are examined together
with a numerical study. In the computational investigation we also focused on a
special case of the problem, namely when the coefficient matrices in the objective
function are diagonal. As the main result of the section test functions are given
with known global optimum points and their optimal function values, and a
restriction, which leads to a discretization of the problem, which results in a
problem equivalent to the well-known assignment problem.

Section 2 dealt with a stochastic global optimization algorithm, called CRS
(Controlled Random Search), which originally was devised as a sequential algo-
rithm. Our work was intended to analyze the degree of parallelism that can be int-
roduced into CRS and to propose a new refined parallel CRS algorithm (RPCRS).
As a first stage, evaluations of RPCRS were carried out by simulating parallel imp-
lementations. The degree of parallelism of RPCRS is controlled by a user given
parameter whose value must be tuned to the size of the parallel computer system.
It is shown that the greater the degree of parallelism the better the performance of
the sequential and parallel executions.

In Section 3 we applied a stochastic clustering optimization method, called
GLOBAL to phase stability analysis. This is fundamental importance in various
chemical engineering applications, such as azeotropic and three-phase distillation,
supercritical extraction, petroleum and reservoir engineering, etc. Phase stability
is often tested using the tangent plane criterion, and a practical implementation of
this criterion is to minimise the tangent plane distance function (TPDF), defined as
the vertical distance between the molar Gibbs energy surface and the tangent plane
for the given phase composition. In the present work we used a modified TPDF
and an equation of state as the thermodynamic model. We tested the efficiency
and reliability of the advocated stochastic sampling and clustering method on
some benchmark problems of the related literature, tuning some parameters of
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the original method for this. The method is user-friendly and not computationally
demanding regarding the number of function-evaluations, and CPU time.

In Section 4 new lower and upper bounds for semi-on-line bin packing
problems are given. Semi-on-line algorithms for the bin-packing problem allow,
in contrast to pure on-line algorithms, to execute one of certain types of additional
operations in each step as repacking, reordering or buffering some elements
before packing them. In 1996 Ivkovi¢ and Lloyd gave the lower bound 3 on the
asymptotic worst-case ratio for the so-called fully dynamic bin packing algorithms,
where the number of repackable items in each step is restricted by a constant. We
improved this result to about 1.3871. We presented our proof for a semi-on-line
case of the classical bin packing, but it works for fully dynamic bin packing as
well. We proved the lower bound by analyzing and solving a specific optimization
problem. The bound can be expressed exactly using Lambert’s W function. Some
lower bound results for the special case of the problem are given as well. After
this, some upper bounds is given; we defined and analyzed a "c-repacking" semi-
on-line algorithm for this semi-on-line case of the classical bin packing problem,
where in each step it is allowed to repack at most ¢ elements, for some positive
integer c. We proved that the asymptotic competitive ratio for a given c is not

larger than 2 + 1f’€bc where b, is in the interval (0, ).
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