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Bevezet ев

A geometriai vizsgálatok nagy része olyan terekre vonatkozik, 

amelyeknek dimenziója káromnál nagyobb is leket.E magasabb di­
menziós geometriák közül természetes módon az áll legközelebb 

hozzánk,amelyet a klasszikus euklideszi tér geometriájának álta­
lánosításaként nyerhetünk.
A 2- vagy 3- dimenziós euklideszi geometria "előnye”,hogy fogal­
mait ,eredményeit könnyen modellezhetjük,szemléletessé tehetjük 

a minket körülvevő fizikai térben is.így olyan képességünk fej­
lődhet ki,amely segítségünkre lehet újabb összefüggések megérté­
sekor illetve megsejtéseker.E képességet térszemléletnek szokták 

nevezni.
Hasonló képességgel magasabb dimenziós geometriákkal kapcsolat­
ban nem rendelkezünk,igy természetes igényként vetődhet fel olyan 

eljárások kidolgozása,amelyek ha áttételesen is,de képesek az 

alapvető illeszkedési illetve metrikus viszonyokat tükrözni, 

viszonyokat számunkra láthatóvá tenni,modellezni a 2- vagy 3- 

dimenziós térben.Hasonló tehát az igény,mint amelyet az ábrázoló 

geometriával kapcsolatban fogalmazkatunk meg.
E dolgozat a legegyszerűbbnek tekinthető magasabb dimenziós terek, 

az euklideszi terek geometriai viszonyait szemléltető ábrázoló 

geometriai és számitógépes módszerekkel,eljórásokkal foglalkozik, 

amelyek segítségével e terek szabályos politópjait ábrázolhatjuk.
A szabályos politópok a klasszikus euklideszi sik szabályos sok­
szögei illetve a klasszikus euklideszi tér platoni szabályos test- 

jel általánosításának tekinthetők.
Ennek megfelelően a feldolgozott anyag fő témakörei a következők: 

a magasabb dimenziós euklideszi geometria vázlatos megala­
pozása ,

- e terek szabályos politópjainak áttekintése,
- a klasszikus ábrázoló geometria néhány módszerének általá­

nosítása magasabb dimenziós alakzatok ábrázolására, 

magasabb dimenziós szabályos politópok ábrázolása, 

politópok ábrázolása személyi számitógéppel.

с e
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I. AZ E TÉR GEOMETRIÁJÁNAK ELEMEI____

1.1 Az E térтЪ

Legyen 1P ®gy нем üres halmai»amelynek elegeit pontoknak 

nevezzük,я legyen egy »-dimenziós való« euklideszi vek­
tortér.Ha Ц)-.'РхТРleképezés,akkor n-dimenziós va­
lós euklideszi térnek nevezzük az E^= struktúrát
az alábbi axiómák teljesülése esetén:

E.l. Bármely Te.T pont és bármely 'tfe. vektor
esetén létezik egy és csakis @gy olyan Q.€.1P pont,
amelyre teljesül:

E.2. Bármely G V

ц> C'Pq} + ^ CQdO = ц>
pontok esetén, érvényes:

1.2 Az érintőtér

Tekintsük most ^ 

legyen vp0: £o^x1P —í>^ 

amely Ц>0 leképzés tulajdonképpen Ц> megszorítása az {o^xlp 

halmazra.Az E.l. axiómából közvetlenül adódik,hogy 

bijekció,s igy segítségével vektortér struktúra értelmez­
hető az io'Jj xT halmazban:

egy tetszőleges,de rögzitett pontját,s
;ahol •уэ = 4>Со-^') вCOjT')b-í>>

4>o

(0,*P"> + Со ,Qj * (ofO C^CCT?") + ^„(OO.")* 4>o Соя-')összeadás:

skalárral való szorzás: % (ОЛ*') = (.ChO«*» CV^oCo'?} = i^0(os) 

skaláris szorzat: Co^• COjQ.4) = ^о(ояУ ^ ,

ahol 6.T «U élű..
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1 • 4 Párhuzamosság ég merőlegesség az Ел^,tárban

(йч* irány te re , akkor aLegyen a és
és ^-csikókat párhuz amos oknak mondjuk és &-ц. M szim­

bólummal jelöljük akkor és csakis akkor,ha ^4 -^e vagy 
ULcV
Az értelmezésből könnyen belátható,hogy a 11 reláció reflexiv
és szimmetrikus,azonban nem tranzitiv.
Ha a fentieken kivül az M-it~^-L élesebb feltétel teljesüljak­
kor a sikokat szigorúan párhuzamosaknak nevezzük és
&-*.lll^t szimbólummal jelöljük.
Látható ekkor,hogy dim{&.i^ és a ll( reláció
ekvivalencia reláció.Minden Oá x< esetén a Hl reláció ekvi­
valencia osztályokra bontja a ^ halmazt,amely osztályokatú - 

dimenziós nyaláboknak nevezünk.Speciálisan Нл osztályait szokás 

az irányainak is nevezni.
Az E-^tér bármely X„ pontjához és ^-dimenziós sikjához
található egy és csakis egy olyan 'L^ sik,hogy <kw 

£ч<. Ul és X0 G .Továbbá mindazon sik,amelyre
X, € >ßvVe W ^^t@l je sül »következik ,ha ^

Legyen a IL*. eH iránytere KX. ortogonális kiegészitő
alterét jelölje VvtU'-Kl^ ,ahol *-L^ <^t> sc.^-O^.

és 'X1 alterekre érvényes dim^M.^ 4- £\J^J =XAz X_ 

összefüggések.
■&- le. > 1_ €; \4A fentiek felhasználásával 0- 

lisaknak vagy merőlegeseknek nevezzük és X ^
lummal jelöljük akkor és csakis akkor,ha c \1_\
u^u.1^

sikokat ortogoná- 

szimbő- 

vagy

Az ortogonalitás értelmezését felhasználva igazolható,hogy 

ha &-*. X у akkor X.t -L is igaz.Igaz továbbá,hogy 

ha X s C ^u. és í 'ч. »akkor
Хл^ч. Л. ^ ^ ^ továbbá ha ^k.Jl. * ß»-vc £ dXiu^^'^.vc^-V

+ лл^ > akkor X
Ha ^aés sikokra a fentinél élesebb
teljesül»akkor а йч* »lkokat szigorúan ortogonálisaknak
vagy szigorúan merőlegeseknek mondjuk és ^4X szimbólum­
mal jelöljük.

is érvényes.«.*» iut feltétel
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Az értelmezésből következik,hogy X X<_ X^X X*.
továbbá 6Lir^~ ^Xte.\ "V- 
Az néhány illeszkedési tétele:

tér bármely X számú (A $ X < *'*■0 > M-®& ugyanazon 

(x-A) -dimenziós sikhos illeszkedő pontjaihoz illeszkedik egy 

és csakis egy (x-V) - dimenziós sik, 

legyen X* £ H 

pontosan egy érvényes:
Хл п Х^.л ~'Т> e'W5 j 
elem párhuzamos.
На X e J Х^_л ^U^SS П akkor bármely
X“ £ Нл-. X* Ш X,, ^delA. X* Г\ Xv.a-Q.^ egyértelműen meghatá­
rozott pont.

Az

Xw4 £ и ,ekkor az alábbi állitások közül
a két térelem illeszkedő, 

a két térelem metsző, ХлгХч.?$а két tér-

-v-1* >
— X^

X - félaikok az térben1.5. Távolság,szakasz,

Az Éttérben értelmezzük pontpárok távolságát az alábbi 
összefüggéssel:

dl ■■ TPxTP -.TR* , СхлО M. <A.(xY) .

ahol ХСхЧ') - II04 - Ők I £ .
zolhatók az alábbi alapvető tulajdonságok:

1. Bármely X^^'V esetén 
dLCx-V^o els> сЯСх'Л-о <s=*> k=v.

2. Bármely ХЛ&ТР esetén. 
dlOkV ХСЧхУ

3. Bármely X^V/ieTP esetén 
dLCxV)S dLiK4') + dC4 ^ .

Tekintsük most "P v<3i fchP ^-p^Q.
alábbi ponthalmazt:

А X távolságfüggvényről iga-

pontpárt,я definiáljuk az

[>оЛ:в{ xl xuQVclCmY^
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A f?03 ponthalmazt T és & végpontú zárt szakasznak nevez­
zük.Ha ?д e ^ ,akkor [t>q1 c e^.
Tekintsük most az E^tér egy ^ И

ev^.C hozzá illeszkedő 0*.-<0 - dimenziós sikot
ponthalmazon értelmezzük az alábbi re-

к. - dimenziós sik­
lat,®
C*éVí.^ 'bS)\ A
lációt:

— <(ф.^ L*y3 n
Ms gmutatható, hogy a reláció olyan ekvivalencia reláció, 

amelynek pontosan két ekvivalencia osztálya van,® ©zen ek­
vivalencia osztályokat a

k, - dimenziós félsikoknak nevezzük á® 

szimbólummal jelöljük.Értelmezéséből adódóan:
•Cc ° ^u.-A ^ ~ ^

A к.» 4 esetben az egyen®® egy pontja, által generált fél­
egyeneseiről, a 

nerált féleikjairól,a 

által generált féltereiről be szélünk. aC*\J ^*r, <L£ pont­
halmazokat k. - dimenziós zárt félsikoknak nevezzük.

1.6 Konvex halmazok az Éttérben

JL4 A sikja által generált 

illetve
U.-A

<

Ы О и£*ф.*- >

esetben a sik egy egyenes® által ge- 

к*<ч, esetben az tér egy hipersikja
к.-1.

К - dimenziósnak nevezzük akkor ésAz tR c 

csakis akkor,ha létezik olyan
ponthalmazt

k- dimenziós sik,hogy 

TR , de nem létezik egyetlen olyan t-dimenziós
sik,hogy к és ÍR £ teljesül.
Az tR c ponthalmazt konvexnek nevezzük akkor és csakis
akkor,ha bármely X,Y e TR =ss> SIR teljesül.
Az értelmezésből világos,hogy a k- dimenziós sikok, Le- di­

menziós félsikok k- dimenzió® konvex halmazok (o$**S) , a 

Л - dimenzió® konvex halmazok.zárt szakaszok pedig 

A ^X \ X£ E^ > dL (ХС.^ ponthalmazt ^-dimenziós
nyitott gömbnek nevezzük,amely ^- dimenziós konvex halmaz. 
A C pontot a gömb centrumának,az számot a gömb suga­
rának nevezzük.
A ponthalmazok konvexitásának definiciójából követke zik,hogy 

tetszőleges számú konvex ponthalmaz metszete is konvex pont­
halmaz.
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lb ponthalmazhoz hozzárendelhetünk egy olyanígy bármely
АСТЕЛ ponthalmazt»amely metszete az osszer olyan konvex halmaz­

nak, amelyek tartalmazzák a. "Sb ponthalmazt .így “Tb С 

maga is konvex ponthalmaz a ACl&),sőt a legszűkebb,® ezért a
ponthalmaz konvex burkolójának nevezzük.

Legyen P GÍr^egy ponthalmaz.ValamelyT € Fi pontot az P belső 

pontjának nevezzük akkor és csakis akkor,ha létezik oly 'P cent­
rumú pozitiv sugaru gömb,hogy S P teljesül.Ha
a Q.GP nem belsőpont »akkor őt az P egy határpont járnak nevezzük. 
Az P belső pontjainak halmazát az P belsejének nevezzük ém
'3b$P^ szimbólummal jelöljük,az P határpontjainak halmazát pe- 

határának nevezzük és szimbólummal jelöl­
és ^ÍP\cY3b{pV<£ 

véges sok ponthalmaz­

áig az IP)
jük.Érvénye® nyilván ^{p^U - Pi
összefüggés .Igaz továbbá^ Pc. (j
ra,hogy 'ЗЪ { О Pcli - П^ЫРс\ .
На £^k«gy tetszőleges W- dimenziós sik, £4.4 C ^ annak ®gy
tetszőleges,ám rögzitett С<-л') - dimenziós sikja,az általa egyértel­
műen meghatározott - dimenziós nyitott illetve zárt félsikok 

ptdig Ä.i. > illetve «ifii ,akkor belsejeк. >
,továbbá fiiJL C*c*AiA minden pontja belsőés határa к*1

pont.
Az P Q E4 ponthalmazt korlátosnak nevezzük akkor és csakis 

akkor,ha létezik olyan Я. G szám,hogy bármely X3Y 6P1 esetén
teljesül, 

halmazt
&(XA

А c
kor és csakis akkor,ha TT-^

^ - dimenzió® politópnak nevezzük ak- 

korlátos ponthalmaz, továbbá "TT-^hal- 

mazelméleti metszete véges számú zárt -4,- dimenziós feltérnek,vé- 

a.imenzió® ponthalmaz.gül TT^ /W —

A TT^ definíciójából közvetlenül következik,hogy ő konvex pont­
halmaz.Mivel minden eH maga isE*. U- dimenziós euklideszi
tér,igy beszélhetünk az 
Bármely "TT^
határozza tartó

dimenziógTVK(.o<k<Apolitópjairól i®. 
U - dimenziós politóp azonban egyértelműen meg- 

^- dimenziós sikját.
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II. POLITÓPOK AZ TÉRBEN

E^politópnainak elemi tula.jdonságai2.1
Legyen tehát a\ ч.- dimenziós politóp olyan ^ -dimenziós, 

korlátos ponthalxd&z,amelyet előállíthatunk:
1T^= ОЛ-00

alakban,aholaz E^ bizonyos zárt félterei,® 

korlátossága folytán nyilván teljesül.Ha határoló
hipereikját jelöli,továbbá = ^C-O \ akkor
■ь[ттД- пть £ иУь = nu ul £s •«.="тл-®>ITW\.
Az -Cv^MCO nlT^. = “Tkw.1C-v^ O'--*)- dimenziós ponthalmazt a
TT^ politóp egy Cv-*} -dimenziós cellájának nevezzük,amely 

maga is ®gy 0^-*) - dimenziós politóp, továbbá 

Megismételve a fenti gondolatot egy cellájára azt
kapjuk,hogy ot TT^-t. O^-f)- dimenzió® cellák határolják,® 

azok maguk is (>~'0 - dimenziós politopok,amelyek mind ponto­
san egy-egy további ТГ^.Ч cellához is illeszkednek.Folytatva 

az iménti eljárást megkaphatjuk a Xvpolitópot alkot 

cellák rendszerét,ahol a 0 - dimenziós cellákat
a TT-w, csúcsainak,H- dimenziós cellákat a. Tű* éleinek,
« Rtóii

i=°

2-> - dimenziós cellákat a lapjainak nevezzük,
s TT^ is felfogható,mint önmaga egyetlen 'W _ dimenziós al­
kotó cellája,vagyis .A -dimenziós alkotó cellák Nj
számára vonatkozóan érvényes Euler tételének Poincarétól 
származó általánosítása:

JSc-O*
értelmezése alapján belátható,hogy TT^= vagyis

X. csúcsainak konvex burkolója.
Ha a 7T^ egy adott 'U csúcsából kiinduló élek középpontjai 
egy hipersikban fekszenek,akkor ©zen pontok konvex burkoló- 

ja által meghatározott K-V) - dimenziós politópot a HT0 

csúcsánál levő csucsalakzatának nevezzük.A csucsalakzat cel­
lái nyilvánvalóan TC^ 

csúcsnál levő csuc@alakza.tai.
TTo -hoz illeszkedő celláinak a 1Y0

mailto:csuc@alakza.tai


s
Eíw térben2.2 Szabályos politópok az

Az tex egyetlen pontból áll,amely egylY« politópnak is 

tekinthető,s megállapodás szerint a politópot szabályos­
nak mondjuk.Az tér egyetlen egyenes pontjaiból áll,s£TC»\
politópjai az egyenes különböző végpontú zárt szakaszai,s meg­
állapodás szerint а politópokat is azabályosnak mondjuk.
Az tér egyetlen sik pontjaiból áll, s politópjai a
zárt konvex sokszög /poligon/ tartományok.Mivel ekkor VIл- p s 
igy konvex др -szög tartománynak is nevezhetjük^^elemeitüp^^. 

Ha”irt politóp V» -számi ele izometrikus, továbbá ДР -számú csú­
csánál levő -számú belső szöge izométrikus,akkor a politópot 

szabályosnak nevezzük és szimbólummal jelöljük.Az értelme­
zésből látható,hegy szabályos Др -szög lapjai/|p>!X. ,
rögzített/ -beli koraotécia erejéig egyértelműen meghatá­
rozottak .
Az tér egy TCV, politópját a fentiek alapján induk­
tiv módon szabályosnak nevezzük akkor és csakis akkor,ha -
dimenziós alkotó cellái szabályosak és minden csúcsnál szabályos 

csucsalakzata van.Belátható ekkor,hogy ekkor minden (/^"Л -
dimenziós cellája izométrikus,hasonlóan csucsalakzatai is izo­
mé trikusak.
Ha egy TT^ szabályos politópja cellái poligonok,csucs­
alakzatai i<^\ poligonok,akkor bevezethetjük 

bólumot~TTa jelölésére .На Ец egy ~ПГц szabályos politópja cel­
lái 1уэ>^4 poliédernek,akkor csucsalakzatai poliéderek
kell,hogy.legyenek,mivel a csucsalakzatok cellái a cellák csucs­
alakzatai .

szim-

Végül általánosan egy TTi^, szabályos politópja cellái
-dimenziós szabályos politópok,akkor csucsalakzatai 

ííV>'r*->'^»v,'lS -dimenziós szabályos politópok,® ekkor
szimbólummal jelölhető.

Minden szabályos politópkoz található a l
belsejében egy olyan pont,amelyet TV** centrumának vagy kö-

7f -dimenziószéppontjának nevezünk,s amely TT^, minden TT^
cellájától azonos távolságra van
konstruálhatunk számú Gr^ koncentrikus ***
ziós gömböt,amely minden ^ -diiaenziós cellát annak cent­
rumában érint.A Cr0 gömböt TV^ körülirt gömbjének,mig a <3- 
gömböt TT^beirt gömbjének nevezzük.

.így aeg- 
-dimen-

Ц.-Л
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2.3 A SCHlll'LI - féle A függvényу «у-. •УГ-'ЛГ

Legyen E^tér egy«^-dimenziós szabályos
politopja.Jelölj© 0K a egy к -dimenziós 3TK cellájának cent­
rumát, 0ц.м pedig aTV^egy olyan СкмЗ-dimenziós TT^cellájárnak 

centrumát,amelyre TTR c. "TV*^ teljesül .Másként fogai­
dé jelöli centrumát, 0^ aTT^ egy 3Vv-«cellájának cent-ма zva

> ^4 egy bizonyos síének középpontját,végül 0«, ezen
is.Az М<\р,г_АЛ

rumát,
él egyik végpontját,amely egyben egy csúcsa

• • e

^ - dimenzió« politópot а egy ortoszkémájának vagy más el­
nevezéssel karakterisztikus szimplexének ж©vezzük.HaTR* éleinek 

hossza 2_<L ,akkor a /\ politópot az alábbi össze­
függések jellemzik:

egyenesek páronként merőlegesek egymásra,
v=0

az СовоЛ , СолОг1> tOxOí>l>_ élekkel szemben fekvő cella­
szögek: rendre IS. *sc TS.

Г * °v >
Vezessük most be а ф =0.0^0,■£ *>6 BOeO%p^-"í> jelö­
léseket .Belátható,hogy 2.ф szög alatt "látható" az centrum- 

ból TV-s. Minden éle, X szög alatt "látható" TT^. mindenig, cel­
lája körülirt (V--0 - dimenziós gömbjének sugara,® végül 
bármely két szomszédos cellájának 

ГГС— ^L'V . ( i oJb"»*.'}

nagyságunk.-+• »

V

hajlásszöge

Jelölje most a "TT^.«\ 
mennyiségeinek egy csúcsnál levő 

megfelelő mennyiségeket > 0 «U> ф* .

szabályos politóp és ф
csucsalakzatám

Ekkor:
^ ф ■ •, "R ^ ф> - • éo

íj c í.* <js^> ^
ие*эф. /йЧл^ф' aEzek felhasználásával: 

pedig:
adódik,amiből

L&b

ф « A —
ЛгА/3~ ф^

A fenti gondolatsor ^ <vpolitópra és \ + 

csúcsalakzatára való Megismétlésével kapjuk:
V^.AA^

> *'■* )
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г £.
/Ь-Cv. ф' = А —

/bvvl ф”

formulát nyerhetünk:Folytatva az eljárást összesen

л-сДф’
Vegyük észre azonban,hogy ф 

val:

Л>ллА ф = A — -------------------------

-w-z
v IC , „г IC оггь -yj-V , '

>•••> ф• Л>\л^ ф = A~ = А -
(ч-тЛлчДф” ф

Оч-гЛ le. 
5 r-. ,3 ennek felhasználásá-w
г ICCÖ^ IP

Cfr*a
\ -

А

i . . •>■ 3C

formuláinak(>-0összefüggést nyerhetjük.Nézzük most а ф)ф"'>._)ф 

kapcsolatát:

* Л — 02г5 V . . г.& _ , IC^хч. ля- «га V АCv-V>а. иф VW== )
A-vw ^

А ^ ^ > А - А > А

С-ч-ч'»

^ & ^>vr А W

= Л^-А«^гН .ahol VW

Ч- хс Asrw- Aw- ДCOSЛэхм^ ф Vs. 4.VW- А —~ А - ■5 )ДCv-%-)АгС^ф AVwV wr
vw

Awahol A н Д^- Aw-^^ vtLe^ClA-
•> ■••4VW

Vic 
■ yoс*,1-* Ax £y.-f..\SVW - AгЛь*\лД ф = 4 — •T-sVUY=>“A - =

ДхАф' SS.\T W Zv- .. vs.\r*sr
A^-...u.Vw-

Д Л A<Y>ey,-r... wwr
>ь-Дahol= -y><yv... vsrw = ipr ...V4.ST w ■f...VsVWA °y<--■ w>r w

v fenti rekurzió® formulával meghatározott Д> 

vényt а ТГф= {Ар,су>-»'> szabályos politóp Schläfli-féle
függvényének nevezzük.

függ-pe^-r.-. WVW
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2.4 A A kjgzásd-táaa néhány egyszerű egetbea*(рСу»Г...Ма-\Гу»Г

1. Ha ,akkor ф » á£ ,a ezért Ü£- }

ahol A-i , vagyis

Л^=
2. Halí^^^’icEj ,akkor Ф»- — 

кчгфм- ^ ^

Д

. . v 3C 
b-V-Vw —

IP '
,® ezért

A "A* ahol Да51 ДМ végül
Avv}S

A' ,auRiaek felhasználásával:

^ i -
V' Г

3. Ha cE4,akkor ф"* Щ.
°V Vй ’

, s ezért
Aayr ~ А «у ' С*Уэc^-E , ahol

ое*»4-IL ЛA- * OyrT

, »Miből pedig-«ís.,

4. Ha '1ts*íl’.V'’vAc^s>aWcor ф”» ^

hi pe^rr- * Aoyrr

,s ezért

V SC_ A^-Aw casL^ОУтз 3*Jt/VwN^a A — , ahol
A - A9t Oy-fT *4

t-e*^A -
-s

A»B > A - Kvw“Oy Tft V

veivel A *■ A oy^-fa“ A^„’ce^“ , aaiiaek felhasználásával:("5

A _ . . г 3C Ч.ЗС _ v . VV x3C _ . г-ЗС ,. v SCI- A<v^ ^ ■ h»-\-v_ -^— bsrv4- • Uö*3 — Л>-\л«^ • itirz — ,^•yrH
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2.5 A A függvény néhány alapvető tulajdonságaipcyr--' vb"\TVT

На ^ 5 V 4: ^ ^ »•■• c
ti о öitultaftA-c, a loSve^kt^1© аАок'оом. \ 

-0

- C£ro £ >

Aakkor ol UVKT

4 с, О ... 

с, И Ca/- 

О С,. A '
NA

-. •-. 0

\ 4
•■•00 ...

,akkor а А^Л = ^ 'I l megállapodás szerint érvényesHa v® A
az állítás.

,akkor a Ду,в4-c,1» {-о*ъг^* , igaz az állitás.

, akkor a Z^v*

Ha
сеС-?.Ha »w® 2> Y® 3

tékát nőst is érvényes az állitás.
Tegyük fel ezután,hogy a fenti determináns előállítás érvé-

tersaészetes вzá»ra,a ennek felhasz-nyes minden 

Hálásával igazoljuk állításunk *«*> esetén is!

А C„ О *• « 

Сл A Ct ' 
О Ct а '*

... 0
Л О... 
Ca А \ *’• 

0 *’*

•••0 СЛ С*, о ...
О А С$''- 

0 С4 4 \

-0
•.

A+t А+1
• сл-I «

•. ’• О

\ A
-О СК.,А

ОО
. A Cw., 

‘••О ск.4А*. '• А Ск.4 
•••о Ск.4А

Itt az ^ esethez tartozó determinánst fejtettük ki első 

sora szerint,majd ezután alkalmazhatjuk az indukciós felte­
vésünket.

0: 0-0 ...

\
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H О ... 

Ч Су

о cs á

о <1 Съ о -
сгч **• 
о •••

-•о

- А- А^...4+4 ^
Ч"0 • Сл ■ = Л— е^-г... v.\rw \».\rvr

■- **. 0 

\ С*,
О Сц-< А

\Д ск, 

О...... о С*ИО-
г А-А-А ,s ezzel a tételt beláttuk.•T..V.VW ip «у-f.. <U.V UTey «*■... 4ir«r

As imént bizonyított determináns előállítás segítségével azonnal 
beláthat6,hogy а A

ipcy>y... *u. vw

aminek megfelelően a 

politópot а Тчс [ ^,гу,<тъ...>-и.>^лА politőp duális,vagy reciprok poli- 

tópjárnak nevezzük.
Érvényes továbbá az alábbi alapvető eredmény:

függvény szimmetrikust■у» «у>*■.., ru.yr W

= Д 'r*Mís )VT V V» . ..км 'vu-dimenziós szabályos

A >o.^eyv... ^ч-vr

Bizonyítás:Mivel
• -A A 

<$> = ------
. . »- f U“S'> Д

.. > e) <!p « ■u.\r w4fi ty-^ *U.<T UT
> •

A ey *■...

.. TL iC*'--3^ A TTvT
АхЛл. <p = ---------------

A-«j-

• ÍVvaÍ~ <^> ■ .... /чгСлД 

— V>ar~r""

AA„... w\rvr NT-uTvcxr w

Алдт

T Л , a_Uol Д=Л , igy azonban:

(v.-S'l • /тК>ДФ
A U..TW Aivur AvTСу'Г... ■\».М"\кГЛд.чГХлГ =л t><yr..unr«r.Ai^rvkr ^ЛлГ Ад <ут.„ v.M~\*r

Ebből pedig /h következik.Ha azonban A^>^...4>riiir=0>
akkor az első kiindulási összefüggés miatt ьч,^<5р*о,vagyiя А 

alapján ,ám ekkor f nem lehet kor­
látos ponthalmaz 

tétel állítását.

Лл» чг 4jj-

/hanem Méhlép lesz /, igy sikerült belátni a

\
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Éttérben (Oé'vv.^S')2.6 Lehetséges szabályos politópok az

Vizsgáljuk most »eg,hogy а
а А
pokat engedélyez az egyes E ^ terekben !
Az E0 tér egyetlen, pontból áll,amelyet szabályos politópnak 

is tekinthetünk,з ez létezik is az E0 térben.
Az E4 tér egy euklideszi egyenes»amelynek szabályos poli- 

tópjai az egyenes zárt szakaszai,г ezek léteznek is az 

térben.
Az Ex térben, vagyis a klasszikus euklideszi sikon azon 

szabályos politópok lehetségesek,amelyek eleget tesznek a
>0 feltételeknek.Látható, 

нем jelent külön megkötést,igy a lehetséges

^«и.муут] definíciója és 

>0 Schlafli-feltétel Milyen szabályos politó-1pe^-r... v. 4- vj

) 1p6 N j
hogy a
zárt konvex szabályos poligonlapok szimbólumai:

másrészt a
Д^> О

f £ N .

Az E3 térben, vagyis a klasszikus euklideszi térben агон.ТГа= { 

szabályos politópok lehetségesek,amelyekre lip\-is lehetséges
Ex -beli szabályos politóp,másfelől A^ >0 feltétel

is teljesül,amely egyenértékű а + >«<£ ~ > A,
Könnyen belátható,hogy ez felülről korlátozza ^ és ^ értekét, 

sőt egyszerű közvetlen számítással igazolható,hogy csak 

lábbi öt szimbólummal rendelkező szabályos politóp
lehetséges:

•> - {\ъ\ i l*b,s\ ■ 15,-^ .

feltétellel.

az a-

Az Es térben csak olyan TTse
lehetségesek,amelyekre és íe lehetséges
beli szabályos politóp,másfelől v
feltétel is teljesül,amely jelem esetben egyenértékű a
^f feltétellel.Egyszerű számítással belátható,

hogy a fenti feltételeknek eleget tevő lehetséges 

szabályos politópok csakis az alábbiak lehetnek:
ÍVM i iw\i tVOV. ггл^\ ■

szabályos politópok
Be ^ — 

^>0v v:- 00^
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terben csak olyan ~^V'Д jp>eV>"r>b"\ szabályos politópok
és £Я-^»ЬЛ ^ч“ beli le-

Л>Ч/Д ~ ^ -

Az EL 5
lehetségesek, amelyekre ^Ap^Ms 

heteég*e szabályos politópok»másrészt Л
Ы.2 %=- . Cö^~ >o feltétel is teljesül,ami jelen

1*VT
v IC.- ыД ~

esetben egyenértékű a

t. кí. IC
^2 я- + coo> q= < 4

6

feltétellel.Könnyen belátható ekkor,hogy az alábbi szimbólu­
mokkal rendelkező TT^ = { р^,-г,ь^ szabályos politópok lehet­
ségesek csak:

[VWii 1>л,-ьМ •, í Ч^Л/Ь^ .

С-к. > s}^v. térben2.7 Lehetséges szabályos politópok az

Kimutatjuk,hogy '^>,S‘ esetén az 'tv. tér lehetséges szabályos

TT^= t >'r»vr1
Тг^=й.ъ.-М!Ь‘'"5-.тг7' ts,vM= b.T="‘h.

politópjai az alábbiak:

Ennek igazolásához használjuk fel az alábbi eredményt és kö­
vetkezményeit:

V4-A
- лГ

A bizomyitá® az ^ dimenziószárn szerinti teljes indukcióval 
történik:

'Vv - 2. esetén ••
iA

Д,- * 1
гм

*■ A —^ —
> igaz az állitás;2?i <

esetén •ъ

Д - i
о i л ^ igaz az állitás.

1.

Tegyük most fel,hogy mindem esetén igaz az állitás,
s lássuk be ennek felhasználásával,hogy a tétel ^ esetén is 

igaz !
)
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Ь Ж. Ы-^) + аА ^.л" Дъ- - -V.VA. X =3“-^>-■4 ч о.'4- •/Vw“ Л ч*1А X,
következmények: 

Д ^-v 4 » Ач-А «О .ч ъ~' ' S Ъ^'г S

Bizonyítás:
(ч-л\4-А (/w-X^+A ^ -\

~ 'W-'b ~
V-V — А ь^-т> • С©*ъг ^А Зч-ч ч - Л

- А ^-■ь s - А jVí-ч ц • сагэ *

— —V-».S ъ Ч л^-г 2_X X
л А_ ________ L - С)2_Ы-^~л 2_ ^ •

dimenziószám szerinti teljes indukcióval igazoljuk
A Цг^ч

Ezután az
С'к-^-ЛЯ

e rész elején tett állításunkat.
Az 'w.-ST esetben az előző rész eredménye alapján igaz az állitás.

U. 4 'W- A esetben igaz a tétel,® bizomyit-Tegyük fel,hogy minden 

suk ebből ^ esetén is állításunk helyességét !
Feltételünk szerint t térben csak az alábbi szabályos poli- 

tópok lehetségesek:

Ti - lv~\ ■, XX ■ -vrZ*- Къ~'\ .
Ezért E -4. szabályos politópjai csak olyan ""Xö £wr\ 

szimbólummal rendelkezhetnek,amelynek celláit és
csucsalakzatait is közül választottuk ki.

Ennek megfelelően csak az alábbi•lehetőségek vannak:

1 TT-u fbXs\ itr;. I

E szimbólumok viszont csak akkor lehetnek "ПД szabályos politóp
>0 feltétel is teljesül.Az iménts zimbólumai, ha Д 

láttuk be viszont,hogy Ajv.-,« >A5v*^s^* — >0 éi Дц^^О,
aminek megfelelően a 

szabályos politóp szimbóluma,® 1ТД nem jelölhet korlátos pont-
E^-belia három lehetséges

halmazt,ezzel a tétel állítását igazoltuk.

к
f
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III. SZABÁLYOS PO LI ТО РОК MODELLJEIHEK MEGSZERKESZTÉSE

3.1 Szabályos politópok megkonstruálása az Ед. térben

Az Eo és Ел tér lehetséges szabályos politópjai léteznek is, 

amint azt Már korábban láttuk,igy most vizsgáljuk meg,hogy 

az tér lehetséges "^2.= , С,уэ>'Ь> ^€.^3) szabályos poli­
tópjai megszerkeszthetők-e?
Tekintsük ezért az ‘t®r ®Sy tetszőleges 0 pontját,® legyen 

az 0 középpontú, sug&ru kör.Az 0 pontnál levő tel­
jes szöget osszuk fel £ egyenlő részre az 0 pontból kiinduló 

félegyenesek segítségével,® jelöljük e félegyeneseket 

alakkal, akkor tekintsük a *34 * О - <!p
konvex burkát, amely az tér 31^= £

litópjámak egy modelljét szolgáltatja.E konstrukcióval tehát 

{'el létezését igazoltuk minden р>^Ъ>
Természetesen a fenti elvi konstrukcióban nera vettük figyelem­
be,hogy milyen jp esetén adható meg algoritmus modelljé­
nek megszerkesztéséhez az euklideszi szerkesztés szabályai 
szerint,mivel ez most számunkra mellékes az egzisztencia szem­
pontjából . ( 2,. fLWvtO

G'íCOj-v)

pontok
А po-

esetén.

3.2 Szabályos politópok megkonstruálása az Нъ térben

Tekintsük az E*, tér egy tetszőleges sikját,® ezen а négy­
zet egy modelljét.Toljuk el а politópot sikjára merőleges
irányba élhosszával megegyező távolságba.Az eltolás közben a 

M Mindem éle súrol egy-egy ,a kiinduló politóppal egybe­
vágó négyzetet.így tehát nyertünk az Ег, térben egy olyan "3Tb 

politópot,amelynek = & csúcsa, КЗл=2.-Ч + ЛЧ = Az éle, s
2-A+ VS = k lapja van,ahol 3Ta a kiinduló és az elto­

lás végén nyert [4^ négyzetek összesen nyolc csúcsának konvex 

burkolój&.A TT3 minden csúcsához három él illetve három lap il­
leszkedik,® minden lapja {4^,igy szükségképpen politóp
modellje,tehát ts/b^ politóp létezik,® e politópot KOCKÁmak 

nevezzük.Legyen 'T„ a ЗЦ-^Ч,-^ kocka egy csúcsa,® tükrözzük 

e csúcsot a hozzá illeszkedő élek továbbá a hozzá illeszkedő 
testátló középpontjára.
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-кь=1\ъ\ коска mégy csu-Igy négy pontot nyerünk,amelyek a 

csát alkotják.E négy csúcs konvex burkolója egy olyan ТГЬ politóp,
csúcsa, egybevágó éle,s egybevágóamelynek Ь)„ = 4

\b\ szabályos háromszög lapja van.A politóp minden csúcsához ká­
éi,illetve három lap illeszkedik,amelyek { Ъ ^ szimbólummalrom

rendelkeznek,s igy a politóp szimbóluma szükségképpen ,
amely tehát a fentiek alapján létezik,s e politópot szabályos 

TETRAÉDERmek nevezzük.
Tekintsük most а ТГг=£Ч,Ъ^ kocka lapjainak középpontjai ál­
tal Meghatározott politópot.Ez a politóp,amely tehát a kocka lap­
középpontjainak konvex burkát,nyilván = £> csúccsal, egybe­
vágó éllel,s egybevágó \>\ szabályos háromszög lappal rendel­
kezik.A politóp minden csúcsához négy él illetve négy lap illesz­
kedik,» igy a kapott politóp а "TT^e szimbólusmal kell,hogy
rendelkezzen,e politópot OKTAÉDERnek nevezzük.
Figyeljük meg,hogy a oktaéder lapjait kiszínezhetjük
váltakozva fekete és fehér szinekre.Ez azt jelenti,hogy minden lap­
nak megadható egyértelmű kőiüljárási iránya,miután egy lap körül- 

járati irányát rögzítettük.Ezen eljárás a élvázának is ad
irányítást.Osszuk fel ezután az irányított éleket azonos a:ür a- 

rányban,s tekintsük az osztópontok konvex burkát.A kapott TT\ poli­
tóp azon lapjai,»Melyeket a oktaéder lapjaiba irtunk bele,

szabályos háromszögek,a további lapok szintén háromszögek,de 

"csak" egyenlőszáruak.Kérdés ,hogy alkalmas Cl-. ír = 

tásával e háromszögek is szabályosakká tehetők-e?
Felismerve azt,hogy а olyan,a centrumon átmenő metszete »amely­
hez négy csúcs is illeszkedik [4^ négyzet,továbbá alkalmazva 
sinus tételt:

XV= Cl * ír" - ZoJfr-L&b1- = CX> - ojb- \

Szabályos háromszög lapok akkor alakulnak ki,ha x=y vagyis: 

cO- - cxűr - - о 0*°У> {

egy

arány válász-

a co-

írV-er'-a.er1'

A megfelelő ír
gyöke:

arány tehát az egyenlet pozitiv
ж A-v- \Tra: a_
i--8 mivel хУ-к-Л-* О K ,igy az osztópontok aлл к

éleit az aranymetszés arányában bontják,® ekkor a 1T3 politóp min­
den éle egybevágó,® minden lapja \Ъ\ egybevágó szabályos háromszög 
lap. (Ц.o-Wl)
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Tti, minden. csúcsánál továbbá öt él illetve öt lap illeszkedik, 

igy a megkonstruált szabályos politóp szükségképpen a íb35l;
IKOZAÉDER.A ikoza-

éllel és 

létezé-

sziabólumaal rendelkezik,® neve
éder konstrukciója folytán N*^2 csúccsal, ^л-ЬО 

Nx= 0.0 lappal rendelkezik,« ezzel a 

sét igazoltuk.
Tekintsük végül a
konvex burkát.E "^3 politóp nyilván 

egybevágó éllel, s egybevágó Is”^ lapokkal rendelkezik, to­
vábbá minden csúcsban három él illetve három lap illeszkedik, 

így a kapott politóp szabályos,® szükségképpen a 

szimbólummal kell rendelkeznie.Az ismertetett eljárásokkal 
pedig megkonstruáltuk az Et, tér mind az öt lehetséges szabá­
lyos politópját,s ezzel igazoltuk azok létezését.Figyeljük meg 

végül,hogy ^SjbV, továbbá {.S/lV, duális politóp
párok,mig a autoduális politóp. (Ъ. (s. .

ikozaéder lapközéppontjainak 

csúccsal, - bo

3.3 Szabályos politópok megkonstruálása az Ец térben
Tekintsük az E4 tér egy tetszőleges hipersikját,s e hi-
persikon egy tetraéder modellt .Található ekkor az Ei/n-^j
ponthalmazban elyan pont /szám szerint kettő is/,amely a tet­
raéder minden csúcsától a tetraéder élhosszával megegyező tá­
volságra van.А négy csúcsa,« az imént kapott pont alkotta
öt elemű ponthalmaz konvex burkolója olyan TT^ politóp,amely

csúccsal, *°л= 40 egybevágó éllel, egybevágó^
lappal,® egybevágó tetraéder cellával rendelkezik.

N0 = S

Minden élhez pontosan három tetraéder cella illeszkedik,igy a
politóp szabályos s szükségszerűen а szimbólum­

mal kell rendelkeznie .A TTS » \Ъ/Ъ>"Ь\ = oi s politóp neve 4-di-
menziós szabályos SZIMPLEX,mivei ez a legegyszerűbb E4 -beli 
4-dimenziós szabályos politóp.
Tekintsük az E ^ 
persikon egy kocka modellt.Toljuk el a kockát a kocks-
élhossz nagyságú,s -ra teljesen ortogonális irányú eltolás­
sal /ez pontosan két féle képpen lehetséges/.Tekintsük azt a 

ТГц politópot,amely az eredeti és az eltolt $ЧГ?>\ ösz-
szesen 16 csúcsának konvex burka.A ^ politóp ennélfogva 

К)<, ■* Ife
2 U ^’2^ egybevágó {4^ lappal,® 10^ = 2-4 +

tér egy tetszőleges ^3 hipersikját,® e hi-

csuccsal, &■= ЪХ egybevágó éllel,
egybevágó $ЧГЬ^
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cellával rendelkezik, továbbá mindem él körül pontosan. Ы-
szabályos és szükségképpen 

szimbólummal kell rendelkeznie,neve 4-dimenziós

kocka
kocka cella illeszkedik.így a TTsrom

HIPERKOCKA vagy MÉRTÉK POLITÓP.
Tekintsük ezután а hiperkocka egy Modelljét,s vegyük a
hiperkocka kocka cellái középpontjainak konvex burkát.A kapott 

"TTS politóp a konstrukció folytán №« = 8 

egybevágó éllel, egybevágó \S\ lappal,s egybevágó
cellával rendelkezik. minden éléhez pontosan mégy tetraéder 

cella illeszkedik,igy a TTS
1 unnál rendelkezzem. He ve 4—dimenzios KERESZT politop.

csúccsal, V0a-=2_S

szabályos,s kell,hogy szimbó-

Legyen adott a keresztpolitóp egy modell je, s tekintsük 24
élének középpontját.E 24 pont konvex burka az tér olyan “^ч
politóp ja, amelyet egyrészt а 

mák élközéppontjai által meghatározott konvex burok,másrészt a 

1^,4^ S oktaéder csucsalakzata által meghatározott konvex
burok határol .Mivel а [ъ»Ъ^ élközéppont j aimak konvex burka ,
továbbá a csucsalakzatok,mint а ТГЧ cellái egybevágóak,továbbá

16 tetraéder cellájá-

a csúcsok,élek,lapok illeszkedés szempontjából ekvivalensek,igy 

~^"ч szabályos politóp.A konstrukció alapján azonban “ПГЧ* 

lehet csak,mivel mindem élhez pontosan három cella illeszkedik.
A 16 cellával és 9 csucsalakzattal rendelkezik,igy

tO^s - 2.Ц számú OoS\ cellával rendelkezik.Minden 
cellának 8 {Ъ\ lapja van,amely pontosam két oktaéder cellához il­
leszkedik, igy Мг= 2.V ■— 

amely élek viszont pontosan három cellához is illeszkednek,igy 

МЛ*2Н- у . Végül pedig a konstrukció folytán,® ezzel a
politóp létezését is bebizonyítottuk. (G,aW); (&.аАзг»тх.У 

Ész re ve he tjük, hogy előállítható két, egybevágó {ЧЛ/Ц hiper­
kocka segítségével is,ha felbontjuk az egyik hiperkockát 8 olyan 

egybevágó kocka "alapú" gúlára,amelynek

.Minden oktaéder cellának 12 éle van,

csúcsa a hiperkocka közép­
pont ja.Helyezzük most a gúlákat alapjukkal a másik hiperkocka cel­
láira,akkor a kapott "VTi, politóp éppen egy 

lóg eljárással térben két négyzetből- egy újabb négyze­
tet, mig az Ej térben két kockából
nyerjük. ("Ч.
Megmutatjuk ezután,hogy a

lesz.Ezzel a»a-

az un. rombuszdodekaédert

politóp í\\\ celláinak 

jai úgy szinezhetők váltakozva fekete és fehér színekre,hogy a
politóp összeállításakor fehér lap mindig fekete lephoz 

illeszkedik és megfordítva.

lap-
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is mondható,hogy a tVi>Vs minden \b\ lapjánakEz másként úgy
megadható egyértelmű körüljárási iránya»miután ezt a körüljá­
rást egy lapnál rögzítettük.Ezen eljárás nyilván élhá­
lózatának is ad egyértelmű irányítást.
Tekintsük ezért a ÍV>>^\ kereszt politóp cellaközéppont­
jainak konvex burkát,amely a korábbiak szerint nyilván •gyt43>,l\ 

hiperkocka lesz.E csúcsait váltakozva könnyedén beaziaez-
hetjük fekete és fehér szinekre.Ha most politóp
celláit beszinezzük a középpontjaikban levő színezett hiperkocka 

csúcs színére»akkor ezzel politóp celláit sikerült
váltakozva kiszínezni fekete illetve fehér színekre.

politóp fehér celláinak felületét szinez-Ezután a
zük feketére,fekete celláinak felületét pedig fehérre,majd
pedig vágjuk le minden cella "Sarkait11 csucsalakzatuk men­
tén,Ezzel 16 darab oktaédert kapunk,amelyek váltakozva ren­
delkeznek fekete és fehér lapokkal és a kivánt módon csatlakoz­
nak.Most azonban a "felületén" még 8 {Ajb^ alakú "lyuk"
marad,amely пей más,mint a £ 1j4^ 

zatok a fenti eljárással automatikusan váltakozó fekete és fehér 

lapokkal határolt "üregek",® ha beléjük olyan {*jb\ hézagmente­
sen betöltő oktaédereket helyezünk,amelyeknek váltakozva színe­
zett lapjai az üreg ellentétesen színezett lapjaival kerülnek 

illeszkedésbe,akkor а lapjainak éppen kivánt színezése
tárul elénk.

3 csucsalakzata.E csucsalak-

Bontsuk fel ezután a^4,4^ fenti eljárással irányított éleit az
aranymetszés arányában,s tekintsük a 96 osztópont konvex burkát. 

Az igy nyert ТГЧ politóp 3-dimenziós celláit vizsgálva talál­
hatunk a 24 cellájába beirt 24
cellát,amelyek a konstrukció folytán egybevágóak. А "ТГЧ 

vábbi 3- dimenziós cellájának megkereséséhez vizsgáljuk
egy tetszőleges V csúcsának környezetét.A korábbiak 

szerint а V csúcshoz 3 irányított él illeszkedik, 4 а V 
"felé",4 а V csúcstól "kifelé"

ikozaéder 

tö­
meg a

csúcs
irányítva.A négy kiinduló,illetve 

a mégy befutó él osztópontjai egy-egy tetraéder csúcsait alkot­
ják.Jelölje A azon tetraédert»amelynek csúcspontjait a 
V -hez közelebbi osztópontok határozzák meg,s amely а ГП, 
cellája is lesz.A A

1RRCD
✓

cella {l\ lapjai a TTS 'további•V3.C.D
celláihoz is tartoznak.
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A V csúcshoz illeszkedő további négy élen levő távolabbi 
osztópontok megbetüzhetők úgy,hogy a A 

jaikk&l csatlakozó további cellák: Aßtlo > ^ ftb'cbi
cellával egybevágóak és "hézagmente-

lapjaihoz lap-

A* ezek azac.o
kitöltik а "И1, politóp "felületének" ^3,5^ ikozaéder cel-

cellához il-
sen"
Iái közti "ré:s*két".Ennek megfelelően а Л
leszkedő 4 {ъ>ъ\ cella azon lapjai,amelyek nem illeszkednek 

valamelyik lapjához, Í3>>S\ cellákhoz illeszkedik; 

számszeríjat összesen 6 cellához kapcsolódik a fenti 5
cellából álló alakzat. (3.3/«.вль le> AO,4Wx\

Mivel a 24 csúccsal rendelkezik,s ezek Mindegyikének
környezetében 5 cella van,igy a "TTL, politóp 24.5=120 {”Vb!s 

cellával és 24 {}>^\ cellával bir.E politóp csúcsai illeszkedés
'

szempontjából ekvivalensek,élei egybevágóak,lapjai egybevágó 

lapok,áa a 3-dimenziós cellák két különböző tipusa Miatt a 

lenest szabályos.Illeszkedés szempontjából két különböző tipu- 

su éle van:az egyikhez 3 és 1 ;a másikhoz 1 és
2 \У>^\ illeszkedik.A kapott politópot S l3>,SAls 
jelöljük. (-H. «^-'ггО 

Mivel egy körülirt gömbjének sugara kisebb,Mint élhossza,
igy az térben megalkotható olyan ikozaéder alapú gúla,amely­
nek 20 oldal cellája van.Cseréljük most ki az S
litóp 24 celláját a fenti ?3>^al&pu gúlákra,® ha e gúlák 
csúcsai nem
akkor az igy módosított
minden csúcsa illeszkedés szempontjából ekvivalens»minden éle 

egy be vágó, lapjai egybevágó \.l\ lapok, cellái egybevágó 

raéderek.Mivel pedig minden élhez pontosan 2+3=l+2.2=5 cel-
la illeszkedik / a kétféle kiszámítást két tipusu éle
indokolja/,igy a megkonstruált politóp szükségképpen 

szimbólummal kell,hogy rendelkezzen.A iV5>,S^politóp 24.20=430 

gúlákból származó és 24.5=120 további»vagyis összesen №г= too 

{l&\ cellával rende lke zik .Minden cellához illeszkedik 4
lap,s Minden lap pontosan két cellához illeszkedik,igy

(“OCl' ^ = /2.00 . Minden tetraéder cellához 6 él illesz­
kedik, s minden él pontosan öt fotocellához illeszkedik,s ezért 

Coo • C • ^ -s '-f "2, o
zik,s ehhez még 24 csúccsal járulnak az alapú gúlák,igy

sziaibóluismal

po-

centruma felé mutatnak,hanem "kifelé",
politóp már szabályos lesz,

tet-

.Mivel SfA>SA!s 96 csúccsal rendelke-
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,amiből visszafelé az is következik,hogy 

illeszkedvén egy csúcshoz
N)0=<K+ 2S = /U0 

Hindern 1.3,cellához 4 csúcs 
politopnak 20t»Íill«*zkedik.S ezzel a konstrukcióval
létezését bebizonyítottuk.
Tekintsük a tV>^ egy Modelljének celláit,s e cellák
középpontjainak konvex burkát.Könnyen látható,hogy a kapott 

politóp №0=(эОО csúccsal rendelkezik,továbbá pontosan annyi 
éle van,ahány lapja van aöli topnak,Mivel kölcsönösen 

egyértelmű leképzés létesíthető a konstruált politóp élei és 

(VVa'i lapjai között: egy szomszédos cellapárjához
rendeljük hozzá a konstruált politóp azon élet,amely a cella­
pár középpontjait köti össze.Mivel aminden éléhez ponto- 

öt cella illeszkedik,ezért a konstruált politóp lap­
jai lapok.Világos továbbá azts^ lapok száma azonos 

éleinek számával,hiszen köztük kölcsönösen egyértelmű leképzés 

létesíthető: minden éléhez rendeljük hozzá a vele illesz­
kedő S cella központjai által meghatározott lS lapot.
A fentiek alapján azonban a konstruált politópnak csak 

cellái lehetnek, s számuk megegyezik |ЛЛ><э \ csúcsainak számá­
val.Mivel a megkomstuált politóp minden éléhez 3 cella
illeszkedik,® csúcsai,élei,lapjai és cellái illeszkedés 

pontjából ekvivalensek,igy a Megalkotott politóp szabályos és 

szükségképpen szimbólummal kell rendelkeznie

Figyeljük meg végül,hogy a {SfijVíiД*továbbá £S*V>Y>t'*?>£$ 

duális politóp párok,mig ás tVb^*k antoduális politópok!
A fentiekben ismertetett eljárásokkal az Hv, tér mind a hat le­
hetséges szabályos politópját megkonstruáltuk,s ezzel létezésü­
ket bebizonyítottuk.

saa

szem-

,s ezzel az
politóp létezését is bebizonyítottuk.

Szabályos politópok megkonstruálása azérben3.4

Az Sfo tér egyetlen alakzata a TC0 pont.Az ^ térben több pont 
is létezik, TT^ két különböző pont által meghatározott egyenes 

szakasz. TC\ előállítható még,mint két végpontjának konvex bur- 

kolója az térben.Az térben vegyünk egy olyan pontot,
amely nem illeszkedik а ТГЛ egyeneséhez,akkor a pont és Хл vég­
pontjai alícotta nároai elemű ponthalmaz konvex burkolója lesz
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^legegyszerűbbig alakzata,a három®zög-lap.Tekintsük az 

tér egy olyas pont ját,amely nem illeszkedik a Hj. háromszög - 

lap síkjához,akkor a pont és a háromszög három csúcspontjának 

konvex burka a legegyszerűbb alakzat az ^3 térben,ez pedig a 

ТТЪ általános tetraéder.Az általános eljárás most már nyilván­
való: tekintsük az 5=^ tér tetszőleges pontját»amelyek nem

tr^'3r Л általános helyze-illeszkednek egy kipersikhoz,ekkor az 

tűnek nevezett pont konvex burkolója az H^tér legegyszerűbb
TT^ politópját alkotja,amelyet ^ -dimenziós SZIMPLEXnek ne­
vezünk.Az értelmezés folytán az ^ -dimenziós szimplex к -di­
menziós cellái (0 $ ű. < O) maguk is ^-dimenziós szimplexek,s 

minden 'k-dimenzió® szimplex cella azonosítható az ^-dimen­
ziós szimplex csucaiból kiválasztható k.vA elemű részhalmazok­
kal, ezért ••

Az olyan -dimenziós szimplexet,amelynek minden éle azonos 

hosszúságú,vagyis bármely csucspárjának távolsága egyenlő,
Лл-' -dimenziós szabályos szimplexnek nevezzük és szimbó­
lummal jelöljük.A fentiek szerint rendelkezik

M-*“ C^4) egybevágó éllel, } egybevágó
talappal, ^egybevágó t>,Y\ cellával

lums szükségképpen 

tipusu politóp létezését az Ev. térben igazoltuk.
Az ^ tér egy másik alapvető alakzatát konstruálhatjuk meg 

az О ponthoz illeszkedő,páronként egymásra merőleges
^ számú egyenes segítségével.Vegyük az ^ számú,páronként 
egymásra Merőleges egyeneshez illeszkedő azon 

amelyeknek távolsága az egyenesek közös О pontjától egy rög­
zített pozitív érték.Ekkor e számú pont konvex burkolóját

szimbólummal jelöljük és KERESZT politópnak nevezzük.A 

politop a zárt szakasz alapon nyugvó kettő®
szög lap,amely pontok elhelyezkedése folytán egy \Slj négyzet. 

A V5^ politóp 8. alapon nyugvó kettős gula,s a pontok
elhelyezkedése folytán egy \Ъoktaéder .Folytatva az eljá­
rást, IJjNkereszt politop egy politóp "alapon” nyugvó
kettős gúla, alakú cellákkal,igy a szabályos politóp

zükségszerüem szimbólummal
hogy rendelkezzen.A ^ ^-dimenziós celláinak

csúccsal,
,igy szimbó-

,® ezzel TVÍ=^4
• • •

\ъ}>• •>

pontot,

hároM-

s s kell,
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érvé ay es az alábbi összefüggés:
Cos W é -ч-'t > ")

Az igazolást az^ dimenzió-szám szerinti teljes indukció­
val végezzük.
На Лл.М
На
az állitás most is érvényes.

,akkor M0=2.- (^V 2- »vagyis az állitás igaz. 

»akkor (Д)=ч> м„=г*(£>ч ,tehát

Tegyük most fel,Hogy esetén a tétel állítása igaz,®
igazoljuk ebből,Hogy 'a- esetén is igaz az állitás! kon­
strukciója folytán:

ÖW"'')
-v* 2^ ■ Ы w-л

t-s-ЛOO • Nv«.
iSy NÍT1-^1 L^hí'X- ГО-аГ-СсЪ\У£р]^Ч&)>

igazoltuk,igy pedig \b

N*

s
s ezzel az állítást 

politóp létezését bebizonyítottuk. (ß.aW.')
Az Hv-tér politópjainak egy Harmadik típusát a következő kép- 

pen konstruálhatjuk meg:ha a *TT0 pontot eltoljuk,akkor kezdő 

és véghelyzetének konvex burka а "H"-» egyenes szakasz;ha a

kereszt­

szakaszt eltoljuk, /nem saját egyenese mentén/,akkor kezdő és 

véghelyzetének konvex burka egy TVv paralelogramma.Hasonló el­
járással a TT^ paralelogrammából nyerhetjük аparalelepi- 

pedont, s folytatva eljuthatunk az tér paralelotóp já-
л *4#hoz.Ezen alakzatnak nyilván -L 

Iái ^ 5 Лл-_/0 к. -dimenziós paralelotópok.Figyeljük meg,hogy 

az (v-'O-dimenziós paralelotópot úgy kaptuk meg,hogy az L.'^-л)- 

dimenziós paralelotópot úgy toljuk el,hogy az eltolás egyenese 

nem illeszkedik az (/w/) -dimenziós paralelotóp tartó hiper- 

sikhához.Az ^ -dimenziós paralelotóp W -dimenziós celláinak 

számára érvényes az alábbi összefüggés:

csúcsa vam,s W -dimenziós cél-

•Uf) (О - k< Ao j Af\. 'Ti* ЛЯ
A bizonyítást az ч, dimenziószám szerinti teljes indukcióval 
végezzük.
Ha 'v.-1 
Ha ^-2.

,akkor tehát igaz az állitás.
,akkor Ki£ (S>4, 4*2-4^= 10 ve 2_4t> A >

tehát most is igaz az állitás.
Tegyük most fel,hogy -%w. í л^-л 

sa,s igazoljuk ebből,hogy лл_
esetén igaz a tétel állitá- 

esetén is igaz az állitás!
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A paralelotóp konstrukciója folytán.:
к IС'*“} л ц. , С""-''} ki^'v“'a'N4 = Ol- Nile + N ic-л

л v iK'O V 11'4'^ - -- -2- N* + Nvc-л
_ <Vv.-U.

i *
Ы'*}-la-A'i

[гачгч'Ь^-оч• CV)+ а•u
•(V)* аТ'* (TiW

’■

*к->с
= ^

s ezzel az állitást igazoltuk.
Ha a TT^paral elő topot generálód eltolás iránya páronként 
egymásra merőleges,akkor az ilyen politópot ortotópnak nevez­
zük, amely ^=2. esetén a téglalap, b esetén a téglatest 

fogalmának felel meg.Ha a merőlegességen felül még minden el­
tolás nagysága is azonosakkor az ortotópot MÉRTÉK-politopnak, 

vagy ^ -dimenziós HIPER KOCKÁnak nevezzük és szimbólum­
mal jelöljük.Ekkor azonban ^«=11** > # "54= Í4,l$>~.
általában "ftWa \ { 4 , Ъ'4-"1 \ szimbólummal rendelkezik,
s ezzel a fent ismertetett eljárással igazoltuk a 'y^mérték- 

politóp létezését. (,д4 - ^ “4£.oLG-mA
Ezzel az eljárással befejeztük annak vizsgálatát,kogy íz E ^ 
térben a A > О feltétellel engedélyezett szabályos1° -WV-OvT

politópok mind léteznek is.

Az Hr5 és Es tér szabályos politopjainak táblázata-.

SCHtftTL» 
<SlCw\bo IkJhiOs.

NeТТ3=1Ь^ xeve.

4C4THT^éo^R
VCoCVef) 
OUTF)éDER 

T)ODtVcftÍl>^ 
Ucov^i>er,

c* лг№ 84*1.tv* U
42.1г,г\ гоЮ

l*W5i го 20лх

S»CWLftT\-i
A'iCv^'cxs Lvj ГгуА.t4-w\ N3ntve.

1чг»Чíw*
IW*
ís-гс*

vT ло40C^v, S>V\HT4.CX
%AU 24'j's 4-;рея vcock.^

(Ьц ksrs&t P
гг

Мл2224
24SU*хи2S2S~CEU_Í\ 

4-XO - CSVL*

€00- CEUft v> Coo
420

Ч20
Л200

Л200
Ч20

420
GOO
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KOORDINÁTÁKIV.

térbem4.1 Koordináták bevezetése az
Jelöljevalós számokból képzett rendezett ^-esek 

halmazát,vagyis legyen í<
£ 4* > > A Sx S. ^ ^ .

ИAz halmazon vektortér struktúra értelmezhető az aláb­
bi módon: Г íA A-

A1^7«Ъ
: + : ^+7*- ^valós számmal 

való szorzás
összeadás: 31

V $>«*ъ
í< ъ
$A'>Lu

■C*a

skaláris szorzat:
■Ъ ■

5-

A kapott-dimenziós valós euklideszi vektorteret 

memziós valós koordináta térnek nevezzük.
-di-

Legyen tetszőleges ,de rögzitett pont,s
pedig az

Т.Ю
0 ponthoz illeszkedő érintőtér.Ha a

egy tetszőleges,de rögzitett olyan bázisa,amelyТ.СЮ
eleget tesz az

-U > K«.
> Ke.

-*» -*>

feltételnek,akkor az 

zük.Ha ezután egy tetszőleges pont,akkor az x* QX a
= (0,х") vektor egyértelműen állithatő elő az Í^Tm or- 

tonormált bázis vektorainak lineáris kombinációjaként:

bázist ortomormáltmak nevez-

X--ÖX.-ZU<e-t >
<•«

valós számokat az X pont 
vektor bázisra vonatkozó koordinátáinak
Figyeljük meg,hogy az О pont,majd \0(TP) egy ortomormált 

bázisának rögzitése után az x >—*

Ш7., -vahol a vagy az X
nevezzük.

ívC,
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leképzés izomorfizmust létesit a T^(1P) és vektor­
terek között.
A fenti eljárással az tér minden X pontja egyértel­
műen jellemezhető egy valós szám ^ -essel.Ki kell hang­
súlyozni azonban,hogy a koordináták függnek az О pont 
helyzetétől,s az 0 kezdőpontu ^e^T^ortonormált bázis ki­
választásától is.

4.2 A koordináták transzformációja uj bázisra való áttéréskor

1.Legyen és [ ?
normált bázisa’Keressünk kapcsolatot egy tetszőleges XtE^ 

pont fenti két bázisra vonatkozó koordinátái között! Ki­
terjesztve a. Mátrixalgebra szorzás műveletét bázisvektorok 

alkotta "sorvektorokra" is,az 

kapcsolatát az alábbi összefüggés fejezi ki:
Cm ’■u.•" ^4«.

a T0(1P) két tetszőleges orto-

iw;és bázisok

ahol ortogonális mátrix.Ha K = 6kej2§<?<*2>Sé£: >
akkor az X pont két bázisban vett koordinátái közötti 
kapcsolat: í< iíCm

са4саг—1» íi

I- Ca"' C v.v_

ToW il-2.Legyen О az IE,*, két különböző pontja 

letve az О illetve Q}1 ponthoz illeszkedő érintőtér!
Ha íhVŰ a T.CT) , а egy-egy ortonor-
mált bázisa,akkor keressünk kapcsolatot ©gy tetszőleges 

XGTE^pont fenti két bázisra vonatkozó koordinátái között!
't» az ^<4, tér azon egyetlen eltolása,amelyre 

o's'tCp'} telj esül, akkor legyen .Az
a T0'CP) ortonoraált bázisát alkotják.Ha most Q* я 5Л f.-€u.

és , akkor az X pont
®s (?ЛТ«4 bázisokban vett koordinátái közti kapcsolat:

Ha

~b=
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ш~ - íf-c т0.с^ -beli bázisok kap-Ha pedig
csolata az 1.résznek Megfelelően:

i -ч>ls-'З c<*v_

Сц di2. —
■3 >a-V- AV

:

X «

felkas zilál ás ával az 

bázisokban vett koordinátáinak kapcsolata:
X pontakkor

1ЧЛ?-és

űг GlK.

^глсгг*-
I*

Vf* S-—
jamiből pedig:

£-C-<WA ^V.V ^'л»-ц'V
-4 -< -

£<
Гх-^гсг<см.'“ ^2-v' сгл сгх-У ti

Si
Bevezetve végül a

í~~,~ WС<цдСц.х'" C^„cvx- C<

-4
t*'•A fi

^14 Cli— Ctw tj.г— :

V'-'VJxí
jelölést az К koordináta transzformációját az alábbi ink©Mö­
gen mátrix egyenlet adja:

-4£ Г*C-ЛЛ C4X._ &

C2x ^1- c- T?I* &. 1-
:

ti•• ^(Wh.Al
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4.3 Az szabályos politóp.jaiaak koordinátái

A továbbiakban rögzítsük az tér egy 0 pontját,s a
ortonormált bázisát!A 

szabályos politópot analitikusam jellemezhetjük,mint azon
ТД1Р) egy

pontok halmazát,amelyeknek koordinátái eleget tesznek az 

alábbi № számú,független lineáris egyenlőtlenségből'WM

álló rendszernek:

°-4k • Ул * a avc- *a. *• Оччк •

Az alábbi táblázatokban összefoglaljuk az alkalmas helyze­
tű és méretű 0 centrumú politópok csúcspontjainak ko­
ordinátáit az alapvető fontosságú esetekben:

TT^ SCHLÄTLi 

5‘ь.пе.оионй

c&ó cs-роюТ *RÍ oftv. 

v6ooKT>iJOfi'nri i
-4=2. éu (40212.Pi

n.-ür,íS
V'

Ы -2Л*0*Go^ká T r
r -

тг* scttüftű 
saihBÓiüh^

ÜV1, Clöcs'íoKiT^iPfiMfWc./к=Ъ IsVAVowq.^

^4 -4AA
4 2>EL-A>-4 > óИ

-4 44 —4

±4 0 О MXO j ±4 0
о + до

±4 о.±4
+ 4

О ±Х ±4
Ы] г.** ;±4 J о

о±4

±4 О *х] 
í-l ; ±t* •. <5 i ±М х-\:лго
±А +х о
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ТГц CSuCbT^NTS-FyiVliHC 

^Q-RTMMÄTfW

TTS SüVLPiTÜ Woч=Ч ^LK-охсгл

д.1 Е 5 АлИг-

ÍL*<-<
v*4

К \ pcjr fik:

~0 ОЛ О ОДо О 2 о riß о > о е К5 1Г£5о о -Ii >О о -Iо оо о АОLoJ

U О Оо
«i±до яо оtwA j )>О ±.4 ООо ±до о

±А
4о 2.Ь^\ ±д

±А
±4

±<±Д ±1 О Оо
vElо±А О ±1 о 24±д) о±д )о )±4 +<оо +д ±д -АОо

±2.1 Го] Го±д о it
±2 О 2-*СМ±д оо ±А Л20•> »ÜZ ОО ±хл)> о >

i-д ±2.ООО о

111 fetfsl |±t] [i'tj Ьхх"
±2 . ±A . ±t . it' t ix1
о ’ *Д ’ ±t ’ y£' ' Ц Lj-x. ■ ±t
О *4 it1- sx' о О ±tA
ми И И Т Р **

М: a. 'CoordUvxK.-fccLk. >рt-v-vouAtvlaiy*.
A 'СоогАХл.лЛл!.'* ipivoc t*e.v-v«uA.ol.oUÍ<

±2
-г.±ХА ±Д Goo 2-"с•) >

CSU СЬТъЮТ ЗйЫАК
2oCi^.T>\>0ÁT^\

1Т2 SCttURTui 
SljHtLouOHPt

\ V <wV^c^>5

АЛ. 1~ ^+„ t£y-
^o+<

Д о 0
A оо

3 : c . 
* 0 ^ 
.M

\rrО 2L*c«a
■О «л

‘V.-VA: i-> 5
0 0

±д о о
Г0 . =М ,

: j о *”■
Ъх.2>

о:
О ±АО

±4
±Л с. Я CL2»

и
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V. PROJEKCIÓK AZ TÉRBEN

5.1 Ortogonális projekció az E^ térben
Legyen О az
в legyen a T‘tJC'f>') egy rögzített ortonoraált bázisa.
Ekkor a korábbiakkal megegyezésben az 0 pontkoz illeszke-

U. -síkot «v-O az alábbi összefüggés­

ük tér egy tetszőlege*,de rögzített pontja,

dő tetszőleges 

sei jellemezhetjük:
= lK £E а»6у1«2}-Мч^ ,C*< J ^A~ >

ahol
rendszer,a 

nül végigfutnak a valós szánokon.
Tetszőleges X & Ü ^ ponthoz rendeljük hozzá azom X„€-&-tc 

jól meghatározott pontot,assaelyre
* = OX és. к0= OX,»

a íL* sikot kifeszitő egy ortonoraált vektor- 

paraméterek pedig egymástól függetle-

í.(X>0 teljesül.Ha
,akkor a fenti feltétel szerint:

LZ-ЪУ-S4»o
összefüggéseket kielégítő X0 vektort keresünk.Mivel X, бА

x0=Í!-t.^.
igy a fenti összefüggés a következő alakot ölti:

Mivel pedig {ortonermált,ezért "к.-Чг* e-t<. CAs^-ívO> 

aFaely mennyiségekkel lineárisan kombinálható a
bázisból -ban az x„ vetületi vektor.A fenti-

x »
Így "*« egyértelműen, előállitható alakban,s

í-L S w'ó .

ekben meghatározott:
•(L\c > X v-=> X0

leképzést az tér síkjára vonatkozó ortogonális
projekciójának nevezzük,ha XQ €. &-*,

2
olyan pont,amelyre

teljesül.A fenti leképzés jól defini­
ált,hiszen mind a "b*. mennyiségekét előállító skaláris
3> 0Xo-

szorzatok,mind pedig a lineáris kombinációval meghatáro­
zott vetületi vektor egyértelmű.Vizsgáljuk meg az

&.* ortogonális projekció hatását T^Cp”) vektoraira!
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és bármely A £^ esetemMivel bármely *>*■£

С=Л ° Сг< vÄ4 C*i

^ •3t4i],l!r<e^ ^c*);
t»« ^=ц v SA

érvényes,ezért (D)^ a "Q (fO vektorainak egy lineáris transz- 

formációja , igy kereshetjük az Фц. tramszformáció mátrixát 

T„0fO V^<$c,^ ortoHormált bázisában.Az Ф)* transzformáció 
^dX"] mátrixának oszlopai az v<0 * s.«*.')
vetületi vektorok £e.<^t<IM bázisra vonatkozó koordináta vek­
torai lesznek.Mivel &*< ' ~
akol k- • ~ CA tví<w > } , igy

Ъ*I

2>Л

^ ?<® e >

_ к
0

': <0>* о , _
>Aъ -+

0

aminek segítségével már felirka tjük az [ф)цЗ

J?V* ZVV~ IfV'i«

гг* гм , \r*

о Li~-'
mátrixot:-v-v-w

[®Л*

21) &■*>. 
$=« * ЬL •&=* ü ie*

Felhasználva а 

beláthatok az mátrix alábbi tulajdonságai:
i. t®klte*VL<oAt*[«kl,

vektorok őrt©normált voltát könnyen

vagyis a mátrix projektormát-
rix,s e tulajdonság független 

választásától, 
vagyis a mátrix rangja egyenlő
az(ÖWE^-*>&4 kép- le
dimenziójával,
vagyis a mátrix szimmetrikus.

tttC
ÍCOwlV^»2. rang

-sik

T3 • С®Л * [Ц\Л >
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Vizsgáljuk Most »eg alakját két különleges esetbem!
a./Legyem С/ £-С£к1) , vagyis legyen az első U.

számú egységvektor által kifeszitett W -dimenziós sik! 

Ekkor az ortogonális projekció mátrixa:
... 0А О 

О А'’

[<kb **!s-I
0. \ :

• 0
О — О о

к
-*» j> ■* -*

b. /Légyем ^*«.л s va^-jts U.=1 «U, 2. ^ ^ .Ekkor
2-dimenziós sikra való ortogonális projekció mátrixa:

А О
О О ‘
: •. ••
• ' 0

... 0

4
0 0

О ... ... О о j

Mindkét esetben a mátrix alakjából látszik ^átvix
emlitett mindkárom tulajdonsága.

t

Az analitikus előállításából könnyen belátkató,hogy
©ц_-И^ vagyis a k. -sikok COíк<«ч) halmazát önmagába 

képezi le,másrészt ka és IL± n , akkor
,vagyis az ortogonális projek-©АО € ©k(Ao

ció illeszkedéstartó leképzés.

térben5.2 Paralel projekció az
Tekintsük ismét az tér egy tetszőleges,de rögzített
0 pontját,s legyen ^Л-сЛс*. a \©($0*gy rögzített orto- 

normált bázisa.Ekkor az О pontkoz illeszkedő tetszőle­
ges kipersikot az alábbi összefüggéssel jellemezketünk:

1
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^•0X=o\ ъ\ xe£
Л*-“ Л

ahol «v a hipersik egy normálvektora.Rögzítsünk egy v> 

titési irányt,s tegyük fel,hogy Ó^ -C 4 О vagyis ka ?=0\ 

akkor \ 4- 
azon

ve-

Tetszőleges XGfi^ ponthoz rendeljük hozzá 

£ £-^.4 pontot, amelyre X)Co ~ teljesül,ahol 3,
egy alkalmasan választott valós szám.Az X^K0 hozzárendelés 

minden X^tt^ ponthoz egyetlen X0€ ^,^.л pontot rendel,ha u- 

gyanis létezne olyan X pont,hogy annak két különböző X* és
X^ képe is lenne,akkor XX* » 'X^ Ч.

mellett »amelyből X^X^ = 

következne,de ez ellentmond чТ választásának.
Ha x = OK ,t0* ÖK„

teljesülne
*Z-Z =0

,akkor

XX, = * + -C ^*0és »igy

Л^ОСлЛ• (>c = О ■=*> ,amiből pedigA = - -*> ~í>-w• N.

К -£> adódik.x,= к - , -r>

Ennek megfelelően a fentiekben meghatározott:

*"^-4 : -^V-л^-Л > X X0

hipersikjára vonatkozó ■c’ irányú pa-
olyan pont,amelyre

leképzést az E-^tér ^^.4
ralel projekciójának nevezzük,ha Xe

-»> -*> ^•K<;» ox.-*- •L-■> ~PAv'

teljesül .Vizsgál juk meg a T4.p 

hatását vektoraira IMivol bármely
bármely ^ Gr^L

paralel projekció
e^Cv) és

eseten:
ЛОТ» -»■t -d - f§-^ #•? yHLß^-Si) i

A-C*- ÜHV
a ^ fa} vektorainak egy lineáris transz­

mátrixát al^fa} {e^ortonor-
C«4

C»-2^ * A'x -

r*> T> Л*,* *\.
ót- 050^,- <-v •=kí ■ t*

érvényes,ezért 

formációja,igy kereshetjük "P,
máit bázisában.
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A transzformáció mátrixának oszlopai az
bázisaira vonatkozó

Лм

,ka
í^i;ÍAí:<ü^) vetületi vektorok 

koordináta vektorai lesznek.Mivel 'v'-'
О £ к £ esetén:,ezértres

0
—*>

<V^. Л-T>
" *.40

^<<<
-*> “fT
л^' Л.

•V 4 Л - >
0 :
:

Л^' *vо
[Х-Лa»tinek felkaszaálásával már felirkatjuk az 

mátrixot:
-Vv,

/( -
^Z‘ 4?

_ ^=к,

 <-y á - — fhíi’-
<W "C^■4*

'V.'PU- *. : :

<СЕ'?
— |4^<ч 

Ä-ЗГ " . ó- TfJ
A mátrix alábbi tulajdonságai könnyen kimutathatók egy­
szerű számítással:
i. ерчЛ-с^л ,vagyis a mátrix projektoraát- 

rix,s e tulajdonság független
<* —*> e ЛЬ
L *4.3 elválasztásától,

,vagyis a mátrix rangja egyenlő 

а ^ч.-* képhipersik dimenziójá­
val.

Vizsgáljuk most meg Е^ч.-Л alakját két különleges esetben! 
a./Legyen = , tékát az

kifeszitett kipersik, 

irány,feltéve persze,hogy 

ció mátrixa:

2-rang{rp^lV Л\_ — A

о •*> -уíel; vektorok által— ^
~L pedig egy tetszőleges vetítési

.Ekkor a paralel projek-

4=4

1 О 

Ö A ‘

“ki
k<4.

0 - i-v
... о

;

1Х-Л *
. 0

_ ''-KM*. 4
o -• -о о
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Ъ./Az a./ eset feltételeim kívül teljesülnöm Még -L = 

feltétel is,igy tékát az előző speciális eseteké»! a 

paralel projekció mátrixa:
"4 О - 

О 4 **•
— О

м -
.' / о *

--•о оО".

Mindkét esetben a mátrix alakjából látszik mát­
rix említett két tulajdonsága.
aTV( analitikus előállításából látható be,hegyT^- ,

^ -síkok halmazát önmagába képezi le,
> továbbá ^

T>V-“A

vagyis a 

másrészt ka 

11^ (Aa) £ vagyis a
,akkor 

po.v-tx\_í.\_ projekció
illeszkedéstartó leképezés.

IE.«*- térben5.3 Centrális projekció az

Tekintsük az tér egy tetszőleges, de rögzített 0 pont­
ját, s legyen Т;СТ)
Ekkor az 0 ponthoz illeszkedő tetszőleges kipersikot az 

alábbi összefüggéssel jellemezhetjük:

ortonormált bázisa !egy

w *o\
ahol а Д-чм egy normálvektora.Legyen továbbá 

lyan rögzített pontja,hogy Wa teljesüljön.Jelölje 

a C ponthoz illeszkedő kipersikkal szigorúan párhu­
zamos hipersikot'Tetszőleges JL^.K

X„ £ -^k-a

O-

ponthoz ren­
deljük hozzá azt az 

^o = A fenti hozzárendelés mindé» megengedett X
pontot,amelyre

ponthoz egyértelműen meghatározott Y0 pontot rendel,el­
lenkező esetben ugyanis lenne olya» V е!Еч\ pont,hogy

képe is lenne,ekkor azonban 

kollinearitásából kollinearitása is követ-
C €> A.

ami viszont ellentmond (2. választásának.

v04yüv 

С>У>У2~
kezik,s igy C £ £-CY0aY„v') ^

és

V-A <U-~A >
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На х-0*
találkató olyan "AeóR- 
bi összefüggéseket nyerhetjük:

vx + Ä-a-xa -0*-O «u £.x>o

ÖKe , akkor Minden ponthoz
,amelynek felhasználásával az aláb-

és

»igy

£•(2* *•(«-«$> Ла_- к. ,amiből pedig=0 =^> = - л- ех-гь
x0=2- Л-О К

adódik.Ennek megfelelően a fentiekben meghatározott

C-_ : E^N í-t. x*-* x.‘U-“A >

leképzést az E^\ 

kozó О centrumú. centrális projekciójának nevezzük,ha K0£ 

olyan pont,amelyre

^«6k.«s -

ponthalmaz -fcv. kipersikjára vonat­va- л
Ч.-А

■A -* Лл_/ К. •сг-О
• ^N^-a ^tel jesül, ahol c=OC 

projekció vektorainak nem lineáris transzformációját
kozza létra,amint arról könnyen meggyőződhetünk,ám bizonyos 

speciális esetekben a leképzés koordináták segítségével is

.A w-a centrális

egyszerűen jellemezhető.
Vizsgáljuk meg két különleges esetben 

a/ Legye® "W. = «L^ , akkor Л.
feszitett hipersikkaljS ekkor а С^_л 

ordinátákkal:

alakját!
által ki­

leképzés alakja ko-
azonos az

ca-'S/w
í< S< C.u &*-

A ^ÓjUtXtp) kb -1' 0CeToC^,:

s-I- C-KО
@S £j<w

b/Az előbbi esetet tovább specializáljuk a C=^, feltétellel. 

Ekkor a leképzés alakja koordinátákkal az alábbi lesz:
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£< &!«

>
*-&- í**

í- О á-
leképezés értelmezése folytán aHAz С-*.*

kalmazt önmagába képezi le,s ka és £.,<.£ 2v *_ ,
akkor CKM (Au.^ Q Cv..X^-е.') > vagyis a centrális projekció
a fenti feltétel mellett illeszkedéstartó.

VI. ÁBRÁZOLÓ GEOMETRIA AZ E-w. TÉRBEN

6.1 MONGE - projekciók az térben
Legyen О az E-w- egy tetszőlegesbe rögzitett pontja,a

ex 10 CPÓ egy rögzitett ám tetszőleges ortonormált 

bázisa ! Jelölje •^■Z-л C-C-4»V)
J^vJ^illetve ег>еч>... vektorok feszíte­

nek küEkkor ka О*..,, jelöli a. ^w-л kipersikra való orto­
gonális pro jakciókat, továbbá «£, ►-*<£,_ 3
tjH> tulajdonságú forgatást,akkor a leképzé­
sek mátrixai az alábbiak lesznek:

Л О • *• Q
о о-

КС
azt a két kipersikot»amelyet

о о
О «t **•

о 0-< О
/( о о

-о• •* *- • *
: :!

♦ ^

П®Ь- . А ш- О О 4,0fl- !: i: : Оо \ *. о 
О - .. • о 4

:
О.......о 4 о........О ó

kipersikot beleforgatja &-w-4
0'~“^-dimenziós sik körül,ezért a 

tulajdonságú.Most már definiáikatjuk

Mivel a
a ц,-, О A 4« a~ ^

kipersikba
w»a.

leképezés E^ AK.., 
az *0 tipusu Menge-pr®jekciót:
Hl’EL -» С.,* C-, Л5 ^ Ю1 CY> .Ч’^чСЬ j

amely víb esetén, megegyezik a klasszikus Monge-projek- 

cióval.Mivel jj-f° ®£Л*ЬеЗ,£®'^Л »«zárt a fenti leképezés 
koordinátákkal az alábbi módon fejezkető ki:



- 40 -

&l*
£* ОMl I*0

{ ь H > Í.OxeTC'O .is ahol &I---v>

I- s-s-
Legyem У? - ©^мСх} >• К = ©^(х) es ,ка ©X-v jelöli а 

^^.^nJL^.^-ßvK.^CvriVdiaenzios sikra való ortogonális projekciót. 

Témát © mátrixa:•a-x О О-
о o' 
="'• A

... о л

[«w] . \ .
0

"O áО-
<• -*> 7sikotÍ ^ ^ bázisban,ráivel -ß«. vektorok fe-az

szitik ki.Igy

ОS< I<
1*©Sx о*^-x b(X£lo^ -isIs akol

: :

I- s*.
Mivel pedig

I<& О О
I* о ix оIs r-»> Is , ox"« Is0X = b0X = 0Ko=és ):

I-Ыи
ezért К , К', к", Х0 olyan. téglalap,amelynek sikja szig©-

sikra.Ebből azonnal követ-“ &-Ц.-* ^ *.-л

ke zik, hogy <Q).!L«CxO« С*"") д <0><w-xOO = K0 ><0^.лСх')= X^
kollineáris pontok a ^ 

ortogonális £4-,® E

ruan ortogonális a w-X

iv-4 kipersikban és egyenesük szigorúan 

térben a sikra.A fenti konstrukció-
ból látszik továbbá,hogy
1. XeC, X»x'
2. KG

3. Kg £vw.v <^>
(A4. oJo-vt»^ 3 ■ C^/ft 0-'o^tv_') ,

Ч.-Х

K0 = x”
X0= X.'

összefüggés érvényes.

, s ekkor is fennáll, 

is fennáll,K = X*
K = X^ = x" * K0

, s ekkor
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Legyen másodszor (_2.«-C S-^azoií számú 2-dimenziós
sik,amelyet az y vektorok feszítenek kilJelöljük ekkor 

tÖ£ szimbólummal a sikra vonatkozó ortogonális projek­
ciót, legyen továbbá az >

H» -e^ tulajdonságú elf orgatás .Ekkor a leképzések mát­
rixai az alábbiak lesznek:

А О.......... 0 -••
О О..... О м О
: •: 4

4 О 

О О '*
- О... о

... Q••»
о

[<?*]* [ОЙ-: О О4 :О 4 О- 4... 0 кО4; О
•. -.0 

** * 0 4 ... оо-00- ftс t
1t

A forgatás a sikot leforgatja^ sikba а Г\ 
egyenes "körül”,ezért (.'Ь£^&л^
tulajdonságuak.Most már definiálhatjuk a B) tipusu Monge - 

projekciót:

amely ^=Ъ esetén szintén megegyezik a klasszikus Moage-pro- 

jekcióval.Mivel , ezért a HÍ leképezés
koordinátákkal az alábbi siódon fejezhető ki:

leképzések

V4

4< §>< S«
!г -ь I-

:0b о о о
{ I) “w-: «■S.et.CT').is > ) )••• >

::

Ä- 0 О0о
^ = (0^OO (Д* ás'w") ®S X^e ©>A(X) ,haLegyen X 

mátrixa:

jelöli
egyenesre való ortogonális projekciót.Mivel (Q)^
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А О- -
г ~i О О.М= Г-- '

-О

*. о
■•: 0 оо-

Г)bázisban,hiszen а egyenest fesziti ki,az 1ТЛ~,
így

4<
S*4* о<0)< ^ибкеТ.СЮ •:

, akol
:

I-4- О
Az { Х-оХ^ vektorok páronként egymásra merőlegesek,®
eg у С^м) -dimenziós ortotópot feszítenek ki ,ha X^. ßvL
Az ortotóp kipersikja szigorúan ortogonális a A, egyenesre,

pontok
kollineárisak,s egyenesük merőleges a Jtkj. sikban a 8*.л egye­
nesre.Ha az К pont minden koordinátája pozitivekkor az 

alkalmazott ^ forgatások miatt a -ß^ sik ß-н egyenese ál- 

generált két fálsik egyikéhez illeszkedik (Q)^ (x) ,
mig másikához a { 0*
(Aobo^vt»- ^ (_4&/a cijo-roól ^

amelyből következik,Hogy az

tál
pontok mindegyike.

6.2 AXOHOMETRIKUS projekciók az Ел- térben

Ha 0 az E^tér egy tetszőlegesbe rögzitett pont ja,akkor 

legyen l«($0 egy rögzitett ortonormált bázisa.
Legyen О egy kipersik és v olyan vetitesi irány,
kogy
vektora,ekkor az E^tér hipersikra való paralel pro­
jekciója a korábbi eget természetes általánosításaként:

, akol a -^■vs.-a'Z.'t egy noriaál-

V' * Е^-*Л X и-* Xо >•>«.- Л J

Ä-Ck-?.X £ és '■ík(Т) a -ßvahol 0К«~ k. — 

tetszőleges pontjának helyvektora.А a ^C^") vektora­
inak olyan inhomogén transzformációját kozza létre,amely­
nek mátrix egyenlete:

W-л egyÄÜ.* 4.
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*C£*-v
-

-fi w<?
\ ~ & v.

s: \- *4.->> -7? 4'Te ,ahol: :
<W -\-

A'-w"'-wI- - M-^v- •wA -_-•». t*»'WS.

,«.. S.-£tÄ .t-2-4«fcOX...2SÄ ,*
v-Aaz

ka az
tora leket az ,v.s2ia'.^:

"a . V'A '
Bevezetve a ^.e^Txjelölóst a leképzést leiro mátrix egyenlet:

<шл ^

Legyen speciálisan
pont által egyértelműen, meghatározott kipersik,

ÖAi ' (/£<w , a^>0 *). Ekkor а A.WM egy normálvek-
-*> —f> ^ *"Л,

KY:< = л

és й;®л ■>legyen

A Aí: к
& A<a,«v

flc-Л:Д Д 5«.a1 *"H <4•A-; :\

... ^-4-,A JL.A £-S- A**«— - — -- •
s ekkor a?M leképezést ^.л szimbólummal jelöljük, 

s az E^ tér kipersikjára vonatkozó ortogonális axono- 

metrikus projekciójának nevezzük. O^-aJ00^-')
Vizsgáljuk bieg az tP\*j 5> & ^ ortogonális axonometria 

alapvető tulajdonságait!
kipersikot meghatározó pontok olyan
c ^w-< szimplex csúcsai, amelyet analitikusam az alábbi 

összefüggések Írnak le:

A

Z>§: = < , x^>o 
<*« ^

'= fPv^LO^ * ~o~' ®-c
*‘4“ C«A V

vagyis az О pont axomometrikus képe a szóbamforgó szimplex 

belső pont ja.Legyen ^

sí *v e

,ezért О S ,Mivel О

a szimplex csúcsainak
egyike,akkor közvetlen számolással igazolható: OA^-Pi^C^Oj 
ka ^évjk.S'w , C4k. <Li .
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Ez azt jelenti,hegy az К-л)-dimenziós szimplex
minden Ы~г) -dimenziós cellájára érvényes
ÍCo'A^-L **^1. Ezért jogos az 0 =^v.CON) pontot a

szimplex őrt©centrumának,vagy magasságpont-

nyernezimplexnsк létezik ortocentruma, 

amely az 0 pont axonometrikus képével azonos,®

jának nevezni. 

Összegezve:a

amely О pont a nyomszimplex belső pontja.
nyernezimplex szögekkel kapcsola-AKC,Vizsgáljuk meg a 

tos tulajdonságait!
Mivel U0'^±^ÍM^^,vv^,igy Ц0«^\1.Цо*рО

és ^ Д 0V a
belső pontja,ezért O' az й^ és O* között vas, 

másrészt 0* Д olyan derékszögű háromszög,amelynek de­
rékszöge CT -sál van,következésképpen £ ft-COPV^ ,Q-(0 

tompa szög.Másként fogalmazva: Д^й^. szimplex o'

,ahol

Aíftat.,

orto-
centruBiáből a szimplex minden éle tompa szögben "látszik”.

egy tetszőleges csúcsa,akkor az £
s^SSk*035i‘5e^-6Ik» Зй^цй*+ M-<w>o

hiszen az első tag O' ortocentrum lévén zérus,mig a második 

tag pozitiv,hiszen й^'й** tompa szög,igy 0* й<йчЧ> hegyes szög, 
következésképpen a nyomszimplex bármely két,közös csúcsból ki­
induló éle hegyesszöget alkot.

На F4 az
élszögre nézve

Legyen ezután Дк~1 az tér egy tetszőleges hipersikja,s
а -й^-л hipersik egy Ö őrtоcentrummal rendelkező

szimplexe,továbbá az ©rtecentrum legyen a szimplex belső pont- 

ja !Ha 0 és O' €: ,akkor » С$й;-3й^ + So- So • >
s mivel tompaszög,következésképpen 'О’й^оЧ^ <О ,igy
létezik olyan 0 6 -йч.„ ,hogy 0й^-0й^=О
látni,hogy Д.

legyenÍKönnyü be-
kipersikja által generált egyik félterét 

0 pont egyértelműen meghatározott bármelyik 

csucspárból indultunk is ki.Ebből adő- 

az EL^tér páronként egymásra merőleges

V-H
rögzitve,abban az 

X€<.^S<v«~ й^0Б
dik,kogy ^СемчУ^л _
egyenesei,® normáivá, az Ойс vektorokat az tE<^ tér egy ortonor-
mált bázisát nyerjük.
Összegezve :ha adott az IL^tér egy Gw-a)-dimenziós ,bel­

ső О ortocentruiüüial rendelkező szimplexe,akker léte­
zik az térnek egy olyan ortogonális axono-
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metrikus projekciója,amelynek myomszimplexe éppen. 
és О' - Й^СсЛ . ^
Legyen ezután E^: 4ь E< * 

ortomoriaált bázis egységpont jai 

kus képei!Mivei ekkor

1*Л7az С*л
, a azok axomometri-

•4A
A КA

<*A
*1 :JL A A<4<4 5ejfcVo'® £-• : &_ -Д- ZjI*

ac = 0 >Дс 4> -±- > Л.
+03

AA

\!A AA A
ck-~

azált

ezután a Цо'е!- ^
■Ce * ^torok mormanogyzeteimek összege!

2wV-£ 2[c^..*(^(^4t4^4^] - 

- t-Ь ^ -'«4* * (&T- feT*C=6C) £)] =
. -i- .

w AW*<J
- V*..,-/-^—\ Számítsuk ki 
V V^aJJ

1

mennyiséget,amely az eV r vek-

\>«i

- -Ц.о-О.С- 'Ч.-Н

tartó kipersikját,akkor bevezet-,jelöli aHa
ve az

{Цоес\«^\< -N
jelöléseket,fenti eredőiényűnk a következő alakot ölti:

y1) oy^j4 *2L = Лл-~л
*\>Л \>*

eset rövidülésekre megismert tételének természe-amely az ^-Ъ 

tes általánosítása.

д1М7„ ^ *Legyen ezután
zolás alapjául szolgáló nyomszimplex,s foglalkozzunk azzal a 

szerkesztéssel,amellyel az ^ £.(.£>
egységpontjait megkatározkatjuk.Tekintsük az 

Д to»?»,,..., R^-^cC-Mpersikban az 
gonális axonome trikus projekciót ,akol

az axonometrikus ábrá­id-4

"tengelykereszt”

orto- 

. HaГ\ -Cw„„К.-Л

és o'* «Mo) ,akkor
' Y
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А Оо.л. ОАА
О.о. X.

г<* л_о = -—-Х-4
±

> А
О.*"^ V» оА о»•<4.

* '
igy egyszerű számítással kimutatható,kogy О >0>

AOv.0*) X X
kolline- 

térben.Másfe-a Xw_,-E
a U--T EU térben,igy létezik elyan 

, X^-j_ sik körüli forgat ás , amely V—3> A
^(p) és О - ^1ЛлСо') a Xw-a

ra nézve ellentétes félhipersikjában lesz.Mivel a szögtartó 

leképezés,igy A. (^(_0) X. Aw-i_ ezért > СГ > 0

árisak,s persze
íői Udo*) X x

W--J. <ч~ Л

w-1

képkipersik Xtovábbá sik-w-iu

kollineárisak.
Teljesen kasonló okoskodással belátkató,ka (_4< ^-л") az
UoeO tengely egységpontja, 1U-ÍE4)= E* >^.^£4) =£<
Ue*e-)x íCe*e^) ih e_(o*o) .
1 Ce^e?) X U.,_ az XA
forgatással Я. ^^>CEc)E* ) JL 

lineárisak.A fenti relációk ismeretében az 

síkban elvégezhető az 

lölése,mégpedig a \A
látható az is,hogy olyan ortogonális affinitás létezik az

térben a toE^V^, alakzatok között,amely­
nek -dimenziós "tengelye” azonos a <U_V= А^_л P> XlM

A tárgyalt konstrukciónak egy másik,például
alakzatra való megismétlésével az ^?U tengelyeken szer­
keszthető meg az {е!Д .B.egységpont,s nyilván a két eljárás "kö­
zös tengelyeire" £ Uo'fO^c«^ a eljárás ugyanazokat az

^_Е^Саг egységpontokat szolgáltatja. CíO-oLb^)
Ezzel tékát minden egységpontot megszerkesztettünk az

,akkor 

Másfelől
térben,igy az iménti

,ezért í^CE;) > kol-
képhiper-

XCo fO 'w-V) egységpontjainak kije-

w-A

X

alakzat segítségével,s

A >.“4

síkkal.

A képkipersikbam, s ezzel lehetővé vált bármely 

dimenziós,koordinátáival adott alakzat ortogonális axonometri- 

kus projekcióval történő ábrázolása a 

koz illeszkedő

/V\j ~vw-Л

-tvK., cE4_ . kipersik-
А^1Сг< nyoMszimplex segítségével. (49/n.áb^.')
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Az általános paralel projekcióval létesített axonomet-
rikus projekció másik különleges esetékez juthatunk el, 

ka
'*'*w-A

C=Aképliipersiknak az vektorok által ki- 

feszitett hipersikot tekintjük,s az -\- vetitési iránynak 

pedig az miatt és \
leknek eleget tevő irányt választjuk,ka HU e Л .

feltéte-

Ekkor a paralel projekció tárgyalásánál vizsgált egyik 

speciális eset szerint értelmezhetjük a KAVALIER axoao- 

metrikus projekciót:

X v->K0 ,akol

§и~§« ^ IX
^=0К<ГГо(т} ->1---->

f - e ъ>'л -V.V Sr-
с e>

I- ОI-О
Ekkor a tengelykereszt vektorai által meghatá­
rozott tengelyeinek képei önmaguk , S csupán. c$>ak 

^ X \K C?0 kerül olyan helyzetbe ,kogy C u.-\ •

6.3 PERSPEKTIVIKUS projekció az térben

E-w tér egy tetszőlegesbe rögzitett pontja,
egy rögzitett bázissal az érintőtér, s te-

-»» 7
gyük fel,hogy ortonormált bázis is.
Legyen az

az

Legyen О az 

sT^O) az

Сел által kifeszitett képhipersik, 

által kifeszitett alapkipersik,s válasz- 

szűk a centrális^ projekció centrumának azt a pon­
tot,amelyre ceOC^cb+C-O'^ és C^c^O 

(Jelünk az,kogy az alaphipersikon nyugvó ^ -dimenziós alak­
zatokat a JL^ kipersikra képezzük le.
A centrális projekció analitikus előállítását felhasználva

Г —*> *)

teljesül.

a leképzés koordinátákkal:
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s« s«
s* §>*•%-i-

* X-OK е"^С*У<£ _J_
> £^+c^'

:,ahol

c*v~« 1-5- о

. о
Jelen esetben а 4^., 
eltűnési kipersiknak nevezünk.Látható,hogy ekkor Minden 

X £ ЕЛ Ca poHtsak egyetlen jól meghatározott X*® C.O>0 képe 

van.A fentiekben leirt C: ^ЕллГ*

kipersik egyenlete ,amelyet

leképezést gyakorlati 
perspektívának vagy perspektivikus projekciónak nevezzük.
Vizsgáljuk meg most,kegy milyen szerkesztéssel lehet Meghatá­
rozni egy tetszőleges Х^^'-У'^-а X0€.&w.,, képét!
Ha X£ ,akkor Xes С (XVX ,igy legyen X^ ^
X £ \ egyébként tetszőleges pont. Legyen az
lE^tér egy olyan iránya,amely párhuzamos s. hipersikkal,

viszont Minden egyenese metszi а képkipersikot!Jelölje
4?X s J^e. ^ irány azon egyeneseit,amelyek illeszkednek rend­
re az X>X*.>C pontokhoz,ahol Хл=©^ CX^ és Cß)^M• =>
az alapkipersikra vonatkozó ortogonális projekció. Ha

w > хв«£СЛ ,Хйо= COO
akkor könnyen kimutatható,hogy a HSX0>Q. és a 5 Ул0>Т^. 
kollineáris ponthármasok,továbbá 2.(.ХХЛ^1\ АЛОЛОК Í-CXoXao^) > 

sőt ezen egyenesek mind szigorúan merőlegesek is az E*w térben 
kipersikra. (aA.oWaJ')

Legyen most ^ ’• EL^—»> E^ az <L* t^
tulajdonságú elforgatás,akkor = &■
dimenziós sik a forgatás '’tengelye'.'Jelöl je azt a C pont­
koz illeszkedő jól meghatározott kipersikot,amelyre JL*MUl 
teljesül.Legyen *4* s az E^ tér olyan elforgatása,amely­
nek "tengelye" PA,,,,--
sőt teljesül 0Í?O« 

kipersiknak,a
alap"vonal"nak nevezzük.Ekkor a ^ és *4* 
a centrum és az alaphipersik képhipersikba forgatásának
zük. C2-2- • oJ-bortv.")

, deK-A

A к-л
-í * -t £■ vc-a")

W-A >

(^-^-V-dimenziós sik, s 4* = A
is .A Aw.a kipersikot korizont 

sikot horizont "vonal"nak,a A*_,_ sikot
együttes alkalmazását

nevez-
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Egyszerűen belátható most,hogy СО >Х« y^OOkollinearis 

ponthármas aindazon К pontra,amelyre ráadásul
У <c 0-л , vagyis illeszkedik az alaphipereikhez.Érvényes
továbbá ^ összefüggés bármely Х£ЕЧ\^
pontra.
Az imént ismertetett eredmények felhasználásával szerkesz-

pont meghatározásához.
.Ekkor X« a Xv«ro~ 

pont valóban létezik a 

képhipersikban,hiszen Xo = X*o illeszkedik a 

S'Üpt} W'fGp*)egyenespár sikjához, továbbá két egymással nem 

párhuzamos egyenes metszéspontjaként egyértelműen Meghatá­
rozott.

Ko= C00>tési eljárás adható az 

Először legyen X € ,vagyis X-X*
= ЧС'^С'-^С^'ьУ) С\^ШС) .Ilyen X0- X*0

Hasonlóan az eset kalasszikus eljárásához a felhasz­
nált irány tetszőleges,az eredmény azonos képpont,ha

a kirótt feltételeknek egyébként megfelel.Ez 

képhipersikban azt jelenti,hogy a szerkesztéshez alkalmazott 

‘Ч'О^сУЧ egyenesek helyzete tetszőleges , csak a
(XCÖ<■£feltételt kell figyelembe venni,ekkor 

ugyanis * Ц> C'ifo') eset áll elő.
Másodszor legyen К4 vagyis X. ^ X* .Ekkor elő­
ször a fent ismertetett módon meghatározzuk az X*0'(.Х\<Л 

pontot,majd az R, pontból kiindulva felmérjük a cLCXX*^ 

távolságot О * -ra szigorúan merőleges irányban /elője­
lesen / a képhipersikban,® igy a Q. » ^
koz jutunk.Most k„s f\ í_ (х*о^

pont- 

jelöli azt
IvM

ahol
a jól meghatározott X*o ponthoz illeszkedő egyenest,amelyre

teljesül.így X0 most is két egysiku,nem 

párhuzamos egyenes metszéspontjaként áll elő egyértelműen 

meghatározott módon. 0^-
Az ismertetett szerkesztési eljárás végrehajtható a JL 

képhipersikban,ha rögzitjük benne H\ ^ CC.)
pont (D>v^ (к)

alapkipersikon,pontosabban ^ (XO 
fedott és tudjuk az X pont oUXK*4) előjeles távolságát 

alaphipersiktól. (2-VГO.S. -cifemO).

löaA Ili uaiO

4- Л

X« -ti.elemeket,s ismert egy 

ortogonális vetülete

D*
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VII. A SZABÁLYOS POLITÓPOK ÁBRÁZOLÁSAI

ТГ^ -gl*b |>olitópok ábrázolása7.1 A szabályos
jp^ sikban

Legyem О egy te tszőleges, de rögzített pont,®
a "1000 egy rögzített ortonori.iált bázisa! Te­

kintsük az vektorok által kifeszitett E^sik
azon "ТТ^=£/ч+^ szabályos politópját,amelynek centruma 

az 0 pont,® csúcsainak koordinátái az térben an­
nak bázisára vonatkozóan:

Vc4^*** 4c, ^ air= ( Oö*bЯ ЛаЛЛ

Definiáljuk ekkor az t 

leképezését az alábbi módon:

OÁ :

ла,+л

térnek az sikra való

X « оa. i

akol tetszőleges pontkoz,amelyre it*
érvényes.Hozzárendeljük azon У* € E-^ pontot, amelyre fel- 

irkató az X„a 0)C«= О&<, összefüggés.
Az С*, : * Ej_ leképezés a vektorainak egy lineá­
ris transzformációját kozza létre,amint az könnyen belát­
ható,ezért az [ftj 

máció mátrixa:
bázisban megkereshető transzfor-

CA*t»^^-Q Uö*a3űL..^ ий*о^^-.Лч.
«V.+ 4 W Лч-¥Л ^ "

атг
> ■ ,A«wЛ*.+ <1

• О vu^äSL.^.,, ьк.
/WVAiaj= о о о

ооо (ЛаА*^к(>-+4^

А с< leképezés a fentiek szerint illeszkedéstartó,vagyis 
ka 4-4 •> Л.Ч>^«.€Ц^ jakkor e< (A*} Q X
jesül.Legyen £*Р<\* az tér károm különböző pontja,s
tegyük fel,hogy pontok is különbözőek.Ekkor ka
а {Тч\с,л pontok kollineárisak, akkor az £ o< 

i® azok.Ezen értelemben pedig az (X leképezést egyenes­
tartónak nevezzük.На СЗД*« pontok olyanok,ráint az iménti- 
ekekkor érvényes

is tel-

pontok

С'РЛЧ ,-p^. .«(зчУ)
összefüggés is,vagyis az leképezés osztóviszonytartó
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ebbe» az értelembe»,
A korábbi eredményeiákból tudjuk,kogy a
szabályos -dimenziós szimplex egy Modelljét megkaphat- 

juk az Нл,«м térben úgy,ka tekintjük a
aalmazt,akol <íK+^")olyaa,kogy .Az imént
értelmezett leképzéssel pedig

sőt ©< : .Ennek Megfelelően figyelembe véve"TT<V(=\'bV ^
celláinak illeszkedési viszonyait könnyen elkészitkető a 

politóp un.élvázán&k melletti képe. C

N►«4Aíe^ pont-

лКГ~ c. H •3- 5•ie<

szabályos a ^ politőpok ábrázolása7.2 A

sikban
tetszőlegesbe rögzitett pont,sOfcELegyen

a egy rögzitett ortonormált bázisa!Tekintsük az
С^чЛоч vektorok által kifeszitett ®Ejl sík azon 

szabályos politópját,amelynek centruma az 0 pont,s csú­
csainak koordinátái az térben annak ”^"вл
vonatkozóan:

^ egy

bázisára

^ •*^ (jO& Lcé a^w-4^.

sikra való leké-

* C t*> f~
Definiáljuk ekkor az Előtérnek az 

pezését az alábbi módon:

•Ve > ЬЧл-ч_

•• -=> ъ Х^к« э
—4» ^ -j

akol X tetszőleges pontkoz, amelyre te * OK.
pontot,amelyreörvényes,hozzárendeljek azon 

felirkató az y.s QX,* • О ftp
A ТЕ^-í» H ^ leképezés a (lO vektorainak

összefüggés.
egy li­

neáris transzformációját kozza létra,amint az könnyen be­
látható , ezért kereshető a transzfonaáció mátrixa az

1СУГ., bázisban:



- 52 -

...

Nr\.v.^- \ ...
oafc*/Er’Ow*ii^

й>> О оо

ооо
Лч./.'Ч.

А leképezés az eddigiek alapján illeszkedéstartó,va­
gyis ka j &.ic>®'-í. ^ H , akkor ^>C^vc>) Q
továbbá egyenestartó és osztóviszomy tartó abban az érte­
ledben, ahogyan azt az ©< leképezésnél már láttuk.
Korábbi eredménye iákból tudjuk, hogy a "TT^ {_ Ъ 

bályos -dimenziós kereszt politóp egy modelljét megkap­
hatjuk az térben úgy,ka tekintjük а
ponthalmazt, ahol — Ü'S'vS'O ©lyan,hogy OE< * <T<
és

sza-

.Az imént értelmezett leképezéssel pedig
a.«~
C»<i

Figyelembe véve celláinak illeszkedési viszo­
nyait könnyen elkészithető a politóp élvázának mel­
letti képe. (^КЪ. dloirvS}

At*ó

•nk- js.v-M.7.3 A szabályos politópok ábrázolása
sikban

egy tetszőleges, ám rögzitett pont,sLegyen
a T^C^egy rögzitett ortonormált bázisa .’Képezzük az 

elemeinek összes lehetséges részhalmazát s vegyük e rész­
halmazokat alkotó vektorok összegét.így T^CO vektorai kö­
zül kiválasztottunk

-dimenziós hiperkocka csúcsaiba mutatnak,azaz 

'TT^AÍC^.E hiperkocka élkossza egységnyi,s alkalmazzuk 

e hiperkockára az előző részben megkonstruált Ег
leképezést.amelynek eredményeként a "felső” félsikban nye­
rünk egy olyan "TTj_* \lv\egységnyi élkosszuságu politópot,

О
*ТГч.'«\Ц,ЪА' X\ illeszkedési

olyan vektorokat,amelyek egy

és E,(.4,Cp .amelynek két szomszédos csúcsa 
Figyelembe véve a 

it, továbbá a |\> leképezés
tulajdonsága- 

bázisban vett mátrixát 

könnyen elkészíthető a politóp élvázának fb melletti képe. 
(/4— IC. , <üyvT»_')



- 53 -

ég "n*s politópok ábrázolása az ^Ег. sikban7.4A szabályos
Az tér öt szabályos politópja: itV«V>tLtiT>V.>VV>sY*\Si'b^j
amelyek közül az c<:Es-*E4lek*pezé8sel a {>,V^ ,a 

leképezéssel pedig a és {4^ politópokat már ábrázol­
tuk.
A és politópok ábrázoláséinál követhetjük azt az
elvi konstrukciót,amelynek segítségével e politópok egzisz­
tenciáját igazoltuk.Tekintsük ezért а fc>S\ politóp 

leképezéssel előállított képét!Az ábra éleit koherens mó­
don irányítva bontsuk szét őket az aranymetszés arányában.
A nyert osztópontok afcjS^ egy -beli ábrája csúcspont­
jainak tekinthető,felhasználva a leképezés egyenes-;il­
leszkedés- és osztóviszony tartó voltát.
A imént Megszerkesztett ábráját,a leképezés tulaj­
donságait , továbbá és duális pár voltát felhasznál-
va könnyen előállitkatjuk az lSv\\ egy f:x-beli ábráját.Te­
kintsük ugyanis a ábráján a politóp lap háromszögeinek
súlypontjait,e pontok \Syi^ ábrája csúcsainak tekinthető.
Az tv, tér kát szabályos politópja: ■ДЧ/^'ЬЪ j
lV»Ä* tV*yäY> ,amelyek közül az o<:Es-t>Ev leké­
pezéssel аДг.гл"1* ,a leképezéssel pedig a
és politópokat már ábrázoltuk.
Hasonlóan az előzőekhez a és
politópok ábrázolásánál követhetjük azt az elvi konstrukciót,
amelynek segítségével e politópok egzisztenciáját beláttuk.

politóp leképe­
zéssel előállított ábráját!Vegyük az ábra éleinek felező­
pontjait,s a kapott osztópontok а ábrája csúcspont­
jainak tekinthető a CESARO-féle szerkesztés szerint.
Tekintsük most a myert ábrájának éleit,s koherens mó­
don irányítva bontsuk szét őket az aranymetszés arányában,®, 

leképezés tulajdonságainak ismeretében a kapott osztás
SÍVO>\ GOSSET-féle féligszabályos politóp H^.-

Ezért tekintsük először a

pontokat az
beli ábrája csúcspontjainak veketjük.Tovább követve az elvi 
szerkesztést megkaphatjuk az ikozaéder celláihoz
illesztett 4-dimenziós gúlák csúcspontjainak képeit,s ezzel 
előállítottuk a csúcspontjainak képeit.
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Végül az {5YS,b^ politóp beli ábráját a
ábrájának felhasználásával úgy szerkesztketjük meg,

t^vV^ politópot a felkasználásával tettük.ahogyan az

\A- j V, -VstIj7.5 A szabályos politópok hálózatai

és Scklegel - féle diagramjai 
Legyen tér egy szabályos poli­
tóp ja, s szemeljük ki a politóp egy HvA celláját,továb­
bá jelöljük &w-a szimbólummal a cella tartó kipersikját. 

Mivel az lEw tér tetszőleges O^-Li-dimenziós sikja
körül elforgatkató,igy a TTL- politópot alkalmasan kivá­
lasztott Cv-2-^ -dimenziós cellái mentén felmetszve,továb­
bi alkalmasan választott -dimenziós celláinak tartó

-síkjai körül alkalmasam elforgatva a metszéssel 
szabaddá tett cellákat elérhetjük véges számú lépés­

cella belefordul "TT-wL,ben,kegy minden TTv.-*
A An,I kipersikban előállított ^TTv.-^ cellák rendszerét a

kipersikjába.

TTv, politóp egy hálózatának nevezzük.A fenti konstrukció 

nyilván тем egyértelmű,igy egy adott TT^ szabályos politóp-
nak több,egymással nem izonetrikus hálózata is lehetséges. 

ATC«alkalmasan elkészített hálózatán a «= E tér-Vs.-*
ben jól megfigyelhetők a cellák illeszkedési viszonyai.
A (. szabályos politópok ábrázolásánál ered­
ménnyel alkalmazható az a SCHLEGEL-tői származó gondolat, 

hogy vetítsük centrálisam a politópot egy kiszemelt’"TCVJLa 

cellájára alkalmasan választott centrumból úgy,hogy a TT^ 

vetülete teljesen "ПГ-у*belsejét kitöltse.
A gondolat jobb megértése érdekében tekintsük például az 

ortomormált bázisvektorok által kifeszitett 

mérték politópot»Legyem a kiválasztott "lap" az 
vektorok által kifeszitett ТГ®

persikjám 

nak ekkor azt a C* pontot,amelyre:
~±'

v-« cella,s tartó ki­
összefüggés jellemzi!Válasszuk centrum-

к.
5 .^ - OC .

±
3L

~CK
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centrális projekciót leiró összefüggést felkasz-Ekkor a
máivá a leképezés az alábbi módom irkató le:

a-s<+i§~-s*
4 > a.6TR.+ .»I------>

I- о
Az előállított -dimenziós alakzatot a ТС«ч, egy Scklegel
diagramjának nevezzük.Speciálisan esetem a kiperkocka
diagramjának csúcsai két,egymással koncentrikus kocka csúcsai
lesznek. (2.Ü-24.olfeyva»}
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VIII.Az E3 és E4 SZABÁLYOS POLITÓPJAINAK ÁBRÁZOLÁSA 

SZEMÉLYI SZÁMÍTÓGÉPPEL

3.1 Bevezetés
Ebben a fejezetben ismertetünk egy számitógépes programot, 
amelynek segítségével sikban ábrázolhatok többek között a 

3- és 4- dimenziós szabályos politópok élvázai.
Az ábrázoló program BASIC programozási nyelvem készült 

COMMODORE 64 személyi szárnitógépre,de csekély változtatás­
sal bármely,finoia grafikai perifériával rendelkező számító­
gépre adaptálható.Felhasználjuk segéd programként a SUPER- 
GRAPHIK 64 című programot,amelynek segitségével könnyen ke­
zelhetjük a 320.200 "pontból" álló úgynevezett nagyfelbon­
tású képernyőt.E grafikai segédlet részletes ismertetése 

megtalálható pl. Dr.Ury László:COMMODORE 64 cimü munkája má­
sodik kötetében.
A program elkészítését az alábbiak indokolták:
Hazánkban a finom grafikával rendelkező személyi számitó­
gépek közül legjobban a COMMODORE 64 géptípus terjedt el, 

igy e program oktatásban való alkalmazása szélesebb körű le­
het.Az Ej tér geometriai viszonyait jól modellezhetjük a 

minket körülvevő fizikai tőrben.így tapasztalati utón mind­
nyájunkban kifejlődött a térbeli alakzatok viszonyait fel­
fogó,raegértő képességünk,amit röviden térszemléletnek neve­
zünk.Bár az (^>4) terek geometriai viszonyait eg­
zaktul jellemzi akár az axiomatikus-szintetikus, akár az axio­
matikus-analitikus tárgyalás,mégis természetes igényként me­
rül fel ezen terek geometriai viszonyainak grafikus szemlél­
tetése ,ábrázolása.Alkalmas eljárásokkal készített ábrázolá­
sok ugyanis bizonyos értelemben képesek hozzásegíteni ben­
nünket magasabb dimenziós szemlélethez,amelynek komoly heu­
risztikus erejéről nem mondhatunk le.Ebben a megvilágításban 

tehát úgy tekinthetjük a személyi számitógépre irt ábrázoló 

programot,Mint valamely vizuális ingereket felvevő magasabb 

dimenziós euklideszi terekben is látó szemet.
A dolgozat előző fejezeteiben ismertetett ábrázoló geometriai 
eljárások lehetővé tesznek több különböző ábrázolást, 

kesztést.
szer-
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Látnunk kell azonban,hogy e szerkesztések bizonyos esetek­
ben rendkívül hosszadalmas eljárások,amelyekben könnyen 

"eltévedhetünk” a sok meghúzott vonal miatt.így járunk pél­
dául az E4 tér {_^,^>>5\ vagy alakzatának megszer­
kesztésekor,mi vei e politópok nagy számú csúccsal illetve 

éllel rendelkeznek.
jelenlegi formájának kisebb módosításaival többA progr;

irányban is általánosíthatjuk alkalmazhatóságát.
Az első,természetesen kínálkozó általánositási irány,hogy 

ne csak esetében legyen képes -beli szabályos
politópot ábrázolni,hanem magasabb dimenziók esetén is. 

Általánosítható továbbá az terek szabályos politópjának 
definíciója is, s igy vizsgálataink körébe bevonhatjuk az 

úgynevezett csillagpolitópokat is.További általánosítással 
pedig félig szabályos politópokkal is foglalkozhatunk.Ez
számos uj kérdést vethet fel,amelyek heurisztikus megköze­
lítéséhez nagy segítséget adhat a program.
Végül pedig újabb lehetőséget kínál az ábrázolás azon meg­
közelítése , amellyel a kép egyes részletei tetszés szerint 

kinagyíthatók,igy a részletek is tanulmányozhatókká válnak, 

továbbá az ábrázolt politópok forgatásával,mozgatásával még 

elevenebbé válhat "magasabb dimenziós térszemléletünk".

3.2 Az ábrázoló program általános ismertetése

Az ábrázoló program moduláris szerkezetű,amely modulok meg­
hívása a vezérlő modulon keresztül lehetséges, s a progra­
mot felhasználó utasítása szerint tér rá egyik vagy másik 

modul végrekajtására.Ha olyan modult kivárnunk feléleszteni, 

amelynek működéséhez más modulok munkájának eredménye szük­
séges,akkor a megfelelő üzenet figyelmezteti a programozót 
mulasztásának pótlására.
Az ábrázoló progam munka-moduljai három csoportra bonthatók.

Az első csoportba azok a modulok tartoznak,amelyek előállít­
ják és tárolják az ábrázolni kivánt szabályos politóp,továbbá 

az ábrázoló eljárás jellemző paramétereit.



58 -

E csoportba az alábbi 2*© dúl о le tartoznak:

ELéiyke A 
vCfctkK - HOX>OU^c.U

Q
LENVOmAs&v/RI.

V&«.PiT&tés>
A
HODvjUlHi'b Pkr
Q &оме. 
ив^иДьймй\

HOMKR -McfDOL K/EVB Pi

И ,E. 
0;0

A. CSOCbOUL 'B>e.P\T>P\S>P>i
2., CS.oC.sovl ОгСюЕ.'йД uéiSPi
2>, 'BIR.OCV S>tOVÄCvT vc^v^é-S-e.

'Vvfco v*,aiS Wu_b 
<LuAbívw>Jr^s, 

CbjJcowx.As k*c,0-, ÖE
Ц. CUCCOK 

S. Cső CSOc^ M.OCbO£\TP^S.P> 

G. CSuC&ovl

0-> E 

И-,0
E3

Q^fcow>cV;\űnbИз0
sX^PvwCVA^O^ nntaos 

&. K)VS(^\T^b 'ВЕйЫтЙь^

8). G*cewv^ s*An m áimschT^s-Py

Q-'^AtO Цх^ЦЗо».^

<3utaw^vMku.s

O.KÍ»l4ftM'<ii4

В
[1

A második csoportba azok a modulok tartoznak,amelyek a beadott 
szabályos politópot ábrázolják.Ezek a következők:

EL6sjéb€ P> vEtéR- 
МООии'ВжЬи Pl 1 l
Gönc. cebKoHfk^ucyL

^iwfüsb Pl
vE^éfc.- MüX)OUH)í 
Pk О &OHH 
i-EKKoMiitAv^u

MOKJVCfr- HOÜVJU HBVE.

0 И
ЕЗ
ЕЗ
33

Ао.
ЛА. С*1*А 'KfS’i^ocMbPs
АО., otovso VLjá.v -rex'w^sts. 
АГЪ. ТЕЮ&^иуек.

шит
Végül а harmadik csoportba azok a modulok tartoznak,amelyek az 

elkészített ábrát kezelik,perifériák, felé továbbitják,illetve 

onnan szükség esetén visszahívják.
Ezek pedig:
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fv мвкЦ vítKftTéeéb ц 
HoTmushu f\
Q Стень 
L£KW0Wk*V*U

veié,K - v<OT>\j\_~ 
ftQtOHb 

\Jt.kXOVviJfcP,\mU

HUWIXPi - HODOU NEVE.

[I] Q^-tov^aKVvvb

CXw3bO\»^xUV*&

A4. fWgK v^vMiLWTésE 

IS. Йеячч
Uo. ^eTövré&e n^G-ueS Lene^ok

MÄGrvi’e.s \_е.м еъу.£ 
vUvJ'I’oHTP.tA&Pi SOK WM OVATPrTOM Ш

H

A program Moduljainak szerkezetét, s az egyes modulok kap­
csolatát szemlélteti az 1. folyamat ábra.

3.3 Az ábrázoló program munka-moduljainak első csoportja

Minden szabályos politópot egyértelműen jellemezhetünk csú­
csainak koordinátái segítségével.Első feladat tékát a csú­
csok koordinátáinak betöltése a számítógépbe,amely két külön­
böző módszerrel is tortánkét.
Az egyik módszer a csúcsok koordináta négyeseinek direkt be­
olvasása /1."csúcsok beadása": 2.folyamat ábra /, mig a 

Eiásik a csúcsok koordinátáinak géppel történő meghatározása 

/ 2."csúcsok generálása" és 3."direkt sorozat képzése":
2-5 folyamat ábrák /.Ez utóbbi felhasználja azt a felisme­
rést,kogy alkalmas koordinátarendszerben a szabályos politóp 

csúcsainak koordinátái bizonyos mintákból kiindulva generál­
hatók a koordináták permutációinak segítségével,illetve meg­
felelő előjelekkel való ellátással .Például a 

litóp csúcsait generáló minták:
po~

Á X
A A0

■j-v-Ss0^ 5 to r4Cb>.A X0 X. •

4 0О
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Az Cl') SS C2") Minták minden permutációjával,a C.3) minta páros 

permutációival,végül az összes lehetséges előjel sorozattal 
való ellátást elvégezve / 3."direkt sorozat képzése": 5.folya­
mat ábra / megkaphatjuk a. szabályos politóp 120 csúcsát.
Elegendő tehát a minták beadása,a koordináták szükséges páros 

illetve minden permutációját és a megfelelő előjelekkel való 

ellátást maga a program végzi el.
A csúcsok beadása után megadjuk a szabályos politóp adott modell­
jére jellemző élhosszat,amelynek felhasználásával történik később 

az ábrázolási eljárás végrehajtása.
A program lehetőséget ad egy vagy több csúcs koordinátáinak mó­
dosítására /5."csúcsok módosítása": 7.folyamat ábra /,esetleg 

hibásan bevitt adatok javítására,továbbá csúcsok részleges,illet­
ve teljes törlésére /6."csúcsok törlése": 3.folyamat ábra /.
Végül az ábrázolni kivánt politóp beadott csúcsait ellenőrzés és 

számbavétel céljából ki is listáztathatjuk /4."csúcsok listázása": 

6. folyamat ábra /.
Vizsgáljuk most meg az ábrázoló transzformációt!
Legyen 0 az

Legyen az
sikja / az bázisvektorok által kifeszitett 2-sik.Legyen
továbbá olyan 2 rangú vektorrendszer az 1b o. térben,

Ец tér egy tetszőleges,de rögzített pontja, s
érintőtér egy rögzített ortonorraált bázisa, 

képtér / vagyis a képernyő vagy a sornyomtató
a t; CT)

amelynek egyik tagja sem zérus vektor.Ekkor létezik egy és csakis 

egy olyan á\ lineáris transzformáció,amelyre 

teljesül, s amely a CT) érint ötévit képezi le az О ponthoz 

érin-feltételek szerint illeszkedő E ^ tér megfelelő CT')
tőterébe,ahol az Ex pontjainak halmaza.
E lineáris transzformáció speciális eseteként magába foglalja az

vektorok által kifeszitett E ъ 3-silc tér-
re való leképezését is.

ÍStC.4
formáció mátrixát:

bázisban könnyen meghatározhatjuk 1~ lineáris transz-Az
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Ел Е^ Es

0 0 0 0

Ец

[т]- ok^oV, ^ ^ = Е с'^ ■ е. j_>

оооо
Mivel Т
szűk ezt az Ei, illetve szabályos politópjai élvázának

egyenes - és illeszkedéstartó leképezés,ezért válasz-

térben való ábrázolását megvalósító eljárásunk alapjául.Ennek 

megfelelően,ka ég * * OK. >*kkor X>= *T~ (X) еЕг
és xX 0X)= -2§<,<s-x , akol

& Ел E^ Еъ Es 

^ Es Es 

0 О 0 О 

ОООО
továbbá X €. ТЕ ь

ix fU
>Si

íi I.
ж nyilván - о ,
teljesül.
A fentieknek megfelelően tékát be kell olvasni az ábrázoláskoz 

felkasználni kivánt mátrix első két sorát, s ezenkívül a gép már 

tárolja az egyik leggyakrabban alkalmazott és
leképezés mátrixát,amelyek a következők:

esetén §s = О

А О % -%

о л - -
А О X О 

X О 

О О О О

О л
ÍT~J* ■г_ 2_i ET.-J-

ОООО

ООООоо о о
/ 7."transzformációs mátrix beadása" / а 9. folyamat ábrán, 

tanulmányozható részleteiben.
s a
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A leképezés során a. koordinátarendszer origója a képernyő 

közepére kerül,s lehetőség van a politóp élvázának készíten­
dő ábráját olyan méretűnek választani,hogy az optimálisan 

töltse ki a képernyőt /S."nagyitás beállítása": 10*folyamat 
ábra /.Megválaszthatjuk végül a képernyő alapszínét,s a po­
litóp élvázának vonalszimét is a 16 szinből álló színskálán 

/ 9."Grafika szinválasztása": 11.folyamat ábra/.

Az ábrázoló program munka-moduljainak második csoportja3.4
A tulajdonképpeni ábrázoló modul megvizsgálja az összes ké­
pezhető csucspár távolságát,s ka az / a kerekítések, s kö­
zelitő mego-dások miatt / hibahatáron belül megegyezik a 

korábban betáplált élhosszal,akkor a csucspárt leképezi a 

1Г transzformációval,azután pedig összeköti a "vetületi" 

pontokat egyenes szakasszal.A képernyőn kialakuló ábra ek­
kor a szabályos politóp élvázának 

lesz. /10."ábrázolás": 12, folyamat ábra. /.
A transzforraációs mátrix módosításával újabb és újabb 

zetei" tárulnak fel az ábrázolni kivánt szabályos politóp- 

nak.
Külön regiszterekben tárolva az élváz képének felépitő szaka­
szait,mint végpontjainak párjalt.megnövelt sebességgel újra 

rajzoltathatjuk a képet, в igy annak felépülése jobban nyo­
mon követhető /11."ábra ujrarajzolása": 13.folyamat ábra/.

Mivel a gép két nagyfelbontásu képernyőt kezel váltakozva, 

igy több ábra készítésekor az utolsóként készített ábra te­
rítése is megvalósítható /12."utolsó kép teritése": 14. fo­
lyamat ábra /.
Végül lehetőség van a már elkészített ábrába a koordináta 

tengelyek egységszakaszait is szaggatott vonallal berajzol­
tatni, ha az ábrázolási transzformáció -J* E ^ 

mátrixa 

lyaraat ábra./.

5X -beli affin képe

"né-

tipusu, в
,/13."tengelyek felrajzolása": 15.fo-
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9.5 Az ábrázoló program launka-raod-uJLj ginek faa.rntad.ik csoportja

Ha megfelelő perifériás egységek / Elégneslemezes Háttértá­
roló, sornyomtató / állnak rendelkezésre,akkor az elkészí­
tett és képernyőn megjelenitett ábrák további elemzés illet­
ve tárolás céljából kimentbe tők /14."ábra kimentése mágnes­
lemezre": 16, folyamat ábra / ég /15. "ábra kinyomtatása sor­
nyomtatón": 17. folyamat ábra /. Természetesen a mágneslemez 

befogadó képességétől függően több ábra is táróibató és ezek 

tetszésszerinti időben a lemezről visszahívhatok, s újra ta­
nulmányozhatók / 16."ábra betöltése mágneslemezről": 13.fo­
lyamat ábra./.

3.6 Megjegyzések

Az ismertetett program segítségével ábrázoltuk a 3- és 4- 

dimenziós szabályos politópokat,továbbá olyan konfiguráció- 

kat,amelyek szabályos mintázattal rendelkeznek,s amelyeket 
a program kipróbálása közben nyerhetünk.Kiszámítva,adott 
csucsrendszer esetén a szóbajövő lehetséges élhosszakat más 

és más alakzatokat nyerhetünk,amelyek természetesen nem te­
kinthetők minden esetben valamely 3- vagy 4- dimenziós test 

élvázának,Programunk segítségével megkereshetjük az elméleti 
módszerekkel meghatározott 3- és 4- dimenziós terek félig 

szabályos- és csillagpolitópjainak sikbeli ábráit,illetve 

teljesen általános politópikus alakzatok ábrázolhatok a 

program egyszerű általánosításával.Az ábrázoló programmal ké­
szített rajzokon kívül a program működésének részletes tanul­
mányozásához megtalálható annak teljes listája is.
( MELLEULET : G>Q>-КЪ0>. OUX^V-')



Befejezés

A dolgozatban az n-dimenziós terek szabályos politópjai
elméletének fő vonalakban való ismertetése után azokat a klasz- 

szikus ábrázoló geometriai transzformációk természetes általáno­
sításaiként nyert leképezések segítségével ábrázoltuk.
A szabályos politópok megkonstruálásával és vizsgálatával első­
sorban az volt a célunk,hogy olyan eljárásokhoz,grafikus vagy 

számítógépe® módszerekhez jussunk el,amelyek elősegítik a 3- 

dimenziós térben már meglevő térszemlélethez hasonló "többdimen­
ziós térszemlélet" kialakulását.
Számos,további vizsgálódásra is alkalmas kérdés vethető még fel 
e témával kapcsolatban.Ilyen kérdések például a magasabb dimen­
ziós elliptikus és hiperbolikus terek alakzatainak ábrázolásai, 

a magasabb dimenziós euklideszi terek csillagpolitópjainak és 

félig szabályos politópjainak ábrázolásai,szemléltetései,model­
lezései az illetve Еъ terekben.
A dolgozat befejező részét képező számitógepes ábrázoló program 

a kínálkozó lehetőségek egyike.
A számitógépes adaptáció természetesen kiterjeszthető az általunk 

ismertetett magasabb dimenziós ábrázoló geometriai eljárások min­
degyikére , továbbá a magasabb dimenziókban megfogalmazható más áb­
rázolási módszerekre is.
E kérdésekkel a jövőben szeretnénk foglalkozni.
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A SUPERGRAFTK б 4 SEGÉDPROGRAMBÓL FELHASZNÁLT UTASÍTÁSOK

ÉS AZOK ÉRTELMEZÉSE

Y

IGCLEAR : Törli a nagyfelbontású képernyőt.

!GRAPHICS 0 : A kisfelbontásu képernyő kerül kijelzésre, és az 

ennek megfelelő utasítások hajtódnak végre.

!GRAPHICS 1 : A nagyfelbontású képernyő kerül kijelzésre, és 

az ennek megfelelő utasítások hajtódnak végre.

!LIKE K1,Y1 TO X2,Y2 : Az /X-^Y-j/ és az /Х2Д2/ pontok között

egyenes szakaszt rajzol.

IDLIKE Y1,Y1 ТО X2 ,Y2 : Az /Х-, ,Y,/ és az /Т2,'т2/ pontok között

szaggatott egyenes szakaszt rajzol. 

ПЗСОЬ/ szin / : Az utasítás a képernyő háttérszínét definiálja. 

!LCOL/ szin / : Az utasítás az ábrázolt alakzat vonalszinét

definiálja.

!GSAVB "d:fn",dxi : A képernyő tartalmát kimenti a dn egység-

számú lemezegység d sorszámú meghajtóján 

levő fn nevű file-ba.

!RECALLnd:fn",dn : A dn egységszámu lemezegység d sorszámú

meghajtóján levő fn nevű file-t betölti 

az aktuális képernyő-memóriába.

TTRAITS : A két nagyfelbontású képernyőt felcseréli.

OPEN 4,4 : !HARD*M- : A parancs a nyomtatóra kimásolja a kép-

ernyő tartalmát.



2 REM — 4-ПIMENSIOS POLITOPOK ................
3 REM FENTEK KR LM ON DISSZERTÁCIÓJA RL.RPJRH 
IO ILCOL0: ! ECOL15 '■ ! GRAPHICS в ■ ! GCLEflR: I TRANS; ! GCLEflR ■ Í TRANS 
20 PR I NTCHRf (147 > ; : PR I NT" Ü1";
25 DIM С1(400>,02(400>,03C400>,04(400>
26 CM-400:REM ELTAROLT VONALAK SZAMA MAX 
30 ПIM К1(700 >,К2(700>,КЗ < 700>,K4(700>
35 Ti IM M1 < 4 >, М2 < 4 > , М3 ( 4 > , М4 ( 4 >
40 BF ”90 REM NORMALO BU VF AKT OR
50 EP=0„01:REM EPSZILON HIBAHATÁR 
60 GOSUB 4230:REM TRAFO M. BERLLITASR 
80 S$="
100 GOTO 5000 : REM MENU 
200 REM
210 GET If: IF !■$-
220 IF I$="I" THEN PRINT" igSUGENSTű!" = W=1 : RETURN 
230 IF If= "N" THEN PRINT" BiSNEMSfil" '■ W=0 : RETURN 
240 GOTO 210
40Й RFM ....- OS! if SOK TOR! FRF —..
410 PR I NTCHRf < Í 47 > VPR Í NT TAB C 8 >; " SICSUCSOK TÖRLÉSÉ®" : PR I NT : PR I NT 
420 PRINT" STUNDEN CSÚCSOT TÖRÜLJEK < I.ZN>?®" .; : GOSUB200 
430 IF W THEN CS=0'■ RETURN 
440 PRINT:PRINT
460 M=CS+1 ■■ INPUT" SHRNVHliIK. CSÚCSIG MARADJON MEG®".: M 
470 IF МС0 OR M>CS-1 THEN RETURN 
480 CS=M+1:RETURN
500 REM ---- MATRIX BEflDAS■ MÓDOSÍTÁS ----
510 PR INTCHRf < 147 >: PR I NT TAB < 7 >.: " SICSUCSOK BEADASA, MODOSI TASfl®" ■ PR I NT 
520 PRINT:PRINT:
530 PRINT"
540 PRINT"
545 PRINT"
550 PRINT"
555 PRINT"
560 PRINT"
565 PRINT"
600 GET If:IF If“
6i0 IF If="B" THEN GOSUB 1000:GOTO500 
620 IF If="C" THEN GOSUB 6000:GOTO500 
630 IF I$="M" THEN GOSUB 700: GOTO580 
640 IF If="G" THEN GOSUB S50:GOTO500 
650 IF If="T" THEN GOSUB 480=CQTO500 
655 IF If—" D" THEN GOSUB 9508 : GÜTO500 
660 IF IfO"X" THEN 608 
670 RETURN
700 REM ---- CSÚCSOK MODOSITASA ----
710 PR I NTCHRf (147 >: PR Í NTT AB < 11 >.: " SCSUCSOK MODOS IT ASA®" = PR I NT : PR I NT

mm NINCSEN MEGADVA CSÚCS = GOSUB6500 = RETURN

IGEN/NEM BEOLVASÓ SZUBR 
THEN 210n II

„ SG®" : PRINT 
. . . . ШШ" : PRINT

CSÚCSOK GENERÁLÁSA.„
CSÚCSOK BEADASA...
DIREKTSZORZAT KÉPZÉSÉ. . . SÍD®" = PRINT = PRINT 
CSÚCSOK MÓDOSÍTÁSA......ЙП®" :PRINT
CSÚCSOK LISTÁZÁSA..
CSÚCSOK TORLESE.....
KILÉPÉS A FŐMENÜBE.

THEN 600

« и

я и

SC®" : PRINT 
„ . SITS" : PRINT : PRINT 
. . SKI" : PRINT

я n ts я и

и я я

я я я
II II

715 IF CS=0 THENPRINT"
720 INPUT" SriODOS ITANDO CSÚCS SORSZÁMA®" ; M = PR I NT
725 IFMC0ORM>CS“1 THENPRINT : PRINT" Ж№ NEM LETEZO CSÚCS '• G0SUB6588 : RETU
726 PR I NT : PR I NT" REG I KOORDINATAK: " : PR I NT К1 < M >; Sf; K2 < M > j S$; КЗ < M >; Sf; K.4 < M)': PR IN

■к

730 I NPUT" SfX 1 KOORD I NAT A®".: К1 < M)
'7 Л ы T !•• ID i ! T •! »T.-' О I--' П П P Ti T bJ Й T Й Я' '■ : V О < M



|' ЭИ inr и I " Э1Л J l\ и и К111N í~l I MS" l\ J !’l
760 I HF’UT" SEK4 KOORDI NATAS"К4 < M >
779 RETURN
850 REM ---- CSÚCSOK GENERÁLÁSA —
860 PRINTCURT<147>=PRIНТТЙВ(8>;"SCSUCSOK GENERÁLÁSA!":PRINT:PRINT 
870 PRINT" KEREN ADJA MEG A MINTÁT 1":PRINT 
880 INPUT"ЯК1 KOORDINATAS";M1 
890 I NPUT" SiK 2 KOORD I NAT AS"; М2 
900 I NPUT" SÍK3 KOORD INATAS" М3 
910 INPI IT" siK4 KOORD I NATAS" : M4
920 PRINT:PRINT" gpfiROS VRGV MINDEN PERMUTÁCIÓ (P/M) ?"
930 GET IT:if i$=
935 IF I$0"P" AND I$0"M" THEN 930 
940 GOSUB 9000
945 PRINT:PRINT:PRINT" GENERÁLT CSÚCSOK SZAMA:"JCS 
950 PRINT: PRINT" tf./AN MEG MINTA (I/N) ?■"
960 GOSUB 200
970 IF W THEN 860
980 PRINT:PRINT:GOTO 1100
1000 REM ------ MATRIX BEOLVASÁSA ------
1005 PRINTCHET<147 >:PRINTTAB(8 >;"SCSUCSOK BEOLVRSASAS":PRINT:PRINT
1006 PR I NT " aiRZ EDD IG MEGLEVŐ CSUCSOKSZAMA : " ; CS : PR I NT : PR I NT
1010 PRINT : Cl =0: INPUT" SIKEREM A CSÚCSOK SZAMATB"; Cl : IF C1=<0THEN RETURN
1020 PRINT:PRINT : FOR I=CS TO CS+C1-1
1030 PRINT" KÉREM A "; I;". CSÚCS KOORDINÁTÁIT !":PRINT
1040 I NPUT" SÍK 1 KOORD!"; X1 = К1 (I > =X 1
1 @50 I NPUT" "ÍK2 KOORD!"; X2 : K2 (I > =X2
1060 I NPUT" SÍK3 KOORD!"X3: КЗ (I > =X3
1070 I NPUT " SiK4 KOORD!" ; X4 : K4 ( I > =X4
1080 PRINT:PRINT
1 ЙЧЙ NFVT T ‘ 1
1100 I NPUT" SIKEREM ’ AZ EL HOSSZAT!"; H 
1110 IF НОУ THEN 1100 
1200 RETURN 
2000 REM —
2005 IFCS-0THENPRINT:PRINT"
2010 !GRAPHICS 1 
2020 !GCLEAR:H2=H*H:UC=0 
2030 FOR 1=0 TO CS-2 
2040 FOR J=I+1 TO CS-1 
2050 A1 =K 1 (I > -К 1 < J > •• A2=K2 (I > -K2 (J >
2070 A3=K3(I)-КЗ(J >:A4-K4(I)-K4(J >
2090 IFABS < A1 if:A1 +A2*A2+A3*A3+A4*A4-H2) >EP THEN2200 
2100 GOSUB 3000
2105 Í FUCCCMTHENUC=UC+1 -Cl (IJC > =X 1 : C2 ( UC) =V 1 : C3 < UC >=X2: C4 (UC > =V2 
2110 X1=X1*BF+159:V1=99-BF*V1 
P1 ? й X 2 я* X % В F +1 Pi 4 • V P 'P Я ■— Pi F Hí V P
2130 IFX1>319ORXI<0ORX2>319ORX2<0THENGOSUB2500=RETURN 
2140 IFV1>1990RV1<0ORV2>199ORV2<0THENGOSUB2500:RETURN 
2150 ! LINEXI .■ VI TO X2,V2 
2200 NEXT J
2205 GETIf:IFI$ОCHETС136>THEN2210
2206 !GRAPHICS0:RETURN 
~-21 й HEXT I 
2230 !TRANS:!TRANS 
2300 GOSUB 7500:!GRAPHICS 0 
2310 RETURN
2499 REM HIBAJELZŐ SZUBRUTIN
2500 PRINT CHET<147 >: !GRAPHICS0 
2510 PRINT"
2520 PRINT"
2530 GOSUB 6500:RETURN
3000 REM 4 DIM —> 2 DIM KONVERZIÓ - 
3010 X1 =E 1 if К1 < I > +E2*K2 ( I) +E3#K3 (I > +E4*K4 (I >
3020 V1 =F 1 :f К1СI > +F2#K2 (I > +F3#K3 (I) +F4#K4 < I >
3030 X2~E1*К1(J> +E2#K2<J >+E3#K3(J >+E4*K4<J)
3040 V2=F 1 :fК1 (J > +F23ÜK2 < J >+F3*K3 ( J) +F4#K4 < J >
3050 RETURN 
3500 REM 
3510 !GRAPH!CS1 
3520 Xf=159-V1=99

THEN 930И II

RAJZOLÓ SZUBRUTIN —
mm NINCSEN MEGADVA CSÚCS #*f 1Я" = GOSUB6500: RET

mW

W* AZ ABRA TÚL NAGV " 
mm CSÖKKENTSE A NAGYÍTÁST if**!"

TENGELYEK FELRAJZOLÁSA

Ti I- , M !Гм ■ i ! О Cl * l~ Г«С! I *D О1*Л fSTicr--ii *“4



3540 KZ~W. .-и f * № +1 ЗУ : У'2=УУ~ № *0 „ и { ■ HlJbUií о { и и 
3550 Х2= 159 : Y2=99~BF '• GOSUB3700 
3560 Х2=~0.707*EF+159 = Y2=99-BF*0707 = GOSUB3700 
3600 GOTO 75@0 
3699 REM EGYENES RfiJZOLО 
3700 !DLINEX1,V1 TO 72,V2 = RETURN
4000 REM ----- TRfiHSZFORMRCIOS MRTRIX BEOLVASÁSA -------
4005 PRINTCHR$ a 47 >
4010 PR I HTTFiB < 6 > " STRFlNSZFОRMFlСI OS MFiTR IX BEADASAÜ" : PR I NT = PR I NT 
4020 PRINT" 1SAZ AKT UAL IS MATRIX ; !®П1" : PRINT 
4030 PR INTE18$E2; S$E3; S$; E4: PR I NT 
4035 PR INTF1S$F2 j S$; F3; S$; F4: PR I NT 
4040 PRINT:PRINT:PRINT=
4045 PRINTTAB<9);"4 DIMENZIÓS ...
4050 PRINTTAB<9);"BEADA3« . .
4060 PR I NTTAB'19 >;"KILÉPÉS....
40A0 AFT I $ '• IF J-$~
4890 IF I$="B" THEN GOSUB 4110•GOTO4000
4095 IF I$="3" THEN GOSUB 4330=GOTO4000
4096 IF I$="4" THEN GOSUB 4230=GOTO4000 
4100 IF If-="X" THEN RETURN
4105 GOTO 40API
4110 PRINT:PRINT"“KEREN A TRRMSZFORMRCIOS MRTRIX ELEMEITS"=PRINT 
4120 INPIJT" ELSŐ SOR ELEME I " j E1, E2, E3, E4 
4130 I NPIJT" MÁSOD IК SOR ELEME I" J F1, F2, F3, F4 
4200 RETURN
4229 REM —4 DIM-
4230 E1 = 1•E2=0;E3=0.7071067 = E4=~0.7071067 
4240 F1 =0: F2= 1 F3=0.7071067 = F4=0.7071067 
4250 RETURN
4:325 REM __ 3 DIM__
4330 El=l:£2=0:E3=0.7071067:E4=0 
4340 F1=0:F2=1:F3=0.7071067=F4=0 
4350 RETURN 
5000 REM 
5010 PRINTCHRÍ(147>
5020 PR INTTAB < 8 >;" HALASZTHATÓ LEHETŐSÉGEK'®" : PR I NT : PR I NT : PR I NT 
5030 PRINT"
5040 PRINT"
5050 PRINT"
5060 PRINT"
5070 PRINT"
5080 PRINT"
5090 PRINT"
5100 PRINT"
5110 PRINT"
5130 PRINT"
5140 PRINT"
5150 PRINT"
5160 PRINT"
5200 GET IIF I*=
5210 IF I$s="M" THEN GOSUB 500 = GOTO5010 
5220 IF I$="C" THEN GOSUB 6000=GOTO5010 
5230 IF I$="A" THEN GOSUB 2000=GOTO5010 
5248 IF I*="S" THEN GOSUB 7000=GOTO5018 
5250 IF I$="L" THEN GOSUB 7100=GOTO5010 
5270 IF If-="P" THEN GOSUB 7200 = GOTO5010 
5280 IF I$="T" THEN GOSUB 4000=GOTO5010 
5290 IF I$="K" THEN GOSUB 7500=GOTO5010 
5295 IF r$="U" THEN GOSUB 10500'• GOTO5010 
5300 IF I%—"N" THEN GOSUB 8000=GOTO5010 
5315 IF If="R" THEN GOSUB 3500=GOTO5010 
5320 IF I*="X" THEN END 
5325 IF I$="G" THEN GOSUB 10000=GOTO5010 
5330 GOTO 5200 
6000 REM
601 й PR I NT OH Rí < 1 47
6020 PR I NTTAB < 10 >" SCSUCSOK LISTAZASA*" : PR I NT = PR I NT 
6030 IF CS=0 THENPRINT"
6040 FOR 1=0-TO OS-1
6058 PR I NT ITAB C 4)" S. CS KOORD-Ш "; К1 (I); К 2 <. I >; КЗ < I > K4 СI >

. . SB1"PRINTTAB<9 >;"3 DIMENZIOS .. u II

. . $41*!"U II

. $B*";PRINTit и в аа я

... $М1"
!i II THEN 4080

FOMENU

$M1CSÚCSOK MÓDOSÍTÁSA...„ 
CSÚCSOK KILISTÁZÁSA... 
ÁBRÁZOLÁS....
ABRA KIMENTÉSE..
AERA BETÖLTÉSE..
ABRA KINYOMTATÁSA....
UTOL SO KEP TERHESE.... 
TRAFO MATRIX BEOLVASÁSA... 
NAGYÍTÁS BEÁLLÍTÁSA.„. 
TENGELYEK FELRAJZOLÁSA... . 
ABRA ÚJRARAJZOLASA.. 
GRAFIKA SZINYALÁSZTAS.. 
KILÉPÉS.

THEN 5200

$C!май

SAB" :PRINT 
ЙБЯ"
ÖLS"
SP«!" : PRINT
sskb"
ST«!"
SMl"
;«»|Ии
“IJl!" : PRINT 
SGI"■PRINT

а в а а а а а а в к а и

я и а а а а а а п

а а а а ая а

а а а а

а а а

и а а а

а а а я а а

мая

ЙК1а а я а я а а

II II

CSÚCSOK LISTAZASА

mm NINCSEN MEGADVA CSÚCS ШШ' ■ GOSUB 6500 ; PETUR
N

.:Г ГиГГЗ MIT VT T
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6500 REM ..... - SPACE VARО SZUBRUTIN -... .
6510 GET I T '■ IF I TO" " THEN 6510 
6520 PR INTCHRT<147);=RETURN 
6599 REM
7000 REM ------ ABRA КIMENTESE
7010 PRINTC-HRT <147 >
7020 NT=
7025 IF NT=
7030 N$=LEFTT<NT,10)
7040 GOSUB7400 
7050 IF ER.TO-"00"THEN7080 
7055 PRINT
7060 PRINT 'VULVEN NEVŰ ABRA MAR VAN A LEMEZEN ! !T3" : GOSUB6500: RETURN 
7080 !GRAPHICS1:!GSAV"0:"+NT,8= !GRAPHICS0 
7090 RETURN 
7100 REM
7110 PRINTCHRT С147)
7120 NT- 
7125 IF N$=
7130 NT=LEFTT < NT, 10 > = PR I NT : PR I NT 
7140 GOSUB 7400
7150 IF ERTO " 00" THENPRI NT" HSILVEN NEVŰ ABRA NEM LETEZIKBil" : GOSUB6500: RET UR

LAPVALTAS

: INPUT" Ж EREM AZ ABRA NEVET«".; NT 
THEN RETURN

I! II

il II

ABRA BETOLTESE
; INPUT"SKEREM A BETÖLTENDŐ ABRA NEVETI";NT 

THEN RETURN
H II

IS II

N7180 !RECALL NT,8■GOSUB 7510 
7190 RETURN 
7200 REM
7210 PRINT:OPENS,4:PRINT#3,
7220 IF ST 08 THENPR I NT"
7310 !GRAPHICS1
7320 OPEN 4,4 = PRINT#4 = PRINT#4 = PRINT#4 
7330 !HARD#4 
7335 PRINT#47340 I";I fiSF 4
7350 PRiNTCHRT <147): !GRAPHICS 0 
7360 FT- 
7370 IF FT*
7380 OPEN4,4 = PRINT#4,FT
7385 FORL-0TO9:PRINT#4:NEXTL:CLOSE4
7390 PETI. JRH
7400 REM ---- FILE LETEZIK MAR ?----
7410 OPEN .15,8,15; 0PEN2,8, 2, NT = INPUT# 15, ERT 
7420 CLOSE15:CL0SE2:RETURN
7500 REM ------ IJTOLSO KEP TÉRÍTÉSÉ------
7510 !GRAPHICS 1:PRINTCHRT<147 >;

THEN 7520

ABRA KINYOMTATÁSA
:CLOSESII I!

ÜSPRINTER NOT READY BIT =GOSUB 6500•RETURN

;INPUT"SKEREM AZ ABRA FELIRATÁT«"; FT 
THEN 7385

il ii
il H

7520 GET IT;IF JT=
7530 IF IT=CHRT<133> THEN GOSUB 7570 
7540 IF I TO" "AND ITOCHRT < 136 > THEN 7520 
7560 !GRAPHICS0:RETURN 
7570 !TRANS : RETURN 
8000 REM
8010 PRINTCHRT<147 > = PRINT"
8015 S=BFK22.5 = PRINT = PRINT = PRINT" SELOZO ERTEK : 1";S = PRINT = PRINT 
8020 INPUT"KEREN AZ UJ EGYSEGET a-4)";S 
8030 IF S<1 OR S>4 THEN 8010 
8040 BF=22»5*S 
8050 RETURN 
9000 REM —
9005 PRINT:

I! II

NAGYITAS BEALL ITASA
SFfZ EGYSÉGNYI HOSSZÚSÁG BEÁLLÍTÁSA»" : PRINT

PERMUTÁCIÓK KÉPZÉSÉ ----
IF IT-"Р"THENPRINT" SsPAROS PERMUTАСIОКВЯ" 

9006 PR I NT : IF I T=" M" THENPR I NT" SaPERMUTAC I OKBii"
9009 REM HA IT="P" :
9010 IF IT="P" THEN GOSUB 9020:RETURN 
9015 GOSUB9020! '■ GOSUB9046: RETURN 
9020 PRINT
9022 Q1=M1:Q2=M2:Q3=M3:Q4=M4:GOSUB9070 
9024 Q2=M3:Q3=M4:Q4=M2:GOSUB9870 
9026 Q2-M4:Q3=M2:Q4=M3:GOSUB9078 
9028 Q1=M2:Q2=M1:Q3=M4:GOSUB9078 
9030 Q2-M4:Q3=M3=Q4=M1:GOSUB9070 
9032 Q2=M3:Q3=M1:Q4=M4:GOSUB9070 
9034 01«М3:Q2-M1:Q3-M2=GOSUB9070 
9036 02=М2:Q3*M4:Q4*M1:GOSUB9070

PAROS PERM.

QlTlOO — Ml • MO • linói 1Г>С||-1“,1~|
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9842 02=МЗ•03=М2:04=М1=GOSUB9070 
9044 Q2-M2: 03=М1 '■ Q4=M3 : GOSUB9070 
9945 RETURN
9046 Q1 =М 1 :03=М4: Q4==M3 = GOSUB9070 
9048 Q2=M3: Q3=М2 '• 04=М4 : GOSUB9070 
9050 02=П4:03=МЗ•04=М2:GOSUB9070 
9052 01 =М2 '• 02-М 1 : 04=М4 : GOSUB9070 
9054 02-М4:03-М 1 • 04=413 = GOSUB9070 
9056 02-МЗ: 03=М4 :0.4--М 1: GOSUB9070 
9058 01=МЗ■02=М1:04=М2:GOSUB9070 
9060 02=М2 •• 03=411 :04=М4 • GOSUB9070 
9062 Q2=M4:03=М2:04=М1=GOSUB9070 
9064 01 =414:02-М 1 : 04=МЗ : GOSUB9070 
9066 02=М2= 03=МЗ : 04=411 : GOSUB9070
9068 02=М3:03=411 : 04=М2 '• GOSUB9070 : RETURN
9069 REM
9070 IF CS=0 THEN 9085 
9072 FL=0:FOR 0=0 TO CS-1
9075 IFŰ1=K1<О > RNB02=K2<0>ANDQ3*K3<0>ANDQ4=K4<0> THENFL=1:Q=CS-1 
9077 NEXT 0
90-80 if FL= t THEN RETURN
9085 К1 (CS > =01 К2 < CS > =02: КЗ CS) =03 '■ K4 < CS > =04 : CS=CS+1 : PR INT01,02,03,04 
9095 RETURN
9200 REM" ’ 1234, 1342, 1423,2143,2314,2431,3124,3241,3412,4132,4213,4321 

1243,1324,1432,2134,2341,2413,3142,3214,3421,4123,4231,4312 
INDEX KISZÁMOLÓ

CSÚCS FELVEVŐ —

9210 REM 
9300 REM 
9310 READ A 
9320 Il=INT1fl/1000>
9330 A=R-~ 1000* III 2= I NT < AX 100) 
9340 A=A-100*I2:I3=INTСAX10> 
9350 14=A- 10* 13 
9360 RETURN

T.i I RE К T SZORZAT KÉPZÉSÉ9500 REM —
9510 PR I NT CHET < 147 >: PR INTTRB Í 9 > ;" STOI RE К T SZORZAT KÉPZÉSÉI" • PR I NT : PR I NT 
9515 IFCS=0THENPRINT" mm NINCSEN MEGADVA CSÚCS ***!“!" : GO SUB6500 : RETURN
9520 C0=CS-1
9525 FOR " L =0 TO C0 •• PR I NT" ÜSEDDIG GENERÁLT CSÚCSOK SZAMA: *1"CS: PR I NT: PR I NT
9528 PR I NT •• PR I NT " SRLAPS " 1 К1 < L ) ; K2 < L > ; КЗ < L >; К4 < L > : PR I NT
9530 RESTORE
9540 FOR L2=l TO 16
9550 READ A=Q1=A*K1(L)
9560- READ A:Q2=A*K2(L>
9570 READ A:Q3=A*K3(L>
9580 READ A•Q4=A*K4(L>
9660 FL=0•FOR Q=0 TO CS-1
9665 IFQ1=K1(Q)ANDQ2=K2<Q> ANDQ3=K3<Q> ANDQ4=K4(Q>THENFL=1:Q=CS~1 
9670 NEXT Q
9680 IF FL=1 THEN 9690
9685 К1<CS > =Q1:К2<CS >=Q2 = КЗ(CS)=03 = К4<CS >=04:CS=CS+1
9686 PRINTO1,02,03,04 
9690 NEXT L.2
9695 GET 1$ ■ IF I $==CHR* < 136 > THENRETURN 
9700 NEXT L
9710 PR I NT ■■ PR I NT!l ÖCSUCSOK SZAMA ■ S"; CS
9720 GOSUB 6500
9750 RETURN
9810 DATA 1,1, 1,1
9820 DATA 1,1,1,-1
9830 DATA 1,1,-1,1
9840 DATA 1,-1,1,1
9850 DATA -1,1,1,1
9860 DATA 1,1,-1,-1
9870 DATA 1,-1,1,-1
9880 DATA -1,1,1,-1
9890 DATA 1,-1,-1,1
9900 DATA -1,1,-1,1
9910 DATA -1,-1,1,1
9920 DATA 1,-1,-1,-1
9930 DATA -1,1,-1,-1
9940 DATA -1,-1,1,-1
QOC!m Ti DTCi ... 1 .. -I ... -I •!
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10000 RÉM ..... GRAFIKA SZINVRLflSZTflS —
10005 PRINTCHRÍ<147 >
10010 PR I HITRE < 8 > ; " SIGRRFI Kfl SZINVflLflSZTflS!" : PR I HI= PR I NT 
10020 fi= 15: I HPI.JT" SRLAPSZ IN < 0-15 > = 1"; R = PR I NT ’• PR I NT 
10030 IF fl>15 THEN fl=15 
10040 IF ft<0 THEN fl=0 
10045 !ECOL R
10050 fi 1 =0 INPUT" SWONRLSZIN < 0-15): ■><fl i : RR I NT = PR I NT 
10060 IF RÍ>15 THEN R1=15 
10070 IF fl1<0 THEN fi1=0 
10080 !LCOL RÍ 
10090 IF fi=fil THENPEINT"
1.0180 RETURN 
10500 REM ÚJRARAJZOL.RS 
10505 IFUO0THENPRI NT = PR I NT"
10510 !GCLERR:!GRAPHICS 1 
10520 FOR R=1 TO UC 
10530 X1 = 159+BF*C1<fl>:V1=99-BF#C2<fl >
10540 X2= 159+BF*C3 (fl > '• V2*99-BF*C4 < fl)
10550 IFX1<0ORX1>319ОRX2<0ОRX2>3190RV1<0ORY1>1990RY2<0ORY2>199THEN2500 
10570 ! L. I HEX 1, V1T0X2, Y2 = NEXTfl 
10580 GOSUB 7500 
10590 RETURN

.1 .« .1. —* .1 .« — .1

### AZONOS REAP ES VONRLSZIN %W" '■ PRINT : GOTO 10010

mm NINCSEN ELTAROLT RDflT ЫШ' ■ GOTO6500

READY.
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