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Bevezetés

A geometriai vizsgdlatek nagy része olyam terekre venatkezik,
amelyeknek dimenzidja hdromndl nagyebb is lehet.E magasabb di-
menzids geometridk koziil természetes mdédem az 411 legkdzelebb
hozzdnk,amelyet a klasszikus euklideszi tér geometridjdnak dlta-
linesitdsaként nyerhetiink.
A 2- vagy 3~ dimenzids euklideszi geemetria "eldnye",hogy fogal-
mait,eredményeit konnyen medellezhetjilk,szemléletessé tehetjik
a minket koriilvevd fizikai térbem is.Igy olyan képességiink fej-
18dhet ki,amely segitséglinkre lehet ujabb Csszefliggések megérté-
gsekor illetve megsejtésekor.E képességet térszemléletnek szoktdk
nevezni.
Hasonld képességgel magasabb dimenzids geometridkkal kapcselat-—
ban nem rendelkeziink,igy természetes igényként vetSdhet fel olyam
eljdrdsek kidelgozdsa,amelyek ha dttételesen is,de képesek az
alapvetd illeszkedési illetve metrikus viszenyekat tiikrdzani, s e
viszenyokat szdmunkra ldthatdvd tenni,medellezmni a 2- vagy 3-
dimenzids térben.Hasenld tehdt az igény,mint amelyet az dbrizeld
geometridval kapcselatban fogalmazhatumk meg.
E delgezat a legegyszeriibbnek tekinthetl magasabb dimenzids terek,
az euklideszi terek geometriai viszonyait szemléltetd dbrdzeld
geometrial és szdmitdgépes mddezerekkel,eljirdsokkal feglalkezik,
amelyek segitségével e terek szabdlyes pelitdépjait dbrdzelhatjuk.
A szabdlyes pelitdpek a klasszikus euklideszi sik szabdlyes sok-
sz0gei illetve a klasszikus euklideszi tér platemi szabdlyes test-
jei dltaldnesitdsdnak tekinthetdk,
Ennek megfelellen a feldelgezett anyag f8 témakOrei a kivetkezdbk:

- a magagabb dimenzids euklideszi geometria vizlatos megala-

pezésa,
- e terek szabdlyes pelitdpjainak dttekintése,
- a klasszikus dbrdzeld geemetria néhiny mddszerének Altald-—
nositdsa magasabb dimenzids alakzatek dbrdzelisira,
- magasabb dimenzids szabdlyes pelitdpek sbrizeldsa,
- politdpok dbrézeldsa személyi szdmitdgéppel.
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I. AZ E TER GEOMETRIAJANAK ELEMEI

Az En, tér

Legyen P egy nem ilires halmag,amelynek elemeit pontokmak
nevezzilk,s legyen '*97,,\, egy n~-dimenzids valds euklideszi vek-
tortér.Ha p:PxP-—=> " leképezés,akkor n-dimenzids va-
168 euklideszi térmek mevezzilk az E, = {"P, ¥, @) strukturdt
2z aldbbi axidmdék teljesiiléze esetén:

E.l. Birmely Pe® pont és bérmely ~ve ¥, vektor
esetén létezik egy és csakis egy olyamn QeP pont,
amelyre teljesiil:

@Pa)= v,

E.2. Birmely P,Q,R ¢ P pontok esetén érvényes:
@ (PQ)+ @ (BR) = W (PR)

Az érintltér

Tekinteiik most W egy tetszlleges,de rogzitett pontjdt,s
legyen ! {okxP =, , (O;P)\—».p sahol p=he(0P3 € "‘31,,
amely Yo leképzés tulajdonképpen Y megszoritdsa az (Okx®
halmazra.Az E.,l. axidmdbdl kozvetleniil adddik,hogy (@3
bijekcid,s igy segitségével vektortér struktura értelmez-
hetS az $0% xP halmazban:

seezeadds: (0;P+(0,@)=(0R) 2= Yo(OF) + Yo (OR)= tpo (OR)

gkaldrral vald szorzds: A (O;P)=(0,9)e> A @ (0F) = (09)
skaldrie szorzat: (05 (0,@)= o = W (07 ¢ (0QA)= (.,
ahol O,?,aR,s e¢P <& A,n €R.




legmutathatd,hogy 0¥ XP a fenti miiveletekkel a ¥, vektorterrel
izomorf m-dimenzids valds euklideszi vektorteret alkot,amelyet
TP jelsl,s amelyet az E, O pontjdhoz illeszkedd érint8 teré-
nek mevezzilk.A T,(P) elemeit helyvektoroknak nevezziik ée $=5$N(0,‘P)
gzimbolummal jeloljiik,az O pomtot pedig T.(® origdjdnak nevez~
ziik.

Az O ponmt kivdlasztdisa és 1,(P) megalkotisa utém amalitikus
médszerekkel, 1,(P) tulajdonsdgainak felhaszndldsdval tdrgyal—
haté E. geometridija.Fogalmakat vezethetiink be,tételeket iga-
zolhatunk Vo(P) segiteségével ,amelyeket azonben csakis akkor
tekinthetiink geometriai tulajdonsdgokmak,ha azok érvényessége

az O pont,s ezen keresztiil a [,(P) vdlasztdsdtsél fiiggetlenek.

Ennek szem elStt tartdsdval alapozzuk meg vdzlatosan E., geo-
n.triéjéto

1.3 k- gikok az Ea térben

Mivel T, (P) és %, izomorf vektorterek,igy AimjTu(P)j=w.Legyeml
a T,(P) egy k-dimenzids altere (O¢k¢m) ,tovdbbd tekintsikE,
egy tetszlleges X, pomtjdt.Ekkor a

b= {x|xecE, , Ok-0X,eWNY

ponthalmazt az E.. tér egy k —~dimenzids sikjdnak vagy raviden
k —gikjdnak nevezziik.Jeldlje H az E. Ssszes 0tkem K-gikjdnak
halmszdt,s H; azE., i-dimenzids sikjainak halmazdt (Ogiga).
Ekkor myilvédn H'QoH" A H; elemeit remdre pontoknak,egyemne-
seknek,sikoknak illetve hipersikoknak mevezziik,ha <~=0,4,2,m-4,
Ha ‘auk a fenti médon adott,akkor az L alteret ’e\,.‘ irdny—
terémek nevezziik,s 4, dimenzidjdt a dil{&&wfl&m{’\,lg Cssze—
fiiggéssel értelmezhetjiik Csszhangban elrevezésével.
Ha ‘e\.k és Wy H-beli elemek,tovdbbd A, < 9\.; sakkor
2zt mondjuk,hogy )A,K illeszkedik a ‘(’«.t ~hez,s ekkor nyil-
vén d&m{&“Xek<t=cﬂ&mi2\.g_7§ osszefiiggés is érvényes.



1.4 Parhuzamossig és merSlegesség az E. térben
Legyen W a Wy és '\10. Buo (QA-\()Qw_GH> irdnytere,akkor a
e és Uo sikokat pdrhuzamosoknak mondjuk és & bo szim-
bolummal jelsljiik akkor és csakis akkor,ha M S\ ¢ vagy
M €W

Az értelmezésbll kommyen beldthatd,hogy a I reldcid reflexiv

és szimmetrikus,azonban nem tranzitiv,

Ha a fentiekem kivil az '\L\g"l\‘LL ¢lezebb feltétel teljesiil,ak-
kor a e»k <5 KQ_ gikokat szigoruan parhuzamosaknak nevezziik és

A lle szimbllummal jelsljiik.

Lithats ekkor,hogy dimfluf=k=L=dum{ Lok és a  relrdcid
ekvivalencia reldcid.lMinden 0€<X€a, ezetén a W reldcid ekvi-
valencia osztdlyokra bontja a M. halmazt,amely osztdlyokat L -
dimenzids nyaldbokmak meveziink,Specidlisan H4 osztdlyait szokds
az E., irdnyainak is nevezni,

Az E._tér bdrmely X, pontjdhoz ée Rey k ~dimenzids sikjdhoz
taldlhatd egy és csakies egy olyan '{*-l, sik,hogy d»..m{&kﬁ &w.iﬂ.&
e Wh o é8 X, € 'e«.g_ .Tovédbbd mindazon 2\,,.,,“ sik,amelyre

Xe € &, >-Q.,< “&htelgeaul,kovetkem.k O 'e"Q. ,ha &“'“"i‘e‘“}S <

€ damf R,

Legyen a &« €¢H  irdaytere U<B , ML ortogondlis kiegészitd
alterét Jcl'cilje M e {XG'@' | Ve W X-L"’J& saliol XLlw ab U=O,
Az NC és W alterekre érvémyes le{'\L}-FdAM{'\L'US‘W s ['\L]='\L
osazefiliggések.

A fentiek felhaszndldedval o 'p~\< )Qvt. el gikokat ortogond-
lisaknak vagy merdlegeseknek nevezzilk és S ‘QN-Q, gzimbd~-
lummal jeloljiik akker és csakis akkor,ha A\, ¢ ’\L'LQ_ vagy
W 2 We .

Az ortogonalitds értelmezését felhaszndlva igazolhatd,hogy

ha 2, L & , a.kkor Qe L Ry is igaz.Igaz tovabba yhogy

ha & 1 e, c A és &M{Q\Jx* d«\i&.&<% akkor

Rl L Ao tOVabba ha Al Ao, b € &l de «...‘{ Rk +

+ dion L% 2 0 , akkor Aao L 2~¢, is erve}zye:.

Ha o &ués Ao sikokra a fentinél élesebb = A feltétel
teljesiil,akkor aa.k ,’Lé“sikekat gzigoruan ortogonallsaknak
vagy szigoruan merdlegeseknek mondjuk és KKJ.L f\,,_ gzimbdlum-
mal jeloljik.



Az értelmezésbdl kovetkezik,hogy ‘&.KJL e\.g_ = L., &,
tovaDbE  dime § Pnch + Rt L K=,

Az . néhdny illeszkedési tétele:

Az E. tér bdrmely K szdmu (2¢k <), nem ugysnazon

(K-'l-) ~-dimenzides sikhoz illeszkedd pontjaihoz illeszkedik egy
és csakig egy (w-A) - dimenzids sik.

Legyen X, eH,, &.., €Hay ,ekkor az aldbbi 41litdsok koziil
pontosan egy érvényes: RoiOfaiy=24 a két térelem illeezkedd,
L, N L,,=P P, a két térelem metszd, &, N Pa két tér-
elem pdrhuzamos.

Ha &, eH, 5 i G\-lkﬁés . N L., =P, akkor bdrmely

A% el ¥ WA, eseten &3 N, =RER egyérteluiien meghatd-
rozott pont.

l1.5. Tédvolsdg,szakasz, W ~ rélgikok az Ea. térben

Az ¥E., térben értelmezziik pontpdrok tdvolsdgdt az aldbbi
osszefiiggéssel:

d_:PxP —»TQ: 2 (x,Y)\—-»d\Lx*();

ahol &(X\a‘“&-&k e ‘\R: .+ A & tévolsdgfiiggvényrsl iga=-
zolhatdk az aldbbi alapvetd tulajdonzdgok:
1.Bédrmely X, Y€® egetén
AXXD20 e A(Xx)H=O & K=V¥.
2.Bédrmely X,¥eTP egetén
A (xd= AL X).

3.Bdrmely X,N,2eT esetén
d(X2Y € () + Ay ).
Tekintsik most P,Q e ,paq pontpdrt,s defimnidljuk az

21dbbi pomthalmazt:

[PQT=$ X X€E, ; @)+ dxad =N



1.6

A EPG:S ponthalmazt P és Q végpontu zdrt szakaszmrak nevez-
ziik.Ha P, Q € G (e kgal) ,akkor EPQ.] gy, A
Tekintsilk most az E.tér egy b € H K = dimenzids sik-
jat,8 Gy S Uy hozzd illeszkedd (k-4) - dimenzids sikot
(Agwea)! 4 Q\,K\&,K_,‘ ponthalmszon értelmezziik az aldbbi re-
ldcidt:
XY & D(Y] (@ QM\,M=¢.

Megmutathatd,hogy a ~> reldcid olyam ekvivalemcia reldcid,
amelynek pontosan két ekvivalencia osztdlya vam,s ezen ek-
vivalencia ogztdlyokat a R SN gsikja dltal generdlt

W - dimenzids félsikoknak nevezziik ée ‘k?‘ illetve Sy
szimbdlummal jelsljiik.Ertelmezésébdl addddan:

'Q\'\u. O AV ‘Q“’tg LN 5 R 7 &: =¢-

A k=4 esetben az egyenes egy pontja dltal generdlt f£él-
egyeneseirll, a k=2 eszetben a sik egy egyenese dltal ge-
nerdlt féleikjairdl,s ke=m esetben az . tér egy hipersikja
4ltal gemerdlt féltereirdl beszéliink.A&:KUQkﬁ—L,Q.';\)&“ﬁT{tpont-—
halmazokat W - dimenzids zdrt félsikokmak nevezzik,

Konvex halmazok az Estérben

’

Az R ¢ E., ponthalmazt W - dimenzidsmak mevezziik akkor és
csakis akkor,ha létezik olyan &y €W %= dimenzids sik,hogy

N < &y ,de nem létezik egyetlem olyam &,eH, L-dimenzids
sik,hogy RL<k ézg M < &, teljesiil,

Az W ¢ E. £ ponthalmazt konvexmek nevezziik akkor é# csekis
akkor,ha bdrmely X,¥ eR = [x\y] cWteljesiil,

Az érielmezéshbll vildgos,hogy a K - dimenzids sikok, - di-
menzide félsikok W - dimenzids komvex halmazok (Pswkewm),a
zédrt szakaszok pedig A -~ dimenzids konvex halmazok.

A G{C,¥:s {K\KGE..“ ,d,(xc\<*3 ponthalmazt m —~dimenzids
nyitott gOmbnek mevezziik,amely m - dimenzids konvex halmaz.
A C pontot a gomb centrumdnsk,az +eR’ szdmot a gomb suga-
rénak nevezzik,

A ponthalmezok konvexitdsdmak definicidjdbdl kovetkezik,hogy
tetszlleges szdmu konvex pomthalmaz metszete is konvex pont-
halmaz.



Igy barmely ® €€, ponthalmazhoz hozzdrendelhetiink egy olyan
@5} pornthalmezt,amely metszete az Csszes olyan konvex halmaz-
nak,smelyek tartalmazzdk « B ponthalmazt.Igy ® ¢ A(‘B)
mage is komnvex ponthalmaz a A(.B),sé't a legszﬁkebb,s ezért a
B ponthalmaz konvex burkoldjénak mevezziik.
Legyen M QEhegy ponthalmaz.Valamely T €V pontot az B belsd
pontjdnak nevezziik akkor és csakis akkor,ha létezik oly T cent-
rumu pozitiv + sugaru GIP,4Y gomb,hogy GIPAYC T teljesiil.Ha
a QeR nem belsdpont,akkor 6t az M egy hatdrpontjdnak nevezziik.
Az T Dbelsd pontjainak halmezdt az B belsejének nevezziik és
BDIMY ezimbolummal jeldljik,az M hatdrpontjainak halmazdt pe-
dig 2z M  hatdrdnak nevezziik és "«'Liﬂ’g gzimbSlummal Jeldl-
jik.Ervényes nyilvdn RIMILUBIM =0 és 'RIVIOBI{VE =¢b
osszefiliggésn. Igaz tovabba B €E. (4exsw) véges zok ponthalmaz-—
ra,hogy % ﬂ ™= (\%UR 5.
Ha 2~K G“kegy tetzzoleg)ez k - dimenzids sik, Q\KMC‘L\‘ annak egy
teteszlleges,dm rogzitett (v-4)~ dimenzids sikja,az dltale egyértel-
nilen meghatdrezott % = dlmenz:l.os nyitott _illetve zart felslkek
pedig &L , e illetve &% th ,akkor & (ReAY) belseje ol
és hatdra ‘&,k_, ,tovdbbd R (x=4) mindern pontja belss
poat.
Az B CE. ponthalmazt korlitosmak mevezziik skkor és csakis
akkor,ha létezik olyan R €R" szdim,hogy birmely X,Y €® esetén
Alxed sR, teljesiil,
A . <cEL halmazt m - dimenzids politdpnak nevezzilk ak-
kor és csakis akkor,ha \a. korldtes ponthalmaz,tovibbd Wa hal-
mazelméleti metezete véges szdmu zdrt m - dimenzids féltérmek,vé-
giil Wao A~ = gimenzids ponthalmaz,
A TG, definicidjébdl kozvetleniil kovetkezik,hogy 6 komvex pont-
halmaz.livel minden A €W maga is Ee k- dimenzids euklideszi
tér,igy beszélhetiink az B, W - dimenzidsT.(otk¢w)politépjairdl is.
Birmely Wy <E.. & - dimenzids politdp azonban egyértelmiien meg-
hatdrozza A, tartd k - dimenzids sikjdt.
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IT. POLITOPOK AZ E.. TERBEN

2+ E. politdépjainek elemi tulajdonsdgai

Legyen tehdt a M, s - dimenzids politdp olysm m -dimenzids,
korlitos ponthalnaz,amelyet elbdllithatunk:

o= F\ .
alakban,aholiﬁdh)ia‘ az E. bizonyes zdrt félterei,s T.
korldtossigae Tolytdm nyilvén L>m teljesiil.Ha L&) hatdreld
hipersikjdt &, () geloll tovdbbd A= L\ & K akkor
IR E (9\’35{& (3= Y\& () & WINHZ AR,
Az A O N =TT ,GD (4<st§ (1) - dimenzids pomthalmazt a
M. politdp egy (w1) -dimenzids celldjdnak nevezzuk,anely
nags is egy (m-1) - dimenzids politdp,tovdbbd kf“;ii) Y,
lMegismételve a fenti gondolatot T egy —“--4cella3ara azt
kspjuk,hogy 8t Thea OeY)- dimenzids celldk hatdroljdk,s
azok maguk is (n1) - dimenzids politdpok,amelyek mind ponte-
san egy—egy tovdbbi M-y celldhoz is illeszkednek. Folytatva
2z iménti eljdrdst megkaphatjuk aWE~polltopot alkoto{{“‘iﬁ
celldk rendszerét,ahol a i“15339, O - dimenzids cellikat
a W csucsalmak,a%rhﬂi A- dimenzides celldkat a .. éleinek,
a{W(ﬁﬁNL 2, - dimenzids celldkat a Wa, lapjainak nevezziik,

T=A =0

g W, is felfoghatd,mint Ommagas egyetlen ™ - dimenzids al-
kotd celldja,vagyis Nu=4 .A § -dimenzids alkotd celldk Ny
szdumdra vonatkozdan érvémyes Euler tételémek Poimcarétdl
£zarmazd dltaldnositisa:
Z}C«)*M =1. -

Wa, értelmezése alépgan beldthatd,hogy 1TL=A£§§jEQC§_;agyil
M., csucsainak konvex burkoldja. g
Ha a T egy adott Wo ceucsdbSl kiinduld élek kozéppontjai
egy hipersikban fekszemek,akkor ezemn pontok konvex burkeld-—
ja dltal meghatirozott () - dimenzids politdpot a W.. o
csucsdndl levl csucsalakzatdmnak mevezziik.A csucsalakzat cel-
1di nyilvédavaldam T, =~ T -hoz illeszkedd celldimak a T\,
csucsndl levs csucsalakzatai.
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2.2 Szabdlyes politdpek az E. térven
Az E, tér egyetlen pontbdl dll,amely egy We politdpmak is
tekinthet8,s megdllapedds szerint a We politdpet szabdlyes-
nak mondjuk.Az ¥, tér egyetlem egyemes pontjaibdl &11,s f_'l'\'ﬂs
politdépjai az egyenes kiilonbdzd végpomtu zdrt szakaszai,s meg-
d4llapedds szerint a {_'W.'S politdpekat is azabdlyosnak moemdjuk.
Az B, tér egyetlem sik pemtjaibdl a’ll,s{'W,Apelitépjai a
z4rt keonvex sokszlg /poligom/ tartomdnyok.Mivel ekkor Ne=N.=(,
igy kenvex AP -szlg tartemdaymak is nevezhetjﬁk{“&elemeit(\ﬁll
Ha Wa politdp § -szdmu éle izometrikus,tovdbbd AP -szdmu csu-
ceéndl levl Ap —szdmu belsd szbge izemetrikus,akker a pelitdpet

gszabdlyosnak mevezzilk és i'p} gzimbélummal jeldljiik.Az értelme-—
zésb8l ldthatd,hegy €, ¢} szabdlyes 4p -s25g lapjai/p>2 ,
rogzitett/ E,_ -beli homotécia erejéig egyértelmiien meghatd-
rozottak.
Az Bay (m>) tér egy W, pelitdpjét a femtiek alapjém induk-
tiv méden szabdlyesmak nevezziik akker és csakis akker,ha (m=4a) -
dimenzids alketdé celldi szabdlyosak és mindem csucsrdl szabdlyes
csucsalakzata van.Belithatd ekkeor,hogy ekkor W.. mindemn (M=)~
dimenzids celldja izemetrikus,hssomnldan csucsalakzatai is ize-
metrikusak.
Ha By egy o szabdlyes poelitdpja celldi {(37; poligenok,csucs-
alakzatai tq,'ﬁ poligenek,akkeor bevezethetjiik a T\'—;ai‘Paﬂvﬁ szim=-
bélumot Ty jelslésére.Ha E egy Wy szabdlyes pelitdpja cel-
141 {p,d\;‘s poliédernek,akkor csucsalakzatai iq,.'ﬂs peliéderek
kell ,hogy.legyenek,mivel a csucsalakzatek celldi a celldk csucs-—
alakzatai.
Végiil d1taldnosan B, egy Tlw szabdlyes politdpja celldi {eqs-vy
(n~n) ~dimenzids szabdlyes pelitdpok,akker csucsalakzatai
fq,'r,...,ar,w.ﬁ (~m=A) ~dimenzids szabdlyos pelitdpek,s ekkor
Trkai?,a',n—,..,,m,u-,w'g gzimbSlummal jelSlhetd.
liinden TG ={ @,y WY szabdlyos politdéphoz taldlhatd a i
belsejében egy olyarn O., pent,amelyet ‘W« cemtruminak vagy ko-
zéppontjdnak neveziink,s amely N, mindem Ty 4 -dimenzids
celldjdt5l azenos —Rt tdvelsdgra van (OS%'S ma) JIgy meg-
kongtrudlhatunk v gzdmu G-&- (O“":Rk} koncentrikus ™ -dimen-
zids gombot,amely minden —“-'k' § —~dimenzids celldt annak cent-
rumdban érint.a G gombst TWa, koriilirt gombjének,mig a Grun
gombot ay, beirt gombjének nevezziik.
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2.3 A SCHIAFLI - féle Apq..vw fliggvény

Legyen Tr.,=slap,o,,d—,...,v.,v~,w}am E,  tér egym~dimenzids =zabdlyos
politdépja.Jelolje Oy a M. egy % -~dimenzids Wx celldjdmak cent-
rumét, O,,, pedig aT, egy olyan (ksa) ~dimenzids Maicelldjdnak
centrumit,amelyre T € Wiy, teljesiil (ogksm-1) ,jidsként fogal-
mazva O. jeldli T, centrumdt, Oua a T egy Mi.celldjdnak cent-
rumét, ..., O4 egy bizonyos élémek kdzéppontjdt,végil O, ezen
él egyik végpontjdt,amely egyben W\, egy csuces is.Az A{o,,on__,o;g

m, - dimenzids politdpot a W egy ortoszkémdjdnak vagy mds el-
nevezéssel karakterisztikus szimplexémek mevezziik.HaT._ éleinek
hossza 2Q ,akkor a AiOo,,,,,O\_S politdpot az aldbbi Czsze-
fliggések jellemzik:

d*(00043=q‘ > d. (0\(0.‘,3 "'Q.K (oﬁks “~"43 .

-4 7 7’ e ’
{,Q_ (0‘._0“‘)'&*;0 egyenesek paromkeént merOlegesek egymdsra,
a2z [0,0.1, [0,0,1, (0,0,1, .. \'_ok_tow;l élekkel szemben fekvd cella-
szbgek:rendre T T ® X nagysdguak.

r oaxo moav e
Vezessiik most be a & =0,0.0,%,¥=0,0.0.%, ‘P=0\.10NQK_$Z jelo=-
léseket.BeldthatS,hogy 2P =228z alatt "ldthatd" az O, centrum-
bS8l W, minden éle, X sz5g alatt "ldthatd" T minden(_, cel-
14ja kortilirt (m-4) - dimenzids gombjének sugara,s végiil Ta
bdrmely két szomszédos celldjsdmak (1, W hajldsszige
™T—- 2V . (4. oUomx)

Jeltlje most a T ={ 0.q,"..,~ o,y szabdlyos politdp Re, L éa b
mennyiségeinek egy csucsnidl levd {aﬁ*,...,u.\r,w’s csucsalakzatin
megfeleld mennyiségeket R. . L o & Ekkor:

R = A (00)= L5 Remnd = (000)) 8 ;REelwen b | &n

=r m%
Ezek felhaszmndldisdval: £ w=<¥h“<\>‘ =L-w’:% adddik,amibdl
pedig: o el
Al P =4 - =t
M D

A fenti gondolatser {q,,-l—,...,u‘«r,w'ﬁ politdpra és i*,,..,u,«r,w}
csucsalakzatdira vald megismétlésével kapjuk:
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- s
m § =4 -
At ¢”
Folytatva az eljdrdst Osszesen m-2 formuldt ayerhetiink:
T 1+ T 2 &
M-"<\>=4_L°hz? we = 4__w_l__ h\w¢(~‘.\.,{-— 'S
i o L) » (=-2)
Awdb A ¢ A ¢
(m-
Vegyilkk észre azonmban,hogy q) 135 —E‘%, ,8 ennek felhaszndldsd-
vals
1
. s %
M 4>= A= vy
wh o
4 - T
A we =
g o vt T
sl E

Osszefiiggést nyerhetjiik.Nézziik most a dp)(y,_” éPb“s) formuldinak
kapcsolatdt:

» XX

a %)Lm\ P MEIE - e D= D o855 Y
)M b — = = - )
- *
aheol Aw b\"‘ S‘ ] a!A > A'\Y‘N’:Aw_ b'wb %- >
¢(--‘13 _ (0 2 % oy w:i S_'&. our Aw w‘e'\LE A\«.\r\nr
a L ey T A a 2 )
M P s A, Py
ahol A.‘ww! A.\,.w." Bt w&%\ Y e | veqal
% % X T
&’V\l:-é':/\— s * t/\— s A‘_g Aq,v.wvw A-r. warur WO G -
A\‘-Q ¢\ Aq.-r. WA W A
QY WA W
2 TR

Ay&%-r... e N AT

, @ahol A —A

'\worﬁr...\v\rw' =

ke 2 3IC
A g wTwr A-r...v.\rw»' R '\; N
O(-f... WA A

& fenti rekurzides formuldval meghatirozott Ap@* o fiigg-

véuyt a Th = §4,0,% ., mw,Ww{ szabidlyos politdp Schléfli-féle
fliggvényének nevezziik.
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2.4 A APQ*...-\U\?W kiszdmitdsa néhdny egyszerii esetben

1. Ha W, =143 ¢ E, ,akkor é\>=“—,\% ,8 ezért A\'.\’:ép'a)\'-{.\:%:-. Ay
ahol A=A s, Vagyis

= At E
. A,‘o— Ruw * \
2. Ha T.saiup,q‘"‘; <k, ,akkor d)a% ,8 ezért
wﬁtﬁ A -A'wb"ﬁ = ‘Lt - e
Y T : LA .. ¥ ,ahol A, =X A=y veglil
-w.dP 4 M\;‘% " : "\r’ W
Amr. A»_ Ao ”‘L&‘f; yaminek felhaszndldsaval:

. T X TR
= Al T =W —
A‘”\, o

P
3. Ha TFH=§A(;,q,,¢73¢EH,akkor <$'= % , & ezért

LI = . e

th‘c%:‘ A— e Do =Dy o5 yahol O _=mlE y
Lot & i} A %
Ae — & b oo

M Lx nibSl pedi

A‘\'"‘ b""“l-%'m‘-s.; y Dpgr™ Aq,w - Ay L v s M pecig
A‘,.r.,.'; ""“-V:lt.\;‘,-"i\:% "(omt% y
“ ’
4. Ha Ts=ip,4,rr,r>ECEs,akkor (})3 = % ,8 ezért
T & 3
Ws He - ; &
hﬁ.a»}(im ' - * E A‘v"" ek r __,akel
S -
A i . x Aor—rh
A = W’;'-T,
MQ%
x .+ LI -y ME 4 LY

Ah= N\A:",; > A’rh=)‘o'\.\~—g‘m:, A%wh-h\\:?"'\\-%—% ;:r’

ve‘ﬂz.\. Am,,.,‘ A o~ S e Uy 2 yaminek felhaszndldsdval:

R S
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A A PO u'\r'\#

o

fiiggvény néhdny alapvetl tulajdonsiga

Ha Co=tem e, Cu= ton

o, >

T
C-s= (-0 =~ 5

R

A PG v ur -cc-gi\lé“} dg O‘lL\‘.{\n&’té o Ruc\ko.a_é a.\ok\ocm:

-~ 0

L% B

. ..< '( Ck“
0 Ck—44

,akkor a Asd=(1]| megdllapodds szerint érvényes

akkoer o
4 Cn‘ O :"
£ Cz."
& N

A\"‘Pv...mvwa ; ® e

B s

Ha wm=4

az 3llités.

Ha am=20

Ha a=3

yakkor a A-‘,“/l— e - =

yakkor a Dpy= A= Cereet)s= 4-(@%-&-@4‘%}:&&&%—%-

X
v

tehdt most is érvényes az 411itds.

= A X

el

yigaz az 4llitds,

11T
YQ)

Tegylik fel ezutdn,hogy a fenti determinduns el5411litds érvé-

nyes minden

K € m-4

természetes szdmra,s ennek felhasz—~

ndldsdval igazoljuk dllitdsumk W esetén is!

AC, O - v 0
Es 4 & ° ;
o 8 4"

o B
: ".."‘CW
« FERE . PRy

A+l

=(4) 4.

g e

c, O.. w0
o B
. A Cuy

i © Ck-q‘

A%
+4) - ¢y

G B G i Y
S L :
0.c34 ~

.0
. %, % A Gy
o L -

Itt az w egethez tartozd determindmst fejtettiik ki elsd

sora szerint,majd ezutdm alkalmazhatjuk sz imdukcids felte-

végiinket.
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4 Pl eal 1€y © 0
Cl4 C3 ) :-. s
= 9xcsf-; -.E ARA o O.' o ZS - ZB
IR = T .g =6t iy i ., T =g T G P =
'.-'A.Cm L Ty, B G
0 TR « B APy Dt o= 0 Cu4

T W A,ﬂ_“vw-m‘%EAﬂ*__ww ,8 ezzel a tételt beldttulk.

Az imént bizomyitott determindne e¢15411litds segitségével azomnal

beldthatd,hogy a A»(aaw...uq-u- fliggvény szimmetrikuss
Apapr...-\x«rw = A“""'“’"""(‘(" B

aninek megfelellen a W::{w,\r,u,..,-r,q,,«:’g w-dimenzids szabdlyes

politdpet a T\=i@,q(,»r,..,,u,w,w73 politdp dudlis,vagy reciprok peli-

tépjdrak nevezaziik.

Ervényes tovdbbd az aldbbi alapvetl eredmény:

A o aarar >0,

Bizonyitds:Mivel

)5-\‘_\,:'4:: A@q,-r.--\\vw’ X h*:$= Aq,-f...u.vw ),,,’h'\..\: (\-'13= Au\rw* 5
A%"-" LYY W Aw...\urw AV‘N‘
Ca e A D A
bvw4> = ——E——) I, =—w-, ahol A=4, igy azomban:
Do
N AT TP ENLE S Sl Rl o
Af,q.f.__uvw ) Aqar...u\rur . ) A\mw‘ A‘\rw’. A\J‘ _A
A Geree MW A'r-..u.\rw . A-srur A«n‘ A b
EbbSl pedig A pee.anwnr 2O ksvetkezik.Ha azomban Ayor (vu=0,
akkor az elsd kiimduldsi Osszefiiggés miatt h-\‘.\<\>=0,vagyis &-—:b\‘.\«b
> r ’ - o
alapjdn Re=es ,ém ekkor W, = {l(:,q,,ar,...,u,\r.w} nem lehet kor-

létos ponthalmaz /hanem méhlép lesz /, igy sikeriilt beldtrni a
tétel &11litdedt.
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2.6 Lehetséges szabdlyos politdpok az E. térben (0<¢m <5)

Vizsgdljuk most meg,hogy & W, ={4,00"-yumwl definicidja és

a A‘,QV__“*‘“)O Schléfli-feltétel milyen szabdlyos politd-
pokat engedélyez az egyes E . terekben !

Az Eo tér egyetlen pontbdl £11,amelyet szabdlyos politdpmak
is tekimthetiink,s ez 1létezik is az E. térben.

Az E, tér egy euklideszi egyenmes,amelynek szabdlyos poli-
tépjai az egyenes zirt szakaszai,s ezek léteznek is az E,
térben.,

Az E, térbem,vagyis a klasszikus euklideszi sikom azom W, {g}
szabdlyos politdpok lehetségesek,anelyek eleget tesznek a
£33, 0eMN |  mdsrészt a DA X>0 feltételeknek.Lithats,
hogy a Qe>0 nem jelent kiilon aegkotcst,lgy a lehetséges
zédrt konvex szabdlyos poligomlapok szimbdlumai:

T, =16y 5 2> . peN

Az €, térben,vagyis a klasszikus euklideszi térbem azom T =%%.q}
gzabdlyos politdpok lehetségesek,amelyekreipi<s{ql lehetséges

£, -beli szabdlyos polltop,masfalolﬂ \:%-wa »Ofeltétel
is teljesiil,amely egyenértéki a m.».-;*- wl T s >4 feltétellel,

Konnyen beldthatd,hogy ez feliilrdl korlatozzalv és q értékét,
80t egyszerii kozvetlen szémitdssal igazolhatd,hogy csak az a-
14bbi 6t My=14,9% szimbolummal rendelkezd szabdlyos politdp
lehetséges: |

$33% 5, 13,48 (v} ;. {as5hy {53}

Az E, térben csak olyam .= {p,q.,v szabdlyos politdpok
lehetségesek,amelyekre {p,q% és fa, % is lehetséges E;-—
beli szabdlyos politdp,mdsfelll Ay q+= 'w\ NN >o
feltétel is teljesiil,amely jelen esetben ogycnerteku a

mon Fomim FOnT feltétellel.Egyszerii szémitdssal beldthats,
hogy a fenti feltételeknek eleget tevd lehetséges Wﬁf_*‘:,q,,-r'&
szabdlyos politdpeok csakis az aldbbiak lehetnek:

P33T 130 oy 3,007 133,57, {53
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Az Eis térben csak elyan.TTg=i1mq;nQR gzabdlyos politdpok
lehetségesek,amelyekre Lpq.+3 68 $G.7,%% E. - beli le-
hetséges szabalyos politdpok,mdsrészt qu.,,,- -W.Tg s Pl E—
«&-.,QE(E NS S C—eﬂﬁ—"—t SO feltétel is teljesiil,ami Jalen
esetben egyenertéku a

1 3T . X
> & wnN =
1; i :_;<4
Y — “'

feltétellel .Komnyen beldthatd ekkor,hogy az aldbbi szimbdlu-
mokkal remdelkezd Trs='3:p,%—r,v=3 szabdlyoes politdpek lehet-~
ségesek csak:

£3,3,2,3% ¢ 2,335,405, (W33 Y

2.7 Lehetséges szabdlyos politdpok az E. térbem (w>5)

Kimutatjuk,hogy ~>»S esetén az E. tér lehetséges szabdlyos
T = qsm, o, iwry politdépjai az aldbbiak:

T 33,33 $5 8 T B3, 2,0 5 33 T = o33 Ty

Ennek igazoldsdhoz haszmndljuk fel az aldbbi eredményt éz ko-

vetkezményeit:
A = Mo+ A
A bizonyitds az ~m dimenzidszdm gzerinti teljes imdukcidval
torténik:
M= esetén :
. %
A & il o LA
& " 2+ ° igaz az dllitds;
m~=% egetén :
A
A g . O
A A
X 3 = L 4A
- 2. % Fs Ak ﬁ I e . - . ’
Az-, =4 (ﬁ% = T3 0 lgez az dllitas.
0 4 4
%

Tegylik most fel,hogy mindem K e¢m-4 egetén igaz az 411litds,
g ldssuk be ennek felhaszndldsival,hogy a tétel m esgetén is
igaz !
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Sl £ 3 ST Anma - ~T N o~
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kovetkezmények:

A A = A W : - A

4 Wy L e T Wy

O

Bizonyitds:

age (k-a) 44 (=D &4 A
A 3\\-1\‘ = A \ -bk-\.-‘ A ,b‘\\'\- = A 5\'3 S —: = lv\-4 - l\-i .3.': -2-‘\':‘\ 3

1IC A4 A A
A \_\—5\'3‘_‘2 A5‘\-§\1 - As\-‘\l._" wS _C‘_ - lf’h_“"‘ = Q_L‘k-'l-)-a * i =O .

Bzutdn az m dimenzidszdm szerinti teljes imdukcidval igazoljuk

e rész elején tett dllitdsunkat,

Az w=5 egetben az el18z8 rész eredménye alapjdn igaz az 411litds,
Tegyiik fel,hogy minden \kgm-A esetben igaz a tétel,s bizonyit-
suk ebb8l m esgetén is dllitdsunk helyességét !

Peltételiink szerint T . _, térben ceak az aldbbi szabdlyes poli-
tépok lehetségesek:

M= 378y ML= ¥ 00Ty W =fosy

Ezért E«, szabdlyos politdpjai csak olyan .= {bxt\n*v--su,\r,wl
gzimbSlummal rendelkezhetnek,amelynek {4sqor- ) celldit és
{Qrrwov,wy csucsalakzatait is {TI%5., kozil vdlasztottuk ki.
Ennek megfelellen cgak az aldbbi.lehetlségek vannak:

L R T el i L W e Tk S (Mt

E szimbdlumok viszont csak akker lehetmek . szabdlyoe politdp
szimbSlumai,ha AM*...MW >(Q feltétel ie teljesiil.Az imént

l4ttuk be viszont,hogy A .. "i*:‘ WARUEE VAR -_%;_—po és D =0,
aminek megfelellen a §7TUY_ . & hérom lehetséges TE. -beli

szabdlyos politdp szimbSluma,s TV.) mem jelSlhet korldtos pont-
halmazt,ezzel a tétel d11itdesdt igazoltuk,
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III. SZABALYOS POLITOPOK MODELLJEINEK MEGSZERKESZTESE

Szabdlyes pelitdpok megkonstrudlisa az E, térben

Az F, és B, tér lehetséges szabdlyos politdpjai létezmek is,
amint azt mdr kordbban littuk,igy most vizsgdljuk meg,hogy
az E, tér lehetséges T=3¢% , (4323, reN) szabilyes poli-
tdpjai megszerkeszthetlk-e?
Tekintsiik ezért az E, tér egy tetszlleges O pontjdt,s legyen
G, (0,+) az O xszéppontu, + sugaru kor.Az O pomntndl levs tel-
jes szOget osszuk fel ® egyenlsd részre az O pontbdl kiimduld
félegyenesek segiteségével,s jeloljilk e félegyeneseket {9»4(0%2,
alakkal,akkor tekimtsiik a Py= G, OQ,(:) (Asisiq) pentok

P {?¢3?,4 konvex burkdt,amely az E, tér W,=§54§ po-
litdpjdnak egy modelljét szolgdltatja.E komstrukcidval tehdt
iﬁ(ﬂj létezését igazoltuk minden P2 >, LN esetén.
Természetesen a fenti elvi komstrukcidbam mem vettilk figyelem-—
be,hogy milyen 4° esetén adhatd meg algoritmus {A& modelljé~
nek megszerkesztéséhez az euklideszi szerkesztés szabdlyai
szerint,mivel ez most szdmunkre mellékes az egzisztencia szem-—
pontjdbdl. (2.al~a)

Szabdlyos politdpok megkonstruilisa az E? térben

Tekintsilk az £y tér egy tetszlleges sikjdt,s ezen s WY négy-
zet egy modelljét.Toljuk el a z(& politdépot sikjdra merSleges
irdnyba élhosszdval megegyezld tdvolsdgba.Az eltolds kOzben a
{4 minden éle surol egy-egy 3\ ,a kiimduld politdppal egybe~
végs négyzetet.Igy tehdt myertiink az Es térben egy olyam (g
politdpet,amelynek N&24=8 cgucsa, N,=24+A4= 42 éle, s

N, = 2.4+ 44=6 lapja vam,ahol Ws a kiinrduld {‘1'& ée az elto-
lds végén nyert {H-ﬁ négyzetek Osszesen myolc csucsdmak konvex
burkeldja.A TC_., minden csucsdhoz hdrom él illetve hédrem lap il-
leszkedik,s minden lapja i‘\s,igy sziikségképpen Wfi'-..‘s'g politdp
modellje,tehdt {4>% politdp létezik,s e politdpot KOCKAmak
nevezziik.Legyen “P, a Tﬂfi‘\.'gﬁ kecka egy csucsa,s tiikrdzziik

e csucsot a hozzd illeszkedl élek tovdbbd 2 hozzd illeszkedd
testdtld kozéppontjdra.
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Igy anégy pontot myeriink,amelyek a 1T5=i‘u5§ kocka mnégy csu-
cedt alkotjdk.E négy csucs komnvex burkeldja egy olyam Wy politdp,
amelynek N.= 41 csucsa, N,=b egybevdgd éle,s N,=M  egybevigd

{3} szabdlyos hiromszSg lapja vam.A politdép mimden csucsdhoz hi-
rom él,illetve hdrom lap illeezkedik,amelyek {3% szimbSlummal
rendelkeznek,s igy a politdp szimbdluma szilkségképpem Na=93,3% ,
amely tehdt a femtiek alapjdm létezik,s e politdépot szabdlyos

TETRAEDERnek nevezziik.
Tekinteiik most a TV;={H(5§ kocka iHE lapjsinak kOzéppontjai &1-

tal meghatdrozott pelitdépoet.Ez a politdp,amely tehdt a kocka lap-
kozéppontjainak konvex burkg,ayilvém No=6 csuccsal, N\=\L egybe-
vdgs éllel,s N,=% egybevdgd 13% szabdlyos hiromszdg lappal rendel-
kezik.A politdp minden csucsdhoz négy él illetve négy lap illesz-
kedik,s igy a kapett politdp a Th={uy} gzimbllummal kell,hogy
rendelkezzen,e politdpot OKTAEDERmek nevezziik.
Figyeljilkk meg,hogy a "1 =134% oktadder lapjait kiszimezhetjiik
vdltakozva fekete és fehér szinmekre.Ez azt jelemti,hogy mindem lap-
nak megadhatd egyértelmii koriljdrdsi irdnya,miutdn egy lap koriil-
jédrati irdnydt rogzitettik.Ezen eljdrdes a (Y élvdzdnak is ad egy
irdnyitdst.Osszuk fel ezutdn az irdnyitott éleket azomos a:lr a~
rényban,s tekintsiik az osztdpontok komvex burkdt.A kapett W, poli-
tép azon lapjai,amelyeket a (%4} oktaéder lapjaiba irtunk bele,
i3y szabdlyos hdromszdgek,a tovdbbi lapok szinténm hédromszigek,de
"csak" egyenllszdruak.Kérdés,hogy alkalmas O:& =" ardny vdlasz-—
tdsdval e hiromszigek is szabdlyoesakkd tehetlSk-e?
Felismerve azt,hogy a {34} olyan,a centrumon dtmend metszete,amely-
hez négy csuce is illeszkedik {4} négyzet,tovdbbd slkalmazva a co-—
ginus tételt:

X1=Q}+Q3—L-20\h'w&%=¢t+2}}—'o~9y " %'L: 2)’1'\—‘6'}=3_Q}—L
Szabdlyos hdromszig lapok akkor alakulmak ki,ha X=y vVagyis:

- alr &0 & &)-($)-4=0 (2 *0); (L>0)

A megfeleld *t=a:®  ardny tehdt az x"-x-41=0 egyenlet pozitiv

Oke: G
&Y “""«ﬁLg
. S 5 _1_ X . z
8 mivel X '-x-A= O &> = 5% »i8y az osztopontok a {3>HE

éleit az aranymetszés ardnydban bomntjék,s ekkor a MW, politdp min-

den éle egybevégd,s minden lapja (3% egybevigs szabdlyos hdromszig
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T, minden csucsdndl tovébbd Ot 81 illetve Ot lap illeszkedik,
igy a megkomstrudlt szabdlyes politdp sziikségképpen a 13,5%
szimbSlummal rendelkezik,s meve IKOZAEDER.A Wa2$3%S% ikoza-
éder komstrukcidja folytdn Ng=AL csuccsal, N,=30 éllel és

N,=20 lappal rendelkezik,es ezzel a Wa= §3,5% 1létezé-
gét igazoltuk.
Tekinteilk végil a = 3},’5‘& ikozaéder lapkdzéppontjainak
konvex burkit.E Wa politdp nyilvém No=20 csuccsal, N,=3Q
egybevdgs éllel,s N,=AL egybevdgd §s% lapokkal remdelkezik,to-
v4bbd minden csucsban hirom él illetve hdrom lap illeszkedik.
Igy a kapott politdp szabdlyos,s sziikségképpen a 'W3=§_5,375
szimbdlummal kell rendelkeznie.Az ismertetett eljdrdsokkal
pedig megkomstruidltuk az Ea tér mind az 6t lehetséges szabd-
lyos politdpjdt,s ezzel igazoltuk azok létezését.Figyeljiik meg
végil,hogy $W3%; I3y tovdbbd {S%%, $3,5% dudlis politdp
parok,mig a {2,{ autedudlis pelitdp. (3. Ao~ )3 (5. dona ) |

3.3 Szabdlyos politdpok megkongtrudlisa az E\-. térben

Tekintsiik az E, tér egy tetszlleges .&, hipersikjdt,s e hi-
persikon egy (%34 tetraéder modellt.Talilhatd ekkor az EN&i
ponthalmazban elyan pont /szdém szerint kettd is/,amely a tet-
raéder minden csucsdtdl a tetraéder élhosszival megegyezd td-
voledgra vam.A 133} négy csucsa,s az imént kapott pont alkotta
Ot elemii ponthalmaz komvex burkoldja olyam ", politdp,amely

N,=S csuccsal, Na=40  egybevdgs éllel, N,=40 egybevigsdiry
lappal,s Ng=S egybevdgd $3,3% tetradder cellival rendelkezik.
Ilinden élhez pontesan hdrem tetradder cella illeszkedik,igy a

Ty  politdp szabdlyos s szilkeégszeriiem a {3,373y szimbilum-
mal kell remdelkezmie.A W,=$3,3,3%= oy politdp neve 4-di-
menzids szabdlyos SZIMPLEX,mivel ez a legegyszeriibb E -beli
4-dimenzids szabdlyos politdp.
Tekintsiik az B, tér egy tetszlleges A3 hipersikjdt,s e hi-
persikeon egy SLH\'S} kocka modellt,.Toljuk el a kockdt a kocka-
élhossz nagysdgu,s &, -ra teljesen ortogonilis irédnyu eltolds~-
sal /ez pontosan két féle képpen lehetséges/.Tekintsiik azt a
T, politdpot,amely az eredeti (M} és az eltolt SHRY ssz-
szesen 16 csucsdnak komvex burka.A TR‘ politdp emmnélfogva

Ne= b csuccsal, N =212+ 8= DL  egybevigs éllel,

N,= 26+ N2=24 egybevigsd $4y lappal,s N.= 24+ 6=8 egybevdgs i\ms?;
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kocka celldval rendelkezik,tovdbbd mimden él kOril portesan hé-~
rom kocks cella illeszkedik.Igy a W, szabdlyes és szikségképpen
%}MGJSS gzimbSlummal kell remdelkeznie,reve 4-dimenzids
HIPERKOCKA vagy WMERTEK POLITOP.
Tekintsiik ezutdn a {‘13\313 hiperkocka egy modelljét,s vegylik a
niperkocka kocka celldi kozépportjainak konvex burkdt.A kapott
T, politdp a konstrukcid folytdm WNe=8 csuccsal, Na=2Y
egybevdgd é1llel, Na=>L  egybevdgd $£3% lappal,s Ngdb egybevdgs 13,3%
celldaval rendelkezik.-“; minden éléhez pontosam négy tetraéder
cella illeszkedik,igy a W, szabdlyos,s kell,hogy {3{%HE szimbd-
lummal remndelkezzen.lNeve 4-dimenzide KERESZT pelitdp.
Legyen adott a {3,'5,‘173 keresztpolitdp egy modellje,s tekintelik 24
élének kozéppontjédt.E 24 pont komvex burka az E. tér olyan TNy
politépja,amelyet egyrészt a {33N& 16 {3,3) tetraéder celldjs-
nak élkozéppomntjai dltal meghatdirozott kemvex burok,mdsrészt a
3,341 8 {3Myoktaéder csucealakzata dltal meghatdrozott komvex
burok hatdrol.Mivel a {334 élkdzéppomtjainak komvex burka {'&,HE i
tovdbbd a {3MY csucsalakzatok,mint a W, celldi egybevigdak, tovdbbd
a csucgok,élek,lapok illeszkedés szempontjibdl ekvivalensek,igy
T, szabdlyos politdp.A komstrukcid alapjdm azombam Tl = {343
lehet csak,mivel minden élhez pontosan hirom i};"\.i cella illeszkedik.
A 33Ny 16 P3nfcelldval és 8 csucsalakzattal rendelkezik,igy
L3N DY Ny= A48 =24 gzdmu (3N celldval rendelkezik.Mimdem (334w}
celldnak 8 {3} lapja van,amely pontosan két oktadder celldhoz il-
leszkedik,igy N.= ?-\1‘3: © JMindem {3M% oktaéder celldmsk 12 éle van,
amely élek viszomt pontosanm hdrom celldhoz is illeszkednek,igy
N,‘-l\r%. Végiil pedig Ne=24 a konstrukcid folytdm,s ezzel a {3:34,3%
politdp létezéeét is bebizomyitottuk. (G.ole~n); (&.akvo).
Eszrevehetjiik,hogy {¥W3% e18411ithatd két,egybevigs {H,‘%,’B'ﬁ hiper-
kocka segitségével is,ha felbomntjuk az egyik hiperkockit S olyan
egybevdgd kocka "alapu" guldra,amelynek csucsa a hiperkocka kozép—-
pontja.Helyezziik most a guldkat alapjukkal a mdsik hiperkecka cel-
ldira,akkor a kapott o8 politdp éppen egy {"-’:"‘1333 lesz.Ezzel ana-
16g eljdrdssal E, térben két {H.ﬁ régyzetbSl egy ujabb {43} négyze-
tet,mig az Es térben két {M(’ak kockdbdl az um. rombuszdedekadédert
nyerjik. (¥ alo~a?),
Megmutatjuk ezutdn,hogy a {%,H,‘sl politdp {?uﬂ celldinak lap-
jai ugy szinezhetlk vdltakozva fekete ég fehér szinekre,hogy a
34,3y politdp Ssszedllitdsakor fehér lap mindig fekete lephoz
illeszkedik és megforditva,
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Ez misként ugy is mondhatd,hogy a 13,3 minden i™ lapjédmak
negadhats egyértelmii koriiljérdsi irdnya,miutdn ezt a koriljé-
rdst egy lapmdl rogzitettik.Ezen eljdrds nyilvéna 343 élhd-
148zatdnak is ad egyértelmii irdnyitdst.

Tekintsiik ezért a {Rﬁ;“ﬂ kereszt politdp {};SE cellakozépport-
jainak konvex burkdt,amely a kordbbiak szerint nyilvéds egyi\&f(ﬁ
hiperkocka lesz.E 43 SY csucsait vdltakozva komnyedém beszinez-
hetjiik fekete és fehér szinekre.Ha most a {334y politdp {23}
celliit beszimezziik a kozéppomtjaikban levld szimezett hiperkecka
csucs szimére,akkor ezzel ai}é}&_politdp{3§gcelléit gikeriilt
viltakozva kiszinmezni fekete illetve fehér szimekre.

Ezutédn a {3&;9; politdp fehéx'i%3}celléimak feliiletét szinez-~
zilkk Teketére,fekete {3,5) celldinak feliiletét pedig fehérre,majd
pedig vagjuk le minden {3&} cella "Sarkait" csucsalakzatuk men-
tén,Ezzel 16 darab { M} oktaédert kapunk,amelyek viltakozva rem-
delkeznek fekete és fehér lapokkal és a kivdmt mddom csatlakoz-
nak.Most azonban a EL?ﬁE "feliiletén" még 8{3943 alaku "lyuk"
marad,amely nem mis,mint a {33,91 8 csucsalakzata.E csucsalak-
zatok a fenti eljdrdssal automatikusan vdltakozd fekete és fehér
lspokkal hatdrolt "liregek",s ha beléjiik olyan {Zﬂfﬁ hézagmente-
sen betdltd oktaédereket helyeziink,amelyeknek viltakozva szine-—
zett lapjai az lireg ellentétesen szinezett lapjaival keriilnek
illeszkedésbe,akkor a {33} lapjainak éppen kivdnt szimezése
tdrul elénk.

Bontsuk fel ezutdn a (343§ fenti eljdrdssal irdmyitott éleit az
aranymetszés ardnydban,s tekintsiik a 96 osztSpomt komvex burkdt.
Az igy myert WTL politdp 3-dimenzids celldit vizsgdlva taldl-
hatunk a {39y 24 {34% celldjdba beirt 24 §3,5%  ikezaéder
celldt,amelyek a komstrukcid folytdm egybevdgdak. A . te-
védbbi 3~ dimenzids celldjdmak megkereséséhez vizsgdljuk meg a
{3§ﬁ§§ egy tetszBleges V csucsdnak kSrnyezetét.A kordbbiak

~ szerint a Y csucshoz 8 irdnyitott €1 illeszkedik, 4 a \V csucs
"felé",4 a \V csucstdl "kifelé™ irdnyitva.A négy kiimduld,illetve
a négy befutd é1 osztdpentjai egy—-egy tetraéder csucsait alkot-
jédk.Jeldlje Z&hnCo azon tetraédert,amelynek csucspontjait a

\V -hez kozelebbi osztdpontok hatdrozzdk meg,s amely a I, egy

celldja is lesz.A Amcu {3553 cella {'ﬂ lapjai a T, “tov4bbi
celldihez is tartozmak.
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AV csucshoz illeszkedd tovdbbi négy élenm levd tdvelabbi
osztSépontok megbetiizhetlk ugy,hogy 2 Aggcb lapjaihoz lap-
jaikkal csatlakozé tovdbbi [5,5% celldk: Daect ; Aundos D anend
Dyaco ezek az Duaco celldval egybevigdak és "hézagmente-
sen" kitdltik a W, politdp "feliiletének" §3,5% ikozaéder cel-
141 kozti "ré.geket".Emnek megfelellen a Aaacp celldhoz il-
leszkedl 4 {3,‘53 cells azon lapjai,amelyek nem illeszkednek

A pecp Valamelyik lapjdhosz, 123,5% celldkhoz illeszkedik;
szdmszerint Seszesen 6 {3:5% celldhoz kapcsolddik a femti 5

£35%  celldbdl 4116 alakzat. (3.3/8.3/® do 40.dlmiic),

Mivel a {303} 24 csuccsal rendelkezik,s ezek mindegyikémek
kornyezetében 5313,% cella van,igy a Tl pelitdp 24.5=120 {3%
celldval és 24 {'553 celldval bir.E pelitdp csucsai illeszkedés
szempontjdbdl ekvivalensek,élei egybevdgdak,lapjai egybevigd
f}ﬁlapok,a’m a 3-dimenzide celldk két kiilombozd tipusa miatt a

T nem szabdlyos.Illeszkedés szempontjdbSl két kiilonbozd tipu-
su éle van:az egyikhez 3 {33} és 1 {%S} ;a mdsikhoz 1 {30} és

2 {151 illeszkedik.A kapott politdpet S i‘s,s;ﬂ; szimbllummal
jelsljiik, (A 8do~al)
Mivel egy §3,5% koriilirt gotmbjének sugara kisebb,mint élhossza,

igy az B térben megalkothatd olyan ikozaéder alapu gula,amely—
nek 20 {33% oldal cellija van.Cseréljiik most ki az Si?:h,'&'& po-

1itdp 24 (3,5t celldjdt a fenti {3S%alapu guldkra,s ha e guldk
ceucsai nem s{x,&,*ﬁ; centruma felé mutatnmak,hanem "kifelé",

akkor az igy mddositett 5{3,\1{33 politdép mér szabdlyos lesz,

minden csucsa illeszkedés szempontjibsl ekvivalems,minden éle

egybevigd,lapjai egybevigd (3% lapok,celldi egybevégs ?_'s,":l tet-
raéderek.livel pedig minden élhez pontossr 2+3=1+2.2=5 i's;s’; cel-

la illeszkedik / a kétféle kiszdmitdst 5{'5,‘1,'5} két tipusu éle
indekelja/,igy a megkomstrudlt politdp sziikségképpen {33,573
szimbSlummal kell,hogy remdelkezzen.A il,’s,S}pelitép 24 .20=480
guldkbdl szdrmazd és 24.5=120 tovdbbi,vagyis Osszesen N.= 60Q

{1{S§ce11éval readelkezik.lMinden i'&{fﬂ cellshoz illeszkedik 4 {’575

lap,s minden lap pontosan két {’S;&'} celldhoz illeszkedik,igy
N,= COQ- & $=4200. Linden tetraéder {33} celldhoz 6 61 illesz-
kedik,s minden é1 ponmtosanm 5ti3lcelldhoz illeszkedik,s ezért

N,= Co0. G- Asv: 120 Jivel 5{3,\1,%3 96 csuccsal rendelke-
zik,s ehhez még 24 csuccsal jédrulmak az 33,5t alapu guldk,igy

N
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N,=8Gt 24=420 ,amib8l visszafelé az is kovetkezik,hogy
minden i},’.ﬁ celldhoz 4 ceguce illeszkedvém egy csucshoz 3_’5,'3,513
politépnak 20133Yilleszkedik.S ezzel a komstrukciéval 3,353
létezését bebizonyitettuk.
Tekintsik a (3:5% egy modelljémek (3n)celldit,s e celldk
kxozéppontjainak konvex burkdt.Kommyem ldthatd,hegy a kapoett
politdp Ne=GOO ceucceal rendelkezik,tovédbbd pontosam anmnyi
éle van,ahdny lapja van a{3};53pelitépnak,mivel kGlcsOnlsen
egyértelmii leképzés létesithets a komstrudlt politdp élei és
£33,5% lapjai kozott: 3,3,5Y egy szomszédos 133 cellapédrjdhoz
rendeljiik hozzd a komstrudlt politdp azem élét,amely a cella-
pér kozéppontjait koti Cssze.lMivel a(3pSiminden éléhez pemto-
san Ot i‘séﬁcella illeszkedik,ezért a komstrudlt politdp lap-
jai {5Y lapok.Vildgos tovibbd az 1SY lapok s=zdma szonos i'sﬁ;sﬁ
éleinek szdmival,niszen koztilk kblceondsen egyértelmii leképzés
létesithetd: {3:3,S% minden éléhez renmdeljiik hozzd a vele illesz-
kedd S {33 cella kdzpomtjai &ltal meghatirozott 15% lapot.
A fentiek alapjédm azombam a komstrudlt pelitdpmak csak (S}
celldi lehetnek,s szdmuk megegyezik 1235Y ceucsainak szimi-
val.livel a megkomstudlt politdp minden éléhez 3 {534 cella
illeszkedik,s csucsai,élei,lapjai és celldi illeszkedés szem—
pontjdbdl ekvivalemsek,igy a megalkotott pelitdp szabdlyos és
szilkségképpen {5\3\3’5 szimbdlummal kell remdelkezmnie,s ezzel az
£53Y%  politdp 1létezéeédt is bebizomyitottuk.
Figyeljiik meg végil,hogy a {N33%; 13,347 tovavbd {5:2,3%;13,35%
dudlis politdp pirek,mig {3733} és {393k autedudlis politdpek!
A fentiekben ismertetett eljdrdsokkal az E\, tér mind a hat le-
hetséges szabdlyos politdpjdt megkonstrudltuk,s ezzel létezésii-
ket bebizonyitottuk.

3.4 Szabdlyos politdpok megkomstrudldsa azEw('“\’/S)térbeﬁ

Az Eeo tér egyetlen alakzata a o pont.Az E4 térben t5bb pent
is létezik, W, két kiilombozl pent dltal meghatédrozott egyemes
szakasz. 4 el8dllithatd még,mint két végpontjduak komnvex bur-
koléja az E, térben.Az E, térbem vegyiink egy elyan ponmtot,
amely nem illeszkedik a T\, egyemeséhez,akkor a pont é&s T"A vég—-
pontjai alkotta hdrom elemii ponthalmaz konvex burkeldja lesz
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E 1egegyszerlibb-w alakzata,s hdromszog-lap.Tekintsik az Ea
tér egy olyan pontjdt,amely mem illeszkedik a -\T:_ hdromszog -
lap sikjdhoz,akkor a pont é8 a hédromszdg hdrom csucspomtjdnak
konvex burka a legegyszeriibb alakzat az E, térben,ez pedig a
Mo 4d1talénos tetraéder.Az dltaldnmos eljdrds most mdr myilvén-—
vald:tekintsiik az E. tér tetszdleges ™+4 pontjdt,amelyek nem
illeszkednek egy hipersikhez,ekkor az ~+4 4dltaldmos helyze-
tiinek nevezett pont komvex burkeldja az E . tér legegyszeriibb
.. politdpjdt alkotja,amelyet ~v -dimenzids SZIMPLEXnek ne-
veziink . Az értelmezés folytdnm az ~ -—dimenzids szimplex K -di-
menzids celldi (O0¢ke¢n) maguk is ' -dimenzids szimplexek,s
minden WK —dimenzids szimplex cella azomosithatd az ~ —-dimen-
zide szimplex csucsibdl kivdlaszthatd KvA elemii részhalmazok-

kal,ezért: Mok
2 DR ay
Nk (kw\) ( >

Az olyam A~ —-dimenzids szimplexet,amelynek minden éle azonos
hosszusdgu,vagyis bdrmely csucspdrjdmnak tdvolsdga egyemld,

M, —~dimenzids szabdlyos szimplexmek mevezziik és on, szimbd-
lummal jeloljik.A fentiek szerimnt °<~, rendelkezik Ne=r~*1
csuccsal, N,= (M£A> egybevdgd éllel, (M*“) egybevdgd
DY 1appal, N=(™F )egybevago {3,'573 cellaval...,lgy szimbd-
luma szﬁkségkeppen o= 353, oy Byl ={’$~ME ,& ezzel \\a=ol.
tipusu politdp létezését az E._ térben igazeltuk., (12.dkw)

Az T, tér egy mdsik alapvetd alakzatdt komstrudlhatjuk neg
az O €B.. ponthoz illeszkedd,pdronként egymdsra merSleges
~ szédmu egyenes segitségével,.Vegyiik az M szdmu,pirenként
egymésra merSleges egyeneshez illeszkedsd azom 2 A pontot,
amelyeknek tdvolsdga az egyenesek kizts O pontjdtsl egy rog-
zitett pozitiv érték.Ekker e 2av gzdmu pont komvex burkeldjdt
(v szimbélummal jeldljilk és KERESZT pelitdpmak mevezziik.A
(S,_ politdp a \’n— 4 zdrt szakasz alapom nyugvd kettSs hirom—
8z0g lap,amely pomtok elhelyezkedése folytdm egy {\% négyzet.
A (5, politdp a \’hﬁi‘ﬂg alapon nyugvd kettSs gula,s a pemtok
elhelyezkedése folytdm egy {3,4% oktadder.Folytatva az eljéd~
rédst, . kereszt politdp egy (da-a politdép "alapon" ryugvs
kettlSs guls 0(\-,\ alaku celldkkal,igy a Y&-». szabdlyos pelitdp
s szilkségszerien (5. =317, *ﬂ: 1%\ szimbélummal kell,
hogy rendelkezzem.A (3., W -dimemzids celldimak szamé e
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(0gwen-1) érvényes az aldbbi Osszefliggés:
k.

Ny=2 - (::4) (0 W& a1, mad)
Az igazoldst az a~ dimenzid-szdm szerinti teljes inmdukcid-
val végezziik,.
Ha An=A ,akkoer N_=2. (f;)=2. ,vagyis az 4llitds igaz.
Ha ™22 sakker Ne=2. (X)=b, N,= 2" (%J'-‘\'\ ,tehdt
az 4llitds most is érvényes, '
Tegylik most fel,hogy m<w-4 esetén a tétel dllitdsa igaz,s
igazoeljuk ebbdl,hogy w esetén is igaz az 411itds! [P kon-

strukcidja felytédnm:
%)) (m=a) (an-a)
N w = N w. a l : N k~q

& Ty N‘(:Q‘lk-n' A‘:;:)_‘_ 1‘1\&. (M:c)= 2\‘“’[ A\:;T\}_P(v\;ﬂ)]gz’kﬂ. (:;4))
g ezzel az &llitdst igazoltuk,igy pedig (5~ iercttri kereszt-
politdp létezését bebizonyitottuk., (3.dlowa)

Az Eatér politdpjainak egy harmadik tipusdt a kovetkezd kép-
pen komstrudlhatjuk meg:ha a Ne pomtet eltoljuk,akkor kezdd
és véghelyzetének komvex burka a W, egyenes szakasz;ha a (,
szakaszt eltoljuk, /nem gajit egyemese mentén/,akkor kezdd és
véghelyzetének komvex burka egy—“; paralelogramma.Hagsonld el-
jédrédssal a “;_ paralelogrammdbdl nyerhetjiik a_W; paralelepi-
pedont,e folytatva eljuthatunk az €., tér um. paralelotdpjé-
hoz.Ezen alakzatnak nyilvén 2:~csucsa van,s W -dimenzids cel-
141 (O¢ % $m-1) w —dimenzids paralelotdpek.Figyeljiik meg,hogy
2z (m-1)-dimenzide paralelotdpot ugy kaptuk meg,hogy az (m-1)-
dimenzides paralelotdpet ugy toljuk el,hogy az eltolds egyenese
nem illeszkedik az (m-4) -dimenzids paralelotdp tarté hiper-
sikhéhoz.Az M -dimenzids paralelotdp W -dimenzids celldinak
szdmdra (0&ks ) érvényes az aldbbi Osszefiiggés:

NK-_- 2:‘”-“‘(":) (OSKSM,«‘,»'()

A bizonyitdst az ~w dimenzidszdm szerinti teljes irdukcidval
végezziik,

Ha ~u=1 yakkor Ng= 2" (g>=Z,N,.=?:'('D=A,teha't igaz az d411itéds.
Ha ~<=2 ,akker Nga=20 (75)"‘\’ N,= 2-‘(2'\'\"' Ly Ny= 2'°'(?:-3= A
tehdt most is igaz az d1litde.

Tegylik most fel,hogy " € m-A4 esetén igaz a tétel d11ité-
ga,8 igazoljuk ebbll,hogy ™ esetén is igaz az 411itds!
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A paralelotdp komstrukcidja folytén:
 NO= 2N NS 1

Nw= 2 NI NG e 2. 20777 () e 2,007 (0))-

= 207 ()« 275 () 2 ()« (A= (D),
s ezzel az &llitdast igazeltuk,
Ha a .. paralelotépot gemerdld s eltolds irédnys pdronként
egymdsra merdleges,akkor az ilyen politdpoet ertotépmak nevez-
zilk,amely m=2L esetén a téglalap, m=3 esetén a téglatest
fogalmdnak felel meg.,Ha a merllegességen feliil még minden el-
tolds nagysdga is azomes,akker az ertetSpot MERTEK-pelitdprak,
vagy " -dimenzids HIPER KOCKAmak nevezziik és T szimbélum—
mal jelcdljiik.Ekker azemban 79,,=TI‘., P, ,'p,_a{hﬂh '@3--{\.,'3;,...
dltaldban YPm= f_\‘\3s---’37!= {‘1'3‘\*&
s ezzel a fent ismertetett eljdrdssal igazoltuk a P mérték-
politdp létezését, (MM—-4S-46. ol )
Ezzel az eljdrdssal befejeztiik ammak vizsgdlatdit,hogy sz Ea
térben a A‘.q.,._ wvrw O feltétellel engedélyezett szabdlyos
politdpok mind létezmek is.

Az Es és E\‘

szimbSlummal remdelkezik,

tér szabdlyes pelitdpjainak tdblizata

SCHLATFLL N
T|'3= {P,{& MeVE | bl Lo, No N‘\ S
TETRABDER 2% “ ¢ :
Kotk f }'D P! & AL .
OWTAEDER famy 4 A
DODEKAEDER % tsal 20 30 A2
\KSRAEDER 1384 AL 0 | 20
SCHLATFLI
_n_‘1= i'@:ﬁ '-".S neve. | x QMb.lt\‘J _— N ° N A N * N 3
o, SiMPLEX 133,73 S ‘o AO S
Ty WPER mmﬂz Wy 1L 3% 24 3
fu wereat Y (A 3 24 2 | Ae
24-CELQ PSSR a\y aé ¢ 4.
no ~ CELLY ‘(& sy oo A200 %20 A20
Coo- CELLA 33,8% A2LO %20 | Awco 60O
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IV. XOORDIUNATDAK

4.1 Keordindtdk bevezetése az E.. térben

JeloljeR, a valde szémokbdl képzett remndezett m. -esek

halmazdt,vagyis legyen €.

R.,:i g‘ , el Asisw} _
5

Az R, halmazon vektortér struktura értelmezhetld az aldb-

bi mddon:

- -~ - ~ -
" 5‘7 QZJ S‘+ozj i‘T 2. S‘
Osezeadds: S" 5 7‘" z §=.':*")_\- )valés szémmal 3. ;'" 3 Et"" 3
vald szorzés
| 5] [t 182 | 5 (A8

F'g‘l‘ -»Ln N
skaldiris ezorzat: | Eall s 2 ) £ "<

g“"' ﬂ‘“- -

‘o B -

A kapottes ~dimenzids valds euklideszi vektorteret m —di-
menzids valds keordindta térmek nevezziik,

Legyen O€E, tetezbleges,de rogzitett pomt,s To(P)

pedig az Q ponthez illeszkedd érintStér.Ha {?:_23:1 a

T, (P)  egy tetszlleges,de rdgzitett olyan bdzisa,amely

eleget tesz az

A ‘f\& ~ma
—-9-'>_ b} 3 3
e{.ex-{o he, AN (As~,ggm)

feltételnek,akkor az {R'Z&::‘ bézist ortomormiltmak nevez-

= g ” 2 Ao
ziik.Ha ezutdn XEE. egy tetszlleges pont,akkeor az x= QX =
2(0,X) vektor egyértelmiien 411ithatd eld az {?\.'ﬁ'\;‘ or-
tornormdlt bdzis vektoraimak limedris kombindcidjakémt:
- o -
X=0X= 21 8:€:
e
ahel a {g&:_:. valés szdmokat az XA pont vagy az X
vektor {?\73:‘ bdzisra vonatkezd koerdimdtdinak nevezziik.
Figyeljiik meg,hogy az O pont,majd Y lP) egy ortomormdlt
- Pois s, . s . . ’ s -
{e.&\.n bazisdnak rogzitése utdn az xr—»[%"]

e
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leképzés izomorfizmust létesit aT;(TP) és 'RN vektor-
terek kozott.

A fenti eljirdssal az B tér minden X pontja egyértel-
miien jellemezhetd egy valds szédm ~ —essel.Ki kell hang-
sulyozmi azombam,hogy a keordindtdk fiiggnek az O pont
helyzetétSl,s az O kezdSpomtu {?‘-}:ortonemélt bdzig ki-
védlasztdedtdl is.

A koordindtdk transzformdcidja uj bdzisra vald dttéréskor

l.Legyen i?‘}:‘ és {E"‘;:‘ 8 1.(P) két tetszSleges orto-
normélt bdzisal!Keressiink kapcsolatot egy tetezlleges XekE,,
pont fenti két bdziera vomatkozd koerdindtdi kozott! Ki-
terjesztve a midtrixalgebrs szorzde miiveletét bdzisvekterok
és {-.é‘};: bdzisok
kapcsolatdt az aldbbi Osszefliggés fejezi ki:
[E"zl)"‘ Ew]z[:n—éx ---?n-]' Caa Cu e Cum

Cas Cag - Crmm

alketta "sorvektorokra" is,az {?\'ﬁ

\Ta

-

CMC\J.'-CW\.
ahol [C\_‘]‘_' egy ortogondlis matrlx Ha X= Ox nge ‘ZS\Q\,
akkor az X pont két bdzisban vett koordimdtdi kozstii

kapceolat: §4 C“c.,,... C...j g
’ A

éa. C24Caq -+ Cam :

Lg.: Cas Caa C\-NJ gl.
2.Legyen O 4o az E. két kiilonbszd pontja s To(®) il-
le’cve_\:‘(?) az Q illetve Q ponthoz illeszkedd érintStér!
Ha &35, a T,(®), {3\7‘:. a \g®) egy-egy ortonor-
mdlt bdzisa,akkor keressiink kapcsolatet egy tetszbleges
XEE, pont fenti két bézisra vematkozd koordindtdi kozdtt!
Ha “ P3P az €. tér azon egyetlen eltoldsa amelyre
O'=(0) teljesiil,akkor legyen ,@,_-"c(e Y LAz {Q- Yosy
. T (P) ortonormalt bézisd} alkotjdk.Ha most 0&:-_2'4;\2@,
Z'c e, és 0)(*2'1‘ _f\ sakkor az X pont {Q

\'4 N Y \-34
és {.'é’\ Sag bédzisokban vett keoordindtdi kozti kapcselat:

"L\-= - T (15'\'.$-)
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Ha pedig {Fj}:‘ és {—3”_;.&{,4 To'(‘\P) -beli bdzisok kap-
csolata az l.résznek megfelellen:

XA A SR AN

Cz* C:»?, ..o C:.M—

LCM Caa - Con

—_— oid Yy = -
akkor ©OX= §;§~ &

felhaszndldsdval az X pont {E’.,?;:L
és S(.Cgi}::,‘ bdzisekban vett koordirdtdimak kapcsolata:
- o . y
£4 e, L4 CuCap... Caw £
;A 't], wEe C‘u G Can| )

‘ )
g | [t [emomren |2

,amibdl pedig:

- o -
po \ o -‘ ™~ -1 - -r‘ - —1 = :‘ - e
gA‘ Cu C‘l e CQW §4 "t‘ C4«C‘1n- C‘.\' El C‘& C‘?— oo C.‘w T‘ ”
x| _| C24Cao- Cam ; | 2 CarCoe Qe | E‘ o 1Cax Cop v Cann | , |
: : i =l . : . :
3 : : .
g"" LC‘MC"\“-" Coue f“".t'“' CanCrinr~ J i“" CouCmn~ Conre Tu
- P 3 < L i I 4 L
Bevezetve véeglil a
q" pr
*]
Ta Caa Cag e Can .CJ
t;. L cu CJ-Q,‘H Ct.\«. " “C'L

T | CanlranCan T

jelslést az X keerdimdta transzformdcidjdt az aldbbi inhome-~
gén midtrix egyenlet adja:

EaT HEE P
E CiaCq.. Ca §4

4 Ta
g; C.uczz... Cz.., ‘ El + 'tf

*®
_g""h LC”“‘C“"“' C.M: i‘: _'tﬁl:J
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4.3 Az Ea., szabdlyes politdpjaimak koordimdtdi

A tovdbbiakban rdgziteiik az E. tér egzy O pontjdt,s a
T, P) egy {7{.\;3:« ortonormdlt bizisdt!A Ta=iPg, s, w,oywt
szabdlyes politdpet amalitikusan jellemezhetjik,mint azon
pontok halmazdt,amelyeknek koordindtdi eleget tesznek az
814bbi Nam-a sgzdmu,fiiggetlen linedris egyenlétlenséghbdl
4116 rendezernek:

Qe ¥a® Qg % + ot Qe X € e (Aglee Ny

Az aldbbi tédbldzatokban Osszefoglaljuk az alkalmas helyze-
$ii és méretii O centrumu “M,politépok csucspontjainak ko~
erdindtdit az alapvetl fomtossdgu esetekben:

M2 T, SHLATLI | T, CeUCsSPORT ¥AINAR \ o
S2NBOLUMA KooR D UATA | 2 EL HOK2®
tph | [Rewmns
< i B
¥ ;\P‘w (ocksp-4) | P LR Sl
aey | T SCHATL | T, CLOCSPONT 3RiNeK e | . Ny
SUMBALUNA KoORDINATA 1=} Hostf
PREERECAREL
i?%g& A DAL A ;"4 b 2\
A=Al ]-4]] 4
+4] [0] [o]
Mg ol;|x1 ;| o 6 V2
EAREIREL
EL
Tu +4 8 2
+
_"J
b T :
O | [ | x4
{253 B2 5 o 12 2.
4 O | |¥
7 e~ o
X/ 0 L ARES S
4 -4 -
f53% | [PPSR O blre| | 20 i
] | =l o
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w>S

P

TV, SCHLAFLY T, CSUCSPONT $A{AK N Ty
SrMed LUMA YOG RDINATA | ° | ELMoLrA
\
V'A" 0 .0" P a Es ‘e
ofl4fl|o (()) 8 3 1 5
{23,3% SIS P4 o |i|o |<Rs it S =
0 Q 1 0 L\.\" N
_OJ bOJ | 0 LOJ 4 \\cerl\k&m
2] [o][o1[o]
O |-|*1{.] 0O |
{3amy o[’lo ||+ g 8 \P
Ol|0]||O Ln
- . & e J J
+4]
ey [ o 2
A
ARG =
n o . Xk "
{%)\1\’5?3 o )i_A ) 0 ’i‘ ,ioA ’i.o‘ 2k1 1.
O] [o] [#][o] #] [#
+1] [+2] [0 o] [0] ]
41 |O|[X2]|0}|]O A -4
{3:‘%5-& +11’ o I’'l 0 |)lx2|3)| © }:i-\ A2L0 i o
+
:A. ..O_J LO. .0.4 F% L’ga
[12] fve] e [+¥] Bl ) 2
*2 |t | e | e oy feet] |24 o~ F
SNy | s e [Tt [ lie o GO | 2%
(o) P4 gelEe] o] o] fe!
M ™M M M P P 3
M: a Koordiwotdk — Amdiamdew pcvhu&v.'.o'.'c&a
T: a Koovdirndidk Piros pevmutolctd
T SCHLATL | U, CSUCSTONT IAiNAK W) W
SAMBILVMA ko o RDINATA L . ELROMLA
—A. {0— ro- ar E'\g‘h\ ‘E.e‘.v-
-A Q A 0 antd
{3\3»-;53‘{‘5 } 25 ?3... 3 :6 C‘QNAA 2 ))(,\-.z»‘ '\\,-}4 “_Q:
=A
.0.4 :04 £t Niper il gatan
iA'\ 0' "%ﬂ
2 0] |24].
{_3\1‘...;3\‘\?;={§’a\1§ P Plo P )0 <R 2o S
_OJ .6.4 ?AJ
4]
- W= i‘ Ao
331 %371 e R 2 2
pd |
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V. PROJEKCIOK Az E.,L TERBEN

5.1 Ortogordlis prejekcid az E. térben
Legyen O az E.. tér egy tetszlleges,de rdgzitett pontjs,
s legyen {T:¥.,a T.®) egy rogzitett ortomormdlt bdzisa.
Ekkor a kordbbiakkal megegyezésben az O pomthez illeszke-

A6 tetszSleges W —sikot (A¢wem-4) az aldbbi Jsszefiiggés-

gsel jellemezhetjik:
B ~§xIX €E. , R= 0k = 2. B % 5

<
ahol ‘LG‘_;'S ‘:,4 a R, sikot kifeszit§ egy ortomormdlt vektor-
rendszer,a {-\:.;"3:-:4 paraméterek pedig egymdstdl fiiggetle-—
aiil végigfutnak a valds szémokon.

Tetsz8leges X € € ,, ponthoz remdeljiik hozzd azen X, €L
joé1 Eeghatérg_,zott pontet,amelyre (XX L & teljesiil.Ha

& 6"5( es ¥ 0%, yakkor a fenti feltétel szerimt:
R-%) % =0 (ex ek

-

beszefliggéseket kielégitl X, vektort eresumk Mivel X, e,
igy ®e egyértelmiiem el8dllithatd X.=2 %, Dd' alakban,s

igy a fCRtl osszefiiggés a kovetkezo alakot oltl.

("‘Zt \)Qr =Q = KQJ' Z,'\: (Qr lr) (1eie) .

R
Pulvel pedig {Q,"; ., Ortomormdlt,ezért % W=ty (Uexsw),
amely LR ";‘_“ mennyiségekkel limedrisanm kombindlhatd a
{Qr.ﬁw, bdziebdl £y -bar az 3?, vetiileti vektor.A femti-
ekben meghatdrezett:

@k:EM -’Lu’ X‘—”Xo

leképzést az E tér e sikjdra venatkozd ertogondlis

progekc::_o‘é]an.ak nevezzuk na X,¢€ i olyan pont,amelyre
= OX, =Z',Lx T W, teljesiil.A fenti leképzés j61 defimi-

alt,m_szen mind a t; mennyiségeket €15411ité skaldris

gzorzatok,mind pedig a limedris kembindcidval meghatdro-

zott vetiileti vektor egyértelmii.Vizegdljuk meg az

@ E -?LK ortogomdlis projekcid hatdsdt T(P) vektoraira!
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Mivel barmely X»‘& G-TUP) és barmely AeR egetén:

0. &)= Z[C DT, -2[?2 Dt e Z',Bf 212, +Zwr3 T.= Q6 0L
0. 62) = Z‘,[(A&)-Qr\:&-bf %D-(x@b}c,‘.c - Z:.[x FI¢ =2 O,

érvényes,ezért @k aT(P) vektorainak egy limedris transz-
formdcidja,igy kereshetjilk az O transzformdcid mdtrixdt
T.(® {2}, ortomormilt baz1sabam.Az Oy transzformdcid
[@J mitrixdnak oszlepai az { = Q) (1R )
vetiileti vektorek {Q 71\" bdzisra vonatkozd _]ﬁoordj\.‘méta yek-
torai 1esz;1ek i 1vel [ R 2 D e ty = e, - Z_,Qs-

ahol Q,- ZQr (Kexgac 49\'5\&) ,igy 4

V_BA
o“ 2
2 & &‘
6 ®\< knl .
0 i Q,-
: %
| O] .
aminek segltspgpvel mir felix lmtguk az [@J matrixot:
Q"A,‘"L 2 Zkl \2.
o Wy = - g \

lole| ‘

Felhasgzndlva a '{.Qrgg\._" vektorok ertemermdlt voltdt kdnnyen

beldthatdk az [@J médtrix aldbbi tulajdemsdgai:

1. fodlod-To 1 -(0.Jd, vagyis a médtrix projekteormit-
rix,s e tulajdensdg fliggetlen

= b ’ ’ s Z
..., vdlasztdsdtdl,
L=4

2. rang {[(Dd'ls= P vagyls a mdtrix rangja egyenld

2z Q¢ E. > kép- &k -gik
T dimenzidjdval,
3. [®|J =[®\:& N vagyls & métrix szimmetrikus.
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Vizsgdljuk mest meg [@;j alakjat két kiilonleges esetben!

a./Legyen @;‘e”& (Aexew) , vagyis legyem Ly az elsd k
szédmu egységvektor dltal kifeszitett W —dimenzids sik!
Ekker az ortogemdlis prejekcid mitrixa:

[ 4 O - -~ 0
04" ‘
o=~ ek

‘ 0, "1

o B

0O... -0 0
- 1t Y 4

123

- > . .
be/Legyen =2, € by=e;  vaals k=2 &5 2¢q¢m  ,kkor &,

2-dimenzides sikra vald ortogomdlis projekcid mdtrixa:

ER-FTRETT
0 o - '
[®K1 . . O ( : . e_k
‘ ..0....0 —r
0.. -. 00
L £y -

Mindkét esetben a mitrix a%akjébél létszik [_@,,3 matvix
emlitett mindhdrom tulajdemsdga.

Az O, analitikus e16411itde4dbS1l komnyen beldthatd,hogy
O.: H>H, vagyis a & -sikok (0£\<<M> halmazdt Smmagdba
képezi le,misrészt ha &y Qo ekt és R, ¢y ,akker
0. (&) ¢ 0\4(2\-05 yvagyis az O, ortegondlis projek-
cid illeszkedéstartd leképzés.

5.2 Paralel projekcid az E. térben

Tekintsiik ismét az E. tér egy tetszbleges,de rogzitett
~, —

0 pontjdt,s legyen {_e-?\-.‘g\.,‘ a |\, (‘P> egy rogzitett orte-

normélt bédzisa.Ekker az Q ponthoz illeszkedd tetszlle-

ges hipersikot az aldbbi Usszefliggéesel jellemezhetiink:
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~{X|x€E._, R-0k=0% ,

alhol ~ a hipersik egy normalvektora Rogzitsiink egy » ve-
titéei irdnyt,s tegylk fel,hogy T %0 vagyis ha -»=0\ ’
akkor | & &, .Tetszlleges XGE.\, ponthoz rendeljiik hozzd
azon X, €Xk,, pontet,amelyre XKQ AT teljesiil,ahol AeR,
egy alkalmasan vilasztett valds szdm.Az XWX, hozzdrendelés
minden X€E, ponthoz egyetlen Xo€ &,“M porntet remndel,ha u-
gyanis létezne olyan X pont, hogy annak két kiilomnbszd X: és

X képe is lenne,akkor 58(‘ =24 X (=) teljesiilne

A ¥, mellett,amelybdl ><g- s (a2 = /I =0
;covetkezwe de ez ellezat sond . valasztiednak.

Ha R=OX , e QK ,akkor
- s -2 - - =D
Xz KK, =X +A.X fs R KO ,igy
QR
s (RrAs x):() = A=~ "T';—:,- ,amibll pedig
AN N
> = oL |
X=X - =2 . T adddik.
ot

Ennek megfelellen a fentiekben meghatdrezott:

Woed B = s 5 X w2 X,

leképzést az B tér 2\,“_* hipersikjdra vematkozd g irdmyu pa-
ralel projekcidjdnak mevezziik,ha X, e&,\_‘ elyan pont,amelyre

— g
- At -
2. Skoz- 252

teljesiil.Vizegdljuk meg a Wu.,: E.. — A.., Dparalel prejekcid
hatdedt T.(®) vektoraira!llivel birmely '»Z,Eg e (P é=
bdrmely AeR. esetén:

("* &:;’ -» 2 - o o

- - w(;x.z)., = AR D\_ A

?&-4 (g"(\g a'x B W"‘. = A'( X ’\-:‘:{-? ~ - A (PM’A(Q)
érvényes,ezért 'Pw, a —\: ®) vektorainak egy linedris transz-
formdcidja,igy kereshetjiik W, meq BAtrixdt a-\—@3 {273 ortonor—
mélt bdzisdban.
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s . 7 s . o . bd - -
A Po. transzformécid [Pa-a] mdtrixdnak oszlepai az €.o=F, (&)
bédzisaira venatkezd

-
Jha R ‘Z"’"t €
Q=4

- ~n
(Aex € ) vetiileti vektorok {Q«'.%{,,
koardiﬁéﬁg vektorai lesznek,livel &t-i&=fw¢

s b => e . ’
és *-=£Zl~ng seZért (4 g~ ed) esetén:
L=a
o ok N
0] M3 Vq W
: P 23
) L)
-~ A \—% MLy
- A-zZ=F |’
) g
H — N\..Q"\'u
-0 " B e
aminek felhaszndldsdval mdr felirhatjuk az [ﬁ?kjlux
L4 2
’_‘_ . ~ B
matrixot: A Mg Mmoo, Mo,
R ~ T -4
= “:&"\1. O _MNg
At g =T
[P.]- : -
M Mg AN
- O, i TN -
*T 2z - =T)

A EFL:lmétrix aldbbi tulajdonsdgai komayen kimutathatdk egy-

gzerili szdmitdssal:

I 00 B N O W e Y

yVagyie a mdtrix projektermdt-
rix,s e tulajdonsdg fliggetlen

* m‘ ' e e rd
: {eﬁﬁeg(valasztasatol,
2.rang{jr‘av:g%= A=A y,vagyis a matrix rangja egyenld
a b\ képhipersik dimenzidjd-
val.
Vizsgdljuk most meg [W.,| alakjdt két kiilomleges esetben!

= _=> . il

a./Legyen Al=e€,_ , bedt -&Kq az {Q¢§c=4 vektorek dltal

kifeszitett hipersik, X pedig egy. tetszlleges vetitési

& ~I,
irdany,feltéve persze,hogy A2 X 20 .Ekker a paralel prejek-

cid 1*33’.1:1':1)(."!.:F"t S o s
.. \"
O 4" o -2+
e s Ry ; R
\:‘P"“‘—l= a p '
.0
P
" -\""~
0 - -0 0
. -
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b

b./Az a./ eset feltételein kiviil teljesiiljon nég L =,

’

feltétel is,igy tehdt az e1l86z6 specidlis eseteként a

paralel prejekcid madtrixa:

- .
§ B o
O 4 - :

L
: A0
Q-+ =00

Mindkét esetbern a mdtrix alakjdbdl ldatezik [’“’«.—« mat—-
rix emlitett két tulajdonsdga.

AP, analitikue e18411it4s4bSl 1ldthatd be,hogy V. Wt |
vagyis a W -sikok (O£«<m) halmazdt Ommagdba képezi le,
mésrédszt ha A,&e eN | tovébbd & € Ao ,akker

P (&) ¢ R (&) vagyis & P pavalel . projekcid

M-
illeszkedéstartd leképezés.

Centrdlis projekcid az | - térben

Tekintsilk az Eam tér egy tetszlleges,de rogzitett O pont-
F 4 F g P 3 i A~

jat, s legyen T;C‘P) egy ertomermdlt bdzisa {Q.&c,,, !

Ekkor az Q ponthoz illeszkedd tetszlleges hipersikot az

aldbbi Csszefiiggéssel jellemezhetjiik:

Y
2. ={x| X €E. , R-0K-0%,

akol w a i egy normilvektora.Legyen tovibbi CeEa o-
lyan rogzitett pentja,hogy CQ.QW_.. teljesliljon.Jelclje —Qf;q
a C ponthoz illeszked§ &\-1 hipersikkal szigeoruam pdrhu-—
zamos hipersiket!Tetszlleges X GE.\\\ »‘Lt‘ porthoz ren-
deljilk hozzd 2zt az X € A, pentot,amelyre
o= &y. A fenti hozzdrendelés minden megengedett X
ponthoz egyértelmiien meghatdrozott ¥, pontet rendel,el~
lenkez8 esetben ugysmis lenne olyam ¥ e€eE.\ &t‘ pent,hogy
No %'Ce~  képe is lemnme,ekkor szombam C,T,<¢ és
C.¥, Yo" kollimearitdsdbdl C,%¥ Yo kollinearitdsa is kivet-
kezik,s igy Ce U(¥Y Y c .., = CeA.,,
ami viszont ellentmond C vilasztisdnak.



I P

- = - Y [
Ha x=0X és x,=OX, ,akkor mimdem XeBV. N[, ponthoz
taldlhatd olyam AeR. ,anelynek felhaszrdldsdval az aldb-
bi Osszefiiggéeseket nyerhetjiik:

-
TR 42CK=R+AR@-D & X0 ,igy

- =
W (2*- A-(Z-'c.”)) =0 => A=~ "“_'.&_ ,amibll pedig
R (-2
=2 - '\-:';2 -
Xe= K~ 552 (R-3)

CRE
addédik .Ennek megfelelden a fentiekben meghatdrozott

C_.ENeS. — a4, Xe X,

c

leképzést az E..\ LK_,\ ponthalmaz R .., hipersikjdra vonat-
xozé C cemtrumw centrilis prejekcidjdmak mevezziik,ha X, € &,
olyan pont,amelyre

— s 8- g
- - [ - -
on o= % - ey 8D
-

teljesiil,ahol = 0C oA L«quw\z\toqg&\\-d centréilis

projekcid (((®) vektorainak nem limedris transzformicidjdt

hozza létrs,amint arrdl kornyen meggylzddhetiink,dm bizonyes

specidlis esgetekben a leképzés koordindtdk segitségével is

egyszeriien jellemezhets,

Vizsgdljuk meg két kiilomleges esetben Q‘\.‘ alakjdt!

a/ Legyen A~ = é'; sakker ‘Q«.\\.\ azonos az {?\Eﬁ:: 4ltal ki-
feszitett hipersikkal,s ekkor a C,‘.,. leképzés alakja ke-
ordindtdkkal:

i i i 3 9 -
&4 g rg. [c.
& q Cufa- Ctn g G
f Ty 5 sha | [-R-OKET,(®) &s| * [-2-0CeT(P),
C g“"‘“ =~ G gw
&~ . O 11 |
és Cuk Lo

b/Az el8bbi esetet tovdbb specializdljuk a C=Cm feltétellel.
Ekker a leképzée alakja koordindtdkkal az aldbbi lesz:
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§4 i 4 |
. £ 5 T
; e | [eROXETL(P) ¢s 2T .

'\"gu- ‘g‘k‘(
e A N
Az €., leképezés értelmezése folytdn aH iﬂu\&@“ﬁ«n&ﬁffbi
halmazt ommagdba képezi le,s ha &K,&LGH és Ryec e,

akker Q.\M (2\4.0 c Cu—«C&LB,vag;)ris a centrdlis prejekcid
a fenti feltétel mellett illeszkedéstarts.

VI. ABRAZOLS CEOMETRIA AZ ©a. TERBEN

JONGE — projekcidk az Ew térbem
Legyen O az Ei egy teteszlleges,de rogzitett pemtja,s

{\'i a 1. ) egy rogzitett dm tetszllegew ortonormdlt
baz1sa'Jelolge LT (R=42)  azt s két hipersikot,amelyet
{a,?;,a,, e.._§ illetve §€,., € 2.3,2\.. ,‘-93.‘.3 vektorok feszite-
nek kil!Ekker ha @.w Jeldli a &k. hlperQ:Lkra valod erto—-
gonalls projekcidkat,tovdbbd Q1 BB Loz S, ,e,_\-b-t.\,
Qa\-» &3 C&s'as ~) tulajdomsdgu forgatdst,akker a leképzé~
sek mitrixai az aldbbiak lesznek:

y O '"Q- 00 .0 [o-10.. ..6]
©o" ‘- 04 2 100, .
A : _.' . :. .‘. -‘. 2
[®"~“‘3" 4-.. W 3{0‘:1} 4 LI [‘fl’ (,) o ,4 Bl s
! 5w 0 : 5, v, O . - -0
L-()... w: 0O 4“ b0.. R . 4_1 _O e ) 4J

MivelL(? a 2\.:'.4 hipersiket beleforgatija K- hipersikba
a iy AARTEAGe  (w)-dimenzids sik koriil,ezért a %09\_‘
leképezés E. -’2\..\-4 tulajdonsdgu.liost mdr definidlhatjuk
az ®) tipueu llonge-projekcidt:

) A ’-

M E -5 .&_K__‘ l:.-« "’p —> i®~.~4 C?) >L€°®\-4 (?315 3
amely m=d esetén megegyezik a klasszikus Momge-projek-
cidval.livel [ke°®:1]=£q]-[®‘:41 yezért a femnti leképezés
keoordindtdkkal az aldbbi mdden fejezhetd ki:



vy D

-%\- quﬂ -§-: ~§1-
2 A 0 & -
& e i &[4 5 ool | &]-R-0xeT®.

&l $~

& | &~

)}

) A b D G 7%
Legyen X =®k_‘()() y X = ®\.,(X) és X =0...(x) ,ha V.., jels1i a
2\,4,\.4(\&t_:k,\_,_(k-i)-dimenzio's sikra vald ertegemrdlis prejekcidt.

L

Tehdt ®w-:. métrixa:

(G B =D

.0 O‘. =

ROV
: i O

LO -0 4

az {-Q”:&:‘ bézisben,mivel R&... siket i?\.ﬁf_:z) vektorok fe-
gzitik ki.Igy

.g‘q o
g:. @,.-,_ 0O g’- -
Gl —> | & am01 | &[-R-KeT,(®).

_§~: Lg‘: " &

Mivel pedig

rg«- T§4 (0] o]
o A 3

= % =

Ok=| |, OK=| |, Ox| S GRr| &

B2 & & | $
ezért X ,X’, X“, Xo olyan téglalap,smelymek &, sikja szige-
ruan ortegeomdlis a A __,= &:_4 N 2::.., gikra.EbbSl azenmal kovet-
kezik,hogy Qe QLX) = (X 5 Qa2 (X)) =X, , VLX) = &
kellinedris pontok a Zﬂv. hipersikban és egyemesiik gzigoruan
ortogondlis &:-f E... térben a &, . sikra.A fenti kenstrukcid-
b4l 14tszik tovdbbd,hegy

1, XeRl, & X=%x ,8 ekker X = x” is fenndll,

2. X e&l‘., = X =x> ,8 ekkor Xo= x.’ is femnndll,

3. Xe &, & X =3 = % =X, Osszefiiggés érvényes.

(1 aloma ) (13/A o).,
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Legyen misodszor &i (2¢x sa)azon m-14  szdmu 2-dimenzids
gsik,amelyet az {a,?{} vektorek feszitemek ki!Jelsljiik ekkor

@,’: gzimbSlummal a 2\"' gikra vonatkezd ortogomndlis preojek-
cidt lcpyen tovdabbd W;° B> E._ az E’."-_\—-)?‘- (451'-5'\)\'-*7-,'\'-*'53,
e,_s-ve‘,e - e,_ tulajdoneégu elforgatds.Ekkor a leképzések mdt-
rixai az alédbbiak lesznek:

o i S
AGw wulous =0 40 - wss Y
0Q~= 0+ g 0 |eg o ‘

i &, 0 : X

LegJ={10 "4 [0f]- 0
3 ., 8| ¥ 0.‘. i
00Q--- s ) A g OJ

F 1 i S T
2 & X3

A W; forgatds a &" sikot leforgatja -Q\.L sikba a 23’ s A =l

egyenes "koriil",ezért WPy @" ) S%S‘\‘\.) leképzések E.- ~>ey

tulajdonsdguak.liost mdr definidlhatjuk a B) tipusu lMonge —

projekcidt: -

MY B 2 x e x.xdy [P Hi@ ), e 0, (M., 0: O (’P}}

amely m=3 esetén szintén megegyezik a klass 21kus Menge-pro-

jekcidval.liivel [\9‘ @{1 [Q-A(_@,_-& ,ezért a H leképezés

koordindtdkkal az aldbbi mddon fejezhetd ki:

N (&) 8] [ea] [e] &

£ % | "8 [-Eu £ g,

Sl Pl @l B[S0 (2 - 1D =

.g,‘  — i U RE TRy e E 3 alwo\ =-;=6'i GT;CP) ;
| & o] [o] o] Lo &

Legyen Xa) @k(X) (2e3en) s X, = @(5(3 e O, jelsii

X

[\&,_z& egyenesre vald ortogendlis prejekcidt.Mivel @,‘
L

Matrixa:



(4 e 0]
00
£®4]= E S b -_.':
: =0
o »ix 1)
az i_é:_?(:‘\ bdzisban,hiszen a -Q‘ egyenest _Q.: fesziti ki,
igy i o .
EJ §4 §4
& o, |9 o
:' |-——374 : ,ahol . :;: OX GT;CP) .
| §~ O] | &+

Az {&q)%}:z vektoerok pdremnként egymdsra merc’ileggsek,s
egy (m~4) -dimenzids ertotdpet feszitemek ki,ha X& & (251ew),
Az ortetdp hipersikja ezigeruan ortogemdlis a L, egyenesre,
amelybdl kovetkezik,hogy az ®:(XB-,{LQA-°®§.(X\)E’;3 pontok
kollinedrisak,s egyenesiik merlleges a .&: sikban a &4 egye-
nesre.Ha az X pent minden koerdindtdja pozitiv,akker az
alkalmazott Les forgatdsok miatt a ‘Q::'_ sik Q~4 egyernese 41—
tal gemerdlt két félsik egyikéhez illeszkedik @X(X)

mig médsikdhoz a {‘?f (Df ()()-gl\:s pontok mindegyike.,
(A8, Qv ), (A8/A Qloma), .

AXONOMETRIKUS prejekcidk az Ea térben

ga O az E. tér egy tetszbleges,de rogzitett pomtja,akkor
legyen {?{3‘;49‘ T(®) egy rogzitett ortonermdlt bizisa.
Legyern %, 0 egy hipersik és > olyan vetitési irdnmy,
hogy AT %0 ,ahel A a H - egy mnormdl-
vektora,ekkor az Ehtér Rsok hipersikra vald paralel pro-
jekcidja a kordbbi eset természetes dltaldnositdsaként:

Pl Eo = 2, , XX,

—> o R A
ahol R = OX =X - Méj‘;."")' R & :ae-\-;(“)) a Rt egy
tetszlleges pontjdmak helyvektora.A 'P,:.‘ aﬁ@’)vektora—
inak olyan inhomogén transzformicidjdt hozza létre,amely-

nek mdtrix egyenlete:




v AT

AR 1.7 W
0 A = a4 - Mana Mo A
! =2 TR 57| & ~
v 27
° M . g
g - AV 4 Moy Ao .
- ———— . - - \
: A3 0 A ét ’\-2."”9 = hol
b . 5 R . 5 A0
= ! i ' ) + R: - b
K
° ML . Mvw é i
- — Mt —— 1
~ = = e I w. ~
Lg i L M'{, R,:‘-.;_ o J L J - |

?=0K 25» »H"G;Z'Zi '\'.5\'2!"'3 i
az i\q‘* T pont dltal egyurtelmuen meghatdrezott hipersik,
ha az  OR; (exen,a:50).
tora lehet az ,;':_-2_4_ :
Bevezetve a &’Z) 3310153t a leképzést leird mdtrix egyenlet:

Legyen specidlisan »Qn.-

Ekkor a kw egy normidlvek—

=a.
— -~
és Qe ,

a8 ,legyen X=X

B

B T

~

I S A A
& ta Tam Taa| | 8] | =
“ S _'(_' T — ve ..L_ 4
git z 4, { Q.,;Qq .at . il Qs g" + a, ‘%
e : : ' : )
! & o - A 4
| & Tawa, T aga, - i g‘] e

s ekkeor a'P.‘.,. 1ekbpezest A E~» s sz:uabolumaal J“‘lOlJuA
8 &z EM_ tér & hipersikjdra vonatkezd eortogondlis axomo-
metrikus projekcidjdmak nevezziik, (13.dlb~a)

Vizsgdljuk meg az B E, - L., ortogondlis axonometria
alapvetd tulajdomsdgait!

A @&u4 hipersikot meghatdrozd A 7,“.
A{p\\zs\_‘c&k.‘sz:ﬁplex csucsai,amelyet analitikusan az aldbbi

w4

pontok olyan

osszefliggések irmak le:
A

2:,’-“5?4 ; Ke S (Ag~sa)
NTa e
A =»
Mivel O'= M, (O) - %: < a, & ,ezért O ¢ A{R k\n P

\EA

vagyis az @) pont axememetrikus képe a szdébanforgd szimplex
belsS pomtja.legyen W (Usyemn)
egyike,akkor kOzvetlen szdmeldssal igazolhatd:
ha Ae<,csw , Tk &5 tdqik.

a szimplex csucsalﬁak

OF\ HQO
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Ez azt jelenti,hegy az A{Q\;g; ('\~-4)—dinenziés szimplex
minden (w-2) -dimenzids A{A;|4svsam,irjicelldjdra érvényes
l(O'QQ.L A{A;,\“s&sm .-:.s;j}, Ezért joges az 0‘='\R.\LQ\ pontet a

Ai@ﬁ:; szimplex ortecentrumdnak,vagy magassdgpont-
jénak mevezni,

Osszegezve:a A?_G;?y:; nyomszimplexnek létezik ertecemtruma,
amely az QO pent axonemetrikus képével azomes,s
amely O‘ pent a nyomszimplex belel pentja.

Vizsgdljuk meg a Aiﬁ%

tos tulagdonsagalt'

Mivel Q.(.O“LL A{P' Agigm, \*'325,1&7 1(0“ DL (e Bic ) ,akol

ASlegnae | kﬂ és O¥=L(0'A; Bt\A{Q \Ae\s«,uﬁAz o &

A‘{Q;'ﬁ:‘,,‘ bels8 pontja,ezért Q az Q; és Q¥ szt Vam,

misrészt H O*Pe A olyan derékezigi haromﬂzbg,amelynek de—

rékszoge O° -ndl van,kovetkezésképpen {Q(OA) Q(OQ.J&{
tompa =z0g.ldsként fogalmazva: Aiﬁ%

a4 Ryomegzimplex szOgekkel kapcsela-

cesa Szimplex Q' orte-
centrumdbdl a szimplex minden éle tompa szdgben "1ldtszik",

Ha O az A{G 25\34 egy_t tetszol zes_csucsa,akkor az{Q(ﬁ G3
Q(ﬂ QQ%{ élszbgre nézve: Qﬁﬁﬁk (09 Dﬁ\ “&u‘ga “9«"‘“0 ﬁ\\po
hiszen az elsl tag O orteceantrum 1lévén zérus,mig a mdsodik
tag pezitiv,hiszen Q{Q DX tompa ez0g,igy 0 POX hegyesszog,
kovetkezésképpen a nyomszimplex bdrmely két,kdz0s csucsbhdl ki-
induld éle hegyessziget alkot.

Legyen ezutdn A, az E. tér egy tetszlleges hipersikja,s
A{Q-%:q a R.. hipersik egy O\ ortocentrummal remdelkezd
szimplexe,tovdbbd az ertecemtrum legyen a 321_;)1ex bel*o pent-
jal!Ha O e& JL&-,...\ és O €L, ,akkerA OPo =0R 0!-‘\ +00 bo N

s mivel ©, OR x tempaszog,kovetkezeskeppen '0'\ Oﬂ‘, <O v 18y
létezik elyan 0e &,,hogy D“ 09:' =0 legyen!Konnyii be-
14tni,hegy ¥. A ... hipersikja dltal gemerdlt egyik félterét
rogzitve ,abban az O pomt egyértelmiien meghatdrezott birmelyik
I€<,qen (x0q); Piés P, csucepdrbdl inmdultumk is ki.EbbSl add-
dik,kogy i((gp,\\'ﬁ‘“ ag_”E.\.,tér pédronként egymdsra merSleges
egyenesei,s moermdlva az OR; vektorokat az E.. tér egy ortenor-
malt bdzisdt nyerjik,
Osszegezve:ha adett az E. tér egy Aia 15 («c«) dimenzids,bel-
g8 0 ortecentrummal rendelkezo szz.mplexe akkor léte-
zik az Ea. térnek egy olyan B ortegondlis axono-



metrikus projekcidja,amelynek myemszimplexe éppen A AL

wo: W ow

\.'4

és O=H QQX
Legyen ezutdm E.: '-QC\ WP El=T LB ) ez 5_?\7&:4
ortonormdlt bdzies egységpontjai (‘-\sm) y8 azok axomnometri-

kus képeilliivel ekker

Tk - B
E Q&‘lc Q‘ A N
1 :
A __a * oA
m( \ ,l Q.I. ai'ﬂ'ac "‘ Q\-.“Q
< I " \ -_A__. & : A = _ 2
“') 0 2. ’nu(E‘)gE\"&_i& ;é? §)$ ZQ\, ; '05{,
BTN ’%.'.%
! t
A A A, A
a“'J a‘ q‘J Q“’ _’ aga
ezért ‘IOE I ___[(Q‘QS (a )-\-(L +(Amq)+ -.(a‘a ]Szr:mltsuk ki
ezutdn a Z“OE \\ mennyiséget,amely az e\-. -.-(Hm(e\-} vek~
»torok normaﬂﬂgyzetelmek Osszege!
%\loew -4 \Z[(K? e )+ (8- (qmq ==
A~ *
L LS (CAR A 2 {(a e (—*a....«b $)] =
- i—; [MQJ'~1&Q~+23] = é.(m—»\\.@}: N
A
Ha A, je1sli a ADJA{.. tarts mipersikjit,akkor bevezet-
ve az

Sy (.
{Q (OE“))Q\\.;-QIS¥ =V$\- (45‘\15&33(3‘3[’»\- = ::((bbi\-‘)\ =t(8):\:% ‘=C§\-(451'§M,>

jelvléseket,fenti eredményiink a kovetkezd alaket Olti:

2 Ce'a"p\' =i q:': = M~A L'\Z'J-B

A INE P

amely az ~m=b eset rovidiilésekre megismert tételének természe-
tes dltaldnesitdsea,
M

Legyen ezutdn A{Q;‘k\.n I N az axonometrikus dbrd-
zolds alapjdul szolgdld myomszimplex,s foglalkezzumk azzal s
szerkesztéssel ,amellyel az {Q(bﬁ \?3
{E .ﬁ vy eg8ységpontjait meghatdrozhatjuk,Tekintsiik az
A{OM,..., AL dCALipersikban az T &L, — La
gondlis axomemetrikus prejekcidt,ahel L. = Rvrs T% »Q:\.s.,‘

0%=8...(0) 0 =Rn_0)

cea tengelykereszt"

orteo~—
. Ha

és yakker



o - kB '

1 Bl 0
a‘ Q‘ O
A 2. :
Q, A a_\, :
AN x : .
O = E: p) 0 ‘m 1 > m'\-: i
a?. _— p
A ™| Qe 0
L_Q""“_ e O_ .

igy egyszerii szdmitdssal kimutathatd,hegy 0*,0\, A. kolline-
drisak,s persze L(ALOD) I .o a &, .=E .., térben.ldsfe~
161 LLO0) L &, a b= E._ térben,igy létezik elyan
WESE., A sik kriili forgatds,amely ,Q\.,\_ e S
tovdbbd Y(O) é= 0=R J0) a M-y képhipersik An,  ®ik-
ra nézve ellentétes félhipersikjdban lesz.livel a.LQ s’zbgtarté
leképezés,igy Q.(LQ(OB )0*) AL Aoa ezért L@LO} , G5B
koellinedrisak.
Teljesen hasenld okeskoddssal beldthatd,ha E (AS\! M-'\) az
2(08) tengely egységpontja, ﬂw«(53 EY ,TR =)= =E. ,akkor
LEYENL A=l Dbt gzaz RETEND N L(T*0) . udsfeldl
LEEDML &, 22 2\1-4 térben,igy az iménti \P:E.=>E._
forgatdssal L(W(ENEF) 1L &, - ,ezért LQCE{)>E{"> E. kol-
linedrisak.A fenti reldcidk ismeretében az AR ..., képhiper-
sikban elvégezhetld az Lo R{\ (hexg aen) egységpontjainak kije-
16lése ,mégpedig a(.Qi_A{O,R,, 9.,,...733 alakzat segiteégével,s
léthatd az is,hegy elyan ortegomalls afflmltaa létezik az

M.y térben a LQi{OE 75‘_“2533 iOEJg alakzatok kozott,amely-~
nek (m-1) -dimenzids "temgelye" azomes a A, .= ., N &1_4 sikkal.

A térgyalt kemstrukcidmak egy mdsik,példdul A{O A, ,JSC.Q\::
alakzatra vald meglsmstlssevel az {_L(QA \25 tengelyeken szer-

keszthetl meg az {C .S egysegpont g nyilvdn a két eljdérds "ko-
ZO® tengelyelre" {Q(.DR \'ﬁw'_ a két eljdrds ugyanazokat az
{E 75‘,1 egységpontokat szolgdltatja., (20.dowm )

Ezzel tehdt minden {E Xw egységpontet megszerkesztettiink az

. képhipersikban,s ezzel lehetdvé vdlt barmely M, -
dimenzids,keerdindtdival adett alakzat ertegondlis axonometri-
kug prejekcidval torténd dbrdzeldsa a &»K..\ < E hRipersik-
khoz illeszkedd A{ 75\_ <, Ryomszimplex segitségével, (1a/m ab"'k)



S 5. P

Az dltaldnos paralel projekcidval létesitett axonomet-
rikus projekcid mdeik kiildnleges esetéhez juthatunk el,
ka K., képhipersiknak az & vektorek Altal ki-
feszitett hipersiket tekimtjiik,s az:t vetitési irdnymak
pedig az DT miatt Cac< *O és A % feltéte-
leknek eleget tevd irdmyt vdlasztjuk,ka W \=A,

Ekker a paralel preojekcid tdrgyaldsdmndl vizegdlt egyik
gpecidlis eset szerint értelmezhetjiik a KAVALIER axemo-—
metrikus prejekcidt:

WK B> Ly, X =X, ,ahol

= B . - 5 5 §

gl [e-sl] (& g-3t.g.

S.z ‘K% . ‘ g:'a. - =

i Lds | T IROKET, ), X2 O%, e L,(P),
: §..~32ﬁ- ; gy*-&ﬁig

Ekkor a tengelykereszt {El}::: vektorai dltal meghatd-
rozott tengelyeinek képei Ommaguk , S csuP&n. csalk
T =K, (&) keriil olyan kelyzetbe,hogy (2. c L., .

6.3 PERSPEKTIVIKUS projekcid az KEa térben

Legyen O az E._ tér egy tetszlleges,de rogzitett pentja,
s T.(P) az {El& . 8Y rogz1tett bdziseal az érintdtér,s te-
gyiik fel,hogy {e &
Legyen ... az {eﬁm d1tal kifeszitett képhipersik,

ertenormdlt bdzis is.

ilﬁq az {Q altal kifeszitett alaphipereik,s vdlasz-

gzuk a centralls prejekcid centrumdnak azt a (C€ E. pon-
> rd = ,

tot,amelyre c=QC=c,¢,+(-c)e. éEs ¢,,e.>0 teljesiil.

Gélunk az,hogy @z alaphipersiken ayugvd ~ —-dimenzids alak-
zatokat a Ru.q hipersikra képezzik le.

A centrdlis prejekcid amalitikus el8dllitdsdt felhaszunilva
a leképzés koordindtdkkal:



- A

- §‘1 F'CM:S" +Cq.§“~' - 5‘ -
%“ Cm"s,a. $1.. e
' ;c;, S : ,akol | * |.%-OX €T, (®),
EnrCo, :
cu'gu-t X
i S‘: A O i} _gmj

Jelen esetben a &t..\ hipersik egyenlete E. =~C.. ,amelyet
eltiinési hipersikmak neveziink.Ldthatd,hogy ekker mindem

X eE.N &5:4 pontnak egyetlem jSl meghatdrozott X& C(X) képe
van.A Tentiekben leirt €:E.—> A.., leképezést gyakorlati
perspektivdnak vagy perspektivikus projekcidmak mevezziik.
Vizegdljuk meg mest,hogy milyern szerkesztéssel lehet meghatd-
rozni egy tetezlleges XGE\.\&C\;—A pomk K € Ry képét!

Ha X€ Ry ,al{kor X =COO=X ,igy legyen X & &, ,de
XeE. \ &k_ egyébként tetszlleges pont. Legyen i‘p.& az

E . tér egy olyarn irdaya,amely pdrhuzamos a &k. hipersikkal,
viszont minden egyenese metszi a 2\\\.4 képhipersiket!Jelslje

Xy @o,le; u{l(ﬂ; irdny azon egyeneselt amelyek illeszkedrek rend-
re az X,Xuy C pontokhoz,ahel X,= (X\ és @wq E.— &w.‘
az alaphipersikra vomatkezd ortogonalls projekcid. Ha

Q= P‘ﬂ&‘“”"b\g POy, H= (P@-(\&K-A s Xo= QC\(\ >X¢m' &-O(\'A
akkor kommyen kimutatkatd,hegy a H,Xey, & és a Y, ¥ao, R
kollinedris ponthdrmasok,tovibbd L (XXad\ LLARII L(Xo¥Xuo) »
86t ezen egyenesek mind szigoruan mer8legesek is az E._ térben

ﬂ
a A, hipersikra. (24 cle~al)
Legyen mos?t ke E.\\—b E. az ‘C? t—'oe.,,_, e....,\-» e4 ,eu-»e (g~ s«~-4)
tulajdonsdgu elfergatds,akkor \-P(e\ = & &.N.QQ»‘:.A—Q&,.(M-I‘)—

dimenzilds sik a fergatds "tengelye"JelolJe .QJL_“ azt a C pont-—
hoz illeszkedd jél meghatdrozett hipersiket,amelyre A ., &.\.,
teljesiil.Legyen Y : E.—=>E. az E._ tér olyan elforgatdsa,amely-
nek "tengelye"_«e__;\_q(\,e\b‘- Lw_,_ Q-'¢-)—d1menz1os sik s\\‘(&K.D = R,
86t teljesiil OV(L)=(ete )@y is.A 2..‘.. nlpersﬂ{ot horizent
hipersgiknak,a 2\:.,_ gikot herizent "vemal'mak,a &.\-,_ siket
alap"venal"mak nevezziik.Ekkor a @ és ¥ egyiittes alkalmazdsdt

a centrum és az alaphipersik képhipersikba forgstésdnak mevez-—
ziik. (22. dlo~a)
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Egyszeriien beldthatd most,hogy WO K 3LQ(X)kellineéris
ponthdrmas mindazon XGE«\.\&&‘, pontra,amelyre rdaddsul
Ke&.i..‘ ,vagyis illeszkedik az alaphipersikhoz.Lrvényes
tovdbbd Y (e P (f’o} eszefiiggés bdrmely X E€EBE. N\ s
pontra.
Az imént ismertetett eredmények felhaszndldsdval szerkesz—
tési eljdrés adhatd az Xe= CCX\ pont meghatirezdsdhoz.
El8szor legyen xaaﬁ.. ,vagyis X =¥n Jkkor Xe= XueT
=Q("’(CC\'~€(W.\3 AQMR) . Tiyen Xo=¥ao pont valdban létezik a
Au-r képhipersikban,hiszen ¥Xo=¥wo illeszkedik a
V(e N?(k}egyenespéx’ sikjdhoz,tovdbbd két egymdssal nem
pédrhuzsmos egyenes metszéspontjaként egyértelmiien meghatd-
rozott.
Hasonldan az ~*3 eset kalasszikus eljdrdesdhoz a felhasz-
ndlt fel irdny tetszdleges,az eredmény mzomos képpont,ha
el a kirdtt feltételeknek egyébként megfelel.Ez oo Loy
képhipersikban azt jelemti,hogy a szerkegztéshez alkalmazott
'*/(.P,)lll\.e(i(:.s egyenesek helyzete tetszlleges,csak a
Npok L (MO @(PY)  feltételt kell figyelembe venni,ekkor
ugyanis () = ) (_1:03 eset 411 eld.
ldsodszor legyen X & &?\.« vagyis X % Xn +Ekker eld-
gz0r a fent ismertetett mdden meghatdrezzuk az ><*°=&C><w3
pentot,majd az R pemtbdl kiimdulva felmérjik a d\LKk\AB
tdvolsdgot &Q.,_ -ra szigeruan merSleges irdanyban /ellje-
lesen / a Auw képhipersikban,s igy a Q = Ox NA... pont-
hoz jutumk.lest Xo= R (HQ) f\l(\Qo\ ahol ’gUCMB jeloli azt
a jOél meghatdrozott Xwo ponthoz illeszked§ egyenest,amelyre
L(Xno) ] 2 (aR) teljesiil.Igy Xo most is két egysiku,nem
pédrhuzames egyenes metszéspontjaként 411 eld egyértelmiien
meghatdrozott méden, (2. dlwa)
Az ismertetett szerkesztési eljdrds végrehajthatd a Aiu-a
képhipersikban,ha rSgzitjik bemme A0 . WAL |~ ()
elemeket,s ismert egy Xe E. \ &, pont Xu=0O,., ()
ortogondlis vetiilete Ae., alaphipersikon,pontesabban \e(xvﬂ
u,,do;tt és tudjuk sz X pont AL (XX ) el8jeles tdvolsdgdt az
Awea  alaphipersiktdl. (24.dlevn); (2.5 o)),
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VII. A SZABALYOS ©POLITOPOK ABRAZOLASAT

A szabdlyes -“-w"'{35»"-;53ﬁ.'sw.g)olitépok dbrdzelisa
E gikban
2

Legyen Q&E,. 4 egy tetszbleges,de rogzitett pemt,s

{e_,_'g“‘a'r(‘l’) egy rogzitett ertomormdlt bézisa!Te-
kintsiik az {2\73\__4 vektorok dltal kifeszitett By sik
azoen "TL {m-u} szabdlyes politdpjdt,amelynek cemtruma
az O pont s csucsainak koerdindtdi az E, térbem an-

nak {Q bdzisdra venatkozdan:

o Y (WbM+‘ k, M‘\'u A “3 (QQKGM\‘

\--4

Definidljuk ekkor az ©Eaaa térnek az ¥, sikra vals
leképezését az aldbbi mddon:

o : EA\M"” Ea.; X\'_.’x°>

—
ahol WEE,. ,tetsz8leges ponthoz,amelyre = OX= _g_»s\
érvényes, xwzz_g.rendelgu‘r azon XQGE pontot,amelyre fel-
irhatd az K= OXe= $- OA Osezefliggés.

Az K E.,— E,y lekepezes a To(P) vektorainak egy lined~
ris tramszformdciljdt hezza létre,amint az kbnnyen beldt-

4 r'd * w & . 1 &
hatd,ezért az {e\-Q bazisban megkereshetd tramnszfor-

N
mécid métrixa:[ i
2T
t.e"bmq
S N a2 yv. 2%
[:O(J k““m-m K W, A A vA e M‘"A':-»—«'M
5 O O e O
o T O
. o J(MM\!(«M)

A X leképezés a feﬁtlek szerint illeszkedéstartd,vagyis
ha B €&y &.g,Lo_GH ,akker O((&kB c ol (-ew) is tel-
jesiil.Legyen {'P\’ﬁ , 3% EMM tér hérem kiilonbozd pomtja,s
tegyiik fel,hogy {u(‘PX}“‘ portok is kiilombozlbek. Ekker ha
a {'P\"h“ pentok kollinedrisak,akker az {0((?3-3\" pentok
is azok.Ezen értelemben pedig az oX leképezést egyenes-—

p o 3
tartonak mevezziik.Ha {?\-ﬂ\.“ pentok olyanek,mint az iménti-
ek,akkor érvényes

(‘PA—Pa. s Py D= (°( ('P‘D o ('P"\ e ch\}

Osszefliggés is,vagyis az A leképezés osztdviszonytarts
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o B

ebben az értelemben.
, o ’, . & . i‘b‘\-‘g
A kordbbi eredményeinkbOl tudjuk,hegy a T~
szabdlyos m ~dimenzids szimplex egy medelljét ﬁa:zgkapﬁat-
A
juk az Em térben ugy,ha tekintjik a A{E 4“4 pont-
halmazt,akol E\GE,\M(QC\S\'M)elyan hogy DE ‘e\, oAz imént

értelmezett leképzéssel pedig
Mk A k4
o AfRE . = ARG, cEa,

s6t KA E,v»Q_ Ennek megfelelen figyelembe véve-W.si'S\.‘%
celldinak illeszkedési viszemyait kOnnyen elkészithetd a
politdp un.élvdzdnmak o melletti képe. (12 ole~a)

W
A szabdlyes T‘lﬁi’&'&, = “"& 53 "“IS politdpek dbrizelidsa

E:. gikban
7 .a - q h
Legyen OQE«. egy tetszlleges,de rogzitett pent,s {Qig\'aq

a'l:(ﬂ egy rogzitett ertomormalt bdzisa!Tekintsiik az
&%, vektorok 4ltal kifeszitett By sik azem Wy {1~33
szabdlyos politdpjdt,amelynek centruma az O pont,s csu-
ceainak keerdindtdi az B, térbem annak 1% :-.4 bédzisdra
venatkezdan:

ST ((,e&; %-k 3 hw%k\ (Qs k¢ 1--'\\,

Definidljuk ekkor az Ea_térmek az E:_ gikra vald leké~
pezését az aldbbi mdden:

(‘:\E.\‘% Ea 5 XF—»XQ)

- —
ahol XGEM tetszlleges ponthoz,amelyre ¥ = 0¥ ‘Z’: E;‘Qi

’ .Q
érvényes nezzarehdelgjg_k azon )(QGE-;_ pontet, ;melyre
felirhatd az W OX 2’, £ OPt Oeszefiliggés.

A B E.>E, leképezés a T (P) vektorainak egy 1i-
nedris transzfermdcidjdt khezza létra,amint az kOnnyen bhe-
ldthatd,ezért kereshetl a transzformdcid mdtrixa az

{é'l -QT“ bédzisban:
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@O0 Wy e (wed)
M\%-O H\E-i M\..g:-(w«\
(el o O °
= = Er 0 d M

A (’: lekepczes az eddigiek alapjdm illeszkedéstartd,va-—
gyis ha ey, b €W ,akkor YB(Q.K3 c ‘BCQ-QX
tovabba egyenc«tarto és osztdviezony tartd abban az érte-
lemben,ahogyan azt az ©X leképezésnél mdr ldttuk.

Kordbbi eredményeinkbdl tudjuk,hegy a_W {3-»- ‘1.% sza-—
bdlyos M -dimenzids kereszt politdp egy modelljét megkap-—
katjuk az B, térben ugy,ha tekintjik a {*E\,zs‘"
ponthalmazt,aiol rE;eE,, (Mexga) olysn,ogy OB, = €x
ég O(-B)=-&; Az imént értelmezett lekepezessml pedig

B ATEELD > AR ©

Figyelembe véve TF.~={3“'",H73 celldinak illeszkedési viesze-
nyait komnyen elkészithetl a politdp élvdzdnak (D mel-
letti képe. (A>.dlova)

~-
A szabdlyos -“-«.3 {‘1‘3-'",'5% i“\u"b } politdpok dbrizeldsa

Ea.. sikban

Legyen QEEa cgy tetezlleges,dm rogzitett pont,s f_?\.y:‘
2 T(‘P}egy rogzitett ortomormdlt bdzisa!Képezzik az {Q\k“‘
elemeinek Osszes lehetséges részhalmazdt s vegyiik e rész-
halmazokat alkotd vektorek Osszegét. IgyT(’P) vektorai ko-
ziil kivdlasztottunk {0(,}3,‘ olyan vektoreokat,amelyek egy
] —dlmenz::.os hiperkocka csucs«aba mutatnak,azaz

-\T Ak—«% .h hiperkocka élhossza egységnyi,s alkalmazzuk
e hlperkockara az e186z6 részben megkomstruilt o ELDE,
leképezést,amelynek eredményeként a "felsd" félsikban nye-—
rink egy olyan T\',_={2«~73egységnyi élhosszusdgu pelitdpet,
amelynek két szomszédes csucsa O (0,0 és E,(40) ,
Figyelembe véve a 1la® KH v "‘k 1lleszkedesl tulajdonsaga-
it,tovdbbd a [ leképezés '{e teq Ddzisban vett mdtrixdt
konnyen elkészithetl a pelitdp élvédzdnak (’> melletti képe,
(W= 16 . dleora)
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T.4A szabdlves T ée T\‘,‘ politdépok dbrdzoldsa az Ea sikban

Az Eq tér 6t szabdlyos politdpja: Lk iy 1und, 13,5%,16%%,
amelyek koziil az ol:E,»F,leképezéssel a 3% ,2 VESE,
leképezéssel pedig a (3% és 4} politdépokat mdr dbrédzel-
tuk.

A {35Y és 1Sy politdpok dbrizeldsdndl kivethetjiik azt az
elvi komstrukcidt,amelynek segitségével e politdpek egzisz-
tencidjdt igazoltuk.Tekintsiik ezért a {3MY politdp (v E»E,
leképezéesel elddllitett képét!Az dbra éleit koherems mé-
don irdanyitva bomtsuk szét Sket az aranymetszés ardnydban.

A nyert osztdpentok ai}ﬁﬁ‘egy L =T -beli dbréjs csucspont-
jainak tekinthetd,felhaszndlva a [b leképezés egyemessil-
leszkedés- és osztdviszony tartd voltdt.

A {}53 imént megszerkesztett dbrdjdt,a (> leképezés tulaj-
donsdgait, tovdbbd St ¢s fSNy daudiis pér voltdt felhaszmdl-
va konnyen elddllithatjuk az 1SR4 egy ¥, -beli gbrdjédt.Te-
kinteilkk ugyanis a =% abrdjém a poelitdp lap hiremszdgeinek
sulypontjait,e pontoki§$ﬁébréja csucsainak tekinthetd,

Az By tér hat szabdlyes politdpja: 13dN%; £3, M3, TR ANG,
2% $25 1 IS3nY  ,emelyek k5zil az U:Eg D B, 1eké-
pezéssel a 3By ,a MESE, leképezdssel pedig a {'53’)“‘?1
és 14338 politdpokat mdr dbrdzeltuk.

Hasonldan az ellzdekhez ai’&,"-\\'ﬁ.'l 31’5:\;52& és 1S3k
politdpek dbrdzeldsdndl kovethetjilk azt az elvi kenstrukcidt,

amelynek segitségével e politdpek egzisztencidjit beldttuk.

Ezért tekintsiik el8szor a {3?%\7} politdp (M E(E, leképe-
zéssel elldllitett dbrdjdt!Vegylik az dbra éleinek felezd-
pentjait,s a kapett osztdpemtek a.i3§h313 dbridja csucspont-
jainak tekinthetl a CESARO-féle szerkesztés szerimt.
Tekintsiik most a {3WIY nyert sbrijdnak éleit,s koherens md-
don irdnyitva bentsuk szét Sket az aranymetszés ardnydban,a
(5 leképezés tulajdonsdgainak ismeretében a kapott osztds
pontokat az 513;‘*-5?1 GOSSET~-féle féligszabdlyes politdp B, -
beli Abrija csucspontjainak vehetjiik.Tovdbb kovetve az elvi
szerkesztéest megkaphatjuk az Si3¢h3§ ikezaéder celldihoz
illesztett 4-dimenzids guldk csucspomtjainak képeit,s ezzel
el6dllitettuk a $¥:5,5% csucspontjainak képeit.
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Végiil az {53®% politdp WE,- beli 4brdjdt a $3,3,8%
dbrdjédnak felhaszndldsdval ugy szerkeszthetjlik meg,
ahogyan az i’a‘{&"s pelitdpet a {_’S,S‘S felhaezndldsdval tettiik.

A szabdlyes WS LA™V WS Holitépok Rildzatai

és Schlegel - féle diagramjai
Legyen T.._‘iqbﬂ,‘ﬂ---,\\-;v;w}az E. tér egy szabilyes peoli-
tépja,s szemeljiik ki a politdp egy _‘R.,-o\ celldjdt, tevdb~
b4 jeldljilk w4 szimbSlummal a cella tartd hipersikjst.
Hivel 8z Ea tér tetszéleges &w-y (WD-dimenzids sikja

k6ril elforgathatd,igy a W politdpet alkalmasam kivi-
lasztott (=2 -dimenzids celldi mentén felmetszve,tovdb-
bi alkalmasan vidlasztett (W-2)-dimenzids celldinak tartd
(m-2) —gikjai koriil alkalmasan elforgatva a metszéssel
szabaddd tett {'T\..zscellékat elérhetjiik véges szimu lépés-
ben,hogy minden TV.., cella beleferdul 'Tr-f.. hipersikjdba.
A A..,, hipersikban el8illitett i_TR\_.(R cellék rendszerét a
T politdp egy hdldzatdmak mevezziik.A fenti komstrukcid
nyilvdm nem egyértelmii,igy egy adett Wa. szabdlyes pelitdp-
nak tobb,egymdssal nem izometrikus hdldzata is lehetséges.
AT alkalmasan elkészitett hdldzatdnm a Aws® Bacqa tér—
ben jél megfigyelhetlk a celldk illeszkedési viszemyai.
A TN (»33) szabdlyes politdpek Abrdzeldssnil ered-
ménnyel alkalmazhatd az a SCHLEGEL-t81l szdrmazd gemdelat,
hogy vetitsilk cemtrdlisan a politdpet egy kiszemelt -W\::.\
celldjdra alkalmasan vdlasztott cemtrumbdl ugy,hegy a Way
vetiilete teljesen Wa. ., belsejét kitsltse.
A gondelat jobb megértése érdekébem tekintsiik példdul az
CR'S::‘ ertenormdlt bdzisvekterok dltal kifeszitett
W™ mérték politdpet!Legyen a kivdlasztott "lap" az
{-Q‘.;S‘::: vektorok dltal kifeszitett TWace cella,s tartd hi-
persikjdn X =O Osszefiliggés jellemzi!Vilasszuk centrum-—
nak ekkor azt a C pontot,amelyre:

[4]
<
— : +
? '.‘-0(.—3 b 9‘—5 CL&R. N
-
2.
-
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Ekkor & centrdlis prejekcidt leird Osszefiliggést felhasz-
nédlva a leképezés az aldbbi mdédem irhatd le:

- - = -
g« Q-'Eﬁ- ".';:‘ §~.
5; o ga."‘ g; gw
2 5 > aeRY
autgw
au gwa"‘&_‘gw
ng ba O -

Az e18411itett (Mm=A) ~dimenzids alakzatoet a Wa, egy Schlegel
diagramjdnak nevezziik.Specidlisan =\ esetér s hiperkecka

diagramjdnak csucsai két,egymdssal kencemtrikus kecka csucsai
lesznek. (26 -2%.dovra )
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viili.az E, és By 5z2ABALYOS POLITOPJAINAK ABRAZOLASA
SZEMELYI SZAMITOGEPPEL

8.1 Bevezetés
Ebben a fejezetben ismertetiink egy szdmitdgépes programet,
amelynek segitségével sikban dbrdzolhatdk tObbek kdzbtt a
3- és 4- dimenzids szabdlyoes pelitdpek élvdzai.
Az dbrizeld pregram BASIC programezdsi nyelven késziilt
COMMODORE 64 személyi szémitdgépre,de csekély vidlteztatds-
sal bdrmely,finem grafikai periféridval rendelkezl szdmitd-
gépre adaptdlhatS.Felhaszndljuk segéd programkémt a SUPER-
GRAPHIK 64 cimii preogramot,amelynek segitségével kinnyen ke-
zelhetjiik a 320.200 "pontbdl" £116 ugynevezett nagyfelben-
tdsu képernylt.E grafikai segédlet részletes ismertetése
megtaldlhatd pl. Dr.Ury L&=szldS:COMMODORE 64 cimii munkdja md-
sodik kotetében,
A pregram elkészitését az aldbbiak indokeltdk:
Hazdnkban a finem grafikdval remdelkezl személyi szdmitd-
gépek kozlil legjebban a COMMODORE 64 géptipus terjedt el,
igy e preogram oktatdeban vald alkalmazdsa szélesebb kOrii le-
net.Az E. tér geometriai viszemyait jSé1 medellezketjiik a
minket koriilvevs fizikai térben.Igy tapasztalati uton mind-
nydjunkban kifejlddott a térbeli alakzatek viszemyait fel-
fogld,megértl képességiink,amit roviden térszemléletnek neve-—
ziink.Bédr az E, (=~ >4)  terek geemetriai viszonyait eg-
zaktul jellemzi akdr az axiematikus-szintétikus,akdr az axie—
matikus—analitikus tdrgyalds,mégis természetes igényként me-
riil fel ezern terek geometriai viszonyaimak grafikus szemlél-
tetése,dbrdzoldea.Alkalmas eljdirdsokkal kéezitett dbrdzeld-
sok ugyanis bizonyos értelemben képesek hozzdsegiteni ben-
niinket magasabb dimenzides szemlélethez,amelynek keomoly heu-
risztikus erejérél nem mondhatunk le.Ebbem a megvildgitdsban
tehdt ugy tekinthetjik a személyi szdmitdgépre irt dbrdzelsd
programot,mint valamely vizudlis ingereket felvevl magasabb
dimenzide euklideszi terekben is 14t4 szemet.
A dolgozat €16z fejezeteiben ismertetett Abrizold geometriai
eljdrdsok lehetlvé teszmek tSbb kiilombszl dbrdzoldst,szer-
kesztést.
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Litnunk kell azonban,hogy e szerkesztések bizonyes esetek-
ben rendkiviil hesszadalmas eljdrdseok,amelyekben kOnnyen
"eltévedhetiink" a sok meghuzeott vemal miatt.Igy jdrumk pél-
ddul az €, tér {»3,5% vagy 152,k alakzatdnak megszer-
kesztésekor,mivel e pelitdpek magy szdmu csuccesal illetve
éllel remndelkeznek,

A program jelenlegi formdjdnak kisebb mddesitdsaival tobb
irdnyban is dltaldnesithatjuk alkalmazhatdsdgit.

Az elsl,természetesen kindlkezd dltaldnesitdsi irdmy,hegy
ne csak M <4 esetében legyen képes K. -beli szabdlyes
politdpet dbrdzelni,hanem magasabb dimenzidk esetén is.
Altaldnesithatd tovdbbd az E,. terek szabilyes pelitdpjdnak
definicidja is, s igy vizsgdlataink kOrébe bevemhatjuk az
ugynevezett csillagpelitdpokat is.Tovdbbi dltaldnesitdssal
pedig félig szabdlyes pelitdpekkal is feglalkezhatumnk.Ez
szémos uj kérdést vethet fel,amelyek heurisztikus megkOze—
litéséhez nagy segitséget adhat a program.

Végiil pedig ujabb lehet8séget kindl az dbrdzelds azon meg-
kozelitége,amellyel a kép egyes részletei tetszés szerint
kinagyithatdk,igy a részletek is tanulminyezhatdkkd vidlmak,
tevdbbd az dbrdzelt pelitdpek forgatdsdval,mezgatdisdval még
elevenebbé vdlhat "magasabb dimenzids térszemléletiink".

Az dbrizeld pregram dltaldnes ismertetése

Az dbrdzeld pregram meduldris szerkezetii,amely modulek meg-
hivdsa a vezérld medulen keresztiil lehetséges, s a pregra—
mot felhaszndld utasitdsa szerint tér rd egyik vagy mdsik
modul végrehajtdsdra.Ha olyan modult kivdnunk feléleszteni,
amelynek milkcdéséhez mis modulek munkdjdnak eredménye sziik-
séges,akkor a megfelell lizemet figyelmezteti a programezdt
mulasztdsdnak pdotldsdra.

Az 8brizeld progam mumka-moduljai hdrem csepertra benthatdk,

Az els8 csopertba azek a medulek tartezmak,amelyek e18411it-
jédk és tdreljdik az dbrdzolmi kivdmt ezabilyes pelitdp,teovabbs
az dbrdzeld eljérds jellemzd paramétereit.
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E cseportba az aldbbi medulek tarteznak:

ELérgse A VistrATERSS
VEIER -MODULBIL [p vezrdw -~
MUNKA -MoDUL. NEVE A ] GomMe HODULKOE
LENYoMAsavAL |3 eomMe
LENYOMA S RVAL
A (SUGOK. RBeaDASH ', awkomatikus
2. CShcsOw  GENERALASH ; Antomatils
2, DiREXT SEOR2OT \Qé_?%.éSE . @ Qudowas kg,
)
\ .
L csbesow  LisTdaden IR [e]
S. Csdesoe. MADosiTRLR M] - [™ Cuxdouods
6. CSHCsOw. THRLESE L s =
, ™, T
F. TRANGALTFOR MAULSOS MATRX BEADALH QAo akiiens
. NWRe(Ta SHRRE Y
2 S BEALTASH Cutonadiions
3. GRATkA S2ANVYALSETALR oo matiats

A midsodik csepertba azok a medulok tarteznak,amelyek a beadett

gzabdlyoes pelitdpet dbrdzeljdk.Ezek a kivetkezdk:

ELERISE P VELER- v_'\sgmé:és a

MUNKA- MODUL  NEVE S (5 Y S

GOME_LenMoHAsdval E womac v
0. ArRA201LAs [~] [e]
AA, SRRA UIRA RATWOLALH
2. VTOLSS WAP TERITESE
&>, TENGEL(SK FELRAIWOLASAH G

Véglil a harmadik csepertba azek a medulek tarteznak,amelyek az
elkészitett dbrdt kezelik,periféridk felé tovdbbitjdk,illetve

ennan sgziikség esetén visszahivjdk,
Ezek pedig:
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ELERESE, @ vERR WEATERES &

MUNKA - MODUL  NEVE el sl

LENYOMASAVAL | \EANOMASAVAL

M. PERA WIMENTESE  MAGNESLEMERRE e in
IS. Aswa VONYOMTATAGH SORWOMTPFTW‘ON QA IOM RS
lb. lBRA PBETOLTESE MAGMHES LEMELROL Ak owakilns

A pregram meduljainak szerkezetét, s az egyes modulok kap-
cselatdt szemlélteti az 1. felyamat dbra.

Az dbrizeld pregram munka-medul jainak elsd cseportja

Minden szabdlyes politdpet egyértelmiien jellemezketiink csu—~
csainak koordindtdi segiteégével.Blsl feladat tehdt a csu-—
csek koordindtdinak betdltése a szdmitdgépbe,amely két kiilon-
béz8 mddszerrel is torténhet.

Az egyik mdédszer a csucsek koerdindta mégyeseinek direkt be-
elvasdsa /l."csucsek beaddsa": 2.felyamat dbra /, mig a
misik a csucesok keerdindtdimak géppel torténd meghatirozdsa
/ 2."csucsek genmerdldsa" és 3."direkt sorozat képzése":

2 - 5 folyamat dbrdk /.Ez utdbbi felhaszndlja azt a felisme-
rést,hogy alkalmas keordindtarendszerben a szabdlyes pelitdp
csucsainak keerdindtdi bizenyes mintdkbdl kiindulva generdl-
hatdk a keerdindtik permutdcidinak segitségével,illetve meg-
felelS eldjelekkel vald elldtdssal,Példdul a § 3,3,5% pe-
1litdp csucsait generdld mintdk:

> A

A+\S

Q)’ yohol "= 2.

() @) | ¢!

O 0 OF
e
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Az (1) és (2) mintdk minden permutdcidjdval,a (3) minta pdres
permutdcidival,végiil az Ssszes lehetséges elljel sorezattal
vald elldtdst elvégezve / 3."direkt sorozat képzése": 5.felya~
mat dbra / megkaphatjuk a szabdlyes pelitdp 120 csucsit.
Elegendd tehdt a mintédk beaddsa,a keerdimdtik sziikséges pdres
illetve minden permutdcidjdt és a megfelell elljelekkel vald
ellédtdst maga a program végzi el.
A csucsek beaddsa utdn megadjuk a szabdlyes pelitdp adott medell-
jére jellemzl élhosszat,amelynek felhaszndldsdval torténik késdSbb
az dbrdzoldsi eljdrds végrehajtisa.
A pregram lehetlséget ad egy vagy tobb csuce keerdindtdinak md-—
desitdsdra /5."csucsek mddositdea": T.folyamat dbra /,esetleg
hibdsan bevitt adatok javitdsdra,tovdbbd csucsek részleges,illet-
ve teljes torlésére /6."csucsok torlése": S.felyamat dbra /.
Végilil az dbrdzelni kivdnt pelitdp beadett csucsait ellendrzés és
gzdmbavétel céljdbdl ki ie listdztathatjuk /4."csucsek listdzdesa":
6. felyamat dbra /.
Vizegdljuk most meg 2z dbrdzeld transzfermdcidt!
Legyen O az E, tér egy tetszlleges,de rogzitett pemtja, s
iE;SQ; a 1,(®) érintdtér egy rogzitett ertomormdlt bdzisa.
Legyen az ¥, képtér / vagyis a képerny8 vagy a sornyomtats
sikja / az {E:E:; bdzisvektorok £1ltal kifeszitett 2-sik.Legyen
tevdbbd {3;35:_‘ elyam 2 rangu vektorrendszer az E . térben,
amelynek egyik tagja sem zérus vekter.Ekker létezik egy és csakis
egy olyan W 1linedris transzferma’cié,amelyre'T'(E.’\-)='E§i (Asish)
teljesiil, s amely a T;("P) érintstevet képezi le az Q penthoz
feltételek szerint illeszkedd B, tér megfeleld T (’P’} érin-
t8terébe,ahol P az E, pontjainak halmaza.
E linedris transzformdcid specidlis eseteként magdba foglalja az
% el vektorok dltal kifeszitett E o 3-sik B, tér-
re vald leképezését is.

-» L & . .. ’s i3 e
Az {'2{3{34 bdzisban kOnnyen meghatarezhataukfw- linedris transz-
formdcid mdtrixdt:
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-
R P P .
[T]= & & B B s adol %1=E5‘84+'¥\.-e,~ (1= <y)
O 0O O O
i i

Mivel W egyenes — és illeszkedéstartd leképezée,ezért védlasz-
szuk ezt az E. illetve E. szabdlyes pelitdpjai élvdzdnak &,
térben vald dbrdzeldsdt megva1081to eljdrdsunk alapgaul Ennek

megfcleloen ha, XG-EH és - Ok = Z’)g\ e jakkor X'= T(X) eE,
él&. OX> Zg-\. “ ,ah@l

- \— - - - -

Ea E. E, E, E||&

)
Bl |F| ® T | | &
>

g2 O O O of]|&

éCJ G0 o of|b
& nyilvéan g;’-.- §.2=0 )- tevdbbs ‘XEE; esetén g\,-:()

teljesiil,

A fentieknek megfelellen tehdt be kell olvasni az dbrdzoldshez
felhaszndlni kivédnt mdtrix elsd két sordt, s ezemkiviil a gép mdr
tdrelja az egyik leggyakrabban alkalmazett Es‘*Eg_ és E(-E,
leképezés métrixdt,amelyek a kovetkezlk:

4o % o rA()‘—T—f_—_g-
[_“_]O"\%O 04 & %
"?.: .T_,-:

"l oo 00’[“‘]0000’

00 o5 OoooJ

s a / T."tranezfermdcids mdtrix beaddsa" / a 9. folyamat dbrin
tanulmdnyezhatd részleteiben.,
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A leképezés sordn a keordimdtarendszer origdja a képermnyd
kozepére keriil,s lehetleég van a politdp élvdzdnak késziten-
d8 dbrdjdt elyam méretiinek vdlasztani,hogy az eptimdlisan
toltee ki a képernylt /S."nagyitde bedllitdsa": 10, folyamat
dbra /.Megvdlaszthatjuk végiil a képernyl alapszinét,s a pe-
litép élvdzdnak vemalszinét is a 16 e£zinb8l 4116 szinskdldn
/ 9."Grafika szinvdlasztdsa": 1ll.felyamat dbra/.

Az Abrdzeld pregram mumka-moduljainak mdisedik csepertija

A tulajdenképpeni dbrdzeld medul megvizsgdlja az Ssszes ké~
pezhetd csucspdr tdvelsdgdt,es ha az / a kerekitések, s ko-
zelits mega ddsek miatt / hibahkatdren beliil megegyezik a
kerdbban betdpldlt élhesezal,akker a csucepdrt leképezi a
T transzformdcidval,azutdn pedig Csszekdti a "vetiileti"
ponteokat egyenes szakasszal.A képernydm kialakuld dbra ek-
kor a szabdlyos pelitdp élvdzdnak E. -beli affin képe
lesz. /10."dbrézelés": 12,folyamat dbra /.

A transzfermdcids mdtrix mddesitdsdval ujabb és ujabb "né-
zetei" tdrulmak fel az dbrdzelmi kivént szabdlyes pelitdp-
nak.

Kiilon regiszterekben tdrelva az élvdz képének felépitd szaka-
szait,mint végpentjainak pdrjait,megndvelt sebességgel ujra
rajzeltathatjuk a képet, s igy anmnak felépiilése jebban nye-
mon kovethetd /ll."dbra ujrarajzeldsa": 1l3.folyamat dbra/.

Mivel a gép két nagyfelbentdsu képernydt kezel vidltakezva,
igy tobb dbra készitésekor az utelsdéként készitett dbra te-
ritéee is megvaldsithatd /12."utelsd kép teritésem: 14, Te-
lyamat dbra /.

Véglil lehetlség van a mdr elkészitett dbrdba a keoerdindta
tengelyek egységszakaszait is szaggatett vonallal berajzel-
tatni,ha az dbrdzeldsi tramszformdcié E. = B, tipusu, s

madtrixa [‘“:wazl y/13."tengelyek felrajzoeldsa": 15.fo-
lyamat dbra./.
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Az Abrdzeld program munka-medu.ljainek harmadik csepertja

Ha megfeleld periférids egységek / mdgneslemezes hidttértd-
rold, sernyemtatd / dllnak rendelkezésre,akkor az elkészi-
tett és képernyln megjelenitett dbrédk tovdbbi elemzés illet-
ve tdrelds céljdbdl kimenthetlk /14."dbra kimentése mdgnes-—
lemezre": 16,folyamat dbra / és /1l5."dbra kinyomtatdsa ser-
nyomtatdén": 17. felyamat dbra /. Természetesen a migneslemez
befogadd képességétdl fligglen tobb dbra is tdrelhatd és ezek
tetszésszerinti iddben a lemezrdl visszahivhatdk, s ujra ta-
nulmdnyozhatdk / 16."dbra betdltése médgneslemezril": 18,.fe-
lyamat dbra./.

Megjegyzések

Az ismertetett program segitségével dbrdzeltuk a 3- és 4~
dimenzids szabdlyes pelitdpekat,tevdbbd olyam kenfigurdcid-
kat,amelyek szabdlyes mintdzattal remdelkeznek,= amelyeket

a program kiprébdldea kdzben nyerhetiink.Kiszdmitva,adett
csucsrendszer esetén a £z0bajovl leheteéges élhesszakat mds
és mds alakzatokat nyerhetiink,amelyek természetesen nem te-
kinthetSk minden esetben valamely 3- vagy 4- dimenzids test
élvdzdnak.Programunk segitségével megkereshetjilk az elméleti
médszerekkel meghatdrozett 3- és 4- dimenzids terek félig
szabdlyes- ég ceillagpolitdpjainak sikbeli dbrdit,illetve
teljesen dltaldnes pelitdpikus alakzatek fbrdzelhatdk a
pregram egyszeri dltaldnesitdsdval.Az dbrdzeld pregrammal ké-
szitett rajzeken kiviil a pregram miikodésének részletes tanul-
minyozdsdhoz megtaldlhatd annak teljes listdja is.

(MELLEKLET: GG— 136, OLTAL)



Befejeazés

A dolgoezatban az EW n-dimenzids terek ezabdlyes pelitdpjai
elméletének 8 vonalakban vald ismertetése utédn azekat a klasz-
szikus dbrdzeld geometriai tranezfeormdcidk természetes dltaldmo-
sitdsaiként nyert leképezések segitségével dbrdzeltuk.

A szabdlyes politdpek megkomstrudldsdval és vizesgdlatdval elsl-
serban az velt a célunk,hegy olyan eljdrdsekhoz,grafikus vagy
gzédmitdgépes mdédezerekhez jussunk el,amelyek ellsegitik a 3-
dimenzids térbem midr meglevl térszemlélethez hasgonld "tobbdimen-—
zids térszemlélet" kialakuldedt.

Szémes, tovabbi vizsgdldddsra is alkalmaes kérdés vethetd még fel

e témdval kapcsolatban.Ilyen kérdések példdul a magasabb dimen—
zids elliptikus és hiperbelikus terek alakzatainak gbrdzeldsai,

2 magasabb dimenzids euklideszi terek ceillagpelitdpjainak és
félig szabdlyes pelitdpjainak 4brdzeldsai,szemléltetései,model-
lezései az E, illetve E, terekben.

A dolgezat befejezl részét képezl szdmitdgépes dbrizeld pregram

a kindlkezd lehetlségek egyike.

A szémitdgépes adaptdcid természetesen kiterjeszthetd az f1ltalunk
ismertetett magasabb dimenzids dbrdzeld geemetriai eljdrdsek minm-
degyikére,tevdbbd a magasabb dimenzidkban megfogalmazhatd mis Fb-
rézeldsi mddszerekre is,

E kérdésekkel a jovSben szeretménk foglalkezni.



FELHASZNALT IRODALOM:

10.

11.

K. BORSUK: Nultidimensional analytic geometry
/ Warszava,1969 /
H.S.M.COXETER: A geometridk alapjai
( / Wiiszaki Kényvkiadd, 1973 /
H.S.IM.COXETER: Regular Polytopes
/ Methuen, London, 1947 /

FEJES TOTH LASZLO: Regulare Figuren
/ Akedémiai Konyvkiadd,1965 /
FRIED ERVIN: Klasszikus és linedris algebra
/ Tankdnyvkiadd, 1977 /
P.R.HALNOS: Véges dimenzids vektorterek

/ Miiszaki Konyvkiadd, 1984 /
KARTESZI FERENC: fbridzold geometria
/ Tankdnyvkiadd, 1962 /
KERTKJI/RTO BLA: Les fondements de la gdométrie
tome deux  Géemétrie Projective
/ Akadémiai Kdnyvkiadd, 1966 /
RADO FERENC-ORBAN BELA: A geometria mai szemmel
/ Dacie Kdnyvkiadd, Kolezsvir,1981 /
B.A.ROZENFELD: Mnogomerniije prosztransziva
/ "Nauka", 1966 /
ROZSA PAL: Linedris algebra s alkalmazdsai
/ liiszaki Konyvkiadd, 1976 /
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A SUPERGRAFIK 64 SEGEDPROGRANVBOL FELHASZNALT UTASITASOK

£S AZOK FRTELVNEZESE

!1GCLEAR : T6rli a nagyfelbontdsu képernylt.

1GRAPHICS O : A kisfelbontdsu képernyld keriil kijelzésre, és az
ennek megfeleld utasitdsok hajtddnak végre.

'GRAPHICS 1 : A nagyfelbontdsu képernyd keriil kijelzésre, és
az eunnek megfeleld utasitdsok hajtddnak végre.

TLINE Xy , X

12¥7 TO X5,¥, & Az /Xl,Yl/ s az /K2,Y2/‘pontok kozott

egyenes szakaszt rajzol.
IDLINE X,,Y; T0 X,,Y, : Az /X,,Y;/ &s az /X,,Y,/ pontok ksz&tt
szaggatott egyenes szakaszt rajzol.
IBCOL/ szin / : Az utasitds a képernyd hdttérszinét definidl ja.
'LCOL/ szin / : Az utasitds az gbridzolt alakzat vonalszinét
definidlja.
1GSAVE "a:fu%,du : A képerny(d tartalmdt kimenti a dn egység-
szdmu lemezegysédg d sorszdmu meghajtdjdn
lev8 fn ne;ﬁ file-ba.
ITRECALL™d:fn",dn : A dn egységszdmu lemezegység d sorszdmu
meghajtéjdn lev8 fn nevii file-t betslti
az aktudlis képernyl-memdridba.
ITRANS : A két nagyfelbontdsu képernydt feleseréli.
OPEN 4,4 : 'HARD¥4 : A parancs a nyomtatdéra kimasolja a kep-

ernyS tartalmat.



D OREM e 4=TIMEMZI0S POLTTORDE e
3 REM PEMTEK KALMAN DISSZERTACIOJA PLAPJAH

1 TLEOLE TRCOL IS IGRAFHICS @ ¢ IGCLEFAR: | TRAMS: |GOLEAR | TRAMS
28 PRIMTCHRECL4T ) PRINTS" ;

ot I T U A 8 v IO I -1 T O N X1 I S A A 5 1

€ CH=4E0:REM ELTAROLT VOHFLAK SZAMA_MAX

SEOTIM ELCTEE EZCTREN L EECTEE Y A TR

35 DIM M1C47 . MIC4), MEC4D, Mad)

40 BF=90 ¢ REM HORMALD  BUVFRETOR

56 EFs@, 610 REM EPSZILOM HIEAHATAR

£R GOSUE 4230:REM TRAFD M. BEALL ITASA

S #xw' X

SRR REM MEHL

A8 REM ~-- TGEMSHMEM BEOLYASO SZUER ——-

7 GET I1#:IF T#="" THEM 218

'@ IF I#="1" THEM FRIMT" GdlGEHSR" : W=1:RETURH

BOTF T#="H" THEW PRINT" EEHEMBR W= RETURN

B GOTO 216

B REM CEUCSOK TORLESE —~--
18 PRINTCHRS (1475 PRINTTABLE) ;" AUSUCSDK TORLESER" : PRINT:PRINT
28 PRINT!SMINIEN CSUCSOT TOROLJEK (I/H)78';:GOSUBZ69

30 IF W THEM CE=8: RETURN

B OFRIHT: PRIHT

B M=CE+l: THRUT"SHARYATTE CEUCSIG MARFDION MEGE" ;M

IF MR OF MBOS-1 THEM RETURH

Cfmpie ] RETURH

REM —-- MATRIX BEADAS, MODOSITAS ~--
FRIMTCHRES 1470  PRINTTRECT 5 " SSUCS0K BERADRSA, MODOS I TASAM : PRIHT
PRIMT: FRINT:
FRIMT"
FRIMT"
PRIMT"
PRIMT"

TS T
YRS RS

GEMHERMLASH oo ow CENCPRTHT

BEMTFSEA, u;nn:u.ﬂE@“ipﬁIHT

T’“WF"HT &tF?L AE . . LY RERTHT CPRIMNT

K POTOSTTHEA. o . uﬂME“iPEIHT

A FRIHTY O LTSETREMEF, o e o« o8 DRRETHT

A FRINTY MR TUELEEEunnuaaunuﬂTE"iPEIHTiPRIHT

o PRIHTY FllEFE~ FOFOMEMUBE . ... . SHEEYCPRTHT

U GET I#:IF If="" THFH A
A TR TE="RY THEW AL
: oo Tt THER

IF TP THERM GOEUE

IF TdetEmt THEM GO

T TE="T" THEM 2;4

B 4 I?““D" THEM GOSUE

Eamid TR T THEM afe

frkl RETLRM

TEE REM e CEUCS0E MODOSTTHZH e

slﬂ FRIMTOHRS L4 D PRIMTTARC L 2 0 " @0sU0E0r MODOSTTREARED CPRTHT (PRINT

T TF CEe=f THEMFRINT® ek MIMOSEH MEGRDVA CSUCE ek GOSLBESSE0 FFTHFH

THPUT @qODO s TTHRDO OS50S S0RSZAMEmY D FRTHNT e

IFH"DWFH"F:~1THEHPRIHT1PEIHT“ Ak PEM LETEZD CEUCE ki ﬁDSUEEﬁ@BIRETU

g CRRIMTYREGT EOORDIHATAE " FRINTELOMY S 2 OM D SE KM SE KA M T PRIN

Al BOOEDTHATHEY (1 0M

' Thisa T ol - e o bl
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Gkl LR T o BALILIPCLEL P MR s RS P
Pl THPUTY Sd LUGHUI%%TP@".L4EM?
FrE RETURM

REM e CHRUCES0E GEHERALASH -
FRIMTOHEEC 1AV PRIMTTAEBOS ) " E0SU0E0E GEMERALASA®" (PRINT (PEIMT

%)
ot

T Pl S0 00 Ty L0 O

EXENN]

B )

578 PRIMT" KEREM ADJA MEG A MIMTAT !V :PRIMT
) THPUT" @41 KOORDIMATH®! ;pM1
5 THPUT" M2 KOORDTHATASE" ;M2

THPUT" @43 KOORDIHATRE" ; M3
THPUT" @d KOORDIHATAEY ; Md

PRIMT:FRIMT" @PARDS YAGY MIMDEM PERMUTACIO CP/M) 7

GET I1%:IF I$="" THEW 938

IF I$<3"F" AMD I$<3"M" THEM 930

GOELTE SEEE

PRIMT:FRIMT:PRINT" GEHERALT CSUCSOK STAMA: "iCS

PRIMT :PRIMT" @AM MEG MIMTA (I/M) 7m0

GOELE 288

IF 1 THEM 2&@

PRIMT:PRIMT:GOTO 1188

REM ~==~ MATRIY BEOLYASASA ——--

FRIMTCHRSC 147 PRINTTAECE) " @0SUCS0K BEOLVASASARY  PRIMT (PRINT
FRIMNT"@AZ EDDIG MEGLEWD EEHFﬁﬂP’ZHHH " CS PRIMT : PRIMT

PRIMT:Cl=0: THPUTY SKEREM A CSUCSOE SZAMATEC1:IF Cl=<ATHEM RETURH
PRINT:PRINT @ FOR I=CS T0 MeEaciog

PRINT" KEREM A "i1;", CSUCS KDORDIMATAIT " :PRINT

THPUT" @41 KOORDEN ;W]
THPLUT" @42 KOORDE" 4o
IMPUT" @43 KOORDE" ;343 K3
THPUT" sdd KODRDE" ; Hd e
FRIMT :PRIMT

MEXT 1 :CS=CS+n]

THPUT" SEREM AZ EL HOSSZATE";H

IF Hi=A THEM 1188

RETURH

REM === RAJZOLO SZUBRUTIH ~—--

IFCS=ATHEMFRIHT : PRIHT" bk HIHCSEM MEGRDVA CSUCS #km: GOSUBESE8: RET
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TFUCSCMTHEMI =004 0 CUD e D2 U st D300 pe 2 D U =Y 2
W= REF+155 0 Y =55~ EF Y 1
W PHEE + 1 50 Y =D BE Y2
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GETIS$: IFI$<30HRE 136 THEHZ2 18
|ERAFHTCSE  RETURHN
HEWT 1
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RETURH
REM HIBAJELZO SZUBRUTIN
PRINTCHREC 1470 | GRAPHICES
PRIHT" gk A7 RERA TUL HAGY sk "
PRINT" sk COOKKEMTSE A MAGYTTAST sk
GOSUE 6568 RETURN
REW —=~ 4 DIM --3> 2 DIM KOWYERZIO -
WA=E LRI T EZHKZ (T ) HETHICEC T3 4E 44 T
WmF LT F R T 0 SR T F Akl A T
CDRE LHE 1 (19 AEDHK DT 19 +E TR T HEARKAL T
WosF LKL T D PF 2R T A F SRR T P Ak T
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2 IR s PR 3 ] e O s
ru'“Lmdq y| :
-.~~H TETERF 15 ‘ iz o E'F!Hl FET GOSUBRITEA

Fﬁﬂﬂ

REM -~ Fh””Hr“ S HLH B

POLIHEXL Y1 TO H2,9e  RETUREH

REM e iFHH:hFUkHHEIDL MATRIH BEOLWASASH =
FRIMTOHREC 147

PRIHTTHEﬁE};”ﬂTEHHﬁEFDRHHCIDS MATRIY BEADASAR" PRIMT PRINT
FRIMT" @802 ARTURLIS MATREITH  BER°CPRIMT

FFIHTE.{ ..'-..f:,Er‘"'—f E u.uI Eq' F""'IHT

FPRIMTFLSE F2I58 FRIEF F4 PRINT

PEIMT  FRIMT: PRIHTi FRIMTTABC22; "3 DIMEMZIO® ... .. 28
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