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*BEVEZETES

Szakdolgozatomban a háromelemű halmazon értelmezett algeb­
rákat vizsgáltam. E vizsgálat egy részét képezte a háromele­
mű halmazon definiálható függvények maximális kiónjainak fel­
írása. A fenti dolgozat összefoglalásában bizonyítás nélkül 
szerepel az a tény, hogy az ott leirt 18 maximális kiónnál 
nincs is több. a következőkben e tételnek fogom egy uj bizo­
nyítását megadni.

Az igazolás alapgondolata, amelyet a IV.2. pontban fejtek ki 
részletesen, Csákány Bélától származik.

A dolgozat megirása során törekedtem arra, hogy a témakörben 

kevésbé jártas olvasó számára is önmagában követhető legyen. 
Ennek érdekében az első fejezetben részletesen leirtam a ké­
sőbbiekben előforduló fogalmakat, definíciókat, a második, 
harmadik fejezetben pedig a bizonyítás elméleti hátterét al­
kotó tételeket.

A dolgozat elkészítéséhez sok segítséget adott Csákány Béla 

egyetemi tanár, akinek a helyen is köszönetét mondok a rend­
szeres konzultációkon nyújtott támogatásáért.

V4
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I * FEJEZET

FOGALMAK, JELÖLÉSEK

Annak érdekében, hogy a bizonyítások gondolatmenetét ne kell­
jen megszakítani a bennük szereplő fogalmak definiálása vé­
gett, ezeket az alábbiakban közöljük. Itt adjuk meg azokat a 

jelöléseket is, melyek a dolgozatban végig ugyanannak a ma­
tematikai objektumnak a megnevezésére szolgálnak.

Legyen H tetszőleges halmaz. A H21 = Hx... xH halmaznak H-ba
a át

való leképezését' H-n értelmezett n- változás műveleteknek 

nevezzük /п 6 Н/. A továbbiakban művelet helyett gyakran fog­
juk használni a függvény megnevezést. A függvényeket latin 

kisbetűkkel jelöljük.

Definiáljuk a H-n értelmezett n-változés függvényt a kö­
vetkező módon;

I

n 6 К, 1 á i é n/1/ Pp/x Xi>->V = xi1» *,
• ,

Az /1/ egyenlőséggel megadott függvényt n-változós i-edik 

projekciónak nevezzük.

к - változósAzt mondjuk, hogy a H halmazon értelmezett f 

függvény i-edik változója lényeges, ha vannak olyan a^,..,

ai-l’b’ai+l’

*

ak,b, с e H elemek, hogy f/a-^,.ai+l’ *
..,эк/ 4 f /ар, ••,ai_1,c,ai+1,..,ak/.
ai-l’ • J• ?

Legyen f n-változós, Si’**»Sn m-változós függvények a H hal­
mazon. A h/x15..,xm/ = f/g-j/jq. . .,xm/, . . ,gn/x1, . • ,'Xjh// függ­
vényt az f és a g^ /i= l,..,n/ függvényekből Összetett függ­
vénynek nevezzük. Itt f-et külső függvénynek, a gi függvé-
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nyékét belső függvényeknek hívjuk.

Ha egy H halmaz részhalmazainak valamelyShalmaza lefedi H-t, 
továbbá az £ -hoz tartozó bármely két különböző halmaz ide­
gen, akkor azt mondjuk, hogy £ H-nak osztályozása ; £ eleme­
it H osztályainak nevezzük.

Legyen? részhalmaza a H0 halmaznak. Ekkor 5 -t 

zett n-változós relációnak mondjuk. Másképpen úgy is fogalmaz­
hatnánk, hogy § elemei bizonyos olyan /h^,..,hn/ elem-n-esek, 

amelyekre h-^, . . ,hn € H fennáll. Azt a tényt, hogy a h^,..,hn

elemek a ? relációban vannak egymással, röviden -igy Írjuk:
S/Ъг,..,hn/. A relációkat görög kisbetűkkel jelöljük.

Legyen 5 a H halmazon értelmezett kétváltozós reláció. Azt 
mondjuk, hogy a § reláció

reflexiv, ha §/a,a/ minden a 6 H-ra,
szimmetrikus, ha S /а,Ь/ esetén $ /b,a/ is teljesül bármely 

a, b e H-r a,
antiszimmetrikus, ha §/а,Ь/ és S /Ь,а/ együttes teljesülése 

esetén a = b minden a,be H-ra, 
tranzitív, ha ?/a,b/ és §/b,c/ fennállásából S /а, с/ is 

következik bármely a,b,ce H-ra.
A reflexiv, szimmetrikus és tranzitív relációkat ekvivalen­
ciának ; a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitív reláció­
kat rendezési relációnak nevezzük.

H-n értelme-

Legyen H rendezett halmaz,rendezési relációját jel ölje és- . 
Ha H bármely h-^hg elempárjára h^ = hg 

sül, akkor H-t teljesen rendezett halmaznak vagy láncnak ne­
vezzük .

vagy h2 ^ h^ telje-
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Legyen H tetszőleges halmaz, § pedig a H-n értelmezett ren­
dezési reláció. Ekkor H-t - pontosabban a <ŐH,£> párt - ren­
dezett halmaznak mondjuk.

A H halmaz minden £ osztályozásához természetes módon rendel­
hető egy ekvivalencia, amelyben pontosan az £ ugyanazon osz­
tályához tartozó komponensekből álló párok vannak. Ezt az ek­
vivalenciát is 6 -nal jelöljük.

Egy H halmazon értelmezett k-változós $ reláció diagonális, 
ha van olyan £ osztályozás az [l,..,k] halmazon, hogy 

§ = f/a15 ..,ак/ I a±= a.., ha £/i,j/} , at€ H, 1 é £ ék.

Legyen adva egy H nemüres halmaz, és legyenek rajta értelmez­
ve műveletek, jelölje ezek halmazát & . H-t a rajta értelme­
zett műveletekkel együtt algebrai struktúrának nevezzük. A 

tekintett struktúra j’elölése; <H$ S£).

Legyen <H;f> egymüveletes algebrai struktúra, művelete le­
gyen n-változós. Legyen Molyán részhalmaza H-nak, amelyre 

f /Mn/éM. Ekkor azt mondjuk, hogy M zárt az adott művelet­
re nézve. Ha egy algebrai struktúra valamely nemüres részhal­
maza zárt a struktúra összes műveletére nézve, akkor ezt a 

részhalmazt, ami az adott műveletekre nézve maga is algebrai 
struktúra, az eredeti struktúra r és zs tr ükturáj апа к nevezzük.

Legyen H egy egymüveletes algebrai struktúra. Ha művelete 

asszociatív akkor félcsoportnak hivjuk.

Egy tetszőleges H halmaz önmagába való leképezéseit a H hal­
maz transzformációinak nevezzük. A H halmaz összes transzfor­
mációinak halmaza a leképezésszorzásra nézve félcsoportot al­
kot ; neve teljes transzformációfélcsoport.
Ennek részfélcsoportjait transzformációfélcsoportoknak név 

zük.
hz~'•c'.
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Monoidon egységelemes félcsoportot értünk.

A félcsoportot félhálónak nevezzük, ha művelete kommutativ 

és idempo-tens. A kétmüveletes algebrai struktúra háló, ha 

mindkét műveletére nézve félháló, és mindegyik művelete ab- 

szorptiv a másikra nézve. Nevezzük a tetszőleges H halmaz 

két műveletét egyesítésnek, illetve metszésnek, és jelöljük 

őket ennek megfelelően.
Ekkor bármely a,b,cGH elemekre

а Л b = b П a,
а о /bnc/ = /anb/пс, аи/buc/ = /aub/ис

/kommutativ/
/asszociatív/

/idempotens/

/abszorptiv/

aub = Ъи а

a n ö а а и а а
ап/aub/ = а аи/anb/ = а

Tekintsünk egy tetszőleges Н rendezett halmazt, jelöje ren­
dezési relációját^ . Ha a,b£H, a c6H elemet a és b legkis- 

sebb közös felső korlátjának nevezzük, ha cJ^ a,b és vala­
hányszor c’> a,b mindannyiszor c’^ ej jelölése: c = a Vb. 

Hasonlóan a de H elemet az a és b elemek legnagyobb közös 

a-l-só korlátjának nevezzük, ha d^a,b és valahányszor d’éa?b 

mindannyiszor d’^dj jelölése: d = aAb. Az a és b elemek leg­
kisebb közös felső korlátját és legnagyobb közös alsó korlát­
ját nevezhetjük ezen elemek szuprémumának, illetve infimumá- 

nak is.

-begyen H olyan rendezett halmaz, amelyben bármely két elem­
nek létezik szuprémuma és infimuma. A fentiek alapján köny- 

nyen igazolható, hogy a <H,* v,a) algebrai struktúra háló.

Természetesen a szuprémum és az infimum fogalma kiterjeszt­
hető tetszőleges számú /véges vagy végtelen/ elemet tartalma­
zó halmazra is. Legyen В a tetszőleges A rendezett halmaz 

egy részhalmaza. А В halmaz A-beli infimumán értjük а В alsó

t
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korlátjaiból álló halmaz legnagyobb elemét-; szuprémumán pe­
dig а В felső korlátjaiból álló halmaz legkisebb elemét, fel-

jelölésük; in£A В, supA В.

Egy H háló tetszőleges számossága и nemüres részhalmaza ese­
tén az a^
superb elemet értjük, ha ezek léteznek.И
Rövid j elölésük ; П L, ÜL*

téve, hogy ezek léteznek.

/i£3/ elemek metszetén az inf.^. L, egyesítésén a

Ha egy H háló bármely nemüres L részhalmazához П L és UL 

létezik, akkor H-t teljes'halónak nevezzük.

Legyen H rendezett halmaz; rendezési relációját jelöje^ .
Ha H-nak van olyan i eleme, hogy minden h <= H esetén i é h 

teljesül, akkor H-t alulról korlátosnak nevezzük. Hasonlóan 

ha H tartalmaz olyan s elemet, hogy minden hé H-ra s^ h 

fennáll, akkor H-t felülről korlátosnak mondjuk. Az i,illet­
ve s elemeket a H rendezett halmaz alsó, illetve felső korlát­
jának hivjuk. Ha a <(R, rendezett halmaznak van alsó és 

felső korlátja, akkor azt mondjuk, hogy ^ korlátos rendezés.
A korlátosság fogalma természetese’n alkalmazható olyan ren­
dezett halmazra is, amely háló.

Legyen H alulról korlátos háló. Ennek valamely p elemét a- 

tomnak nevezzük, ha p követi H alsó korlátját, azaz p és az 

alsó korlát között további elem nincs.

Legyen H felülről korlátos háló. Az m 6 H 

atomnak hivjuk, ha m megelőzi a -felső korlátot. Másképpen; 
m és a felső korlát között további elem nincs.

elemet duális

Legyen adott egy H háló а П , U műveleti jelekkel, ekkor
az

a A b = a U b а V b = а П b /a, b £- Н/
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egyenlőségekkel definiált A , V műveletek egy uj hálót ha­
tároznak meg. Ezt az uj hálót a H háló duálisának nevezzük, 
és £> /H/-val jelöljük.

Eg-У H-[_ hálónak egy H2 hálóra való egy - egyértelmű f leké­
pezését duális izomorfizmusnak m ondjuk, ha f H-^-nek £> /н2/- 

re való izomorf leképezése, azaz f/aHb/= f/a/V f/Ь/ és 

f/aüb/= f/a/Af/b/ fennáll minden a,b£ Н]_ esetén.
Egy H rendezett halmaz önmagába való f leképezését lezárá­
si operációnak nevezzük, ha

f 2/h/ = f/h/f /h/ 5- h és

teljesül H minden h elemére.

Legyen H és L két rendezett halmaz, és s a H-nak L-be, t az 

L-nek H-ba való leképezése. Azt mondjuk, hogy az s,t leképe­
zéspár G-alois-kapcsolatot létesit a HjL rendezett halmazok 

között, ha teljesülnek a következők; 1

/1/ hx < h2 s/h]/ - s/h2/

/2/ é e2 t/ег/ к t/e2/
/3/ h é t/s/h// a H minden h elemére;

/4/ £ a/t/t// az L minden -6 elemére.

/h]) ^2 ^ Н/; 

/€]_ 5 £2 éL/;

Tekintsünk egy н /nemüres/ halmazt, jelölje a H-n értelme­
zett függvények egy tetszőleges halmazát p. Ha P tartalmaz­
za a projekciókat, és zárt az összetett függvény képzésére 

nézve, akkor kiónnak nevezzük H felett.

Legyen P tetszőleges klón. Jelöje p elemeinek egy részhal­
mazát G . Ha G maga is klón, akkor G-t p részklónjának ne­
vezzük .
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Egy tetszőleges H halmazon értelmezett relációk ÍL halmaza 

relációklón, ha teljesülnek a következők.

/1/ Л tartalmazza az egyenlőségrelációt.

/2/ % zárt a relációk szorzására nézve, azaz ha JiS'eH
ill. t -változós relációk, akkor is tel-k-, 

jesül, ahol

/ I /a1gxé = !/ ak/e $ ésal** * * 5 ak5 ak+l’**’ ak+6 9 • • 9

/g o'} •/а , • • г аk+t
/3/ Legyen k-változós reláció és i 

/il ’ • fi-i

k+1
k}5 • • í

nem feltétlenül különbözők/. Definiáljuk

^ 11’ • -t a következőképpen:i

= ÍAl’ ké S / . EkkorSi-^/I a. 4“ 31 •§± i a5 • •-» , « « ,1 ’ 4 > 4 • • J iß'

A műveletet, amellyel S i 

/;L1

-t előállítottuki1 ’ * * ’ Ч
vetítésnek nevezzük.v -j • • • 5

és £- osztályozás /ekviva- 

k] halmazon. Ekkor R- is teljesül,
ak/ég és a±= a^, ha

/4/ Legyen§€& k-változós reláció, 

lencia/ az $1 

ahol Se = [/ax

A fenti relációmüveletet C - átlósitásnak mondjuk.

9 • • 9

и I /в1з • • • 5 а 5 • • ♦ 9

Vegyünk egy véges H halmazt, s legyen E a H-n értelmezett 

függvények halmazának valódi részhalmaza, amely ínyben klón.
Ha P elemeiből és bármely, a H-n értelmezett P-en kívüli függ­
vényből a H-n értelmezett összes függvények előállíthatok az
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összetett függvény képzésének végesszámu alkalmazásával,ak­
kor F-et maximális /függvény/klómnak nevezzük.

s legyen^ relációklónLegyen H tetszőleges véges halmaz,
H felett. Ha bármely -he tartozó nemdiagonális relációból

i^/-vetítés,a relációmüveletek /relációk szorzása, /i-^
£ -átlósitás/ segítségével bármely más ít -beli reláció elő-

j • •»

állítható, akkori! minimális /reláció/klón.

Legyen H egy tetszőleges, nemüres halmaz, és legyen F egy 

klón H felett. F egyváltozós elemeinek halmazát az F klón 

talpának nevezzük.

Legyen S m-változós reláció a H halmazon, f pedig egy n-vál- 

tozós függvény ugyanott. Készítsük el a Sx. ...xf szorzathal- 

mázt. Ennek elmei mxn-es tömbök /oszlopai § elemei/. Al­
kalmazzuk a tömbök soraira az. f függvényt, igy újabb elem- 

-m-eseket /m elemű oszlopokat/kapunk. Ha minden tömb eseté­
ben az igy keletkező elem - m-esek megtalálhatók S’eleméi kö­
zött, akkor azt mondjuk, hogy f tiszteli a S relációt.
Ezt tömören igy Írjuk: f/S x...x§ /c<~> .

S у

Legyen F a H halmazon értelmezett függvényeknek egy tetsző­
leges halmaza. Mindazon függvények halmazát, amelyeket külső 

függvényként F elemeire alkalmazva F-beli függvényt kapunk, 
az F függvény Halmaz normalizátórának nevezzük. Jelölése: H/F/.

"Ф
Használni fogjuk az F függvényhalmaz által generált függvény- 

halmaz kifejezést. Ezen azt a függvényhalmazt értjük, amely­
nek elemei előállithatók F elemeinek és a projekcióknak a 

felhasználásával az összetett függvény képzésének végesszámu 

alkalmazásával. Jelölése: [fJ . Látható, hogy az F függvény­
halmaz által generált függvényhalmaz klón-, ezért Őt röviden 

az F függvényhalmaz által generált függvénykldnnak nevezhet­
jük.
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Hasonlóan az előzőkhöz, használni fogjuk az& relációhalmaz 

által generált relációhalmaz elnevezést is. Ezen a relációk­
nak azt a halmazát értjük, amelynek elemei előállíthatok&e- 

leménnek és a diagonális relációknak a felhasználásával a 

relációmüveletek végesszámu alkalmazásával. Jelölése: ÖtJ • 
Akárcsak az előbb, most is észrevehetjük, hogy [Л] klón, ezért 

röviden az X relációhalmaz által generált relációklónnak hív­
hatjuk.

Tekintsünk egy tetszőleges véges H halmazt. A H feletti függ­
vények egy G részhalmazát teljes függvényrendszernek nevez­
zük, ha [g] a H feletti összes függvények kiónja.

Legyen F egy tetszőleges H halmaz feletti függvények egy hal­
maza-. A H feletti függvények egy G halmazát generátorrendszer- 

nek nevezzük, ha [g] я E.

A G legszűkebb olyan részhalmazait, amelyek maguk is generá­
torrendszerék, minimális generátorrendszereknek mondjuk.

Ha adott egy tetszőleges m-elemü halmaz, ezt röviden igy je­
ni—1 számokkal reprezen-1öljük: m . A halmaz elemeit a 0,1 

táljuk.
5 • • 9

/" ^ Vbs £4
c-.■Ó 1
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II. FEJEZET

1. GALOIS-KAPCSOLAT A EÜGGVÉNYKLCNOK ÉS A RELÁCIÓ-
KLÓROK KÖZÖTT

1 * 1 * Galois-kapcsolat az jn feletti függvények és relációk
részhalmazháléi között

Jelölje E az m halmazon értelmezett összes függvények hal­
mazát, és légyénél az összes relációk halmaza ugyanott. 

Nyilvánvaló, hogy P és 1 a halmazelméleti tartalmazásra 

mint relációra nézve rendezettek. Definiáljuk az E és1ö hal­
mazok között az cÁ relációt a következő módon: az f e E és 

a elemek az ck relációban vannak /^/f,S //, ha f tisz-
? -t. Rendeljük hozzá az E minden G részhalmzához az ősz- 

szes olyan? elemeinek halmazát, amelyekre minden geG ese­
tén <//g,§ / teljesül. Jelölje ezen ^ elemek halmazát s/G/. 

Hasonlóan, azJÖ minden? részhalmazához rendeljük hozzá az 

E összes olyan g elemeinek halmazát, amelyekre minden!?^ ese­
tén cK /g,?/ fennáll. Ezen g elemek halmazát jelöljük t/"p /- 

vei. Ekkor az

s : G i—> s/G/

leképezéspár Galois-kapcsolatot létesít E és?t részhalmazhá­
lója között. Ezt a következőképpen láthatjuk be:

/1/ Legyen G]_jg2 — F ®s G1^G2’ ekkor s/G^/ — s/G-^/v

Minden olyan relációt, amelyet Gg elemei tisztelnek a G-^

elemei is tisztelni fognak G-^ — G2 Ugyanakkor lé­
tezhetnek 3Ö -ben olyan további relációk, amelyeket G

de G2 - nek a G^-en kivüli elemei már 

Ebből pedig éppen s/G^/- s/G-^/ következik.

/G — Е/ és a t:^Pv—^ t/Р/ /«PíX/

*

1
elemei tisztelnek.
nem.
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/2/ Legyen Рд., P 2ésP-^Cj^, ekkor t/P^/S t/P ^y.

Az állítás hasonlóan igazolható, mint /1/.

/3/ Legyen G £ F, ekkor G £- t/s/G// F minden G részhalmazára.

Feleltessük meg ugyanis G~nek az s/G/ relációhalmazt.
Majd keressük az összes olyan függvények t/s/G// halmazát, 
amelyek tisztelik s/G/-t. A G-beli függvények nyilván ilye­
nek, ezért G S t/s/G//.

/4/ Legyen Ps'P, , ekkor PSs/t/P//Őt minden részhalmazára. 

Állításunk igaz voltát itt is hasonlóan bizonyíthatjuk, 

mint az előző esetben.
Tekintettel arra, hogy /1/-/4/ fennáll, ezzel igazoltuk, 

hogy az m halmazon értelmezett függvények halmaza és az 

ugyanott értelmezett relációk halmaza között a Galois- 

kapcsolat valóban létezik.

1.2. Ore tétele: Ha az s,t leképezéspár Galois-kapcsolatot 

létesít a H, L rendezett halmazok között, akkor ts a H-nak 

st az L-nek lezárási operációja. Ha H és L teljes hálók, ak­
kor azon H-beli elemek Z^ halmaza, amelyeknek ts, illetve 

azon L-beli elemek halmaza, amelyeknek st lezárási operá­
ciója szintén teljes hálój és s a Z^-nak Z^-re, t pedig Z^- 

nek Z-^-ra való duális izomorfizmusa.

Tekintsük ezek után az m halmazon értelmezhető összes függ­
vények F halmazát és az ugyanott értelmezett relációk^ hal­
mazát. Legyen^ a II. 1*1. pontban definiált reláció a két 

halmaz között. Vegyük az ott megadott s és t leképezéseket 
is. Igazoltuk, hogy F és 3L részhalmazhálói között s és t 

Galois-kapcsolatot létesit. Ugyanakkor nyilvánvaló, hogy a 

két részhalmazháló teljes, hiszen részhalmazok bármely hal-

J
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mázának egyesítése és metszete is részhalmaz. így Ore téte­
le értelmében ts az m halmazon értelmezett függvények rész­
halmazhálójának, st pedig a relációk részhalmazhálójának le­
zárási operációja.

1.3. Bodnarcsuk - Kaluzsnyin - Kotov - Romov - tétel

A /ts/-zárt függvényhalmazok éppen a függvénykló nők, az /st/-
zárt relációhalmazok pedig a relációklánok m felett. 

Ebből . Ore tétele szerint következik, hogy m összes függ- 

vényklónjainak, ill. relációklónjainak hálója maga is teljes
és s a függvényklánok hálójának a relációklónok háló- 

t pedig a relációklánok hálójának a függvényklánok há-
háló, 
j-ára,
lójára való duális izomorfizmusa.

Megmutatható, hogy a függvényklánok, ill. relációklónok há­
lójában a duális atomok éppen a maximális függvényklánok, az 

atomok pedig a minimális relációklánok. Tekintsük ugyanis a 

függvényklánok hálóját. Ennek legnagyobb eleme az összes 

függvények kiónja. Tegyük fel, hogy C maximális függvényklón, 
de nem duális atomja a hálónak. Ekkor az összes függvények E 

kiónja és C között kell legyen egy újabb C5 függvényklón, 

amely C-nél valódi módon bővebb, de E-nél szükebb, azaz CcCfcE. 
Ha azonban G-hez bármely más függvényt hozzáveszünk, akkor a 

С и [.fjhalmaz által generált függvényhalmaz - 

rint - E lesz. Ezzel ellentmondásra jutottunk, aminek oka 

hibás feltevésünk volt, miszerint G nem duális atom. Hason­
lóan bizonyítható, hogy a relációklónok hálójának atomjai a 

minimális relációklónok.

Ezek után megfogalmazhatjuk a Bodnarcsuk-Kaluzsnyin-Kotov- 

Romov-tétel korolláriumát, mely számunkra alapvető fontos­
ságú.

definíció sze-
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1.4« Korollárium
/

Tekintsük az m halmazon értelmezett függvények és relációk 

klánjainak halmazát. Egy C függvényklán az m halmazon pon­
tosan akkor maximális, ha a: neki megfelelő s/С/ relációklán 

minimális.

Bizonyitás: Az állitás annak következménye, hogy a függvény­
klánok hálója duálisan izomorf a relációklónok hálójával, 

amit korábban láttunk. Az előbbiekben igazoltuk azt is, hogy 

a függvényklánok hálójában duális atomok a maximális kiónok, 
a relációkléaiok háló jában atomok a minimális kiónok. A duális 

izomorfia pedig atomnak duális atomot feleltet meg.

A továbbiakban közöljük Slupecki tételét, amit később a Kuz- 

nyecov - tétel igazolásához fogunk felhasználni.

1.5. Slupecki tétele

Legyen f az m /m> 2, véges/ halmazon értelmezett olyan k-vál- 

tozós függvény, amelynek legalább két lényeges változója van, 
és a halmaz minden elemét felveszi függvényértékként.
Jelölje T az m -en értelmezett egyváltozós függvények halma­
zát. Ekkor [fU tJ az. m feletti összes függvényekből áll.

1
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III. FEJEZET

1. NÉHÁNY TÉTEL A VÉGES HALMAZON ÉRTELMEZETT FÜGGVÉNYEK
MAXIMÁLIS KLÓNJAIRÓL

A véges halmazon értelmezett függvényeket és az általuk 

tisztelt reláciéklónokat vizsgálva néhány érdekes megálla­
pítást tehetünk. Ehhez tekintsük először Kuznyecov maxi­
mális kiónokra vonatkozó tételét.

1.1. Kuznyecov tétele

Véges halmazon értelmezett függvényeknek véges sok maximá­
lis kiónja van.

-Bizonyítás: Megmutatjuk, hogy ha két maximális klón külön­
böző, akkor /lényegében/ egyváltozós függvényeik alkotta 

részklónjaik is különbözők. Az utóbbiak éppen az alaphalmaz 

teljes tranformációfélcsoportjának egységelemes részfélcso- 

portjai, és igy véges sokan vannak. Tehát a maximális kiónok 

száma véges.

Legyen M olyan maximális részklón, amely az összes egyválto­
zós függvényeket tartalmazza. Slupecki tétele szerint M le­
galább kétváltozós függvényeinek értékkészlete szükebb, mint 

a tekintett véges halmaz. Az összes ilyen függvények, együtt 

a lényegében egyváltozósokkal, könnyen látható módon kiónt 

alkotnak, amely - ugyancsak Slupecki tétele miatt - maximá­
lis. M tehát egyértelműen meghatározott.

és Ng olyan különböző maximális részklónok,Legyenek most N
amelyek ugyanazokat az egyváltozós függvényeket tartalmazzák.

1

Az előzőek szerint van olyan f egyváltozós függvény, amelyet
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Ж.Л líg nem 'tartalmaz. Vegyünk egy ge ^ függvényt úgy,hogy

■^ckor 1 € • Legyen f az Ж-^-ből és g -bői
vett legkisebb számú függvényekből összetett Ж-^Л Ж2~п kí­
vüli függvény. Ha f/я/ = f1/g -j^/x/, ..,gk /x//, akkor 

®ie^1^^2 m:^J1^en i-re, továbbá f-^C Ж-^, vagy f ^=g e Ж£.
Az első esetben f 6 

azzal, hogy f 4 Ж^ U2 /ui. 

ugyanazok./

Hyertük, hogy Ж-^П Ж2 minden egyváltozós függvényt tartalmaz, 

de ekkor = N2 = И az előző bekezdés szerint, igy Ж^ és Ж2 

nem különbözők.

Kuznyecov tételének érvényes a következő általánositása is.

a másodikban fe Ж2,
Ж-^ és Ж2 egyváltozós függvényei

ellentmondásban

1.2. Tétel

Ha egy véges halmazon értelmezett függvényeknek egy klánját 

végesszámu függvény generálja, akkor a kiónnak véges sok va­
lódi maximális részklónja van.

Bizonyítás:

Jelölje a tekintett kiónt C. Mivel végesen generált, ezért 

alkalmas k-ra már a k~változós függvényei /jelöje ezek hal­
mazát C^/ generálják. Legyen M valódi maximális részklón C- 

ben, a legfeljebb k-változós függvényeinek halmaza. Ekkor 

valódi része -nak. Tekintsük M^. normalizátorát H/M^./-t. 

Mivel M^. tartalmazza a projekciókat, M^— Ж /М-^/j sőt M^H/M^./ 
is igaz, /mert M-beli legfeljebb k-változós függvényekből
M-beli külső függvénnyel összetett függvény is M^-ban van/. 

Másrészt -^/^k/ valódi része C-nek /mert pl, az 

függvényt az /М^-beli/ projekciókra alkalmazva f^ M^ az 

eredmény. így M maximális volta miatt Ж/М-^/я M.

í£Cix \
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Ez mutatja, hogy C különböző valódi maximális kiónjainak 

"k-adik talpa" is különböző^ ilyen talp azonban /halmazunk 

végessége miatt/ csak véges sok van. Ha most C az összes 

függvényekkLónja, akkor Kuznyecov tételének eredeti, Kuznye- 

cov-féle bizonyitását kapjuk.

:

:! t$

-* *4

■**»
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IV. FEJEZET

1. JABLOESZKIJ TELJESSÉGI TÉTELE

1.1. Teljességi tétel

Egy tetszőleges véges H halmazon értelmezett függvények 

egy rendszere akkor és csak akkor teljes, ha nem része 

egyetlen H feletti maximális függvényklónnak sem.

Bizonyitás:

Szükségesség. Legyen G teljes függvényrendszer H felett.
Ekkor definíció szerint [gJ a H feletti összes függvények 

halmaza, ami szintén definíció alapján bővebb a H feletti 

maximális függvényklónok bármelyikénél. Ezzel tehát belát­
tuk, ha egy G függvényrendszer teljes, akkor ő nem része 

egyetlen maximális kiónnak sem.

Elegendőség. Slupecki tétele alapján állíthatjuk, hogy vé­
ges halmazon értelmezett összes függvények kiónjának van vé­
ges generátorrendszere. Ekkor nyilván létezik minimális ge­
nerátorrendszer is. Jelölje az ebbe tartozó függvények hal­
mazát V . Tekintsük ezek után a H feletti függvények kión­
jának egy valódi részklónját, C-t. Megmutatjuk, hogy C ré­
sze valamely maximális valódi kiónnak. Vegyük a C-t tartal­
mazó összes valódi részklónokat. Ezek a halmazelméleti tár­
ta Ima zásra mint relációra nézve rendezett halmazt alkotnak. 

Tekintsük most a C-t tartalmazó valódi részklónok egy láncát. 

A lánc elemei között nincs egyetlen olyan klón sem, amely 

H minimális V generátorrendszerét tartalmazná, hiszen az az 

összes függvények halmazát generálná. Valódi részklónok egy 

láncának egyesítése egyrészt maga is klón, másrészt nem le­
het a H-n értelmezett összes függvények kiónja, mert akkor 

tartalmazná V-t, s igy a lánc valamelyik tagja is tartalmazná
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/a véges/ V összes elemét, ami, mint láttuk, lehetetlen.

Nyertük, hogy a C-t tartalmazó valódi részklónok tartalma- 

zás szerint rendezett halmaza eleget tesz a Zorn-lemma 

követelményeinek. Ezért a G-t tartalmazó valódi részklónok 

között van maximális, amely egyszersmind maximális klón H 

felett.

Legyen ezek után G a H feletti függvények olyan rendszere, 
amely nem része egyetlen maximális valódi kiónnak sem. 
Tekintsük a £g"J függvényhalmazt. Nyilvánvaló, hogy G^ [g}. 
Éhből adódóan [gJ nem lehet része egyetlen H feletti maxi­
mális valódi kiónnak sem. Márpedig az előbb láttuk be, hogy 

minden valódi klón része valamelyik maximális valódi kiónnak. 

Ebből következően Lg) nem lehet más, mint a H feletti összes 

függvények kiónja. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy G teljes 

függvényrendszer.

E fejezet további részében és a következő fejezetekben a 3 

halmazon értelmezett függvények maximális kiónjait fogjuk 

vizsgálni.

1.2. Jablonszkij teljességi tétele

A 3 halmazon értelmezett függvények egy kiónja akkor és csak 

akkor maximális, ha a következő 18 klón egyike:

rendezést tisztelő függvények kiónja.

rendezést tisztelő függvények kiónja.

rendezést tisztelő függvények kiónja.

1. A 0 < 1 < 2

2. A 0 < 2 < 1

3. Azl 4 0 < 2

x /=a^x^+ +anxn+b /mod 3/4. A lineáris /azaz f/x
alakban előállítható/függvények kiónja.

л •n1

5. A 3 ciklikus permutációját /azaz a \j031/,/1,2/,/2,0/J 

relációt/ tisztelő függvények /az un. önduális függvé­
nyek/ kiónja.
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6-8* A 3 halmaz nemtriviális ekvivalenciáit tisztelő 

függvények klánjai.

9-14.A 3 halmaz egyelemü és kételemű részhalmazait tisz­
telő függvények kiónjai.

15. A 32\[/0,l/, /1,0/} 

kiónja.
16. A {/0,2/, /2,0/J

klánja.
17. A 3 2\ [/132/, /2,1/J relációt tisztelő függvények

klánja.
18. Az összes egyváltozós függvényekből és a 3-nál szü- 

kebb értékkészletü függvényekből álló klón /az un. 
Slupecki-klón/.

relációt tisztelő függvények

relációt tisztelő függvények

IV.1.1. alapján egy G függvényrendszer pontosan akkor lesz 

teljes, ha tartalmaz legalább olyan függvényeket, amelyek 

rendre e 18 osztályon kivül esnek. Másképpen, G-nek van 

olyan eleme, ami nem monoton, nem lineáris, nem önduális, 

nem tiszteli a 3 halmaz nemtriviális ekvivalenciáit, nem 

tiszteli 3. egyelemü, kételemű részhalmazait, nem tiszteli
i, j€ 3 , 1/ j halmazokat, végezetül 

nem eleme a Slupecki-klénnak. Természetesen ezen függvé­
nyeknek nem szükséges páronként különbözőknek lenni.

32\ l/l , j /, /j, i/j ,

A IV.1.2. tétel bizonyításának könnyebb része a felsorolt 

18 kién maximális voltának bizonyítása. A nehezebb rész 

annak igazolása, hogy az ezektől különböző klánok nem maxi­
málisak. A következőkben erre a tényre adunk uj bizonyítást. 

Ebből a célból a 18 klón talpát - amelyek 3 transzformácié- 

monoidjai - felírjuk. A 3. halmaz ezektől különböző transz­
formációmonoid jai mindegyikéről kimutatjuk, hogy nem lehet
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maximális klón talpa. A 18 klón osztályozható aszerint, 

hogy átvihetők-e egymásba az alaphalmaz transzformációjá­
val vagy sem. Ezen osztályozás alapján 3 egyelemü 5 három­
elemű osztályt kapunk: 1-3, 6-8, 9-11, 12-14, 15-17 a há­
romelemű osztályok, mig 4?5 és 18 az egyelemüek.

2. A BIZONYÍTÁS ALAPÖTLETE

Tekintsük a 3 halmaz egy, a Slupecki-klóntól különböző C 

maximális kiónját. Ennek talpa legyen T, amely nem tartal­
mazza az összes egyváltozós függvényt. Vizsgáljuk meg, mi­
lyen kapcsolat van N/T/ és C között.

Az egyváltozós függvények közül pontosan a T-beliek tartoz­
nak N/T/ -be /mivel T tartalmazza az identikus függvényt/.
A G-beli függvények mind N/T/-be tartoznak, hiszen C klón.
A többváltozós függvények közül N/T/-be nem tartozhat C- 

hez nem tartozó függvény, mert különben N/T/ - C maximális 

volta miatt - az összes függvényekből állna, igy talpa nem 

lehetne T. Nyertük, hogy N/T/ = C, vagyis bármely a Slupecki- 

klóntól különböző maximális klón megegyezik saját talpának 

normalizátórával.

Másrészt, T 2 transzformációinak egy halmaza.

у= fcl , akkor T ábrázolhatóHa T 5 • • 5

t2t . • .1
00 akoa jelenti j/e 2/ 

képét a t^ leképezés mellett.

alakban, ahol a2o
1 1 akla 21

22 ak2a22
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Táblázatunk oszlopai 3 - bél képzett elemhármasok, ezen osz­
lopok összessége 3-on értelmezett X háromváltozós reláció.
Ha í függvény 3-on, akkor a következő két állitás ekviva- 

lens /N/Т/ és a reláció-tisztelés definíciója szerint/:

/1/ f N/T/ -hez tartozik, 

f tiszteli X _t./2/

A Bodnarcsuk-Kaluzsnyin-Kotov-Romov-tétel korolláriuma alap­
ján ekkor aTáltal generált relációklón minimális /mivel N/T/ 

maximális klón/.

relációból megengedett müvele-Ha tehát а /Т által megadott/ 

tekkel előállítható olyan nemdiagonális reláció, hogy 6 _
ból hasonló módon X nem nyerhető, azaz^nem;-minimáiis kiónt
generál, akkor C/-N/T// nem lehet maximális.

Egy relációklón nem-minimális voltának szükséges és elegendő 

feltételét megfogalmazhatjuk a következőképpen is:

2.1. Tétel
Egy LTJ relációklón pontosan akkor nem-minimális, ha létez- 

olyan § eiXl k-változós és d& ÍX]£-változós nemdiagoná-nek
lis relációk, valamint olyan <\3jE_) algebra, hogy § rész­
algebrája <3i k - nak, de 6 részalgebrája -nem
nek.

Megjegyzés; (d lehet maga X is.
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3. A BIZONYÍTÁS módszere

A következőkben hozzáfogunk a kitűzött tétel bizonyításához« 

Az igazolást a következő lépésekben végezzük el.

3.1. Tekinteni fogjuk a 3 halmaz összes lényegesen különböző 

monoidját, azaz azokat, amelyek az alaphalmaz transzformádó- 

jával egymásból nem nyerhetők. Ahogy ez Székely Zoltán {jzj 
dolgozatából kiderül, 160 ilyen monoid létezik. A monoidokat 
Székely Zoltán dolgozata alapján sorszámoztuk, s tőle vettük 

át az elemhármasok praktikus jelölését is. Ennek lényege a 

következő: a 3 halmazon 27 egyváltozós függvény definiálha­
tó. Legyen például 0i-> a, l*-> b, 21-» c, ahol a,b,c„6 3. Ha 

ezek segitségevel képezzük az a.3 + b . 
akkor minden esetben egy [О; 2б] -ba eső egész számot kapunk. 
/Természetesen különböző függvények esetében különbözőt./ 

Ezekkel a számokkal tehát a függvények jelölhetők. A 3 halmaz 

lényegesen különböző monoidjai a következők;

3 + c kifejezést,

1. 5
2. 0 5
3. 0 5 13
4. 0 5 13 26
5.2 5
6. 0 2 5
7. 2 5 26
8. 0 2 5 13
9- 0 2 5 26
10.0 2 5 13 26
11.0 1 5
12.0 1 5 13
13.0 1 5 13 26

14. 5 7
15. 0 5 7
16. 5 7 13 26
17. 0 5 7 13 26
18. 4 5 9
19- 0 4 5 9 13
20. 0 4 5 9 13
21. 2 5 8
22. 0 2 5 8
23. 0 2 5 8 26
24. 0 2 5 8 13
25. 2 5 14

26

26

г.
híhi A-чо
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26. 2 5 14 26
27. О 2 5 13 14
28. О 2 5 13 14 26
29. О 1 2 5
30- О 1 2 5 13
31. 0 1 2 5 13 26
32. 0 1 3 5
33- 0 1 3 5 13
34. 0 1 3 5 13 26
35. 0 1 4 5
36. о 1 4 5 13
37. О 1 4 5 13 26
38. о 2 3 5
39. 0 2 3 5 13
40- О 2 3 5 13 26
41. 4 5 7 8
42. О 4 5 7 8
43- 4 5 7 8 13 26
44- 0 4 5 7 8 13 26
45. 0 1 5 12 13
46. о 1 5 12 13 26
47. О 1 5 13 14
48. О 1 5 13 14 26
49- О 1 2 4 5
50^ 0 1 2 4 5 13
51. 0 1 2 4 5 13 26
52. 2 58 18 24
53. 0 2 5 8 18 24 26
54. 0 2 5 8 13 18 24 26
55. 2 5 14 24 25
56. 0 2 5 13 14 24 25 26

■>4
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57. О 1 2 3 5
58. О 1 2 3 5 13
59. О 1 2 3 5 13 26
60. О 1 3 4 5
61. О 1 3 4 5 13
62. О 1 3 4 5 13 26
63. О 1 2 3 5 6
64. О 1 2 3 5 6 13 26
65. О 1 2 4 5 8
66. О 1 2 4 5,8 13 26
67. О 2 3 5 10 13
68. 0 2 3 5 Ю 13 26
69. 4 5 7 8 9 18
70. 0 4 5 7 8 9 13 18 26
71. 5 7 14 16 23 25
72. 5 7 13 14 16 23 25 26
73. 0 5 7 13 14 16 23 25 26
74. 5 7 13 17 22 26
75. 0 5 7 13 17 22 26
76. о 1 2 5 12 13
77. 0 1 2 5 12 13 26
78. о 1 2 5 13 14
79. 0 1 2 5 13 14 26
80. 0 1 3 5 12 13
81. 0 1 3 5 12 13 26
82. о 1 4 5 13 14
83. 0 1 4 5 13 14 26
84. 0 1 2 3 4 5
85. 0 1 2 3 4
86. о

5 13
1 2 3 4 5 13 26
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#
87. О 1 4 5 9 12 13
88. О 1 4 5 9 12 13 26
89. О 1 3 5 12 13 14
90. О 1 3 5 12 13 14 26
91. 0 2 3 5 12 13 14
92. 0 2 3 5 12 13 14 26
93. 0 1 2 3 5 12 13
94. 0 1 2 3 5 12 13 26
95. 0 1 2 5 12 13 14
96. о 1 2 5 12 13 14 26
97. 0 1 3 4 5 12 13
98. 0 1 3 4 5 12 13 26
99. 0 1 2 3 5 6 7

100. 0123567 13 26
101. 0 1 4 5 13 14 17 26
102. 0 1 2 5 12 13 24 26
ЮЗ- 0 1 2 4 5 9 12 13
Ю4. О 1 2 4 5 9 12 13 26

5 9 13 14 25 26
2 3 5 Ю 12 13
2 3 5 10 12 13 26
2 3 4 5 6 8
2 3 4 5 6 8 13 26

5 7 8 13 17 22 26
5 7 8 13 17 22 26
2 3 5 12 13 14
2 3 5 12 13 14 26

114. О 1 3 4 5 12 13 14
1 3 4 5 12 13 14 26
2 5 6 13 16 20 23 26

117. О 1 3 4 5 9 Ю 12 13
3 4 5 9 Ю 12 13 26

105. О 4 

Юб. О 1
107. О 1
108. О 1 

Ю9. О 1
110. 4
111. О 4
112. О 1 

ИЗ- О 1

X

115. О
116. о

118. О 1
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119. О 1 2 3 5 12 13 24 26
120. 012345678
121. 012345678 13 26
122. 0 1 2 4 5 9 12 13 14
123. 0 1 2 4 5 9 12 13 14 26
124. 0 1 2 3 4 5 12 13 14
125. 0 1 2 3 4 5 12 13 14 26
126. 0 4 5 9 13 16 17 22 23 26
127. 0 1 2 4 5 8 13 14 17 26
128. 0 1 2 5 12 13 14 24 25 26
129. 0 1 4 5 9 12 13 14 25 26
130. 0 1 2 3 4 5 9 Ю 12 13
131. 0 1 2 3 4 5 9 Ю 12 13 26
132. 0 2 3 5 6 8 10 13 20 26
133. 0 2 3 5 6 10 13 16 20 23 26

22 23 25 26
17 22 23 25 26

13 17 18 22 26 

5 9 Ю 12 13 14
5 9 Ю 12 13 14 26

12 13 14 16 23 25 26
6 10 12 13 20 24 26

12 13 14 24 25 26
10 13 18 20 24 2 б

5 12 13 14 24 25 26

134. 5 7 13 14 16 17
135. 0 5 7 13 14 16
136. 04789
137. 0 1 2 3 4
138. 0 1 2 3 4
139. 0 1 3 5 Ю
140. 01235
141. 0 1 2 4 5 9
142. 023568
143. 01234
144. 4 5 7 8 13 14 16 17 22 23 25 26

5 7 8 13 14 16 17 22 23 25 26
2 3 5 6 7 Ю 12 13 20 24 26

5 9 Ю 12 13 14 25 26
13 14 16 17 18 22 23 25 26
10 12 13 14 16 20 23 24 25 26
10 12 13 14 16 17 22 23 25 26

í> *

145. 0 4
146. 0 1
147. 01234
148. 0 4 5 7 8 9
149. 0 1 2 3 5 6
150. 013459
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4 5 6 7 8 9 10 12 13 18 20 24 26
5 6 7 Ю 12 13 14 16 20 23 24 25 26
4 5 6 8 9 Ю 12 13 14 16 17 18 20

151. 0123
152. 0123
153. 0123

22 23 24 25
154. 0123 

20 22 23

26
4 5 6 7 8 9 Ю 12 13 14 16 17 18
24 25 26

3 ciklusú ciklikus permutácitót tartalmaznak:

155. 5 15 19
156. 0 5 13 15 19 26
157. 5 7 11 15 19 21
158. 0 5 7 11 13 15 19 21 26
159. 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 13 14 15 16 17

18 19 20 22 23 24 25 26
160. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

3.2. A 160 monoid közül kivesszük a maximális kiónok tal­
pait. Koráiban láttuk, hogy a 18 kiónnak van egy osztályozá­
sa, ami alapján 8 osztályba sorolhatók, ahol egy osztályba az 

egymásba 3 permutációjával átvihető kiónok esnek.
A nyolc osztálynak tekinthetjük azon reprezentánsát, amely­
nek talpa a fent említett 160 monoid között található.

3.3. A visszamaradt 152 monoidot hármováltozós relációként 

kezeljük. Minden egyes relációból származtatunk olyan § és
6^ relációkat, amelyekhez egy megfelelő <^3, f1У algebrát ta­

lálva IV.2.1. alapján igazolni tudjuk, hogy az adott monoid 

nem lehet maximális klón talpa.
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4. A 2 HALMAZ PIT ÉRTELMEZETT FÜGGVÉNYEK MAXIMA LIS

KLÓRJAINAK EGYVÁLTOZÓS RÉSZKLÓRJAI

Monoton függvények

4.1. О < 1 < 2 127.

О 1 2 264 5 8 13 14 17
О О О О О О О 1 1 1 2
1 О О О 1 1 2 1 . 1 2 2

О2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

4.2. О <2 < 1

бО 263 4 9 8 13 22 23
О О О О О О О 1 2 2 2
1 О 1 1 1 2 12 1 1 2
2 О О 1 2 О 2 1 1 2 2

4.3. 1 < О < 2

О 2 5 263 12 13 14 20 23
О О О О О 1 1 1 2 2 25

1 О о 1 1 1 1 1 о 1 2
2 О О 22 О 1 2 2 2 2

Lineáris függvények 158.
4.4.

О 265 7 11 13 15 19 21

О О О О 1 1 1 22 2
1 О 1 2 О 1 2 О 1 2
2 О 1 22 1 О 1 О 2
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Önduális függvények 155.

4.5.
5 15 19

0 0 1 2
1 1 02

02 12

Osztályozást tisztelő függvények 148.

1(0} ,4.6.

16 260 5 84 7 9 13 14 17 18 22 23 25

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
1 0 1 1 2 0 12 1 2 2 0 11 2 2
2 0 1 2 1 2 0 1 12 2 0 1 1 ■2 2

• [W > Í0.2}j4.7

6 260 5 8 102 3 13 18 2120 22 23 24

0 0 0 0 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 21 - *• -
1 0 0 1 1 2 0 1 0 0 12 1 1 2 2

0 02 02 2 2 1 1 0 10 2 02 2

• {й i (0,1))4.8 *t

260 1 2 3 4 5 9 10 11 12 13 14 24 25

0 0 0 0 0 0 0 1 1 11 1 1 2 2 2
1 0 0 0 1 1 0 0 11 0 1 1 2 2 2
2 0 1 0 1 2 0 12 2 0 _1 2 0 1 2
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Részhalmazt tisztelő függvények

4.9. 120.

0 1 2 63 4 5 7 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 2 2 2
2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

4.10.

3 4 5 12 13 14 21 22 23

0 0 0 0 1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 1 2 0 1 02 1 2

4.11. [2}

2 5 8 11 2614 17 20 23

0 0 0 0 1 1 1 2 2 2
1 0 1 2 0 1 02 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4.12. {0,1}

0 1 2 3 4 5 9 10 11 12 13 14

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 0 0 • 0 1 1 1
2 0 12 0 12 0 1 02 1 2
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[о-2]4.13.

6 26О 5 8 18 20 242 21 233
0 0 0 0 0 0 0 22 2 22 2
1 0 1 о 1 1о 1 2 0 22 2

0 0 2 0 02 2 0 2 2 2 0 2

3.2]4.14. 144.

261687 13 14 17 22 23 254 5
10 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 21 1 2 1 22 2
11 2 1 1 22 2 1 1 2 22

4.!5. 32\ {(0,l)i- (1,0)}

13 14 166 18 22 23170 8 11 2о2 5
1 1 1 1 2 2 2 20 0 0 0 0 0 1

0 1 12 0 1 1 2 01 0 о 1 22
11 0 2 22 0 2 2 0 2 2 1 2 2

25 2624
0 2 2 2
1 2 2 2

0 12 2 ■ '*

32\[(0,2), (2,0)}4 • 16.

10 3 4 5 9 Ю 12 13 1614 17 21 22
0 0 0 О 1о 1о 1 1 1 1 1 2 2
1 10 10 1 1о 1о 1 2 2 1 1
2 0 1 0 1 2 0 1 10 2 1 2 10
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2623 25

2 2 2О
1 1 2 2
2 2 1 2

4.17. f\ {/1,2/, /2,1/) 151.

6 9 Г 1о1 в2 3 4 5 7О 18 24 2612 13 20
0 0 0 0 1о о 1 1о о 1 20 0 2 2 2
1 1 10 1о 2 2 20 1 10 2 20 0 0
2 1 2 1 20 1 20 1о 1о 2 20 0 0

160.Slupecki-osztály
i

4*18.А 3 halmazon értelmezhető 27 egyváltozós függvény minde­
gyike idetartozik.

л



- 34 -

v. FEJEZET

Ahogy korábban is említettük, a l6o lényegesen különböző 

monoid közül 8 talpa valamelyik maximális kiónnak. A megma­
radt 152 egyváltozós részklónról kell bebizonyítanunk, hogy 

nem lehet maximális klón talpa. Célszerű ezeket csoportosí­
tani aszerint, hogy melyekről mutatható ki hasonló módon 

nem-maximális voltuk.

1. Első csoport

Egyváltozós relációk származtatásával megoldhatók csoportja. 

Sorszám: 1,2,5,6,7, 11, 14, 21, 22, 29, 32, 35, 38, 49, 57, 
6o, 84.

A felsorolt háromváltozós relációkból a következő egy-1.1.
változós relációkat alkothatjuk meg.

<0 = {b,cj , ahol a,b,cé 3 , a / b,s- H > a / c
/b és c nem feltétlenül különbözők/. Az f függvény művelet-
táblázatát úgy töltjük ki, hogy f /а,a/ = a legyen, azazf 

tisztelje § -t, de f/C> x <o / f) (b, ej = 0 , amiből következik 

hogy f nem tiszteli (o -t. Ezzel a kiindulási relációból meg­
engedett relációmüveletek segítségével.két olyan nem-diagoná- 

lis relációt származtattunk, melyek egyikét tiszteli f, má­
sikát nem, ami azt jelenti, hogy az adott monoid nem lehet 

maximális függvényosztály talpa.

Nézzük meg ezt a következő konkrét példán.

1. 5

§ = T0 - [o}

- Ы
о 0

T: 1 1
2 2
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Tekintsük a következő kétváltozós függvényt:

0 12

f: 0 0
1 2
2

nyilvánvaló, hogy a § eleméből képzett elempáron a függ­
vényérték 0, hiszen f/0,0/=0. Ez azt jelenti, hogy f tisz­
teli § = XQ -t. Hasonló módon látható, hogy f/1,1/ = 2 miatt 

tiszteli 6" ='1 -et. így tehát, mig (j; f) -nek (XQi 
részalgebrája, addig f) nem az. Ezzel előállítottuk a 

kivánt algebrát és relációkat, és bizonyítottuk, hogy a vizs­
gált egyváltozós részklón nem lehet maximális függvényosztály

nem

talpa.

Az igazolást az ezt követőekben is ugyanígy végezzük el. Ter­
mészetesen a továbbiakban a mostani részletes magyarázatot 
elhagyjuk, csupán közöljük a származtatott relációkat, a meg­
felelő f függvény müvelettáblázatát, és rámutatunk arra,hogy 

mely elem -n-esen áll fenn az ellentmondás. Az f függvény 

mülettáblázatát mindig csak a szükséges mértékben töltjük 

ki. Az üresen hagyott helyekre a 3 halmaz bármely eleme be­
írható.

1.2.
'*1 2. 0 5

= í°]0 0 0
Г: 1 0 1

* $0,1}0 22

0 12

f/0,0/ = 0f: 0 0
1 2

f/l,l/= 22
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5. 2 •5 ■ •

? = T0 

6^1

О О о
Г: 1 1О

= [о, 1}2 2 2

0 12

f: 0 0 f/1,1/ = 2
1 2
2

б. 2 50

?=г00 0 о о
X : 1 10 о

2 2 20

1 20

f: 0 0 f/1,1/ = 2
1 . 2
2

7. ..2-6. 2 ■5 ■

s =t2

<э = Х u0

20 0 0

X *1 1 20
t2 2 2 2

1 20

f/0,2/ = 1f: 0
1

1 22

11. 510

'счЛs-x0о о о о /ъ
V 'Л

X : 1 П1о о с IV '•г 1 20
..
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1 2О

f : О f/1,1/ = 2О
21

2

14. ■5 •7......

?=г0О О о
Т: 1 21

2 2 1

0 1 2

f : f/1,1/ = ОО О
1 о
2

21. 2 5 8

§ =ТоО О О О
г 1 1 2О:

6=Х2 2 2 2 2

О 1 2

f : f/2,2/ = ОО О
1
2 О

22. ■2- ■ 5....8• О

б=Т2

О О О о о
Т : 1 1 2О О

2 2 2 2О

О 12

f : О f/2,2/ = 1О
1

2 1
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38. 2 •3- ■5О

?=t0О О о о о
%1 1 1 1о о

2 0 2 0 2

0 12

f s f/1,1/ = 20 0
1 2
2

49- 1 2 4 50

о о о о о о о
Т* 1 1 1 ■о о о

2 1 2 1 20

0 12

f : О f/1,1/ = 2О
1 2
2

57. 1 ■ '■2- '•■'3- •5О

^тоО О о о о оS

1г : 1 1О О О
2 1 2 0 2О

0 1 2

f : О О f/1,1/ = 2
1 2
2
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6o • 4 51 30

<з = Хг

О О о о оо
X : 11 11 О о

0 1212 О

О 1 2

f/1,1/ = 2f : ОО
21

2

84- ■1 ■ 2 31-4- 5■ О

О о о о о о о
X 1 1 1 1оо о:

2 1 2 1 2О О

0 12

f : f/1,1/ = 2О О
1 2

2

2. Második csoport

Sorszám*. 4,10, 13, 28, 34, 4о, 46, 48, 56, 62, 81, 83, 92, 
55, 31, 51, 59, 79, 86, 37

Kivételek: 128, Ю1, 133, 134

A felsorolt relációk mindegyikéből származtatható a
reláció. A T alaprelációk 

egyike sem tartalmazza a /0,0,0/, /0,0,1/ vagy /0,0,2/ hár­
masok valamelyikét.

2 >., 1.
§ = {/0,0/,/0,1/,/1,1/, /2,2/]
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Ekkor az alkalmas f függvény értéktáblázata a következő:

0 12

f: 0 0 0 

0 0
a!

1 a
2 0a a

ahol a = 1 vagy a = 2 aszerint, hogy X a /0,0,1/ vagy a 

/0,0,2/ hármast nem tartalmazza. Könnyen belátható £/% xf’ 
azaz a függvényünk § ~t tiszteli.

Ugyanakkor f/0,0,0/x/0,1,2//= /0,0,а/4т a megfelelő defi­
niálása esetén, ami azt jelenti, hogy f nem tiszteli^-t.
А IV.2.1. pontban említett (o reláció itt egybeesik а X alap­
relációval. Ezzel igazoltuk, hogy a vizsgált monoid/ok/ nem 

lehet/nek/ maximális klón talpa/i/.
Nézzünk itt is egy konkrét esetet:

2604. 5 13

§ ol=[/0,0/,/0,l/,/l,l/,/2,2/]0 0 0 1 2
T : 1 0 1 1 2

2 0 22 1

0 12

f//0,0,0/x/0,1,2//=/0,0,2/ Ф xf: 0 0 0 2
1 0 0 2 

2 2 02

2.2. A továbbiakban megadjukgelőállítási módját, a értékét, 

lo. 2650 132

? =T210 0 0 0 olX '• i 20 1 10
a = 10 2 2 1 22
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2613. О 1 5. 13
о о о о 1 2 о1
1 О О 1 1 2

О 12 2 1 2 а = 2

2628. О 5 13 142

% =ТГО о о о 1 1 2 о1
Т: 1 О О 1 1 1 2

2 О 2 1 22 2 а = 1

2634. 0 13 5 13

то о о о о 1 2 о = о1
Т : 1 0 0 1 1 1 2

02 1 0 12 2 а = 2 *

5 13 2637. 0 1 4

S« то о о о о 1 2 о 1
^ : 01 о 1 1 1 2

0 112 2 1 2 а — 2

2640. 0 2 3 5 13

? = 17о о о о о 1 2 о1
X : 1 0 0 1 1 1 2

02 2 0 2 1 2 а-= 1 #

46. 260 1 5 12 13
о о о о 1 1 2 о 1Т: 1 0 0 1 1 1 2

2 02 0 1 1 2 а = 2
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48. 26О 1 5 13 14
о о о § «то 1 1 2 о1

Г: 1 О О 1 1 1 2
О 1 22 1 2 2 а « 2

56. 26О 2 5 13 14 2524
о о о о 1 1 2 2 2 о1

Т: 1 О О 1 1 1 2 2 2
О 2 122 2 О 1 2 а = 1

62. 26О 1 3 4 5 13
о о о о о о 1 2 о1

Г: 1 ОО 1 1 1 1 2
О 10 12 2 1 2 а = 2

260 1 381. 5 12 13

§ = т0 0 0 0 1о 1 2 о1
Т: 1 0 0 1 1 1 1 2

0 1 22 а = 22Ö 0 1
2683. 0 14 5 13 14

о о о о о 1 1 2 о1
Т: 1 0 0 1 11 1 2

0 1 1 22 1 а = 22 2

26092. 2 3 5 12 13 14

S Ло о о о 2о 1 1 1 о1
Г: 1 0 0 1 1 1 1 1 2

0 а 10 2 0 1 22 2 2

14 242 2555. 5
63 X10 0 0 2 2 О =: о1

X: 1 1 2 20 1
а = 1102 2 2

1//0,0,2/ х /03132//=/0,0,0/4 Т 

Az ellentmondás itt a fenti elemhármasok segitségével mu­
tatható ki. Erre a változtatásra azért volt szükség mert
/о,о,о/4т.

2
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A következő öt monoidból a Ve2.1. pont alatt megadott § re­
lációt származtattuk. A felhasznált f függvény azonban 

eltér az ott definiálttól, tekintettel arra azonban, hogy 

a következőkben alkalmazott f függvény értéktáblázatának 

szerkezete a korábban látottéval egyező, ezért ezeket is 

itt tárgyaljuk. Az eltérésre az kényszeritett bennünket, 
hogy ezen monoidok mindegyike tartalmazza a /0,0,1/, /0,0,2/ 

hármasokat.

2631. 0 1 2 135
0 0 0 0 0 21

% 1 00 0 1 1 -2
1 20 2 12 2

0 12

§ =T110 

110 

0 0 1

f: 0 ol
1
2
f//0,0,0/x/03l,2// = /1,1,0/^T

Az ellentmondást a további négy monoid esetében is 

a fenti elemhármasok segítségével mutatjuk ki.

260 1 2 5 1351. 4i
S = ^0 0 0 0 0 1 20 olx. 1 1 1о о о 1 2

10 1 2 1 2 22

2613559. 0 1 2 3
20 0 10 00 0 ol

X: 1 20 1 11 00
2 1 22 00 12
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14 2679. О 1 2 5 13

§ =xо о о о о 1 1 2 о1Т : 1 О О О 1 1 1 2
О2 1 2 1 2 22

86 • 26О 1 - 2 3 4 5 13
о о о о оо о 1 2 о1

Т: 1 О О о 11 1 1 2
2 О 1 2 О 1 12 2

2.3« Kivételek '

26128. О 2 51 12 13 14 24 25
§ = ХО О О о о 1 1 1 2 22 о1

X: 1 О О G 1 1 1 1 2 2 2
2 О 12 2 О 1 О2 1 2

korábbi § relációt származtattunk. Те-Е monoidból is а 

kintettel arra, hogy "C a /0,0,1/, /0,0,2/, /1,1,0 / hárma­
sok mindegyikét tartalmazza, ismét más f függvényt kellett
keresnünk. Ennek szerkezete is eltér a korábbiakétól, ezért 

szerepel "Kivételek" cimszó alatt.

0 12 ■

f: 0 0 11 

111 

111
1

‘ 2

f nyilván tiszteli X -et, ha annak elemeiből képzett pá­
rokon az /1,0/ értéket nem veszi fel. Ezt azonban nem teheti, 
-mert ahhoz legalább két 0-ra végződő párnak kellene X 

előfordulni, s csak egy van.

о 1

-benol
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Ugyanakkor f//О,0,O/x/O,1,2// = /0,1,1/^Т.

133« és 134« monoidokból ugyan más kétváltozós relá­
ciót származtattunk, de a megfelelő f függvény szerkezete 

hasonló a 128-nál látottéhoz, ezért ezeket is itt tárgyaljuk.

A 101 X ’

26101. 0 1 4 5 13 14 17
0 0 0 0 0 1 1 1 2

'T •' 1 0 1 1 10 1 2 2
0 112 1 22 2 2

Aliitsuk-
szűk ki azon elem-6-osokat, amelyekben a harmadik és negye­
dik helyen álló elemek egyezők

</ =5 X x X hatváltozós relációt, s válasz-elő az

fi -d ÍZ,3}Л°)М.Ы,{5}
о 0 0 0 0 0 0 0 1 1 10 0 1 1 2
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 2 2
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 11 1 2 2 2
0 20 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 2 21
0 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 20 2 2 2

2 10 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 22 2

Legyen 0}5 -[/0,0/, /0,1/,/0,2/,/1,1/,/1,2/,/2,2/],
f pedig:

0 12

f//),0,0/x/0,l,2// - /0,2,2/ф Tf: 0 0 2 2 

2 2 21
2 2 2 2

26166 2010 235 13133. 0 2 3
2 21 . 10 0, 10 20 0 0

X : 1 0 1 22 20 110 0 1
2 21 21 12 0002 2
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= í/0,0/,/0,1/,/0,2/, /1,1/,/2,2/)T:ol

0 12

f//0,0, О/х/0,1,2//= /0,2,2/фхfi о 0 2 2 

2 2 2 

2 2 2
1
2

16 26134. 5 7 13 14 .17 22 23 25

0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2

Т: 1 1 12 1 12 2 1 2 2
12 1 1 2 12 2 2 1 2

= [/0,1/,/0,2/,/1,1/,/1,2/,/2,1/, /2,2/]тol

0 12

£//0,1, 2/х/О, 2,1// = /0,2,2/^f: 0 0 2 2 

2 2 2 

2 2 2
1
2

3. Harmadik csoport

Sorszám: 17,24,100 

Kivétel: 66, 118

3.1» Ezen háromváltozés relációk mindegyikéből a § « [/0,0/,/0,1/, 

/0,2/,/1,1/,/2,2/| kétváltozós relációt származtattuk.
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Némi számolással ellenőrizhető, hogy a

0 12

0 0 0 

0 0
a

1 a
2 a a a

tipusu értéktáblázattal definiált f függvény tiszteiig*-t 

a = 1 és a

/Nyilván, hiszen a fenti függvény csak akkor vezetne ki§ - 

hói, ha annak elemei között legalább két 2-sel kezdődő er­
lern volna/.
Ugyanakkor relációnak találnak olyan elemeit, amelyek
segítségével igazolható, hogy f nem tiszteli X -t.

2 esetben.

3.2.

2617. 0 75 13

s-t0 0 0 10 2 olX : - 1 0 1 2 1 2
0 1 12 2 2 a = 2

f/0} 1,2/x/0,2,1// = /0,2,2 Afx

260 824. 2 5 13 *

$о о 0 0 0 1 2 ol
X: 1 20 0 1 1 2

2 10 a = 12 2 2 2

f//0,0,0/x/0,1,2// = /0,0,1/^ X
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б 26100. 0 1 2 5 7 133

$ = То о о о о о оо 1 2 Ol
1 о о о 1 11 2 2 2

0 1 2 0 0 1 12 2 а Ф 22

f//0,1,2/х/0,2,1// - /0,2,2/^ X

3.3. Kivételek

А 3definíciója alapján е csoportba tartozik а 66. monoid is. 

Ez azonban tartalmazza a /0,0,а/, /0,a,a,/ a€ £l,2j hárma­
sok mindegyikét, ezért más f függvényt kellett konstruál­
nunk.

2666* 5 8 130 1 2 4
20 0 0 0 0 0 0 1

'X i 1 21 0 0 0 1 1 2
10 12 1 22 2 2

0 1 2

0 0 0 

0 0 2 

0 2 1

f: 0 tol
1
2

i//03l,2/x/2,2,2//=/0,2,l/|7

Könnyen ellenőrizhető, hogy f valóban tiszteli 3 -t.
A 118.monoidot is itt tárgyaljuk. A belőle származtatott 

§ reláció ugyan különbözik a fentiektől, de a felhasznált 

f függvény táblázatának szerkezete megegyezik a 3.1« pont­
ban definiálttal.
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26118. 0 1 9 10 123 4 5 13

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 2

Т: 1 0 о1 о о 1 1 1 1 2
0 1 0 12 0 1 02 1 2

0 12

S =Тfi 0 112 

112 

2 2 2

о1
1

f//0,0,0/х/0,1,2//= /1,1,2/4Х2

2610 135 9 12131. 0 1 2 3 4

10 0 0 1 1 20 0 0 0 1
10 1 1 о о 1 21 о о 1

о 1 22 0 2 0 1 2 0 11

0 12

§ = Гfi о 112
112

о1
1

f//0,0,0/х/0,1,2//=/1,1,2/4 ^2 2 2 2

*
4. Negyedik csoport

Sorszám: 3,8,9,12,23,25,27,30,33,36,39, 45>47> 50, 58,61, 
76,78, 80,82,85,91

§ = £/а,а/,4.1. Ezen háromváltozós relációk mindegyikéből а 

/a,b/,/b,b/J kétváltozós relációt alkottuk meg. 
/a,b € 2, a/b/
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elemeiből képzett párok a 22 hal-
Ha az f függvényü nk értéktáb-

b telje­
sül, akkor f tiszteli a S relációt. Az értéktáblázat kitöl­
tését folytassuk úgy, hogy f ne tisztelje-a <o = T relációt. 

Ezzel igazoljuk, hogy a fenti monoidok nem lehetnek maximális 

klánok egyváltozós részklónjai.

Elég kézenfekvő, hogy § 

máz elemei, ahol 2 = [a,bj . 
lázatát úgy töltjük ki, hogy f/22/ = a vagy f/22/ =

4.2.

0 1353.
0 0 0 1

Г i 0 1 1:
02 12

0 12

§f: 0 0 0 

0 0 2
ol

1
f//1,1, l/x/0,1,2//= /0,0,2/^Г2

0 138. 2 5
0 0 0 0 1

T í о 0 1 1:
02 2 2 1

0 12

оf: 0 0 1 ol
1 0 0

f//0/0,0/x/0,1,2//=/0, QL/4 T2
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269. О 2 5
О О О О 2

Г** 1 0 о 1 2
2 О 2 2 2

0 12

§ =гf: о 0 2 0 о2
1

£//0,0,0/х/0,1,2//=/0,2,0/^ X2 0 0

12. 0 1 135
0 0 0 0 1

Ts 1 о о 11
2 О 1 12

0 12

£ =т£: О 0 0 2 

О О
о 1

1
£//0,О,О/х/О,1,2//-/0, О, 2/^ X2

26О 5 8223.

О О О ОО 2
Т : 1 , О О 1 2 2 г

О2 2 22 2

0 12

^ " ^02

£//О, О, О/х/0,1,2//=/2,1,2/фг

О 2 12
f: 1

2 2 2
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25. 2 5 14

О О О 1

Т: 1 О 1 1
2 2 2 2

0 12

f: 0 0 0 

о о
S о 1

1

Í//0,0,2/х/О,1,2/А /0,0,1/фХ2 1

27. 0 2 5 13 14

0 0 0 0 1 1
X : 1 0 0 1 1 1 i

2 0 2 12 2

0 12

f: 0 0 0 1 

0 0
о1

1
í//0,0,0/х/0,1,2//=/0,0,1/<£г2

30. 0 1 2 5 13

0 0 0 0 0 1 >
X : 1 0 о о 1 1

о2 1 2 2 1

0 12

§f: 0 112 

1 1
о1

1
f//0,0,0/х/0,1,2//=/1,1,2/^ Г2
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<ГЦ
f. >

£ 0 £ 0/=// 2 11£ O/x/0 ‘ 0 £ 0// Jz
2% вя\"^ •'0 0 

too
I

io
x= ъ0 :J

г i о

i г о гг о
IIIооI :X
IООооо

£Т£ £г*6£ о

X р/2 £О£ О/=/2£ Т £0/х/0 £О £О//J2
О О 

2 0 0
I

io
1= §О :J

2 10

I 2 II2 О
IТI1 г г оо
Iооооо

£тV £*9£ I-О

X р/2£0£0/=//2£I£0/x/0£0£0//J2
I О о 

2 0 0
ТО

X =О :J

2 Т О

Т2 Ото2

I а Iттоо
тооооо

а£ £•££ ТО

*

- № -
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45. 1 5 12О 13

О 1 1О О О
Г: 1 1 1О 1О

2 1 2 1О О

0 12

0 0 2f: 0 § =т о 1
1 о о
2 f//0, 0, О/х/0,1, 2/t/о, 0, 2/ф X

47. 1 5 130 14

10 0 10 0
X I 1 1 1о о 1

2 1 2 10 2

0 ■ 1 '2' ■

f : 0 0 2 

0 0
0 £ =г о11
2 f //0, 0, 0/х/0,1,2//=/0, 0, 2/фх

50. 4-51 2О 13

О О О 1О О О #
X: 1 1О О 1 1о

2 0 12 1 2 1

0 12

f: О ? =г112 о1
1 1 1
2 f//О, 0, О/х/0,1,2/=/1,1,2/<£ t
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58. 1 • 2 • ■3 • ■ 5- •13 ■О

1О О О О О О
Т: 1 1 1 1О О о

2 1 2 12О О

0 12

§ =4f : 1120 о1
1 1 1

f//0, 0, О/х/0,1, 2/А/1,1, 2/<£ г2

61. 1 3 4 5 130

10 0 0 0 0 о
X : 1 1 1 1 10 о

2 1 1 2 10 0

0 12

f : 0 0 2 

0 0
0 о 1
1
2 Í//0,0,О/х/0,1,2//=/0, 0, 2/ф X

76. ... 1. ...2-. ■ ■ - ■. ~~] -2- 130

1о о 1о о о *
X : 1 1 1 1о о о

2 1 2 20 10

0 12

f: 0 112 5=г о 1
1 1 1
2 f//0, 0, О/х/0,1,2//=/1,1,2/<f Т
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5 1478. 1 2 13О

1 1о о оо о
Гг 1 1 1 1О о о

22 1 2 1 2О

О 1 ■ 2 ■ ■

Я =тf: О 110 

1 1
о 1

1
f//0,0, о/х/о, 1,2//= /1,1,о/<£г2

80- 1 53 12 13О

1 1О О О О О
г : 1 1 1 1 1О Оь

*2 0 10 2 1О

0 1 2

Я =тf: О 0 0 2 о1
1 О О

f//О, О, О/х/0,1,2//=/О, О, 2/т2

82. 1 4 5 13 14О

1 1О о о о о %I
X 1 1 1 1 1о о:

2 1 1 2 1 2О

■ О • 1 • г-От ■

f: О 0 0 2 

О О
5 =г о1

1
f//О, О, 0/х/о, 1, 2//=/0, 0,2/^Т2
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1 4 5 1385. 2 3О

1О Оо о о о о
Т: 11 1 1 1Оо о

1 2 О 1 ' 2 12 О

О 12

s = тf : 112О о 1
1 11

f //О, 0, О/х/0,1,2//=/1,1,2/фх2

2 5 1491. 3 12 13О

1 1 1О О О О О
Т : 11 1 1 1 1О О

2 2 0 2 0 1 20

0 ■ ■ * 1 * - • *2■

§ = хf : 0 0 0 1 

0 0
о1

1
$У0,0, о/х/0, 1, 2/4/0, 0,1/4 X2

5• Ötödik csoport
-

Sorssám; 16,19,20,41,43,44,52-54, 64, 67-75, 77, 87-90, 
93-98, Ю2-Ю7, 109-117, 119, 121-126, 129,130, 
132, 135,136,139-143, 146, 147,

Kivételek; 137, 138

5.1. A fenti relációkból olyan kétváltozós § relációkat 

származtattunk, amelyek mindegyikéie teljesül, hogy £/a,a/, 

/а,Ь/, /b, a /, /b,b/j C § , ahol a,b e 3 , a / b.
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Emiatt,ha f értéktáblázatában csak az a,b elemek fordulnak 

elő, akkor nyilvánvaló, hogy a f elemeiből képzett párokon 

felvett függvényértékek is 2 = [a,bj “ka esnek, s igy f tisz­
teli ? -t. A táblázat kitöltését most is oly módon folytat­
juk, hogy függvényünk a <o =X relációt viszont ne tisztelje.

5.2.

16. 265 7 13

21О 0 О
X : 1 2 11 2

2 2 1 1 2

О 12
í

q _Г b 12f : 1О
1 2

f//0,1,2/x/O,2,1//=/1,2,2/é X2 2

19- ■4 ■5 ■9 130

1 10 0 0 0
X s 1 1 1 10 0

2 1 2 10 0

%0 1 2. .

? =rf : 1100 ol
1

f //0, 0, O/x/0,1,2//= /1,1,0/фГ2

20. 264 5 9 130

10 10 20 0
Г 1 1 10 1 20:

2 0 12 0 1 2
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• О ' 1 2

<? = Тf : 110О Ol
1

f //О, О, 0/х/о, 1,2//=/1,1, о/ 4 Г2

41. ■4 5 7 8

ОО о о ог : 1 1 1 2 2
2 1 2 1 2

0 12

? =гfi 1о 12
1 2
2 2 f//О, 1,2/х/0, 2, У/= /1,2, 2/4 X

43. 4 265 7 8 13

1О О 2О О О
г : 1 1 1 2 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2

О • *1....2 •

р =тf: О 13? ч J *12
1 2

f//0,1,2/х/0, 2, !//=/!, 2,2/4 3^2 2

44. •4- 2б-5- 7 •3- ■аз-о
о о 1о о 2О О

Т 1 1 1 2 2О 1 2:
2 12 12 1О 2
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0 12

n 12 10 12
1

£//0,0,0/x/0,l,2//=/l,2,l/4?2

8 1852. 52 24

0 0 0 0 2 2
T: 2 01 0 1 2

2 2 2 0 02

0 12

S =Tf: 0 0 ol
1 2

f//0sl,2/x/092,2//*/0,2,0/4?02

268 1853. 0 2 5 24

0 0 20 0 0 2 2

T : 0 1 2 01 0 2 2
00 2 2 2 0 22

0 12

f «T0 2 0f: 0 ol
1

£//0,0, O/x/0,1,2//«/0,2.,0/iX2

268 13 18 24554. 0 2

0 0 1 2 20 20 0
Г 1 2 1 0 2 20 01

0 21 00 2 222
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0 12

? = rí: о 0 2 О ol
1

f//0,0,0/х/0Д, 2//=/0,2,0/4 Г2

64. б0 1 262 3 5 13

0 0 0 0 0 0 0 1 2
Г: 1 0 о о 1 1 2 1 2

02 1 2 0 2 0 1 2

0 12

^ ~^12f: 0 0 11
1

f//о, 0, О/х/ОД, 2/Д/О Д ,1/фГ2

67. О 2 53 10 13

о о о о о 1 1

X : 1 О о 1 1 о 1
2 О 2 О 2 1 1

0 12

f: О 0 0 1 о 1
1

f//О, О, О/х/ОД, 2/Д/О, 0,1/4 X2

68. 26О 52 3 10 13

О О О О О 1 1 2
Г : 1 О О 1 1 О 1 2

О2 2 0 2 1 1 2
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0 12

§ =Tf: 0 0 0 1 ol
1

í//0s 0,0/x/0,1,2//s=/03 0,1/ф г2

869 • 4 5 7 9 18

0 0 0 0 0 1 2
Г: 1 1 1 2 02 0

2 1 12 02 0

0 12
;sí: 0 1 12

1 1
£//о,1,2/х/0,2,1//=/1,1,1/4V2 1

2670. 0 5 7 8 9 13 184
0 0 0 о о о 1 1 2 2-

Т : 1 0 21 1 0 1 о2 2
0 1 2 12 0 1 02 2

0 12

f: 0 0 10 ol
1

f//0,0,О/х/О,1,2//=/0,1,0/4 х2

1671. 5 23 257 14

0 0 1 1 20 2
1 1 2 11 2 2т

1 2 12 1 22
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0 12

S =Г'f: 0 1
ol

1 2
2 f//0,l,2/x/0,2,l/=/l,2,2/^ T2

72. 165 7 13 14 2623 25

0 0 0 1 . 1 1 2 2 2
T: 1 1 2 1 1 2 1 2 2

2 12 1 2 1 2 1 2

0 12

f: 0 1
ol

1 2
2 f//0,l,2/x/0,2,l//=/l,2,2/<£ Г2

73. 0 5 167 13 14 2623 25

0 0 0 0 1 1 1 2 2 2
? : 1 0 1 2 1 " 1 2 1 2 2

2 0 2 1 1 2 1 2 - 1 2

0 12

f: 0 $ -г1
Ol

1 2
f//0,1,2/x/0,2,l//=/l,2,2/^ X2 2

74. 5 267 13 17 22

0 0 0 1 1 2 2
T : 1 1 12 2 1 2

2 2 1 1 12 2

0 12

f =rf: o 1 ol
1 2

f//0,l,2/x/0,2,l//*/l,2,l/4r2 1
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2675. о 5 7 13 17 22

О ОО О 1 1 2 2
X: 1 1О 1 2 1 22

О 1 1 12 2 2 2

0 12

S «Т0 12 1f: 12
1

£//0,03 0/х/0,1,2//=/1, 2,1/4Т2

260 1 2 12 1377. 5
10 0 0 0 0 1 2

Г: 1 0 о 1 1 20 1
о 1 2 2 0 12 2

0 12

? ==Т 2f: 0 10 0
1

£//03 о, 0/х/0,1,2 А/1, О, 0/4 г2

9 12 1387. О 1 54
О О О о 1 1 1о

I*X : 1 О О 1 О 1 11
О2 О 1 1 2 О 1

0 12

f: О 10 1 о 1
1

f//0,0,0/x/0,l,2//=/l,0,l/4r2
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88. О 1 264 5 9 12 13

О О О О О 1 1 1 2
Т: 1 О О 1 1 о 1 1 2

2 О 1 1 2 0 0 1 2

0 12

s =тf: 0 10 1 о 1
1

Í//0,0,0/х/0,1,2//=/1,0,1/ф Г2

89. 0 1 3 5 12 13 14

0 0 0 о о 1 1 1
X: 1 0 о 1 1 1 1 1

I2 0 1 0 2 0. 1 2

0 12

? =гf: о 10 1 12
1

f//0,0,О/х/О,1,2//=/1,О,1/ф X2

2690. О 1 5 12 133 14

О О О о о 1 1 1 2
Г: 1 О О 1 1 1 1 1 2

■Ь=
2 О 10 2 О 1 2 2

0 12

f: о 10 1
121

f//0,О,О/х/0,1,2//~/1,о,1/4 X2
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93. О 1 2 3 5 12 13
О О О О о о 1 1

Т: 1 О о о 1 1 1 1
2 О 1 2 О 2 О 1

0 12

§ =Гfi 0 10 1 12
1

f//0,0,0/x/0,l,2//=/l,0,l4r2

94. 260 1 2 5 123 13
о о о о о о 1 1 2

Т : 1 0 0 о 1* 1 1 1 2
0 1 2 0 2 0 12 2

0 12

f =Гf: 0 10 1 12
1

f//о,о,0/х/0,1,2//=/1jQ,1/ф г2

95. О 12 5 12 13 14
О О О О О 1 1 1

Т: 1 О О о 1 1 1 1
.2 О 1 2 2 0 1 2

О 12

f: О 10 1 $ =Т 12
1

f//О, 0, О/х/0,1,2//= /1, о, 1/4 X2
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96. 1 2 5 12 14 26О 13
•тш ,i

£ 1о о о о 1о 2
Т: 1 1 1О О 1о 1 2

2 1 2 2 1О 2О 2

0 1 2

f: О 10 1 S =^12
1
2 f//0, 0, О/х/0,1,2^=/1,0,1/4 X

97. 1 ■ . 4..•3 • •5О 1-2 ■ ■ 13 ■

О о 1о 1о о о
? : 1 1 1 1О 1о 1

1 о2 12 0О 1

О 1-2

? =Тfi О 10 1 12
1
2 f//о, о, о/х/о, 1,2//=/i, о, 1/4 г

98. 1 4О 3 5 2612 13

О О о 1о о 1о 2
Т: 1 %1О 1 1О 1 1 2

2 1 0 12 0О 1 2

0 1 2

f: О 1 О 1 ? =г121
2 f //О, 0, О/х/0,1,2//=/1,0,1/ 4 Г
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102. 26■1 ■ . 2-. -5- -12 13 24 ■0-

1 1о о 2 20 0 0
Г 1 1 1о 1 20 20:

2 0 1 2 2 1 20 0

0 12

§ = Ь12Í : 0 100
1
2 f //0, 0, О/х/0,1,2//=/0,1, 0/ф X

ЮЗ- 1 2 4 50 9 12 13

О О 1О 1о 1о о
Т: 1 1 1О о 1 1о о

2 1 2 1 2О 1О О

0 1 2

f: О S - Xi210 1
1
2 f//0,0,0A/0,l,2//=/l, 0,1/4 Г

Ю4. •-1-- -2- ■4 5.....9 •26О ■ 1-2 13 ■

О О о 1о 1о 1о 2
I *Т -

21 1 1О О о 1 1: О
2 1 2 12О 1О О 2

0 12

10 1fi О ^ ^ 12
1
2 f //О, 0, О/х/0,1,2//=/1, о, 1/4 X
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105. 260 4 5 9 13 14 25

0 0 0 0 1 1 1 2 2
Т: 1 0 1 1 0 1 1 2 2

0 1 22 0 1 2 1 2

0 12

$ =гf J: 0 10 1 о1
1

£//0,0,0/х/0,1,2//=/1,0,14 Г2

106. 0 1 2 3 5 10 12 13

0 0 0 0 0 о 1 1 1
Т : 1 о о о 1 1 о 1 1

о 1 22 0 2 1 о 1

0 12

£ =Т£: 0 10 0 о 1
1

£//о,о,0/х/0,1,2//=/1,о,о/ф Т2

26107. 0 12 3 5 10 12 13

0 0 0 0 0 0 1 11 2
*■л

Т: 1 0 о о 1 1 о 1 1 2
0 1 0 2 12 2 0 1 2

0 12

£: 0 10 0 о 1
1

£//0,0,0/х/0,1,2//=/1,0,0/4 т2
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6 26109. 0 1 2 3 4 5 8 13

О 0 0 0 о о о о о 1 2
Т: 1 о о о 1 1 1 2 12 2

2 0 1 2 0 1 02 2 1 .. 2

0 12

f: О 10 1 12
1

f//о, о, 0/х/0,1,2//=/1,0,1/2

267 8 13 17 2254110.

0 О О О О 1 1 2 2
Т: 1 1 1 1 12 2 2 2

12 2 1 2 1 2 1 2

0 12

^12

£//0,1,2/х/О,2,1/ /~/1,2,1/

£: О 1
1 2

12

265 7 8 13111. О 17 224

О О О О О О 1 1 2 2
Х: 1 о 1 1 1 1 22 2 2 ,

О 12 2 1 2 1 1 22

0 12

?=Ti2

£//0,О,О/х/О,1,2//=/1,2,1/4 Г

£: О 12 1
1
2

\
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о112. 1 2 5 12 13 143

О О О О О О 1 1 1
Г: 1 О о о 1 1 1 1 1

о2 1 2 0 2 0 21

0 12

в =тf: 0 10 1 12
1

f//0,0,0/х/0,1,2//=/1,0,1/4 г2

26113. О 141 2 5 12 133
О о о о о о 1 1 1 2

X : 1 О О О 1 1 1 1 21
О2 1 2 О 2 О 1 2 2

0 12

S = ^12£: О 10 1
1

£//0,0,0/х/0,1,2//=/1,0,1/^Г2

14О 1 5 12 13114. 3 4
О О ■1 1О О о о 1

гТ %
• 1 о о 1 1 1 1 1 1

2 О О 1 2 О1 1 2

0 12

£: О 10 1
1

f//0,0,0/x/0,l,2//=/l,0,l/^2
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26115. О 1 3 4 5 12 13 14

О О О О О О 1 1 1 2
Т: 1 О О 1 1 1 1 1 1 2

2 О 1 О 12 0 1 22

0 12

$ -*12£: 0 10 1
1

f//0» 03 0/х/0,1,2//-/1,0,1/ф 7Г2

116. б 16 26О 52 13 20 23

О О О О О 1 1 2 22
Т : 1 О 1 2О 2 1 О 1 2

О О 12 2 12 2 2 2

0 12

£: О 112 о 1
1

f//0,0,0/х/0,1,2^/1,1,2/^ X2

117. О 1 5 9 10 12 133 4
О 1О о о о о 1 1 1

г i: 1 О О 1 1 1 О о 1 1
12 О 1 0 12 0 1 О

0 12

£: О 112 

1 1
о 1

1
£//0>О,О/х/О,1,2//=/1j1j2/^ X2



- 74

Az f függvény értéktáblázatát - az eddigiektől eltérően - 

nem a § reláció elemeiben szereplő O-val és l-sel töltöttük 

ki, mivel X tartalmaz minden olyan hármast, ami segítségük- 

kel előállitható. Nyilvánvaló azonban, hogy f tiszteli.? -t.

26119. 0 1 2 3 5 12 13 24

0 0 0 0 0 0 1 1 2 2
X: 1 0 0 10 1 1 1 2 2

2 0 1 2 0 2 0 1 0 2

0 12

Sf: 0 10 1 12
1

f//0,0,O/x/O,1,2//=/1,0,1/^ X2

6 7 26121. 0 1 2 3 4 5 8 13

0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 2
X : 1 0 0 0 1 11 1 2 22 2

0 12 2 0 1 0 12 2 12

§ megalkotásához tekintsük először a következő két relációt:
= [/0,0/30,l/,/0,2/,/1,1/,/2,2/]o<= Xol
= £/0,0,/1,0/,/2,0/,/1,1/,/2,2/J(3 = X lo }.f

Képezzük a / = Á x (b négyváltozós relációt, s ennek elemei
közül válasszuk ki azokat, amelyekben a második és a harma­
dik helyen azonos elemek állnak, azaz сГг= 'fMb И, №
Az igy nyert elem - 4-ések első és utolsó elemét véve nyer-

? = ebjük a keresett relációt. 0,3
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О О О 1 1 О О 2 2
сГ О 1 1 1 1 2 22 2:

О 1 1 1 1 2 2 2 2
О О 1 О 1 О о2 2

§ = [/0,0/,/0,1/,/1,0/,/1,1/,/О,2/,/2,О/,/2,2/J

На ezek után f táblázatát csupa 0-val és 2-sel töltjük ki, 

akkor f természetesen tisztelni fogja í? -t, ugyanakkor köny- 

nyen kimutatható, hogy nem tiszteli (o -t.

0 12

f//0,0,0/x/0,1,2//=/2,0,0/фXí: 0 2 0 0
1
2

122. 0 1 2 5 9 12 144 13

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
T: 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1

2 0 1 2 1 2 0 0 1 2

0 12

§ «Тf: 0 10 1 ol
1I

f//0, 0, O/x/0,1,2//=/l, 0,1/ 4x2

26123. 0 1 9 12 142 4 5 13

0 0 0 0 10 0 1 1 1 2

X: 0 0 0 1 1 0 11 1 1 2
0 12 12 0 02 1 2 2
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0 12

§ = Xf: 0 10 1
ol

1
f//0, 0, O/x/0,1,2//=/l ,0,1/jr2

124. 0 1 2 3 4 5 12 13 14

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
X : 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1

2 0 1 2 0 1 02 1 2

0 12

sf: 0 10 1 12
1

f//0, 0,O/x/O,l,2//=/l,0,l/^T2

125. 0 1 262 4 53 12 13 14

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 2
X: 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 2

2 0 1 0 12 02 1 2 2

0 12

^ =T12f: 0 10 1
1

f//0,0,O/x/O,l,2//=/l,0,1/ 4 x2$

126. 160 264 5 9 13 17 22 23

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2
X : 1 0 1 01 1 2 2 1 1 2

2 0 1 2 0 1 1 2 1 2 2

0 12

f: 0 112 12
1

f//0,0,O/x/O,l,2//=/l,1,2/^ X2
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129« О 1 264 5 129 13 14 25
О О О О О 1 1 1 1 2 2

X : 1 О О 1 1 О 1 1 1 2 2
2 О 1 1 2 О О 1 2 1 2

0 12

§ ЛÍ: 0 10 1 о1
1

f//0, 0, О/х/0,1,2//=/1,0,1/jx2

130. 0 1 2 93 4 5 10 12 13
О О о о о о о 1 1 1 1

Т: 1 О о о 1 1 1 о о 1 1
2 О 1 2 О 1 2 О 1 О 1

0 12

§ -г£: О 10 2 

О О
о1

1
f//О, 0, О/х/0,1,2//=/1, О, 2/^ Т2

Az f függvény keresésekor ugyanazon problémával találkoztunk, 

mint a 117» monoid esetében.

■46132. 0 262 3 5 8 10 13 20

0 0 0 0 0 0 0 1 1 2 2
X : 1 0 0 1 1 2 2 10 0 2

2 0 2 0 2 0 2 1 1 2 2

0 12

в =Tf: 0 0 0 1 ol
1

£//03 0, 0/x/0,1,2/=/0,0,1/^ X2
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16 17 26О 5 7 13 14135. 22 2523
О О О О 1 11 1 2 2 22

Т: 1 О 1 1 12 1 1 2 2 2 2
О 1 1 2 1 12 1 2 2 22

0 12

§ «Тf: 0 0 11 о1
1

f//0,0,0/х/0, 1,2//=/0,1,1/í£t2 / 0

Az f függvény keresésekor ismét azt a problémát kellett meg­
oldanunk, mint a 117. monoid esetében.

26136. 8 17 180 5 7 9 13 224

10 0 0 0 0 0 1 1 2 2 2

X : 1 0 1 1 0 1 0 1 22 2 2
0 1 1 2 0 1 2 0 12 22

0 12

§ =r12

f//0,030/x/0,l,2//=/l,l,2/^X

112f: 0
1
2

261614 23 2510 12 130 1 5139. 3

20 0 1 1 1 1 1 2 20 0 0

X : 1 11 20 0 1 0 1 1 2 21
11 0 2 1 0 1 1 20 2 22

0 12

5* = ^
f//0,0,0/x/0,1,2//=/0,1,1/ ^X

0 11f: 0 ol
1
2



- 79

266 12 13 201 5 10 240 2 3140.

10 0 0' 0 0 1 1 2 2 20 0
'Х : 1 01 1 о 1 1 20 0 0 2 2

0 10 0 1 2 0 20 1 2 22

0 12

S ~х
£//0, о, О/х/0,1,2//=/1,0,0/

10 0£: О о1
1
2

262514 245 9 12 13О 1 42141.

1 21 1 2 2О О О О 1О О
U : 1 1 2 2 21 О 1 1О о 1о

о 1 2О 1 22 1 ОО 1 22

0 12

S=x10 1£: О о1
1

£//0,0,O/x/Oj1,2//я/1,0,1/ ^ X2

26142. 6 18 20 248 10 135О 2 3
2 2 21О О О 1 2О ОО О

г:% tО О 2О 1 21 1 2О О 21
О О2 2О 2 1 1О 22 О 2

0 12

0 11f: О о1
1

£//0, О, 0/х/0,1,2//-/0,151/2
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26143. 0 1 2 3 4 5 12 13 14 24 25
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 2 22

X: 1 0 1О о 1 1 1 1 1 2 22
О 1 2 0 12 02 1 2 О 21

А X alaprelációból előállított S reláció tartalmazza a 

{X,lj x [o,lj halmazt. S megalkotásának bonyolult volta 

miatt ezt részletezzük.
=% nX = ck D2ol lo2

0 0 0 00 1 2 1 2
Д : 0 (3: 00 1 1 2 0 1 2

0 1 0 11 1 2 1 2

Tekintsük ezek után a f = (ó x(3 

válasszuk ki azon elem-6-osokat, amelyekben az első és a ne­
gyedik helyen azonos elemek állnak, azaz vegyülő a

hatváltozós reláciét, és

Í=T relációt.L°. 4 ’ Й 42) íaj, [5J
0 0 0 0 1 2

00 0 0 1 2
1 0 0 1 1 1 2

0 0 00 1 2
0 0 0 0 1 2
0 1 0 11 2

cT = [/о, о/, /0,1/, /1,0/, /1,1/, /2,2/}.Legyen § ~

Definiáljuk az f függvényt a következő módon:
25

0 12

Nyilvánvaló, hogy f tiszteli^ -t, 

ugyanakkor f//0,0,0/x/0,l,2//=/l,0,0/^X
f: 0 10 0

1
2
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146. 6 26О 1 2 5 7 103 12 13 20 24
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2

X: 1 о о о 1 1 2 2 0 1 1 0 2 2
2 0 12 0 2 0 11 о 1 2 0 2

0 12

S -Xи о 0 11 о1
1

£//о, о, 0/х/0,1,2//=/0,1,1/jz2

265 9 104 12 13 14 25321О147.
1 ОО О О ОО О 1 1 1 21 1 2

X : 1 О О о 1 1 1 о о 1 1 1 2 2
О 1 2 О .12 2 О 1 О 1 12 2

0 12

~хf: О 12 1 о 2
1

£//О,О,О/х/О,1,2//=/1,2,1/<£ %2

5.3* Kivételek

A következő két monoid а ? reláció alapján e csoportba tar­
tozik. Azonban mindkét monoid - azaz X alapreláció - tar­

elemek segítségével előállítható összes0,1
hármast. Ezért az f függvényt másképp kellett megalkotnunk, 
mint eddig tettük.

talmazza a

10 12 13 14137. 0 1 2 4 5 93
10 1 1 10 0 0 0 0 0 1

X : 1 11 1 0 0 1 10 0 0 1
0 12 1 22 2 0 1 00 1
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0 12

^Г12

f//0,0,0/x/0,l,2//=/l,0,2/4Х

f: 0 10 2 

0 0 2 

2 2 2
1
2

А X reláció tartalmazza az összes 0-val és 1-gyel kez­
dődő elempárokat. Függvényünk tisztelni fogja § =X 

ha 2-vel kezdő elempárt nem állit elő а X

12
12
halma-X12 x

zon. Ilyen viszont biztos nem lesz, mert ehhez 2-vel kezdő­
dő elempárt is kellene X ^-nek tartalmaznia«

12

26138. 1 4 5 9 10 12 13 140 2 3

1 20 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
X: 1 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 2

1 22 0 1 2 0 1 2 0 1 0 2

0 12

S - X10 2 

0 0 2 

2 2 2

f: 0 12
1

f//0,0,0/x/0jI,2//=/1,0,2/^ X2

At reláció itt bővült á/2,2/ elemmel. Ez azonban nem okoz 

problémátj mert azon elempárokons amelyek előállításában 

a/2,2/ résztvesz, a felvett függvényérték is 2*

12

$
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6• Hatodik csoport

Sorszám: 15, 26, 42, 63, 65, 99, 1о8

6.1. Az alaprelációból származtatott kétváltozós reláció 

3=[/a,3/j vagy ^ alakú /a6 3/. Nyil­
vánvaló, hogy ha f/a,a/= a teljesül, akkor f tiszteli? -t. 

Az értéktáblázat kitöltését úgy folytatjuk, hogy ugyanakkor
f ne tisztelje X -t.

6.2.

15. 0 5 7

0 0 00
X : 1 0 1 2

/' 0 2 12

0 12

$ =xf: 0 0 ol
1 1

f//0,l,2/x/0,2,l//=/0,l,l /4Г2 1

2626. 2 5 14

0 0 0 1 2
X : 1 0 1 1 2 *

2 2 2 2 2

0 12

e = x * 12

f//0,1,2/x/l,1,2//-/1,0, 2/^ X

f: 0 1
01

2 2
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42. О 54 7 8

О О О О О О

X : 1 1О 1 2 2
О 1 12 2 2

0 12

í «г£: 0 0 0 2 о1
1

£//03 0,0/х/0,1, 2А/0^0, 2/ 4 X2

63. 6о 1 2 3 5
о о о о о о о

X : 1 0 0 0 1 1 2
íч 12 0 02 2 0

0 12
^ ~ ^01

£//0, о, 0/х/031 j 2//=/0,2,2/^Х

£: 0 0 2 2
1
2

65. о 1 5 82 4

0 0 о оо о 20
г : 1 о о о 1 1 2

1$
2 0 1 12 22

0 12

? = г1: 0 0 2 0 о1
1

£//030,0/х/031,2//=/0,2,0/ф Г2
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6 799. 0 1 2 53

0 0 0 0 0 0 0 0

X • 1 0 0 0 1 1 22
0 1 0 0 12 22

0 12

0 11f: 0 ol
1

f//0,0,O/x/Oj1,2//=/031,1/^ X2

6 84 5108* 0 1 2 3
00 0 0 0 0 0 00

X : 1 20 0 0 1 1 1 2
0 1 2 02 0 1 2 2

0 12

f: 0 0 2 1 ol
1

f//0,0,0/x/0,l,2//=/0,2, 1/ éX2

7* Hetedik csoport

Sorszám: 145, 150, 153, 154, 159, 149, 152, 156, 157

Ezen csoportba tartozó relációk elemháramasálból az I*7.1.
fejezetben megadott relációmüveletek segítségével előállít­
juk a3 halmaz összes nempermutációinak halmazát, ill* annak 

valódi részhalmazát. Ezt jelöljük most § -val* Ezek után 

keresünk egy megfelelő f függvényt, ami § ”4 tiszteli, de
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X -t nem. Ez az esetek többségében a 3. halmaz egy permutá­
ciója.

Az eddigi gyakorlatnak megfelelően felírjuk a 'd reláció 

'• előállításának módját. Mivel ez bonyolultabb, mint a koráb­
biakban volt3 ezért többnyire megadjuk a£ előállításában 

szereplő relációknak, valamint 4 -nak az elemeit, ha ez u- 

tóbbi különbözik az összes nempermutációk halmazától. Ter­
mészetesen definiáljuk a szükséges f függvényt, és rámuta­
tunk arra, hogy az adott reláció mely elemeinek segítségé­
vel cáfolható a relációklón minimális volta.

v-7.2* A következő relációk elemhármasaiban az /i-^ 

tités segítségével permutáljuk a 0,1,2 jegyeket, és az igy 

nyert relációnak vesszük a T alaprelációval való metszetét. 

Ez lesz a keresett § reláció.

ve-3 • • •

2616 23 258 17 220 5 7 13 14145. 4
1 1 20 0 0 0 0 1 1 2 2 20

^ : 1 1 2 21 2 1 1 2 20 1 1 2
1 212 12 1 1 2 1 20 22

S «'t n Xlo2

12 2 20 1 1 1 2 .
§ 10 1 1 2 2 1 2 2:

1 12 120 1 2 2

0 12
4

Ф 01f: 0
1 0 0 

о 02
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Függvényünk nyilván tiszteli?-t, hiszen a csak 1-et vagy 

2-t tartalmazó hármasok segítségével előállított párokon a 

függvényérték mindig 0, és /0,0,0/e? • Ha a hármasok közül 
legalább az egyik a /0,0,0/, akkor a függvényérték 1 vagy 2. 
E két jegy segítségével előállítható hármasok mindegyikét 

tartalmazza S .
Ugyanakkor f//0j1,2/x/0,2,1//=/1,0,0/^T.

16150. 170 1 5 9 10 12 13 143 4
0 0 0 0 0 0 1 1 1 11 1 1

X : 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 2 2
0 1 0 1 2 0 1 0 12 2 1 2

2622 2523 ;

0 2 22 2 ? -Tlo2 n X '-"A
■ 1 1 21 2

1 12 22

11111 112 2 2 20 0 0 0

§ 21 2 1 1 2: 0 0 1 1 0 0 1 1 2
2 1 1 1 21 0 1 0 1 0 1 2 20

0 2
f/Р, 1,2/=/2,1,0/ tj: T11f:

2 0

166 1412 138 9 100 1 4 5153. 2 3

0' 111 10 1 10 0 .0,0 0 0 0

X : 0 1 1 20 10 0 1 21 0 1 1 2
1 '0 10 1 -2:0 12 0 20 1 22

2624 251817 2o 22 23

2220 1 2 2 2 2

1 2 2 21 0 02 1
1 200 2 1 22 2

:
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f: О О
1 2

12

П % /- X \ £/0,1,2^/, azaz az összes nampermu-5 «Тlo2
tációk. f tiszteli <? -t, hiszen nempermutációból nempermutá­
ciót csinál, s § az összes ilyen hármast tartalmazza. Ugyan- 

f/0,l,2/s/0,2,l/$X .akkor

A következő két esetben is az összes nempermutációkat fogjuk 

előállítani a ^ alaprelációból. Az előzőek alapján az ilyen 

tipusu relációkat a permutációk tisztelik.

5 6154. 8 10 12 140 1 2 7 9 133 4
0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 '

T : 1 0 0 0 1 1 11 1 1 0 02 2 2
0 1 2 0 1 12 2 0 1 2 0 1 0 2

16 2617 18 20 23 2522 24
0 1 1 2 2 2 2 2 2 2
1 2 0 0 1 12 2 2 2

12 2 0 1 0 12 2 2

S "^lo2 ^ ^
**

f: 0 1
f/0,1,2/s/l,0,2/4 T: 1 0

2 2
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159. 6О 1 2 3 4 5 8 9 10 12 13 14 15 I

0 0 о о о о о о о 1 1 1 1 1 1
-л

Т: 1 о о о 1 1 1 2 0 02 1 1 1 2
2 0 1 2 0 1 2 0 2 0 1 0 1 2 0

16 17 18 19 20 2622 23 24 25
0 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 0 0 0 1 1 2 2 2
2 1 2 10 2 1 2 0 1 2

* =^102 п t
f: 0 О

£/0,1,2/=/0,2,1/^г1 2
2 1

7.3. A következő esetekben a relációk szorzását, az<£ -átlósi- 

tást,esetenként a relációk metszetének képzését használjuk 

fel S előállításához.

6149. 0 1 162 5 103 12 13 14 20 23
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2

X : 1 0 0 0 1 1 2 0 1 1 1 0 12
*2 0 1 2 0 2 0 1 0 1 2 1 2 2

2624 25
0 2 2 2
1 2 2 2

0 12 2

Tekintsük az -T x X 

^2,з]5 ^1,4^j [o], [5} osztályok szerinti osztályozását.
hatváltozós relációt, és vegyük a

ß fojüsb
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ßelemei olyan elem-6-osok, amelyekben a második, ötödik és 

harmadik, negyedik helyen álló elemek megegyeznek.

111 2 2 2 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 21
0 1 1 2 20 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 2 0 1 2 2 20 0 1 1 1 2 1 22

0 1 20 2 1 2 0 1: 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 2 2 1 2 2 2 22 2 0 2 2 2
0 0 1 1 20 1 1 1 20 1 0 0 2 0 0 1 1 0 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2

2 21 20 1 1 21 1 1 0 20 0 0 1 0 0 1 1 1 2 20 0 1 1 1 1 2 2
0 1 2 0 2 12 0 2 20 0 1 0 1 2 0 0 1 0 1 1 0 1 1 20 2 0 1 22

T = /3 o25

20 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 20 0 0 0
t: 0 0 0 1 10 1 1 0 0 2 1 2 2 21 1 2 0 2 2 22

0 0 2 10 0 1 1 1 1 0 1 2 2 2 1 20 2 1 2 0 0

? =tnt
000001111122222 

§ : 012001102122012 

00012011 l.Z.0 1222

Könnyen ellenőrizhető, hogy a következő függvény tiszteli^ -t:

1f: 0
Ugyanakkor f/0,1,2/= /1,0,2/^V.1 0

2 2

161 2 3 5 6 7 14 201310 120152.

1 2110 0 0 0 0 0 0 1 10
T: 1 01 210 0 0 1 0 12 21

2120 2 0 1 1 0 10 1 22
262523 24

0 2 22 2
1 1 "2~ 2 2>

1 2022
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A megoldás hasonló a 149« monoidnál látottakhoz.

/=Th T Tekintsük ismét a21o * í

relációt.

1111 1 1 10 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 10 0 0 0 0 0 0.
10 0 1 1 1 1 1 2 2 21 1 1 1 20 0 0 0 0 1 2 2 2 2

ß : 10 1 10 1 1 1 1 0 1 2 2 22 0 0 2 0 10 1 1 2 2 2
12 1 10 1 1 1 1 0 0 1 2 20 0 0 2 0 11 1 2 2 22

10 0 1 1 1 1 1 2 2 20 0 1 1 1 1 20 0 0 1 2 2 2 2
2 01 0 1 1 20 0 1 2 0 1 0 10 0 1 0 0 1 0 1 22 2

2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
0 0 1 11 2 2 2 2 2 2

1 10 0 1 22 2 2 2 2
0 0 1 1 1 22 2 2 22

0 0 1 1 1 2 2 2 22 2
2 0 1 20 0 1 0 2 22

t = ß °25

2 2 2 2 21 1 1 12 2 20 0 0 0 0 0 1 1 1 10 0 0
f ■■ 1 12 0 0 10 0 2 11 2 0 0 1 1 1 2 2 2 20 1 2 2

0 10 2 0 1 0 2 21 0 1 0 1 1 2 20 1 0 1 2 20 2

ti § fhr. *Legyenlo2*

0 12 0 0110212220 1
§ 1 1 1 2 2 20 0 0 0 0 1 1 2 2:

11 0 0 10 1 2 2 0 1 0 2 2 2

Sikerült előállítani ugyanazt a§ relációt, mint a 149» mo­
noid esetében. Az ott definiált f függvény ismét megfelelő 

lesz, hiszen 9 -t tiszteli, de f/0,1,2/=/!, 0,2/4^.í

'
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156. 5 13 15 19 26О

О О О 1 1 2 2
Г : 1 О 1 1 2 О 2

О 2 1 О 12 2

Tekintsük az = Т х~С х 't kilencváltozós relációt,
osztályok szerinti

s vegyük
Í.0,3,6}, [i] ,[г} ,p} ,[5}, [7] , {8]ennek a 

osztályozását«

ß = aL
>

Ezzel lényegében azokat az elem~9—eseket választjuk ki, 

lyekben az első, negyedik, hetedik helyen a 3 halmaz azonos 

elemei állnak. Alkossunk ebből egy háromváltozós relációt a 

következőképpen: § = (Ъ

ame-

• Tömören:258

§ = j(tx x züjp.35 ej. f Щ , {2}, [4), {5}, 17}, is} ]
258*

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 11111 12 2 2 2 2 2 2 2
0 0 00 0 0 1 0 1 1 1 1 2 1 1 01 1 2 2 2 2 2 2
1 10 0 0 0 2 1 1 1 0 1 0 1 0 2 1 2 12 2 2 2 2

0 0 0 0 0 1 1 2 2 20 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 21
: 0 0 "00 0 00 1 1 0 1 1 1 2 1 1 2 2 2 21 2 2 2

11 10 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 2 22 2 2 1 0 2 22
2 2 2 20 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 21

0 0 2 000 0 0 1 1 2 1 1 2 2 2 21 1 0 1 2 2 2
2 11 1 1 22 202002202101

Ellenőrizhető, hogy 

halmaza.

1 0 0 0 0

éppen az összes nempermutációk2 58

\
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Tekintsük a következő f függyvényt:

f tiszteli §> -t, de f/0,1,2/ = /1,0,2/fa.f: 0 1
1 0
2 2

15 19157. 5 7 11 21

0 1 20 0 1 2
T: 1 0 0 11 2 2

2 1 0 1 02 2

A megfelelő relációt ez esetben is a

§ -ft* T Xt)j0i ^ ; > jgj ( J
Í1 258

egyenlőség definiálja. Könnten ellenőrizhető, hogy ismét 
az összes nempermutáciékat kapjuk. Ebből következik, ha f 

értéktáblázatát csak két elem - pl. 1 és 2 - felhasználásá­
val töltjük ki, akkor f tisztelni fogja § -t. Ugyanakkor 

nyilván nem tiszteliT-t, hiszen annak elemei 3 permutációi.

8. Egyedi eset
:4 ■é

Itt tárgyaljuk a kimaradt egy monoidot, amely a reláció szár­
maztatása, és az f függvény megalkotása szempontjából az elő­
zó csoportok egyikébe sem sorolható be.

918. 4 5

S Ло о о is ol4 г : 1 1 1 0
(э~ 'X12 02*

0 12
Könnyen ellenőrizhető, hogy f tiszteli 

§ -t. Ellenben f//0,1, l/x/0,1,2//s=/0,1,0/
fi 0 0 0

1 110
2
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Az előző fejezetben sikerült igazolnunk, hogy a 3 halmaz 

160 monoidja közül csak a feltünteti.8 monoid lehet vala­
mely maximális klón talpa, s ezzel igazoltuk Jablonszkij 
tételében álló feltétel szükségességét.

'?

i■s*

\

f
-•
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