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BEVEZETES

Szakdolgozatomban a hdromelemii halmgzon értelmezett algeb-
rékat vizsgdltam. E vizsgdlat egy részét képezte a hdromele-
mii halmazon definidlhatd fliggvények maximdlis kldénjainak fel-
irdsa. A fenti dolgozat Osszefoglaldsdban bizonyitds nélkiil
szerepel az a tény, hogy az ott leirt 18 maximdlis kldnndl

nincs is tobb. A kOvetkezlkben e tételnek fogom egy uj bizo-
nyitédsét megadni.

Az igazolds alapgondolata, amelyet a IV.2. pontban fejtek ki
részletesen, (Csdkdny BElétSl szdrmazik.

A dolgozat megirdsa sordn torekedtem arra, hogy a témakodrben
kevésbé jdrtas olvasd szémdra is onmagdban kovethetd legyen.
Ennek érdekében az els8 fejezetben részletesen leirtam a ké-
sébbiekben eldforduld fogeslmakat, definicidkat, a mdsodik,

harmadik fejezetben pedig g bizonyitds elméleti hiétterét al-
kotd tételeket.

A dolgozat elkészitéséhez sok segitséget adott (¢sdkény Béla
egyetemi tandr, akinek a helyen is kOsztnetet mondok a rend-

szeres konzultdcidkon nyujtott tédmogatdsdért.



I« FEJEZET

FOGATLMAK, JELOLESEK

Annak érdekében, hogy a bizenyitdsok gondolatmenetét ne kell-
jen megszakitani a benniik szerepld fogalmak definidlédsa vé-
gett, ezeket az alédbbiakban kozoljik. Itt adjuk meg azokat a
jeloléseket is, melyek a dolgozatban végig ugyanannak a ma-
tematikai objektumnak a megnevezésére gzolgdlnak.

Legyen H tetszlleges halmaz. A B = Hx... xH halmaznak H—bé
valdé leképezését - H-n értelmezett n- valtozés miiveleteknek
nevezzik /mé€ N/. A tovdbbiakban miivelet helyett gyakran fog-
juk haszndlni g fliggvény megnevezést. A fliggvényeket latin
kisbetiikkel jeloljilik. !

Definidljuk a H-n értelmezett By n-véltozds fliggvényt a ko-
vetkezd mddon;

a4

/1/ Pi/XI’ --,Xi, .’Xn/ = X. n e N, l é i s‘é n
b

Az /1/ egyenld8séggel megadott fliggvényt n-véltozds i-edik
projekcidnak nevezaziik.

Azt mondjuk, hogy a H halmazon értelmezett f k - vdltozds
¥
fliggvény i-edik véltozdja lényeges, ha vannak olyan CRPREE

b, a.

8577 83.70°°> a,,b, ¢ € H elemek, hogy f/al,.. 141°

b ai_l’

'°sak/ # T /al’°"ai—l’c’ai+l""ak/‘

Legyen f n-véltozds, 81118, m-véltozds fliggvények a H hal-
mazon. A h/Xl""Xm/ = f/gl/xl..,xm/,..,gn/xl,..;xm// fligg-
vényt az f és a gy /i=1,..,n/ fliggvényekb8l osszetett fligg-
vénynek nevezzik. Itt f-et kiils8 fiiggvénynek, a g fliggvé-




nyeket bels8 fliggvényeknek hivjuk.

Ha egy H halmaz részhalmazainak valamelyfhalmaza lefedi H-t,
tovdbbd az & -hoz tartozd bdrmely két kiilonbozd halmaz ide-
gen, akkor azt mondjuk, hogy € H-nak osztdlyozdsa; E eleme-
it H osztdlyainak nevezziik.

Legyen S részhalmaza a i halmaznak. Ekkor 8 -t H-n értelme-
zett n-vdltozds reldcidnak mondjuk. Mésképpen ugy is fogalmaz-
hatndnk, hogy § elemei bizonyos olyan /hl""hn/ elem-n-esek,

amelyekre hl""hn € H fenndll. Azt a tényt, hogy a hl""hn

elemek a § reldcidban vannak egymdssal, roviden digy irjuk:

S/hy,..,h, /. A reldcidkat gordg kisbetiikkel jelsljiik.

Tegyen § a H halmazon értelmezett kétvdltozds reldcid. Azt

mondjuk, hogy a 8§ reldcid

reflexiv, ha § /Ja,a/ minden a € H-ra,

szimmetrikus, ha-§ /a,b/ esetén § fb,a/ is teljesiil bdrmely
a,b € H-ra,

antiszimmetrikus, ha § /a,b/ és § /b,a/ egylittes teljeslilése
esetén a = b minden a,be H-ra,

tranzitiv, ha $/a,b/ és §/b,c/ fenndlldsdbél 8 Ja,c/ is
kovetkezik bdrmely a,b,ce H-ra.

A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldcidkat ekvivalen-

cidnak; a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldcid-
kat rendezési reldcidnak nevezazik.

Legyen H rendezett halmaz,rendezési reldcidjdt jel s1lje <,
Ha H bérmely hl,h2 elempdrjéra hl‘é h2 vagy hzé%lﬁ_ telje-
siil, akkor H-t teljesen rendezett halmaznak vagy léncnak ne-
vezzik.




Iegyen H tetsz8leges halmaz, § pedig a H-n értelmezett ren-
dezési reldcid. Ekkor H-t - pontosabban a <H,§> part - ren-
dezett halmaznak mondjuk.

A H halmaz minden & osztédlyozdsdhoz természetes médon rendel-
hetd8 egy ekvivalencia, amelyben pontosan az € ugyanazon osz-
tdlydhoz tartozd komponensekb8l 4118 pérok vannak. Ezt az ek-
vivalencidt is € -nal jeloljiik.

Egy H halmazon értelmezett k-vdltozds S reldcid diagondlis,
ha van olyan ¢ osztdlyozds az {1,..,k} halmazon, hogy
5= {/al"°’ak/ laj_= aj’ ha 6/1‘-33/}3 ag, € H, 1& & Sk

Legyen adva egy H nemiires halmaz, és legyenek rajta értelmez-
ve miiveletek, jeldlje ezek halmazét® . H-t a rajta értelme-
zett miiveletekkel egylitt algebrai strukturénak nevezzik. A
tekintett struktura jelolése: <Hjg 9.

Legyen <H;f> egymiiveletes algebrai struktura, miivelete le-
gyen n-védltozds. Iegyen M olyan részhalmaza H-nak, amelyre
f /M'/<M. Ekkor azt mondjuk, hogy M zdrt az adott miivelet-—

re nézve. Ha egy algebragi struktura valamely nemiires részhal-
maza zart a struktura Osszes miiveletére nézve, akkor ezt a
részhalmazt, ami az adott miiveletekre nézve maga is algebrai

struktura, az eredeti struktura részstrukturdjdnak neveszziik.

Legyen H egy egymiiveletes algebrai struktura. Ha mivelete
asszociatiy akkor félwsoportnak hivjuk.

Egy tetszdleges H halmaz onmagdba vald leképezéseit a H hal-
maz transzformdcidinak nevezzilk. A H halmaz Osszes transzfor-

médcidinak halmaza a leképezésszorzdsra nézve félcsoportot al-
kot; neve teljes transzformdcidéfélcsoport.

Ennek részfélcsoportjait transzformécidfélcsoportoknak nevez-
zik.




Monoidon egységelemes félcsoportot értiink.

A félcsoportot félhdldnak nevezziik, ha miivelete kommutativ
€s idempotense A kétmiiveletes algebrai struktura hdld, ha
mindkét miveletére nézve £61hdld, és mindegyik milvelete ab-
szorptiv a mdsikra nézve. Nevezzilkk a tetsz8leges H halmaz
két miiveletét egyesitésnek, illetve metszésnek, és jeldljiik
ket ennek megfelellen,

Ekkor bdrmely a,b,c€ H elemekre

anb = bnNa, aub = Dbua /kommutativ/
an /bnec/ = Janb/nc, au/buc/ = Jaub/uc /asszociativ/

ang = a s ava = a /idempotens/
an/avb/ = a ; av/anb/ = a /abszorptiv/

Tekintsiink egy tetsz8leges H rendezett halmagzt, Jjeldje ren-

dezési reldcidjdt £ . Ha a,b€H, a c€H elemetaés b legkis-
sebb_kozos fels8 korldtjdnak nevezzilk, ha c=2 a,b és vala-

hényszor c’> a,b mindannyiszor c¢’= c; jeldlédse: c = aVb.
Hasonldéan a d€ H elemet ~ az a és b elemek legnagyobb kozis
alsd korldtjdnak nevezzuk, ha d€a,b és valahdnyszor d’2a,b
mindannyiszor d2d; jelolése: d = aAbe. Az a €s b elemek leg-
kisebb kozbs felsd korldtjdt és legnagyobb k6zds alsd korlat-

jét nevezhetjilk ezen elemek szuprémumdnak, illetve infimumé-

nak is,.

Tiegyen H olyan rendezett halmaz, amelyben bdrmely két elem-
nek létezik szuprémuma és infimuma. A fentiek alapjdn kiny-
nyen igazolhatd, hogy a <H; v,A> algebrai struktura hdld.

Természetesen a szuprémum €s az infimum fogalma kiterjeszt-
het8 tetszdleges szdmu /véges vagy végielen/ elemet tartalma-
zé halmazra ise. Legyen B a tetszlleges A rendezett halmaz

egy részhalmaza. A B halmaz A-beli infimumdn értjik a B alsd



korlédtjaibdl 8116 halmaz legnagyobb elemét; szuprémumén pe-
dig a B felsd korldtjaibdl 8118 halmaz legkisebb elemét, fel-
téve, hogy ezek léteznek. Jelolésiik: inﬁA B, sup, B.

Egy H hélé tetsz8leges szdmossdgu I nemiires részhalmaza ese-
tén az a; /i€l/ elemek metszetén az inf_ I, egyesitésén a

gL elemet értjik, ha ezek léteznek.

Rovid jeltlésitkk:nI, UIL.

H
sup

Ha egy H héld bérmely nemiires I, részhalmazéhoz NI és UL
létezik, akkor H-t teljes hdldnak nevezzik.

ILegyen H rendezett halmaz; rendezési reldcidjsdt jeldje
Ha H-nak van olyan 1 eleme, hogy minden hé€ H esetén i= h
teljesiil, akkor H-t alulrdl korldtosnak nevezziik. Hasonldan

ha H tartalmaz olyan s elemet, hogy minden he€ H-ra s=2 h
fenndll, akkor H-t feliilr8l korlédtosnak mondjuk. Az i,illet-
ve s elemeket g H rendezett halmaz alsd, illetve felsd korldt-
jénak hivjuk. Ha a < H, £) rendezett halmaznak van alsé és

felsd korldtja, akkor azt mondjuk, hogy £ korldtos rendezés.

AETN

A korlétossdg fogalma természetesen alkalmazhatd olyan ren-
dezett halmazra is, amely hald.

Legyen H alulrdl korlétos hdld. Ennek valamely p elemét a-

tomnak nevezzilk, ha p koveti H alsé korldtjdt, azaz p és az
alsd korldt kozott tovdbbi elem nincs.

Iegyen H fellilrdl korldtos hdld. Az m € H elemet dudlis
atomnak hivjuk, ha m megeldzi a felsd korldtot. Mdsképpen:
m és a felsd korlat kozott tovdbbi elem nincs.

Legyen adott egy H hdld a N, U miiveleti jelekkel, ekkor
az

a A b = aub avb=alb /a,b e H/



egyenléségekkel definidlt A , V milveletek egy uj hédldt ha-
tdroznak meg. Ezt az uj hédldt a H hédld dudlisdnak nevezsziik,
és D JH/-val jeloljiik.

Egy Hy hédldnak egy Hy héldéra vald egy - egyértelmii f leké-

pezését dudlis izomorfizmusnak m ondjuk, ha f H,-nek D /¥y/~
re vald izomorf leképezése, azaz f/aNb/= f/a/v £/b/ és
f/aub/= f/a/Af/b/ fenndll minden a,b€ Hy esetén.

Egy H rendezett halmaz Onmagdéba vald f leképezését lezdrd-

si operédcidnak nevezziik, ha

2
f/m/Z h és £ s/ =1f/m/ .
teljesiil H minden h elemére.

Iegyen H és I, két rendezett halmaz, és s a H-nak I-be, t az
I-nek H-ba vald leképezése. Azt mondjuk, hogy az s,t leképe-
zéspdr Galois<kapcsolatot létesit a H,T rendezett halmazok
kozott, ha teljeslilnek a kovetkezdk: -

/A/ h £h, = s/hy/ 2 s/ho/ /hy,h, . € H/;
2l G ER, =2 tRy) = /by /58, €T/
)3/ h £ t/s/h// a H minden h elemére;

£

/4/ £ s/t/¢// az I minden ¢ elemére.

Tekintsiink egy H /nemiires/ halmazt. Jeldlje a H-n értelme-
zett fliggvények egy tetszb8leges halmazidt F. Ha F tartalmaz-
Zza a projekcidkat, és zdrt az Osszetett fliggvény képzésére
nézve, akkor klénnak nevezziik H felett.

Legyen F tetsz8leges klén. Jeldje F elemeinek egy részhal-

mazat G . Ha G maga is k1lén, akkor G-t F részklénjdnak ne-
vezzik.




Egy tetéz6leges H halmazon értelmezett reldcidk X halmaza
reldcidkldn, ha teljeslilnek a kovetkezlk.

/1/ R tartalmazza az egyenllségreldcidt.

/2/ R zért a reldcidk szorzdsira nézve, azaz ha §(6/€3l
k-, 11l, ¢ —vdltozds reldcidk, akkor SxGeR is tel-
jeslil, ahol

§X6‘= E/al,...,ak’ak+1’..’ak+b/ ‘ /al,..,ak/€§ éS
/ak_‘_l,oo,ak_l_e/eGI} .

73/ LegyanS@R.kfvéltozés reldcid és il:'-’ie6{1’0‘:k}
/il"’iﬁ nem feltétleniil kiilonbozdk/. Definidljuk

Sijsepip -t a kivetkezSképpen:

Qil,c,ie—"—' i/&h-]zco,aie/l algoo-,akeg / . Ekkorgil, e ’i(/é R/ o

A miiveletet, amellyel S il,..,iB -t elddllitottuk

/il,...,%/ - vetitésnek nevezzike.

/4/ LegyenSe R k-vdltozds reldcid, és & osztdlyozds /ekviva-
lencia/ azil,..,k} halmazon. Ekkor S;€R is teljesiil,
ahol %c = i/al,...,ak/ )/al,...,ak/ég és a;= 85 ha
EALET S -

A fenti reldcidmiiveletet ¢ - Atldsitdsnak mond juk.

Vegylink egy véges H halmazt, s legyen F a H-n értelmezett
fliggvények halmazdnak valddi részhalmaza, amely egyben kldn.

Ha F elemeibdl és bdrmely, a H-n értelmezett F-en kivili fligg-
vényb8l a H-n értelmezett Osszes fliggvények elddllithatdk az



Ssszetett fliggvény képzésének végesszdmu alkalmazdsdval,ak-
kor F—et maximdlis /fliggvény/klénnak nevezziika.

Legyen H tetszlleges véges halmaz, s legyen R reldcidklén

H felett., Ha bdrmely R -be tartozd nemdiagondlis reldcidbdl
a reldcidmiiveletek /reléciék szorzdsa, /il,..,ie/—vetités,
£ ~4t16sitds/ segitségével bdrmely mds R —beli reldcid eld-
éllithaté,,akkorii minimdlis /reldcid/klén.

Legyen H egy tetszlleges, nemiires halmaz, €s legyen F egy
k1én H felette F egyvdltozds elemeinek halmazdt az F klén
talpdnak nevezzik.

Legyen S m-vdltozds reldcid a H halmazon, f pedig egy n-vdl-
tozds fliggvény ugyanott. Készitsik el a $X....X§’szorzathal—
mazte Ennek elmei mxn-es tombok /oszlopai & elemei/. Al-
kalmazzuk a tOmbok soraira az f filiggvényt, igy ujabb elem-—
-m-eseket /m elemili oszlopokat/kapunk. Ha minden tomb eseté-
ben az igy keletkezd elem - m—-esek megtaldlhatdk § elemel koS-
zo0tt, akkor azt mondjuk, hogy f tiszteli a8 reldcidt.

Ezt tomdren igy irjuk: f/? XeasX§ /SO
< i 4

Legyen F a H halmazon értelmezett fiiggvényeknek egy tetszd-
leges halmaza. Mindazon filiggvények halmazdt, amelyeket kiilsé
fliggvényként F elemeire alkalmazva F-beli filiggvényt kapunk,

az F filiggvény halmaz normalizdtordnak nevezziik. Jeltlése: N/F/,

Haszndlni fogjuk az F fliggvényhalmaz &ltal generédlt fiiggvény-

halmaz kifejezést. Ezen azt a fliggvényhalmazt értjik, amely-—
nek elemei el84llithatdk F elemeinek és a projekcidknak a
felhaszndldsdval az Osszetett fliggvény képzésének végesszdmu
alkalmazdséval. Jeldlése: [F]. Lathatd, hogy az F fiiggvény-
halmaz dltal generdlt fiiggvényhalmaz kldnj; ezért 8t roviden
az F fliggvényhalmaz d1ltal generdlt fliggvénykldénnak nevezhet-
Jjuke



- 10 -~

Hasonldéan az el6z8khdz, haszndlni fogjuk az® reldcidhalmaz
altal generdlt reldcidhalmaz elnevezést is. Ezen a reldcidk-
nak azt a halmazdt értjiikk, amelynek elemei elddllithatdkR e-
leméinek és a diagondlis reldcidknak a felhaszndlédsdval a
reldcidmiiveletek végesszdmu alkalmazdsdval. Jeldlése: R .
Akdrcsak az eldbb, most is észrevehet jik, hogy ERJ klén, ezért
réviden az R reldcidhalmaz dltal generdlt reldcidkldnnak hiv-
hat juk.

Tekintsiink egy tetszlleges véges H halmazt. A H feletti fiigg~
vények egy G részhalmazdt teljes fliggvényrendszernek nevez-
zilk, ha [G] a H feletti Osszes fiiggvények kldnjas

Legyen F egy tetszl8leges H halmaz feletti fliggvények egy hal-
mazae A H feletti fliggvények egy G halmazdt generdtorrendszer—
nek nevezzik, ha [ﬂ] = B,

A G legsziikebb olyan részhalmazait, amelyek maguk is generd-
torrendszerek, minimdlis generdtorrendszereknek mondjuke

Ha adott egy tetszlleges m—elemii halmaz, ezt roviden igy je-=
161ljik: m « A halmaz elemeit a 0,1l,..,m~-1 szdmokkal reprezen-
tdljuke.
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1l. FEJEZET

l. GALOIS-KAPCSOIAT A PFUGGVENYKLONOK ES A RELACIO-
KLAONOK KOZOTT

Tk Galois-kapcsolat az_ggfeletti fliggvények és reldcidk

rdszhalmazhdldi kozott

Jeldlje F az m halmazon értelmezett Osszes fliggvények hal-
mazét; és legyen R az Osszes reldcidk halmaza ugyanott.
Nyilvénvald, hogy F és X a halmazelméleti tartalmazdsra

mint reldcidra nézve rendezettek. Definiéljuk az F ésR hal-
mazok kozott az A reldcidt a kdvetkezd médon: az f € F és

a QeX elemek az A reldcidban vannak /4 /f,% //, ha £ tisz-
€ —t. Rendeljilk hozzd az F minden G részhalmzdhoz az X Osz-
szes olyan & elemeinek halmazdt, amelyekre minden geiG ese-
ténd /g, 9 / teljesiil. Jeldlje ezen & elemek halmazdt s/G/.
Hasonldan, azX minden?® részhalmazdhoz rendeljiik hozzd az

F Osszes olyan g elemeinek halmazdt, amelyekre mindenSeP ege~
tén A /g,9/ fenndll. Ezen g elemek halmazdt jeloljik t/7P /-
vel. Ekkor az

s:G —> s/G/ /GE F/ és a t:Pv—  t/P/ /PCR/

leképezéspdr Galeis—kapcsolatot 1létesit F ésR részhalmazhd-
1éja kozott. Ezt a kovetkezlképpen lathatjuk be:

/1/ Legyen G G2£§ F és G, < G,, ekkor S/GZ/S: s/Gy/+

1? &

Minden olyan reldcidt, amelyet G2 elemei tisztelnek a G1
elemei is tisztelni fognak G1§; G2 miatt. Ugysnakkor 1é-
tezhetnek X -ben olyan tovdbbi reldcidk, amelyeket Gy
elemei tisztelnek, de G2 - nek a Gl—en kiviili elemei mér
nem, Ebbdl pedig éppen s/GZ/Q;s/Gl/ kovetkezik.



72/
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Legyen?l,]jz_.—c—: R és p]_QP, ekkor t/pz/_@ t/?l/.

Az &llitds hasonldan igazolhatd, mint /1/.
Legyen G & F, ekkor G £ t/s/G// F minden G részhalmazirae.

Feleltessiik még ugyanis G-nek az s/G/ reldcidhalmazt.
Majd keressiik az Osszes olyan fliggvények t/s/G// halmazdt,
amelyek tisztelik s/G/-t. A G-beli fliggvények nyilvén ilye-

nek, ezért ¢ & t/s/G//.

/v Legyen'?éfﬂ, , ekkor PCs/t/P//R minden részhalmazira.
Allitﬁmmk-igaz voltdt itt is hasonldan bizonyithatjuk,
mint az eldzl esetben.

Tekintettel arra, hogy /1/-/4/ fenndll, ezzel igazoltuk,
hogy az m halmazon értelmezett fiiggvények halmaza és az

- ugyanott értelmezett reldcidk halmaza kozott a Galois-
kapcsolat valdban létezik.

1l:2, Ore_tétele: Ha az s,t leképezéspdr Galois-kapcsolatot
létesit a H, L rendezett halmazok kozott, akkor ts a H-nak
st az L-nek lezdrdsi operdcidja. Ha H és L teljes hdldk, ak-
kor azon H-beli elemek ZH halmaza, amelyeknek ts, illetve
azon L-belil elemek Z; halmaza, amelyeknek st lezdrdsi operd-
cidja szintén teljes hdld; és s a Zy-nak Z;-re, % pedig Z;-
nek Z;-ra valdé dudlis izomorfizmusa.

Tekintsiik ezek utdn az m halmazon értelmezhetd Csszes fiigg-
vények F halmazdt és az ugyanott értelmezett reldcidkR hal-
mazdte. Legyend a II. 1l. pontban definidlt reldcid a két
halmaz k6zdtt. Vegyllk az ott megadott s és t leképezéseket
is. Igazoltuk, hogy F és R részhalmazhdldi kozott s és t
Galois-kapcsolatot létesit. Ugyanakkor nyilvdnvald, hogy a
két részhalmazhdld teljes, hiszen részhalmazok bérmely hal-~
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mazanak egyesitése és metszete is részhalmaz. Igy Ore téte-

le értelmében ts az m halmazon értelmezett fliggvények rész—

halmazhdldjdnak, st pedig a reldcidk részhalmazhdldjénak le—
zdrdsi operdcidja.

le3s Bodnarcsuk - Kaluzsnyin — Kotov ~ Romov - tétel

A /ts/-zért fﬁggvényhalmazok éppen a fliggvénykldnok, az /st/-
zdrt reldcidhalmazok pedig a reldcidklénok m felett,

Ebbdl . Ore tétele szerint kdvetkezik, hogy m Osszes filigg—
vényklénjainak, ill. reldcidklénjainak hdldja maga is teljes
hdld, és s a fliggvénykldnok h&ldjdnak a reldcidklénok hald-—
jédra, t pedig a reldcidkldnok h&ldjdnak a filiggvénykldénok hd-
16jdra vald dudlis izomorfizmusae.

Megmutathatd, hogy a filiggvénykldnok, ill. reldcidkldénok hd-
16jédban a dudlis atomok éppen a maximdlis fliggvényklénok, az
atomok pedig a minimdlis reldcidklénok. Tekintsiik ugyanis a
fliggvénykldnok hdldéjédt. Ennek legnagyobb eleme az Osszes
fliggvények kldénja. Tegyiikk fel, hogy C maximdlis fliggvénykldn,
de nem dudlis atomja a hdldénak. Ekkor az Osszes fliggvények F
kldénja és C kozott kell legyen egy ujabb C¢? fiiggvénykldn,
amely C-nél valddi mddon bdbvebb, de Bnél sziikebb, azaz CcCcF,
Ha azonban C-hez bdrmely mds fliggvényt hozzdvesgziink, akkor a
CL}{f}halmaz dltal generdlt fliggvényhalmaz - definicid sze-
rint - F lesz, Ezzel ellentmonddsra jutottunk, aminek oka
hibds feltevésiink volt, miszerint C nem dudlis atom. Hason-
18an bizonyithatdé, hogy a reldcidklénok hildjdnak atomjai a
minimdlis reldcidkldnok.

Ezek utdn megfogalmazhatjuk a Bodnarcsuk-Kaluzsnyin-Kotov-
Romov~tétel korolldriumdt, mely szdmunkra alapvetd fontos-—
S4gU.
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1.4-. KOTOllérim

Tekintsiikk az m halmazon értelmezettffuggvények €s reldcidk
kldnjainak halmazdt. Egy C fiigevénykldn az m halmazon pon-
tosan akkor maximdlis, ha a' neki megfeleld s/C/ reldcidklén
minimdlis. - '

Bizonyitéds: Az &llitds annak kovetkezménye, hogy a fliggvény-
k1ldnok hdldéja dudlisan izomorf a reldcidkldénok hdldjdval,
amit kordbban ldattunk. Az ellbbiekben igazoltuk azt is, hogy
a fliggvénykldnok hdldéjédban dudlis atomok a maximdlis kldénok,
a reldcidkldnok hdldéjédban ssomok a minimdlis klénok. A dudlis
izomorfia pedig atomnak dudlis atomot feleltet meg.

A tovdbbiakban k6zoljlik Slupecki tételét, amit késlbb a Kuz-
nyecov - tétel igazoldsdhoz fogunk felhaszndlni.

l.5« Slupecki tétele

Legyen f az m /m> 2, véges/ halmazen értelmezett olyan k-vdl-
tozds fﬁggvény, amelynek legaldbb két lényeges vdaltozdja van,
€s a halmaz minden elemét felveszi fliggvényértékként.

Jeldlje T az m —en értelmezett egyvdltozds fliggvények halma-
zédt. Ekkor [fkim] az m feletti Osszes fliggvényekbdl &ll.
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IIT. FEJEZET

1. NEHANY TETEL A VEGES HAIMAZON ERTELMEZETT FUGGVENYEK
MAXIMALIS KLONJAIROL

A véges halmazon értelmezett fliggvényeket s az dltaluk
tisztelt reldcidkldénokat vizsgdlva néhdny érdekes megdlla-
pitdst tehetiink. Ehhez tekintsiik el8szdr Kuznyecov maxi-
mdlis klénokra vonatkozd tételét.

lelese Kuznyecov tétele

Véges halmazon értelmezett fliggvényeknek véges sok maximd-
lis kldénja van.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy ha két maximdlis kldén kiilon-

b6z8, akkor /lényegében/ egyvdltozds filiggvényeik alkotta
részkldnjaik is kiilonbozbk. Az utdbbiak éppen az alaphalmaz

teljes tranformdcidofélcsoportjdnak egységelemes részfélcso-
portjai, és igy véges sokan vannake. Tehdt a maximdlis kldnok
szdma veégese

Legyen M olyan maximdlis részkldn, amely az Osszes egyvdlto-—
z0s fliggvényeket tartalmazza. Slupecki tétele szerint M le-

galdbb kétvdltozds fliggvényeinek értékkészlete sziikebb, mint
a tekintett véges halmaz. Az OSsszes ilyen fliggvények, egyiitt
a lényegében egyvdltozdsokkal, konnyen ldthatdé médon kldént
alkotnak, amely - ugyancsak Slupecki tétele miatt - maximd-

lis. M tehdt egyértelmiien meghatdrozott.

Legyenek most Nl és N2 olyan kiilonbozd maximdlis részkldnok,
amelyek ugyanazokat az egyvdltozds fliggvényeket tartalmazzdk,
Az el18z8ek szerint van olyan f egyvdltozds fliggvény, amelyet
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Nlﬂ N2 nem tartalmaz. Vegylink egy geZN2 fliggvényt ugy.,hogy

g ¢ N, . Akkor f € [Nl,g] . Legyen f az N;-bSl és g -b6l
vett legkisebb szdmu fliggvényekbdl Osszetett Nlﬂ N,-n ki-
villi fliggvény. Ha f/x/ = fl/g l/X/,...,gk /x//s akkor
giEEle)NZ minden i-re, tovdbbd f,€ Ny, vagy £ 1=g<3 N,

Az elsd esetben fEINl, a masodikban fe N2, ellentmonddsban
azzal, hogy f ¢ Nln N, e m Ny €s N, egyvdltozds fliggvényei
ugyanazok./

Nyertik, hogy Nlﬂ N2 minden egyvaltozds fliggvényt tartalmaz,
de ekkor N = N, = M az eldézb bekezdés szerint, igy N4 és N,
nem kiilonbozdlke

Kuznyecov tételének érvényes a kdvetkez8 dltalédnositdsa ise

L2 Té'tel

Ha egy véges halmazon értelmezett fliggvényeknek egy kldénjat
végesszdmu fliggvény generdlja, akkor a kldénnak véges sok vea-
16di maximdlis részkldnja van.

Bizonyitds:

Jeltlje a tekintett klént C. Mivel végesen generdlt, ezért
alkalmas k-ra mdr a k-vdltozds fliggvényei /jeldje ezek hal-
mazat Ck/ generdl jék. Legyen M valddi maximdlis részkldn C-
ben, Mk a legfeljebb k—vdltozds fliggvényeinek halmazae. Ekkor
M, valddi része Ck -nake. Tekintsiikk M, normalizdtordt N/Mk/—t.

k
Mivel M, tartalmazza a projekcidkat, MkC—:N /M /s s8¢ MEN/M, /
is-igaz, /mert M-beli legfeljebb k~vdltozds filiggvényekbdl

M-beli kiilsd fliggvémyel Osszetett fliggvény is M, ~ban van/.

Mésrészt N/Mk/ valdédi része C-nek /mert ple. az £€Cp\ M,
fliggvényt az /Mk—beli/ projekcidkra alkalmazva fé—Mk az
eredmény. Igy M maximdlis volta miatt N/Mk/= M.
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Ez mutatja, hogy C kiilonbdzb valddi maximdlis kldnjainak
"k-adik talpa" is kiilonb6z6; ilyen talp azonban /halmazunk
\}égességevmiaft/ csak véges sok van. Ha most C az Osszes
fliggvények kKldnja, akkor Kuznyecov tételének eredeti, Kuznye-
cov—féle bizonyitdsdt kapjuk.
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1V, FEJEZET

1. JABLONSZKIJ TELJESSEGI TETELE

l.l. Teljességi tétel

Egy tétsz6leges véges H halmazon értelmezett fliggvények
egy rendszere akkor és csak akkor teljes, ha nem része
egyetlen H feletti maximdlis fliggvényklonnak sem.

Bizonyités:

Szikségessége. Legyen G teljes fliggvényrendszer H felett.
Ekkor definicid szerint[G] a H feletti Osszes fliggvények
halmaza, ami szintén definicid alapjdn bdvebb a H feletti
maximélis fiiggvénykldénok barmelyikénél. Ezzel tehdt beldt—
tuk, ha egy G fﬁggvényreﬁdszer teljes, akkor & nem része
egyetlen maximdlis klodnnak sem.

Elegend8ség. Slupecki tétele alapjdn 4llithatjuk, hogy vé-
ges halmazon értelmezett Osszes fliggvények kldénjdnak van vé-
ges generdtorrendszere. Ekkor nyilvén létezik minimdlis ge-
nerétorrendszer ise. Jeldlje az ebbe tartozd fliggvények hal-
mazadt V . Tekintsilk ezek utdn a H feletti fliggvények kldn-
jédnak egy valddi részkiénjét, C-t. Megmutatjuk, hogy C ré-
sze valamely maximélis valédi kldénnak. Vegylik a C-t tartal-
mazé Osszes valédi részkldénokat. Ezek a halmazelméleti tar-
talmazdsra mint reldcidra nézve rendezett halmazt alkotnak.
Tekintslik most a C-t tartalmazd valddi részkldénok egy ldncédt.
A lénc elemei ko6z0tt nincs egyetlen olyan kldon sem, amely

H minimdlis ¥ generétorrehdszerét tartalmaznd, hiszen az az
Osszeg fliggvények halmazdt generdlnd. Valddi részkldnok egy
lancédnak egyesitése egyrészt maga is kldén, mdsrészt nem le-
het a H-n értelmezett Osszes fliggvények kldénja, mert akkor
tartalmaznd V-t, s igy a léanc valamelyik tagja is tartalmazna
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/a véges/ V Gsszes elemét, ami, mint lattuk, lehetetlen.

Nyertikk, hogy a C-t tartalmazd valddi részkldénok tartalma-
zds szerint rendezett halmaza eleget tesz a Zorn-lemma
kovetelményeineke. Ezért a C-t tartalmazd valddi részkldnok
k6z0tt van maximdlis, amely egyszersmind maximdlis kldén H
feletts

Legyen ezek utéan G a H feletti fliggvények olyan rendszere,
amely nem része egyetlen maximdlis valddi kldénnak sem.
Tekintsik a [G] fliggvényhalmazt. Nyilvanvald, hogy Gg'ﬁi
EbbSl addddan [C] nem lehet része egyetlen H feletti maxi-
mélis valddi kldnnak sem. Marpedig az eldbb lattuk be, hogy
minden valddi kldén része valamelyik maximdlis valddi kldnnake
EbbGl kovetkezben [G nem lehet mds, mint a H feletti Ssszes
fliggvények kldnja. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy G teljes
fliggvényrendszer,

E fejezet tovédbbi részében és a kdvetkezd fejezetekben a 3
halmazon értelmezett fliggvények maximdlis kldnjait fogjuk
vizsgadlni. '

le2. Jablonszkij teljességi tétele

A 3 halmazon értelmezett filiggvények egy kldénja akkor és csak
akkor maximdlis, ha a kovetkezd 18 kldn egyike:

le A O 4 1< 2 rendezést tiszteld fliggvények kldnja.
2 A 02 1 rendezést tiszteld fliggvények kldnja.
3¢ Azl L 0 £ 2 rendezést tiszteld fliggvények kldnja.

4o A linedris /azaz f/xl,..,Xn/éalx1+..+anxn+b /mod 3/

alakban elddllithatd/ fliggvények kldnja.
5 A 3 ciklikus permutdcidjat /azaz aE/O,l/,/l,Z/,/Z,O/}
reldcidt/ tiszteld fliggvények /az une. ondudlis fliggvé-

nyek/ kldnjae
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6-8+ A 3 halmaz nemtrividlis ekvivalencidit tiszteld
fliggvények kldénjai.

9-14.A 3 halmaz egyelemii és kételemil részhalmazait tisz-

teld fliggvények kldnjai.
2 T4 - 7 - ” .o Y&
15, A 3 \570,1/, /1,0 } reldcidt tiszteld fliggvények

kldénja. '

16, 4 32\ {/0,2/, /2,0/} reldciét tiszteld fiiggvények
kldénjae.

17. A 32 {/1,2/, /2,1/} reldcidt tisztell fliggvények
kldénja.

18, Az Osszes egyvdltozds fliggvényekbdl és a 3-ndl szii-
kebb értékkészletii fliggvényekbdl 41146 k1ldén /az un.
Slupecki-kldén/.

IV.l.1l. alapjén egy G fliggvényrendszer pontosan akkor lesz
teljes, ha tartalmaz legaldbb olyan fliggvényeket, amelyek
rendre e 18 osztdlyon kiviil esnek., Masképpen, G-nek van
olyan eleme, ami nem monoton, nem linedris, nem ondudlis,
nem tiszteli ali halmaz nemtrividlis ekvivalencidit, nem
tiszfeli 3. egyelemi, kételemﬁ részhalmazait, nem tiszteli
iz\zyi,j/, /35 i[} s 1,J€ 3 5 i# j halmazokat, végezetil
nem eleme a Slupecki-kldnnak. Természetesen ezen fliggvé—
nyeknek nem sziikkséges pdronként kiilonbdzbknek lenni.

A IV.l.2, tétel bizonyitdsdnak kdnnyebb része a felsorolt
18 k1dén maximdlis voltdnak bizonyitdsa. A nehezebb rész
annak igazoldsa, hogy az ezektdl kiilonbdzd kldénok nem maxi-
malisake. A kovetkez8kben erre a tényre adunk uj bizonyitast.
EbbGl & célbdl a 18 kidn talpdt — amelyek 3 transzformdcid-
monoidjai - felirjuke. A 3 halmaz ezektdl kiillonbozdé transz-

formdcidmonoidjai mindegyikérdl kimutatjuk, hogy nem lehet
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maximdlis kldén talpa. A 18 kldn osztdlyozhatdé aszerint,
hogy &dtvihetdbk—e egymdsba az alaphalmaz transzformdcidjd-
val vagy sem. Ezen osztdlyozds alapjdn 3 egyelemii 5 hdrom-
elemii osztdlyt kapunk: 1-3, 6-8, 9-11, 12-14, 15-17 a hé-
romelemii osztdlyok, mig 4,5 és 18 az egyelemiiek.

2. A BIZONYITAS ALAPOTLETE

Tekintsiikk a 3 halmaz egy, a Slupecki-kldéntdl kiilonbdzd C
maximdlis klénjdt. Ennek talpa legyen T, amely nem tartal-
mazza az Osszes egyvdltozds fliggvényt. Vizsgdljuk meg, mi-
lyen kapcsolat van N/T/ és C kozdtte.

Az egyvdltozds fliggvények kozlil pontosan a T-beliek tartoz-—
nak N/T/ -be /mivel T tartalmazza az identikus fliggvényt/.

A C-beli fliggvények mind N/T/-be tartoznak, hiszen C kldn.

A t6bbvaltozds fliggvények kozil N/T/—be.nem tartozhat C-

hez nemAtart026 fliggvény, mert kiilonben N/T/ - C maximdlis
volta miatt - az Osszes fliggvényekbdl dllna, igy talpa nem
lehetne T. Nyertik, hogy N/T/ = C, vagyis bdrmely a Slupecki-
k1déntdl kiilonbozb maximdlis kldn megegyezik sajdt talpdnak
normglizdatordval.

Médsrészt, T 3 transzformdcidinak egy halmaza.

Ha T = {tl,..,tkg , akkor T 4brdzolhatd

b | By T o[t

010 | &g, 8%0 alakban, ahol a;; jelenti j/€ 3/
LY L By 811 képét a t; leképezés mellett.
212 | 8y Sk2
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Tébldzatunk oszlopail 3 - bdl képzett elemhdrmasok, ezen osz-—
lopok Usszessége 3-on értelmezett U hdromvdltozds reldcid.
Ha f filiggvény 3-on, akkor a kovetkezd két 411litds ekviva-
lens /N/T/ és a reldcid-tisztelés definicidja szerint/:

L f N/T/ -hez tartozik,
/2/ £ tiszteli T -t.

A Bodnarcsuk-Kaluzsnyin-Kotov-Romov-tétel korolldriuma alap-
jédn ekkor a U&ltal generdlt reldcidklén minimdlis /mivel N/T/
maximdlis kldn/e

Ha tehdt a /T dltal megadott/ reldcidbdl megengedett miivele—
tekkel el84llithaté olyan nemdiagondlis G reldcid, hogy © -
bS8l hasonld mdédon U nem nyerhetd, azaz Unem-minimdlis k1ldént
generdl, akkor C/=N/T// nem lehet maximdlis.

Egy reldcidkldén nem-minimdlis voltdnak sziikséges és elegendd
feltételét megfogalmazhatjuk a kovetkezlképpen is:

2ele Tétel

Egy [T] reldcidklén pontosan akkor nem-minimdlis, ha létez-
nek olyan § T, k-v4ltozds és G e [T t-vdltozés nemdiagoni—
lis reldcidk, valamint olyan <3;F) algebra, hogy § rész-

algebrdja <3; B E . nak, de G nem részalgebrdja <3;F> “-

neke.

Megjegyzés: G lehet mega C is,
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3. A BIZONYITAS MODSZERE

A kovetkezbkben hozzdfogunk a kitiizott tétel bizonyitdsdhoz.
Az igazoldst a kovetkezd lépésekben végezzik el.

3else Tekinteni fogjuk a 3 halmaz Csszes lényegesen kiilonbszd
monoidjdt, azaz azokat, amelyek az alaphalmaz transzformddd-
jdval egymdsbdl nem nyerhetdk. Ahogy ez Székely Zoltdn [2]
dolgozatdbdl kideriil, 160 ilyen monoid létezik. A monoidokat
SZékely Zoltén dolgozata alapjdn sorszdmoztuk, s t8le vettik
&t az elemhdrmasok praktikus jelolését ise. Ennek lényege a
kovetkezb: a 3 halmazon 27 egyvdltozds fliggvény definidlha-
té. Legyen példdul O+> a, 1+> b, 2+> ¢, ahol a,b,ce& 3. Ha
ezek segitségével képezzik az a.32+ b e 3 +c kifejezést,
akkor minden esetben egy [O; 26] -ba esd egész szamot kapunk.
/Természetesen kiilonbdzd fiiggvények esetében kiilonboz8t./
Ezekkel a szdmokkal tehdt a fliggvények jeltlhetSk. A 3 halmaz
lényegesen kiilonbozd monoidjai a kovetkezdbk;

1e B 14. 5 7T

2 05 15. & &5 7

3. 8 §5 13 16. 5 7 13 26

4. 0 5 13 26 17. 0 5 7 13 26

5, 8 8§ 18. 4 5 9

b: O 2 5 19. 0 4 5 9 13

T« 2 5 P26 20. 0 4 5 9 13 26
8. 0 2 5 13 2l. 2 5 8

9. 0 2 5 26 22. 0 2 5 8

10.0 2 5 13 26 23. 0 2 5 8 26
110 3 5 24. 0 2 5 8 13 26
12.6 1 5 .13 ~ 25. 2 5 14

13,0 1 5 13 26
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26
5 13 14
5 13 14

2
2

2 5 14

26.

27. 0 2

26

28- O 2

2

29« 0 1

3 13
2 5 13

3 35

30. 0 1

26

31..p 1

2 I
33. 0 1 3

32.

13

2

34. 0 1 3 5 13 26

o 1 4
36. 0 1 4

35.

13

5

5 13 26
5

4

38. 0 2 3

37. 0 1

13

5
5
8
Fi

39- @ 2.3

13 26

40. O 2 3

I

5
5 7 8 13 26

41. 5
o0 4
43. 4
4. o 4 5 T 8 13
45. 0 1

8

42.

26

13

12
12

5
5
5
5

13 26

13 14

46,0 1

47. 0 1

14 26

1 13

48. 0

2 4 5

49. 0 1

13
13

5040 1 2 4 5
2 4 5
2 8 18 24

51.

26

o 1

52+ 2

53. 0 2 5 8 18 24 26

54. 0

18 24 26

2 5 8 13
5 14

6 g .5

24 25
13 14 24

55. B
56.

25 26
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2 3.9

2

57« & 1

13

3 =

58. 0 1

2 3 5 13 26

3 4 5

59. 0 1

60. 0 1
61.

3 4 5 13

o 1

3 4 5 13. 26

62. 0 1

6

63. 0 1 2 3 5

64. 0 1

3 58 & 13 26
2 4 5 8
2 4 5 8 13 26

2

B5. D 1

66. 0 1

67 6" 2 3 5 _ 1o 13

68. 0 2 3

2 1&g 13 26

18

69. 4 5 7 8 9

18 26

13
25

70. 0 4 5 7 8 9

3 ¥ 14 16 &3
2 1
0 =2 7

T1.

23 25 26
16 23

LT 22 26

T2« B 5 7 13 A7 22 26

T6. 0 1

14 16
13 14

13

12.

26

29

3.

7 13

5

4.

e 5 l2 313

o
2

5 12 13 26

5 13

7« 0 1

14

78. 0 1

26

5 13 14

5 12 13
3 5 12 13 26

2
3

79. 0 1

B0« 10 1
810

1

0

5 13 14

82. 0 1 4

5 13 14 26

3 4 5

83. 0 1 4

84.

2
2

o 1
0 1

13
s 13

-
&

3

85.

86. 0 1

26

2
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2 13

1 4 5 9

87« O

13 26

12
3 bl 13 14

5 95

88. 0 1 4

8593. 0 -1

90. 0 1 3 5 12 13 14 26
9. 0 -2 3 . 5 12 13 14

92. 0 2 3

23. 0 1

5 12 13 14 26
2 3 5 128 13
2 3 5 l2 13 26

95. 0 1 2 5 12 13 14

94. 0 1

5 12 13 14 26
3 4 5 12 13
3 4 5 12 13

2

96. 0 1

97« & 1

26

1

98. 0
99. 0 1

7

6
2 3 5 6' 7 ‘13 26

4 5 13 14 17 26

£ 3 5B

100. 0 1

o 1

101.

12 13 24 26

103 0 1 28 4 & 9

104. 0 1

2 5

1

102. ©

12 13
12 13

26

4 5 9
.9 13 14 25 26

2 3 5 lo 12 13

2

105. 0 4 5

106. 0 1

2 3 5 1g 12 13 26

1@l § 1

3 4 5 6 8

109. 0 1 2 3 4 5 6 8 13 26

lo8.- 0 1 2

17 22 26

O 4 5 7T 8 13 17 22 26

110. 4 5 7 8 13
2. % 1 282 3 5

I

14

12 13

ll3. @ 1 2 3 5 12 13 14 26

114. 0

14
14

42 13
12 13

3 4 5
3 4 5
16

1
1

26

20 23 86

115. 0

6 13

116. 0 2 5

117. 0 1 3 4 5 9 10 12 13

118. 0 1

13 26

3 4 5 9 10 12
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119. 0 1 2 3 5 12 13 24 26

120. 0 1 2 3 4 5 6 7 8

121.0 1 2 3 4 5 6 7 8 13 26

122. 0 1 2 4 5 9 12 13 14

123.0 1 2 4 5 9 12 13 14 26

124, 0 1 2 3 4 5 12 13 14

125, 0 1 2 3 4 5 12 13 14 26

126. 0 4 5 9 13 16 17 22 23 26

127, 0 1 2 4 5 8 13 14 17 26

128, 0 1 2 5 12 13 14 24 25 26

129. 0 1 4 5 9 12 13 14 25 26

130.. 0 1 2 3 4 5 9 10 12 13

131. 0 1 2 3 4 5 9 10 12 13 26

132, 0 2 3 5 6 8 10 13 20 26

133. 0 2 3 5 6 10 13 16 20 23 26

134. 5 7 13 14 16 17 22 23 25 26

135 0 5 7 13 14 16 17 22 23 25 26

136, 0 4 7 8 9 13 17 18 22 26

137. 0 1 2 3 4 5 9 10 12 13 14

138 0 1 2 3 4 5 9 10 12 13 14 26

139. 0 1 3 5 10 12 13 14 16 23 25 26
140, 0 1 2 3 5 6 10 12 13 20 24 26

141, 0 1 2 4 5 9 12 13 14 24 25 26

142, 0 2 3 5 6 8 10 13 18 20 24 26

143, 0 1 2 3 4 5 12 13 14 24 25 26

144, 4 5 7 8 13 14 16 17 22 23 25 26
145. 0 4 5 7 8 13 14 16 17 22 23 25 26
146, 0 1 2 3 5 6 7 10 12 13 20 24 26
147. 0 1 2 3 4 5 9 10 12 13 14 25 26
148, 0 4 5 7 8 9 13 14 16 17 18 22 23 25 26
149, 0 1 2 3 5 6 10 12 13 14 16 20 23 24 25 26
150, 0 1 3 4 5 9 10 12 13 14 16 17 22 23 25 26
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5l © L 2 2 4 » & T 8 9 10 32 13 18 20 .2-4 26
152, 0 1 2 3 5 & 7 1012 13 14 16 20 23 24 25 26
O 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 13 14 16 17 18 20

153,

22 23 24 25 26

154, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 14 16 17 18
20 22 23 24 25 26

3 ciklusu ciklikus permutécitét tartalmaznak:

155, 5 15 19

156, 0 5 13 15 19 26

157. 5 7 11 15 19 21

158, 0 5 7 11 13 15 19 21 26

159, 0 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 13 14 15 16 17
18 19 20 22 23 24 25 26

160, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

3¢2e¢ A 160 monoid koziil kivesszilk a maximdlis kldnok tal-
paite Kordbban ldattuk, hogy a 18 kldénnak van egy osztdlyozd-
sa, ami alapjén 8 osztdlyba sorolhatdk, ahol egy osztalyba az
egymdsba 3 permutdcidjdval dtvihetd kldénok esnek.

A nyolc osztdlynak tekinthetjilk azon reprezentdnsdt, amely—
nek talpa a fent emlitett 160 monoid k8zott taldlhatd.

3e¢3e¢ A visszamaradt 152 monoidot hédrmovdltozds reldcidként
kezel jiike Minden egyes reldcidébdl szdrmaztatunk olyan S és
Glreléciékat amelyékhez egy megfeleld <gj F> algebrdt ta-
lédlva IVe.2.le alapjédn igazolni tudjuk, hogy az adott monoid
nem lehet maximdlis kldén talpa.
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4o A 3 HALMAZON ERTEIMEZETT FUGCVENYEK MAXIMALIS

KLéNJAINAK EGYVALT070S RESZKLONJAT

Monoton fiiggvények

hels O0< 1L <2 , 197
o| 1| 2] 4|5]|8] 13| 14 17 | 26
ololololololol1 |21 |1 ]2
1lolololalalel1 |12 |2 |2
2l ol 1l 2] 2l2l211 12 |2 |2

heBe QLB L1

|o34]5|6|8|13 22i23|26
olojololololol1 |2 |2 |o
1fol1l1]2l2l2]1 |2 |1 |2
2l olol1l2]ol2l1 |1 2 |2
Aele 1< 8 P
|O|2|3‘5|12|13|14i20|23 26
ololololof1 |2 |1 |2 |2 |2
1]loflol1f{1|r |1 |2 lo |1 |2
2ol 2lol2jol1lo ]2 lo |2
Linedris fliggvények 158,
4.4—0
O| 5[ 7]11] 13] 15| 19| 21| 26
olololol1 |1 |1 {22 (2
1ol 1]l2|lo|l 1|2 |o|1 |2
slolglilzl1toe (1102
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4464

4ele

4.8
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Ondudlis fiiggvények

155,

5] 151 19

ol ol 1| 2

1il1] 2| o

ol 2l ol 1

Osztdlyozdst tiszteld fiiggvények 148,

Lo} fre2))

o|4 5|’7|8f9|13 14,16, 17|18|22 23|25 26
ol olojololol1l1 |21 |11 2 |22 |2
1lol1l1l2lz2lolr |al2lo2 1 ]l1 2|2
zl ol 2l glalzlalalzelzle 1 {2112
{{1}, {0,2}}

0| 2 3,5|6|8|1o 13|18|20|21 22|23|24|26
ol ol o]l olo|lolol1l |1]2 ]2 > a2 2
1foloj1|1{2|l2|lo |1 [0]oO 11112 |2
2l ol 2l ol2lol2l1 |1 lol2 112 1o l2
{{2},{0,1}}

0| 1|2]3]4|5]9]10 11‘12|13|14|24’25 26
olo|ojofloflojof1j1 |1 |1 2. |2 |2
1lojolof1|1|l1]lolo | o] 2 |pel2
ololal2lolalz2lol1l2lo o l1 |2
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Részhalmazt tiszteld fiiggvények

120,

{o]

4’.9‘

O N

O N -

o' O

O +H

O ~H

o +H O

o O

O o

o 112|3]4]5]67]s

o O O

O ~H

4.100

i 4
1

| 3] 4 5] 12| 13| 14 21, 22( o9

O] O OO0} 1
LY &) L1 L &

4.11. {2}

2] 5|8 11|=14| 17 | 201 23‘ 26

OF 11210

2] el 21 2

Ol 0 O0|O|1

a8y 1051 ]

L

— O

—~ O O

o ~H «

O

o +H O

0| 1\ 2 3] 4 |5; 9| 10, 11, 121 13

O O «

o Q@

O O ©

O +H «



- 32 ~

(0.2}

4el3e

0 2| 31 5 6, 8| 18| 20 [21 |23 | 24 [26

144,

4e14.

| 4| 5! 7| 8| 13| 14| 16 17| 22| 23| 25’ 26

=l

o N«

o o

O H

O ~

o ~

215, 32\ {0,015 (1,0)

— O «

O N

© o

O +H «

o O «

0 2| 5 6' 8| 11’ 13| 14| 16| 17| 18[ 2ol 22| 23

o O O

24| 25| 26

O +H «

\ {€0,2); (2,0))

B I

2

44164

’21 22

1
1
2

Ll
4
o)

-‘5 91»10]-12 13141161 17
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23| 25{ 26

£.17. PN {,2/, /2,1/]
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151.
Jolaflal3l4alsle6l7]8l9]10]12] i3] 18] 20]24]26
olojo|lojlo|lolololo|lo|1]|1 1 1 2 2 |2 |2
lLjojojojlj1)1l2|l2|l2|0|0 1 0 5 18

2l ol1l2lol2l2lol1l2lol1 i o |2 s
Slupecki-osztdly 160,

4.18.A 3 halmazon értelmezhetd 27 egyvdltozds fliggvény minde-

gyike idetartozik.
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V. FEJEZET

Ahogy korébban is emlitettiik, a 160 lényegesen kiilonbozd
monoid koziil 8 talpa valamelyik maximdlis kldénnak. A megma-
radt 152 egyvédltozds részkldnrdl kell bebizonyitanunk, hogy
nem lehet maximdlis kldn talpa. Célszerii ezeket csoportosi-
tani aszerint, hogy melyekrdl mutathatd ki hasonldé mddon

nem-maximdlis voltuk.

1. Els8 csoport

Egyvéltozds reldcidk szdrmaztatdsdval megoldhatdk csopoftja.
Sorgedms: 1,2,5,6,7, 11, 14, 21, 22, 29, 32, 35, 38, 49, 57,
60, 84.

1.1. A felsorolt hdromvéltozds reldacidkbdl a kovetkezd egy-
valtozds reldcidkat alkothatjuk meg.

Q= Ea} , 0= {b,c} , ahol a,b,c€3 , a#b, a#fc
/b és c nem feltétleniil kiilonbozlk. Az f fliggvény miivelet-
tdbldzatdt ugy toltjik ki, hogy f /a,a/ = a legyen, azazf
tisztelje § ~t, de £/6x6 /N f{b,c}] = ¢ ,amibsl kovetkezik
hogy f nem tiszteliG -t. Ezzel a kiinduldsi T reldcidbdl meg-
engedett reldcidmiiveletek segitségével. két olyan nem-diagond-
lis reldcidt szdrmaztattunk, melyek egyikét tiszteli f, mé-
sikdt nem, ami azt jelenti, hogy az adott monoid nem lehet
maximdlis fliggvényosztdly talpa.

Nézziik meg ezt a kovetkezd konkrét példén.

L.

9=,
6%,

Il

Lo}
{2

=
N - o|
N - o| U1
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Tekintsiikk a kovetkezd kétvdltozds fliggvényt:

O 1 2
f: 0]0
i 2
2

Nyilvdnvalé, hogy a § eleméb8l képzett elempdron a fiigg-
Vényérték O, hiszen £/0,0/=0. Ez azt jelenti, hogy f tisz-
tell § = ‘f -t. Hasonldé médon l4thatd, hogy £/1,1/ = 2 miatt
nem tlsztell G : ”f -et. Igy tehdt, mig (3; f> -nek Cf £
részalgebrdja, add1g<f 3 f} nem az. Ezzel e16é111tottuk a
kivdnt algebrdt és reldcidkat, és bizonyitottuk, hogy a vizs-
gdlt egyvdltozds részkldn nem lehet maximdlis fliggvényosztdly
talpae.

Az igazoldst az ezt kovetlekben is ugyanigy végezzik el, Ter-
mészetesen a tovédbbiakban a mostani részletes magyardzatot
elhagyjuk, csupdn k0z0ljlk a szdrmaztatott reldcidkat, a meg-
feleld f fiiggvény mﬁvelettéblézatét, és rdmutatunk arra,hogy
mely elem -n-esen &11 fenn az ellentmondds. Az f fliggvény
miilettdbldzatdt mindig csak a szilkséges mértékben toltjik

ki. Az lresen hagyott hélyekre a 3 halmaz bdrmely eleme be-
irhatd.

1.2,
* 2 Ol 5
ofolo =7 = {o}
T: 1| 0|1
) 21 01 2 G= Tl = goal}
o 1 2
£: 0] o0 £/0,0/ = 0
1 2
2 £/1,1/= 2
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O +H N

© O W

£/l31) = B
21,1 = 2

26

L/0:2) = L

6

—l

O -

11.

1
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$=T,

B =T

o[o0|0O|1l

£/1,1) =.2

1

3.4.5

0} 2

6 B

1

o0 1

0]

£/1,1/ = 2

29,

0Ojojo0j0O|O

1

O +H N

32.
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1
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¢ =T,

G=1,

Ol 2

| o] 23]

38.

O] 60 0] O] O

1

oo 11

2

0

A
(QV)
I
Il
~N (@) — ~ (@]
ot TR - ST
ﬂ 1} Il - ] Il
—
- an © ~ \Up! WV
4y
njo +H « ey O H U
<+ ]O 4 H O A O
nlo o «w o lo o«
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olo| ol o] ol O 8 ='CO
T ol o] 1| 1|1
ol 11 ol 21 2 G - (4
-l -2
f: o] o ' f/1,1/ = 2
1 2
2
84 . --ol~1‘-2|<31-41-5
of ol o]l o] o]l 0| O @ =7io
T: 1} ol ol o122
ool 11 21 ol 21 2 (§=’ti
g1 +4
f. ol o f/1,1/ = 2
1 7,
2

2. Mésodik csoport

gorgzams 4,10, 13, 28, 34, 4o, 46, 48, 56, 62, 81, 83, 92,
55, 31, 51, 59, 79, 86, 357

Kivételek: 128, 101, 133, 134

2i..1. A felsorolt reldcidk mindegyikébdl szdrmaztathatd a
S =1/0,0/,/0,1/,/1,1/, /2,2/} reldcié. a T alapreldcidk

egyike sem tartalmazza a-/0,0,0/, /0,0,1/ vagy /0,0,2/ hér-
masok valamelyikét.
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Ekkor az alkalmas f fliggvény értéktabldzata a kovetkezd:

0 1 2

i Ol O O
110 © a
21 a a 0

ahol a = 1 vagy a = 2 aszerint, hogy't’a /0,0,1/ vagy a
/0,0,2/ hdrmast nem tartalmazza. Kdnnyen beldthatd £/§ x¢§ /2§,
azaz a fliggvényiink § -t tiszteli.

Ugyanakkor f£/0,0,0/x/0,1,2//= /0,0,a/éT a megfeleld defi-
nisldsa esetén, ami azt jelenti, hogy f nem tiszteli T -t.

A IV,2.1. pontban emlitett 6 reldcid itt egybeesik a T alap-
reldcidéval. Ezzel igazoltuk, hogy a vizsgdlt monoid/ok/ nem
lehet/nek/ maximdlis k1ldén talpa/i/.

Nézziink itt is egy konkrét esetet:

4g | o| 5 13’ 26
o of o 1] 2 Q=T _1=1/0,0/,/0,1/,/1,1/,/2,2/}

Ts 1] ©0f 1] L | 2

ol ol 2/ 1L |2
g 1 2

£ 0O 0 2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/0,0,2/ ¢ T

1lo o 2
212 2 0

2.2+ A tovébbiakban megadjuk § el8dllitdsi mdédjdt, a értékét.

10, |o] 2] 5] 13| 26
R s
2lolz2lela |2 a =1
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S =Tol

2
2

5| 13| 26

2

&

0] Q| L1 4

o] 1

‘13

o 0] OO 1

2

—~ — — — —
) o o o )
L — o o o o i rd = o
I I I I I I I i I I
on © W © S © Ug © 2 ©
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Nl o Nl o Nl o w
- )
e ™ ) ) e
e [ et 2t ed eil] ol oh o3 ot 1 et wl
™ hin o
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nlo « « ~njo ~ o o - ~ n]o « o nlo = «
alo o« < lo o Alo o = n]lo o « 1o & ~
olo o o olo o o olo o o olo o o olo o o
o ~ « o 4 « O H o ~ « O ~H
L ] L] T £2 N’V L ] N’V L ]
© < ~ ) N
R A ) < <
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A8, ol 1| 5| 13] 14] 26
ol ololol1 | 1] 2 =T
Gl
T: 1] ololal1 | 2] 2
2] olatzi1l 21 2 g i 2
564 o2 5] 13| 14 24| 25| 26
ol olojlol1 |21 |l2 |2 |2 @:Tol
Yy Ll @|lol1i1 ez |2
2l olz2l2l2l2lol1 |2 a =1
624 Ol X1 3141-5] 13] 26
ol o|lojo|o|lo]1]o2 S=T,1
1|l ojol1f1j1|1 |2
sl e{1lot1l 21112 a = 2
81. ol113|5]| 12| 13| 26
ol oloflolo|l21]| 2|2 9:’?01
T: 1 olof1]|1 1 2
2] ol1lol2 % o a = 2
83, Ol11]4)5]| 13| 14| 26
ol oloflolol1]| 1|2 §=Tol
T: 1| ojlofl1|1|1| 1|2
2l ol1l1l2l211l 212 a = 2
92, 0|2 3|5]|12] 13| 14| 26
ol olololo|l1] 1] 1|2 5“:“501
T: 1] ejofzlitixl 212 |2
2l olelalelot 1.1 2 |2 B o1
e 2| 5] 14| 24| 25
e
0 ol 0|1 2 o > :’tol
T: 1 ol1]1 2 5,
5l zlel2 |6 |1 a =1

£//0,0,2/ x /0,1,2//=/0,0,0/¢ T -
Az ellentmondds itt a fenti elemhdrmasok segitségével mu-
tathatd ki. Erre a védltoztatdsra azért volt sziikség mert

/0,0,0/€T,
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A kovetkez8 6t monoidbdl a Ve2.l. pont alatt megadott § re-
lédcidt szdrmaztattuk. A felhaszndlt f fliggvény azonban
eltér az ott definidlttdl. Tekintettel arra azonban, hogy

a kovetkezdkben alkalmazott f fliggvény értéktdbldzatanak
szerkezete a kordbban ldtottéval egyezl, ezért ezeket is

itt téargyaljuk. Az eltérésre az kéﬁyszeritett benniinket,
hogy ezen monoidok mindegyike tartalmazza a /0,0,1/, /0,0,2/
hédrmasokat.

31, ol 1] 2] 5| 13] 26
ol olojolol1 ]2
T: 1l ololo|l1]|1 |2
2l ol1l2l2l1 )2
0 1 2
£: O]l 1 1 o0 g =T 4
1]1 1 o
2l o0 0o 1
£//0,0,0/%/0,1,2//= /1,1,0/¢ T
Az ellentmonddst a tovdbbi négy monoid esetében is
a fenti elemhdrmasok segitségével mutatjuk ki,
51, o|l1|2]4]| 5] 13] 26
ololo|ojo|lo| 1|2 §=T¢1
T 1|ololo|1|1l1 |2
zlojilziilel1llz
59+ O|L1|2|3]5]| 13| 26
olololololol1l |2 S=T,
T 1lo|lolO]1]1]1 |2
2olofl1]l2lolal1 {2
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79. O| 1| 2| 5] 13| 14 26
ol ol ol olo|l1 |1 |2 S =T
. ol
T: 1lololol1]2 |1 ]2
ol ol1l2lal1l2 |2
86. O] 12| 3] 4|5]|13] 26
ol ol ol olo|lo]lo|1l |2 8:1’01
T: 1]lolo|lol1l1l1l1 |2
sfolilelolriglri) o
2.3. Kivételek
128, | O] 1| 2| 5 | 12| 13 14| 24 | 25| 26
olojololallia (.2 |22 |2 §=I’01
Ts 1Lloloeloe|lo|1 |21 |1]2]2]|z2 '
glol1lelzleol 22 lalzl=z

E monoidbdl is a

kintettel arxa, hog
sok mindegyikét tar
keresniink., Ennek sz
szerepel "Kivételek

il

f nyilvédn tiszteli
rokon az /1,0/ érté
mert ahhoz legaldbb
eléfordulni, s csak

kordbbi S reldcidét szdrmaztattunk, Te-
y T a /0,0,1/, /0,0,2/, /1,1,0 / hdrma-
talmazza, ismét mds f fliggvényt kellett
erkezete is eltér a kordbbiakétdl, ezért
" cimszd alatt.

’I B 1 2
0 g 1 X
1 5 S T
2 & 1 1

T:ol —et, ha annak elemeib8l képzett pé-

ket nem vegzi fel. Ezt azonban nem teheti,
két O-ra végzddd pdrnak kellene Tfol—ben

egy van.
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Ugyanakkor £//0,0,0/x/0,1,2// = /o,1,1/¢’t.

A 101,,133. és 134. monoidokbdl ugyan mds kétvdltozds reld-

ciét szédrmaztattunk, de a megfeleld f fliggvény szerkezete

hasonld a 128-ndl latottéhoz, ezért ezeket is itt tdrgyaljuk.

100 o1 |4 ,5 |13'|141 17| 26

ololololo|1 |21 |21 |2

Tialololzlal1 |1 ]2 |2

el oj1l1lazi1 lg t2 |2
Allitsux: el6 az A= Tx T  hatvdltozds reldcidt, s vdlasz-

szuk ki gzon elem-6-osokat, amelyekben a harmadik és negye-—

dik helyen 8116 elemek egyezlk

Legyen § = 3

0 Q0 O O 9o O

> =4{2,3, {0}, 0}, @4}, §5}
0O|]0|l0O|j0O]0]0O]O|O|O|l[l|2|1[1]2
oloflolojlolo|1|1|al1jr|r]|1]2]>
clojolililiidfaiiirinfzizlelale
gleojolrlrlryrlalalijuriealse]s
olitili{ilziirtialelijnelezlz]e
rtidlglizrlzgieirlizlziniglaieliz]e

0,5 =1/0:075 10,17,/0,2/5/1315 /1,27, /2,21};

f pedig:
0 1 2
£: ojo 2 2 £/0,0,0/x/0,1,2// = /0,2,2/¢7T
12 2 2
gleg 2 B
133. ol 2|3|5]|6|10] 13| 16| 20| 23] 26
olo|lolololofl1 |1 |12 ]|2|2]|¢2
T:1}lo0lo|l1|1]l2|lo|1[|2]0]1 |2
olo|l2lola2lolal1l1l2]l2 lo2
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”Cdl - {/0,0/,/O,l/,/O,Zf-, /1,1/,/2,2/}

0o 1 2
f: ol o 2 2 £/0,0,0/x/0,1,2// = /0,2,2/¢T
lez g 2 |
gl 2 2 =
134, 5‘7|13l14|16|.1’7|22|23125 26
ofolofl1 |1 |1 |1 |2 |2]2]|¢®
T: 1l 1f{2(2 1|22 11|22
2l2l1l1lelaflzlaitlaly o
o1 = L/0s1/:/0,2/,/1,1/5/1,2/,/2,1/,/2,2/}
|0 1 2
f: 0|0 2 2 /051:2/x/0,2,1// = /0,2,2/¢ ¢
Llg &8 2
2le 2 2

3. Harmadik csoport

Sorszam: 17,24,100
Kivétel: 66, 118

3¢1. Ezen haromvdltozds reldcidk mindegyikébdl a§ ={/0,0/,/0,1/,
/0,2/,/1,1/,/2,2/} kétvdltozds reldcidt szdrmaztattuk.
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Némi szdmoldssal ‘ellenbrizhetd, hogy a

¢ 1 2
0O 0 O
1
2

tipusu értéktdbldzattal definidlt f fliggvény tiszteli§ -t
e =1 ég a = 2 esetben.

/Nyilvdn, hiszen a fenti fliggvény csak akkor vezetne ki§ -
bdl, ha annak elemei kozott lLegaldbb két 2-sel kezdbdd e-
lem volna/.

Ugyanakkor aG = T reldcidénak taldlunk olyan elemeit, amelyek
segitségével igazolhatd, hogy f nem tiszteli T -t,

9%
1T | 0| 5] 7] 13| 26
ololo|lo|l1]| 2 e =T )
. 0
st1lof1|2|1] 2
2lof2l1l1l 2 a = 2
£40,1,2/x/0,2,1// = /0,2,2/4 7
24 ol 2| 5| 8] 13] 26
olojololo|1 |2 =T,
Ty llojoj1]2|2 |2
2ol 2l2l2l1 |2 a =1

£//0,0,0/x/0,1,2// = /0,0,1/4 %
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100. o] 1 2| 3 5| 6| 7 131 26
olo|l oflolo|lo|o|lo|1l |2 §=T_
T: 2lo0l ol ol zldilelelil |e
2lol 2l 2lol2lol1l1 |2 g = D

£//0,1,2/x/0,2,1// = /0,2,2/¢ T

3036 Kivételek

A §definicidja alapjén e csoportba tartozik a 66. monoid is.
Ez azonban tartalmazza a /0,0,a/, /O,a,a,/ a€ 21,2} hdrma-
sok mindegyikét, ezért mds f filiggvényt kellett konstrudl-

nunk .
66, 0 1[ 2] 4| 5|8 13 26
olo|lolojlo|lolo|l1l |2
Y: 1|lololol1l1l2]1 |2
2lol1l2l1l2l2l1 |2
0O 1L 2
f: 0olo 0 O §;=1;1
1lo0 o 2
2lo 2 1

£//0,1,2/x/2,2,2//=/0,2,1/4 T

Konnyen ellendrizhetd, hogy f valdban tiszteli § -t

A 118.,monoidot is itt tdrgyaljuk. A beldle szdrmaztatott

S reldcid ugyan killonbdzik a fentiekt8l, de a felhaszndlt
f fliggvény tdbldzatdnak szerkezete megegyezik a 3.1l. pont-
ban definidlttal.
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118. 0|1 3|4|5‘9‘1o| 12|13|26
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O 1 2
f: ol1 1 2 S m b
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141 1. 2
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1914 0 1|2|3‘4|5|9|1o|12’13 26
olo|lolo|lo|lolof1]|1 |2 |1 |2
TC: 210lolol1lziriolojali-le
slolilzlolitzliolr 1o )1 ]2
0 1 2
f: o1 1 2 =T
ol
11 1 2
ol2 2 2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,1,2/é T

4. Negyedik csoport

SOI'SZé.m: 3,8,9,12,23,25,27330333,36339, 45,47, 509 58961!
76,78, 80,82,85,91

4.1 Ezen hdromvdltozds reldcidk mindegyikébdl a 8 = {/a,a/,
/a,b/,/b,b/} kétvdltozds reldcidt alkottuk meg.
/a,b € 2_) a#b/
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Elég kézenfekvd, hogy§ -elemeibdl képzett pdrok a g? hal-
maz elemei, aghol 2 = ia,b} « Ha az f fliggvényi nk értéktdb-
ldzatdt ugy toltjik ki, hogy f/g?/ = a vagy f/g?/ = Db telje-
siil, akkor f tiszteli a § reldcidt. Az értéktdbldzat kitol-
tését folytassuk ugy, hogy f ne tiszteljea G =T reldcidt.
Ezzelligazoljuk, hogy a fenti monoidok nem lehetnek maximdlis

klonok egyvdltozds részkldénjai.
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5. 0todik csoport

Sorsgam: 16,19,20,41,43,44,52-54, 64, 67-75, 77, 87=90,
93-98, 102-107, 109-117, 119, 1l21-126, 129,130,
132, 135,136,139_143, 1463 1473

Kivételek: 137, 138
5.1. A fenti reldcidkbdl olyan kétvaltozds § reldcidkat

szdrmaztattunk, amelyek mindegyikére teljesiil, hogy i/a,a/,
fasb/s /o,a/, /b,b/} S S, ahol a,be 3, a # b.
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Emiatt,ha f értéktébldzatdban csak az a,b elemek fordulnak
el8, akkor nyilvédnvald, hogy a § elemeibdl képzett pdrokon
felvett fiiggvényértékek is 2 = {a,b} ~ba esnek, s igy f tisz-

teli § -t. A tdbldzat kitdltését most is oly mddon folytat-

juk, hogy filiggvényiink a G =T reldcidt viszont ne tisztelje.
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112, gl 2] 3 |5 12 13| 14
ol ojolojolo|1 |1 |1
Y:1lolololz{al1 |1 |1
2 ol 1l2lol2lo 112
g 1.8
f: 0l 1 o 1 §=T&2
1
2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,1/¢ T
113, ol1]2 ‘3 |5 |12 13| 14 | 26
ololololol1 |1 |1 |2
T:1lolololzl2l2z |11 |2
ol1l2lol2lo 112 |2
o 1 2
f: 0l 1 o 1 §=ti2
1
2 f//0,0,0/X/O,l,2//=/l,O,l/¢’l‘;
114. ol 113 |4 |5 12| 1891 14
olojlolololo|l1l |1 |1
T:i1lololzlzl2llr |1
slol1lal1r1lzlol 1 |2
0o 1 2
7=
f: 0l 1 o 1 5:712

2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,1/¢ T
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Az I fliggvény értéktdbldzatdt - az eddigiektdl eltérden -

nem a § reldcid elemeiben szerepld O-val és l-sel t01ltottiik
ki, mivel T tartalmaz minden olyan hdrmast, ami segitségik-
kel elbdllithatde. Nyilvénvald azonban, hogy f tiszteli§ =t

119, &1 1] 2 3|5|12| 13'24[26
glojlolololoell |1 2 |2
T: 1i10{ 01l 2] 2111 2 1 2 o
slaj1izlaglalo | L.i0 | @
6 12
f: ol1 o0 1 9:7512
1
B £/ 10,0, 0050, L2 ff=/1:0,1/0¢ T
121, o] 1l 2 3|4|5l6|7|8ll3 26
olojlolololo|lolo|lo|o|1 2
T: 1]olololalalalalel2]l1l |2
2loli1lzlolrli2lolirlizll 2

S megalkotdsdhoz tekintsiik eldszbr a kivetkezl két reldcidt:

d= Ty = 1/0,0/,0,1/,/0,2/,/1,1/,/2,2/}
B= Ty, = {/0,0,/1,0/,/2,0/,/1,1/,/2,2/]

1l

Képezzikk a ¥ = A x> négyvdltozds reldcidt, s ennek elemei
kozll vdlasszuk ki azokat, amelyekben a mdsodik és a harma-
dik helyen azonos elemek dllnak, azaz cf.—- o

7 - 0.3, (0}, 13

Az igy nyert elem - 4-ések elsb és utolsd elemét véve nyer-
jik a keresett reldcidt. @ ;oro 3
3



- 75 =

O O O O
o+ H O
N =)
o+ H P
Mo
o NN O
DD O
oN NN
NN N

Q = 1/0,0/,/0,1/,/1,0/,/1,1/,/0,2/,/2,0/,/2,2/]

Ha ezek utdn f tdbldzatdt csupa O-val és 2=l t01ltjlik ki,
akkor f természetesen tisztelni fogja & —t, ugyanakkor kony-
nyen kimutathatdé, hogy nem tiszteli G =T =t,

O 1 2
f: 0l 2 0 o0 £//0,0,0/x/0,1,2//=/2,0,0/ ¢ T
1
)
188, 0 1| 2| 4| 5| 9| 12| 13| 14
ol ol ololo|lo|l 21l |1 |1
T: 1] ol ol ol 22| o] 2 | 1 1
21 ol1l2l12l2l0lo0ol 1 l2
0O 1 2
f: O 1 O 1 ' g ::’tol
1
2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,1/¢ ¢
123, ol 12| 4] 5|9 12| 13| 14| 26
glojo|oelal 11111 11 |2
L3 olelofti1lzlol1 |2 j11 12
ol1l2l1l2l0lo0 9
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125,

126,
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0 1 2

1 0 1 Bal e
£//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,1/¢ T

0| 1] 2] 3 4| 5| 12| 13| 14

olo|lolo|lolo|l1|1]1

oloeloelrlaiafa |2l

ol1l2lol1|2lofl1]2

6 1 B2

1 S = T12
f//O,O,O/X/O,1,2//=/1,O,1/¢’r

O 1] 2]|3]4]5]12]|13] 14| 26

olololololot1l |1 |1

ofojlol1|2f{1|1 |1 |12

ol 2lzlolilzio lslaz {2

o1 2

1 0 1 ] =“612
£//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,1/ ¢ T

0 4|5 9| 13 16|17’22 23| 26

plolol1]l1 {1 ]1l2 (2 |2

of 1{2[ol1 |2 |2 |L |1

gl 1121911 L1 {2 | 1z |2

6.1 2

1 1 B g =”C12

£//0,0,0/x/0,1,2//=/1,1,2/ & T
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129, 0| 1| 4| 5]09 12| 13’ 14] 25| 26
ololojolol1la|l 1 l1 |22
T:1]lo]lolx|l2lolr]|l 2] 212]|2]o>2
2lol1l2l2lolol 21212
0O 1 2
f: 0|1 0 1 § =T,
1
2 f//o,o,O/x/o,l,z//=/1,o,1/¢fg
130, o]l 1] 2 3| 415 9] 10| 12’ 13
ololololololol1]1 ]| 1|1
T:12l0|lo0|lo0o|1|l1l12l0]l0] 1]1
2l ol 1]2lol1)2lol1l ol
0o 1 2
f: o}l1 o 2 §’=tol
110 o
2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,2/4 T

Az f fliggvény keresésekor ugyanazon problémidval taldlkoztunk,
mint a 117. monoid esetében,

132, ol 21315 6|8] 10| 13] 20| 26
olo|lololo|lolol1 |1 |2 |2
Ter1lololajalelz2lo 1 |02
clola2lolalolel1l 11212
0 1 2
fr: 000 o 1 §=T01
1
2 £//0,0,0/x/0,1,2/=/0,0,1/¢ T
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Tealoja|2f{a |1 |z(gl1 L2 |2
oizlijrlzlialzl3z lzl1ig
o )
1
2 ;éo f//o’O’O/X/Oalyz//-’—-‘/o,l,l/\iﬁ’t

Az f fliggvény keresésekor ismét azt a problémdt kellett meg-
oldanunk, mint a 117. monoid esetében.

136, o 415 7|8 9| 13| 17 18[22‘26
ololo|lo|lolol1]1l1 |2 ]2]|:2
T:1lolatileglzloll1}z |ol1le
olol1l2lzlalolasl 2o lol1loe
0
f:0l1 1 2 §’=T12
1
2 £//0,0,0/%/0,1,2//=/1,1,2/ ¢
139, ol L| 3|5 101 12| 13| 14| 16 23| 25| 26
ololololol1 |1l |2 |l21il2 |22
Tezloloelalrtolrtlals |2 2 | 2
olol1lol2la2lot1lzalalo2 j1]e
0 1
f: olo 1 1 5’:7101
1
2 £//0,0,0/%/0,1,2//=/0,1,1/ 4%
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143 O'1|2,3|4|5|12|13|14|24,25’26
ololo|lolololol1 |2 |2 |2 |2 ]2
T:12lololola|alal2 |21 ]2 |2]2
slolilzlolriz2lol1l l2 lol1le2

A T alapreldcidbdl elddllitott S reldcid tartalmazza a
iO,i} = {O,i} halmazt. S megalkotdsdnak bonyolult volta
miatt ezt részletezzik.

% =T Ay p=d N 0(102
ololol1] 2 oloj1lz2
Ads olol1]|1l2 B: olo|1|z2
ol1]1]1l2 ol1l1]2

Tekintsikk ezek utdn a ¥ = (> x3  hatvdltozds reldcidt, és
vdlasszuk ki azon elem-6-osokat, amelyekben az elsb €s a ne-
gyedik helyen azonos elemek dllnak, azaz vegylk a

égz/XEQ’B}’Z;}’iQL {AJ’ £5j reldcidt.

ojo0]0l0]1]2
_olololo|1]e
d: oflol1l1l1]2
olololo|1]2
ololo|lo|1]2
ol1lolalaloe

Legyen §= C4./25 ={/0,0/,/O,l/,/l,O/,/l,l/, /292{}-
Definidljuk az f fliggvényt a kovetkezd mdédon:

g L 2

1 0 O Nyilvanvald, hogy f tiszteliS -t,
ugyanakkor £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,0/41

N o
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146. o|g}J 2 3| 5 6| 71 10| 12| 13| 20| 24| 26
olololololololol1|1|l21l2]|2/|:¢2
T: 210l0|lof{1l1l2z2t2lolil12l0o]lz |2
elol1liglolz2lolzlalel 212 lolo
6 1 2
f: 00 1 1 2 &1 4
1
2 f//o,o,0/x/o,1,2//=/o,1,1/¢”c
147. ol 1| 2| 3| 4] 5| 9] 10| 22| 13| 14] 25| 26
olololololololalalalalale |2
Tsialolololilz]l2tolo a2 zl2 |2
ogloplalelolalglpiilol 112 L1%]3
0O 1 2
f: O 2 =
. & § ,qu
1
2,

5¢3a Kivételek

£//0,0,0/x/0,1,2//=/1,2,1/¢T

A kovetkezd két monoid a § reldcid alapjén e csoportba tar-

tozike Azonban mindkét monoid

talmazza a

0,1

~ azaz T

alapreldcidé - tar-

elemek segitségével elbdllithatd Osszes

hdrmast. Ezért az f fliggvényt mdsképp kellett megalkotnunk,

mint eddig

137.

tettlik.
Bli1l213 4, 5’ 9| 10| 12| 13| 14
ololo|lo|lolo]loOo]l1|1 |1 1 1
T:1loelelelr{1l1lolo {2121 |1
glolil2lotilegloll o |1 2
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§ =T

N = o

N O HYL O
N O Of
D DD

£//0,050/%/0s1,2//=/1,0,2/4Y

A 'Tiz reldcid tartalmazza az Osszes O-val €s l-gyel kez-
4848 elempdrokat. Figgvényiink tisztelni fogja € =”C12 ~t,
ha 2-vel kezd8 elempdrt nem 411it eld a 7112 X Pflz halma-
zone Ilyen viszont biztos nem lesz, mert ehhez 2—-vel kezdd-
dd elempdrt is kellene 7f12anek tartalmaznia.

138, ol 1| 2(3(4,5(9]10] 1213|1426
ololololololol2]2 |2 |2 |2 |2
T: 12lolololz|2l2lolo |2 |2 |1 |2
1ol 2l 2lo)1l2lol1 lol1lz2 l2
0 1 2
f: 0|1 0 2 ~9=7£2
110 o 2
2lz 2 2 £//0,0,0/x/0,1,2//=/1,0,2/¢ T

A(ti2 reldcid itt bdvilt a/2,2/ elemmel, Ez azonban nem okoz
problémdt, mert azon elempdrokon, amelyek elédllitdsdban
a/2,2/ résztvesz, a felvett fliggvényérték is 2,
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6. Hatodik csopordt

Sorszam: 15, 26, 42, 63, 65, 99, lo8

6.1. Az alapreldcidébdl szdrmaztatott kétvdltozds reldcid

S ={/a,;/} vagy § =g/}_,a/j alaku /ag 3/. Nyil-
vénvald, hogy ha f/a,a/= a teljesiil, akkor f tiszteli$ -t,.
Az értéktdblézat kitoltését ugy folytatjuk, hogy ugyanakkor
f ne tisztelje T -t.

6424
L5 of 1
ol o] o] o
T 2 o] 1] 2
2ol 2l 1
0 1 2
£: 0| 0 S
1 1
2 1 £//0,1,2/x/0,2,1//=/0,1,1/¢ T
26. 2| 5] 14| 26
olo|lo|1 |2
Ts L1 0] 111 | B
2leleglz |2
g 1 2
£: O 1. g =T12
0
2 £//0,1,2/x/1,1,2//=/1,0,2/4 T
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£//0,0,0/x/0,1,2/=/050,2/ ¢ Y

s = ACol

0o 2 2

£//050,0/x/0;1,2//=/0,2,2/d~

O] 1 2[4[5[8

O] 6] O] O] O] OO
1Ol DO |L]2
21 0] L1 2]L1212

f =’\Col

0] 0 2 O

f//0,0,0/X/O,l,Z//:::/O,2,0/¢"“(:

—
o
Vlv
It
\Vo
OW IO N O
0 ]O N njgo 4
M~ O o+ NJjO +H O
nJ]j]o 4 [QV} N O O
<t ]1O H A (®) —A ] O O
o 10 O O o O] O O O
o +H (@) (QV] O +H «
S :
L ] L ]
V) (381
< o)

kil

654

ol

f:



- 85 -

99 0 1| 2| 3/ 5] 6|7
olojo|oflo]o|o0O|O
T: 1lo|l0o|lo0|1|1]2]|2
2loj1l2lol2lol1
0o 1 2
f: oo 1 1 §-=Toy
1
2 | £//050,0/x/0,1,2//=/051,1/¢ ¢
108, 0| 1| 2[;3| 4 | 5| 6| 8
ololo|o|lolo|o] o] oO
Te:1]lololofl1]1l1]|2|2
2lol1lz2iol1l2]l 62
0O 1 2
f: 0l 0 2 1 S =T,
1
2 £//0,0,0/%/0,1,2//=/0,2,1/ ¢

Te Hetedik csoport

Sorszdm: 145, 150, 153, 154, 159, 149, 152, 156, 157

Tele Ezen csoportba tartozd reldcidk elemhdramasaibdl az I
fejezetben megadott reldcidmiiveletek segitségével eldallit-
juka3 halmaz Osszes nempermutdcidinak halmazdt, ill, annak
valddi részhalmazdt. Ezt jeldjilkk most § -vale Ezek utdn
keresiink egy megfeleld f fiiggvényt, ami § ~t tiszteli, de
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T -t nem. Ez az esetek tobbségében a 3 halmaz egy permutd-
cidjas }
Az eddigi gyakorlatnak megfelelden felirjuk a § reldcild

- elédllitdsédnak médjédts Mivel ez bonyolultabb, mint a kordb-
biakban volts ezért tobbnyire megadjuk a8 elddllitdsdban
szereplé reléciéknak, valamint € -nak az elemeit, ha ez u-
£6bbi kiilénbdzik az Osszes mnempermutdcidk halmazdtdl. Ter-—
mészetesen definidljuk a szikséges f fliggvényt, €s rdmuta-
tunk arra, hogy az adott reldcid mely elemeinek segitségé-
vel cdfolhatd a reldcidklén minimilis voltas

Te2s A kovetkezd reldcidk elemhdrmasaiban az /il,...yl/- ve-—
tités segitségével permutdljuk a 0,1,2 jegyeket, és az igy

nyert reldcidnak vesszilk a T alapreldcidéval vald metszetét,
Ez lesz a keresett § reldcid.

145, 0 4| 5 7| 8 13| 14| 16| 17| 22| 23| 25 |26
ololo|ojoflo|1l |1 |1 |1 |2 |2 |2 |2
Te 2lof1j1lelzir |2 4212|211 12 |2
olol1lot1leol1 2 |2 l2l1tl2 11 I2
g =Tlo2 ﬂ /t
olr|1]1l12122]°2
S : olrl1lalel1l1l2]|2
gila|l2zlzxlzlialezirls
0O 1 2
bl 1 # O

N - O
o
©
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Fliggvénylink nyilvén tiszteli§ -t, hiszen a csak l-et vagy
2-t tartalmazd hdrmmsok segitségével elddllitott pdrokon a
fﬁggvényérték ﬁindig O, és /0,0,0/cS « Ha a hdrmasok koziil
legaldbb az egyik a /0,0,0/, akkor a fiiggvényérték 1 vagy 2.
E két Jegy segitségével elddllithatd hdrmasok mindegyikét
tartalmazza S . :

Ugyanakkor  £//0,1,2/x/0,2,1//=/1,0,0/47.
150, ol 1 3| 41519 1o| 12| 13| 14| 16| 17
olololololol1]1 |1 1- 1% | 2
YT:1]10|l0l1]212]212]l0]0 01 1 | 2 g
olol1lol1]l2lol1lo o |1 |2
22| 23| 25| 26
O] 2 2 2 2 g =/~Clo2n/~t
212 13 12 1@
o1 {2 |1 12
0[010]O|1|1|111l|1l[1l|1lj2|2|2]|2
:oflofl1|1|olof1|1|1|2|2|1]|1]|2]z2
glilolilioliiotitz2itielrlzlyrle
2
£ 1 1A _f/Q9132/=/2313O/‘$«C
210
155, 0| 1] 2| 3| 415 |6| 8 |9]10| 12| 13| 14] 16
- ololololofo|ojofojafr |1 |1 ]1]2
Ts rL]lolo|lola|la|lajzjeloje j:1 |21 ]2 |2
olol1lz2lol1lg2loltelelil o liarkeiti
17 [18] 20| 22 23] 2425 | 26
1 |z |2 |2 s |2
2 |2
olali1]2 1 |2
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hO N e
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3 =’5102(\’t /= T\ @O,l,Z{&,azaz az Osszes nempermu-—

t4cidk. f tiszteli § -t, hiszen nempermutdcidbdl nempermutd—
cidt csindl, s 8§ az Vsszes ilyen hdrmast tartalmazza. Ugyan-
akkor  £/0,1,2/=/0,2,1/d7 .

A kovetkez8 két esetben is az Osszes nempermutdcidkat fogjuk
e16811itani a T alapreldciébdl. Az eldzbek alapjdn az ilyen
tipusu reldcidkat a permutédcidk tisztelik.

154, ol1l2]| 3|24 5|6[7|8|9]10|12|13|14
olole|lololojololololinlr |2 (2 |2
T:12]lo0|lolol1|1l1|l2|l2]2]0l0 |21 |1 |1
2lol1|l2loltal2lolalz2loll Lo 1 |2

ol 1
1{o £/0,1,2/=/1,0,2/4 T
2|2
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159, o| 1 2| 31 4| 5 6[ 8 9| 10| 12| 13, 14 | 15

ol of ol ofojlojojloOjO|1|{1 |1 |1 |11
T: 1l ol o|lo|1|2|l21]2|l2l0]l0o| 1|21 |1 ]2
glolilzlioltillzlolglolrl ol 212 {0
16| 17| 18| 19 20, 22 23‘ 24| 25| 26

0 1 j2 |2l21l2iz2legila2 l2
ilz 12 |1l io12 121lz1a |2
211 g lo 1192 ]2 } g 16 131°| 2

S =P5102 n-T
£: 0] 0
1| 2 £/0,1,2/=/0,2,1/¢ ¢
2| 1

Te3e A kovetkezd esetekben a reldcidk szorzdsdt, azé -4t1dsi-
tést,esetenként a reldcidk metszetének képzését haszndljuk
fel § elddllitdsdhoz.

149. 0| 1 2| 3 5‘ 6|10 12| 13| 14| 16| 20| 23

0l ololtotoloeloli li2l2 1211 12 |2
T: 1jolojol1lalelo {2 l1l21l2lo |1
glelrizmolzlolys |0l |2¢l2 l2 |2
24 | 25| 26

gl2z |2 |2
ile {2 |2
sl o |1 12

Tekintsikk az A =Tx Tizlo hatvdltozds reldcidt, és vegylik a
12,3}, 2},4},{0},{5} osztdlyok szerinti osztdlyozdsdt.

B =Al2,3,01.4], 0, 5},
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B elemei olyan elem-6-osok, amelyekben a mdésodik, o0tddik és
harmadik, negyedik helyen &116 elemek megegyeznek.,
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Konnyen ellenbrizhet8, hogy a kovetkezd fiiggvény tiszteliS —t:
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110 Ugyanakkor f£/0,1,2/= /1,0,2/$Iﬁ
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A megoldds hasonld a 149. monoidndl latottakhoz.

L=Tx Tpyoe Tekintsik 1omét a =%y 3 01 43 (o}, (5}

reldcidt.
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Sikeriilt elddllitani ugyanazt a$ reldcidt, mint a 149. mo-

noid esetében. Az ott definidlt f fliggvény ismét megfelelld

lesz, hiszen ¥ -t tiszteli, de

£/0,1,2/=/1,0,2/&7T.
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Tekintsik az A =T x U x U kilencvdltozds reldcidt, s vegylk
ennek a {0,3,6}',{1},22},&},[5},{7},{8}‘; osztdlyok szerinti

osztdlyozdsdte

P =o,3,6, 113 F, 14,5, §7 458

Ezzel lényegében azokat az elem-9mesecket vdlasztjuk ki, ame-
lyekben az elsd, negyedik, hetedik helyen a 3 halmaz azonos

elemei dllnake Alkossunk ebbdl egy hdromvdltozds reldcidt a

kovetkezbképpen: § = F5258’ Tomdren:
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Ellendrizhetd, hogy
halmaza.
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az oOsszes
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Tekintsiik a kovetkezld f fﬁggyvéhyt:

£; o1 f tiszteli € —t, de £/0,1,2/ = /1,0,2/¢7j.
1| o
22
157. 51711 15| 19| 21
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A megfelell reldcidt ez esetben is a

S =Ktx T XAC){O’ 3,6}, il}, {2}, {4} ’ {5} ’ i‘?} y {8} ¥ j 258

egyenllség definidlja. Konmyien ellendrizhetd, hogy ismét

az Osszes nempermutdcidkat kapjuk. EbbSl kovetkezik, ha f
értéktdbldzatdt csak két elem - pls 1 és 2 - felhaszndldsd-
val toltjik ki, akk&r f tisztelni fogja § -t. Ugyanakkor
nyilvédn nem tiszteli TU-t, hiszen annak elemei 3 permutécidis

8e Egyedi eset

Itt tédrgyaljuk a kimaradt egy monoidot, amely a reldcid szdr-
maztatdsa, és az f fliggvény megalkotdsa szempontjédbdl az eld-
z46 csoportok egyikébe sem sorolhatd be.
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f¢ OJ O O Kénnyen ellendrizhetd, hogy f tisztelil
b1 1 © S -t. Ellenben f-//O,l,l/X/O,1,2//=/O,l¢,OA
T
2
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Az eldz8 fejezetben sikeriilt igazolnunk, hogy a 3 halmaz

160 monoidja koziil csak»é feltintett.8 monoid lehet vala-
mely maximélis klén talpa, s ezzel igazoltuk Jablonszki]

tételében 8116 feltétel sziilkségességdét.
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