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1, fejezet

BEVEZETES

A matematika mdr évszdzadok Sta haszndlja a diffe-
renciilhatd filiggvényeket és a differénciélegyenleteket
a valésdg modellezésére. Ennek az elméletnek az alkalma-
zdsa a geometriai alakzatok /gbrﬁék, feliiletek/ leirdsd-
ra g differencidlgeometria.

A differencidlgeometridnak a valésdgra vald alkalma-
zésandl deriilt ki, hogy a jelenségek nagy része jobban
leirhaté diszkrét valdésdgmodellekkel. Sok esetben a tobb-
8z6ri differencidlhatdsdg csak a konnyili kezelhetlséget
biztogitja, de ilyen jellegii tulajdonsdg létezése nem fel-
tétleniil kovetkezik a vizsgdlt jelenségbdl. Ugyanakkor a
digitdlis szamitdgépek megjelenése nagy segitséget jelen=-
tett a valésdg diszkrét leirdséban. Ezért az alkalmazdsok
gzempontjédbdl nagy jelentlségii a diszkrét és a szakaszon-
ként differencidlhaté fiiggvények, valamint a differencia-
egyenletek elméletének és médszerének a kiépitése.

A differenciageometria programjst R. Sauer /1/ fo-
galmazta meg és alkalmazta & feliiletelmélet kiilonbozd kér-
déseire. Bevezette a gorbék és feliiletek véges sok ponttal

valé kozelitéseit és az igy kapott egyszerii .felliletek tulaj-



donsdgait vizsgdlva jutott a klasszikus differencidlgeo~-
metridban elért eredményekhez hasonlékrae.

Jelen dolgozatban a differenciégeometria médszere-
it és a differenciaegyenleteket haszndljuk a klasszikus
differencidlgeometria fontos kérdéseinek, igy a forgds-
feliiletek, rajtuk haladd geodetikusok és a konstans gor-
bliletii forgasfeliiletek differenciageometriai térgyaldsd-
ra. Felhaszndljuk Sauer fogalmait, médszereit, valamint
Alekszandrov /2/ dltalédnos feliiletelméletének ide vonat-
kozé részeit.

Bdr a dolgozat témdja a klasszikus differencidlgeo-
metria gyakran vizsgdlt tételeibll ered, ez nem jelenti
feltétlenilil, hogy a kapott eredményeknek is a klasszikus
esethez hasonlénak kell lenniiike AbbSl a célbdl, hogy a
dolgozat nagyobb.elmélyulést tudjon nyujtani, megemlit
néhény ide vonatkozd tulsjdonsdgot a differencidlhatdé fe-
liiletek elméletéboll.

A szdmitdgépek elterjedése négy mértékben megvdltoz-
tatta a matematika arculatdt. A matematika uj dgai jelen-
tek meg, ugy mint programozdselmélet, vagy valamely dga
uj lendiiletet vett fejlodésében, mint pl. a numerikus ma-
tematika. A szdmitdgépeknek -~ mint tudjuk - egyik legfdbb
elénye az iterdcidban van, azaz abban a képességben, hogy

valamely miiveletet gyorsan képes sokszor megismételni.



Iterdcidéra pedig a matematika sok dgdban szilkség van, gon-
doljunk csak olyan alapvetd dolgokra, mint a differencidl-
egyenletek numerikus megolddsa. Tehdt egy feladatot akkor
is jél definidltnak és vizsgdlatra érettnek tekinthetiink,
ha a feladatnak nem ismerjik az egzakt megolddsdt /esetleg
azért, mert ilyen nem is létezik/, de tudunk iterativ meg-
olddst javasolni. Ebb8l példdul az is kovetkezik, hogy ha
egy differencisegyenletet nem tudunk zart alaku képlettel
megoldani, esetleg megoldhatjuk iterativ uton, mondjuk,
szémitégéppel; Az igy kapott megoldédst pedig teljes érté-
kiinek kell tekinteniink - kﬁlégﬁsen a gyakprlati alkalmazé-
~ sok sorén.

A dolgozat a szakaszosan kupos feliiletek osztdlyst
vizsgdljae.

Az (x,y) sik valamely c(s) = (x(s), y(s)) gima gor-
béjét az y tengely koriil forgatva a térben forgdsfeliilet-
hez jutunk, amelynek K gorbliletére a feliiletelméletbdl

jél ismert
”
K==y /y
érvényes.

Tekintsiink most a sima gorbe helyett egy megfeleld

tordttvonalat, amely azonos h hosszusiagu siakaszokbél épul



fel és amelynek nincs k&zos pontja forgdstengellyel. Ezt
megforgatva olyan csonka kipokbdl felépiild feliiletet ka-
punk, amelyik a korélek mentén megtorik /szakaszosan ki-
pos forgdsfeliilet/. A feliilet gorbililete a korélekre kon-
centrdldédik., A forgdst ugy is el lehet végezni, hogy a pro-
filtorottvonalat rendre 2i/n, ..., k.2i/n, 27 szogekkel
forgatjuk el /n természetes szém/. Ilyenkor az elforgatott
toréspontok poliédrikus szakaszosan kipos forgdsfeliiletet
hatdroznak meg, melynek gorblilete a csucspontokba koncent-
ralédik.

Egy szakaszosan kupos forgdsfeliilet konsténs gorbii-
letli, ha tetszlleges koréle gorbililetének és hosszdnak ars-
nya dllandé. A feliilet alapegyenlete linedris mésodrendii
differencigegyenlet, melyet megoldhatunk akir a differen-
ciaegyenletek dltaldnos elmélete szerint /3/, vagy ettdl
eltérs, kozvetlen uton is.

Egy poliédrikus szakaszosan kupos feliiletet kons-
tans gorbiletinek hivunk, ha egyetlen profiltdrottvonal-
€l elforgatdsdval adddd szabdlyos sokszdg gorbliletvsszegé-
nek és a szabdlyos sokszog kozelitd terﬁlgtének az arianys
dllandé. A felililet alapegyenlete nemlinedris mdsodrendil

differenciaegyenlet, amelyet iterativ uton lehet megoldani.
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tdsa, amely szoros Osszefiiggést mutat annak gorbiiletével.
A feliiletnek hdrom tipusa lehet a klasszikus esethez hason-
léan: elliptikus, parabolikus vagy hiperbolikus.
Végﬁl'megvizsgéljuk a geodetikusok viselkedését sza=
kaszosan kipos forgdsfeliileten. Pozitiv gorbiileti feliilet
esetén az "egyenlitdt" metszd geodetikus a "szélességi kor"-
oket egyre kisebb sz8g alatt metszi, és az egész geodeti-
kus benne van két, az egyenlitdt is tartalmazdé kor kszotti
feliiletrészben. Negativ gorbiileti fé;ﬁlet esetén ilyen

dllitds nem érvényes.



2. fejezet

A GORBULET

Az (x,y) sik valamely c(s) = (x(s), y(s))sima
- ivhossz szerint paraméterezett - gorbéjét az y tengely
koril megforgatva a térben olyan forgdsfeliiletet kapunk

/1. dbra/, amelynek K gtrbiiletére a
"
K==y /y

formula adédik. Konstans K gorbililet esetén az y + Ky = O

differencidlegyenlet dltaldnos megolddsai:

y(s) = ¢cq cos(\/f{_ s) + ¢, sin(\/_ﬁ s) ’ ha K> 0
y(s) = Cp S+Cy ha K=0
y(8) = ¢y eV_K S 4 s e"vcE s, ha K<0

'cl, o konstansok

Ezzel elddllitottuk a konstans gorbiiletii forgdsfeliiletet.
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1 o

l. dbra

Sima forgdsfeliilet helyett tekinthetiink azonban
olyan forgdsfeliiletet, amely csonka kippaldstokbdl &1l
és a hatdrold korck mentén megtorik, vagy olyan feliile-
tet, amelynél a forgdsi koroket szabdlyos sokszdgekkel
helyettesitjiike Igy jutunk el a szakaszosan kupos forgds-
feliilet és a poliédrikus szakaszosan kipos feliilet fogal-
mahoz.

Legyen adott egy h> O szdm és a tér egy S sikjdban



egy t egyenes. Tekintsiink tovébbsd egy vj pozitiv valéds
szamgorozatot. Legyen P, az S gsiknak egy t-t41 v, tdvol=-

ségra 16vS pontja, valamint P; olyan pont S-en, amelynek

tdvolsdga t=-t81l Vi Pj_l-tGl pedig h. Tovébbd a P. pon-

J
tok vetiiletei t-n monoton pontsorozatot alkotnak.

Definicio: A ... P-j ceee P"l PO Pl o.on eee tOXottvons-

lat forgassuk el t koriil %E gzoggel. /n pozitiv egész szim/

Igy a Pj pontok Pjo’ le, veey Pjn /PjoEPoEPjn/ elforga-

tottjait kapjuk. A P P 1? Pj,k+1 egyenlsd szdrd

sk Ti+1,k T+
trapézok rendszerét poliédrikus szakaszogsan kupos feliilet-
nek nevezziik /2. dbra/.

A cee P_‘ eee P"'l Po Pl ese P. oee tOTrottvonalgt elfor-

J J
gatjuk t koriil 2T-vel. A Pj és Pj+l pontok dltal leirt
Ej és Ej+1 korok dltal meghatdrozott csonka kippaléstok

rendszerét szakaszosan kupos forgdsfeliiletnek nevezziik

/30 ébra/.
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2. dbra

Megjegyezziik, hogy a poliédrikus szakaszosan kupos forgiés
feliileteket az irodalomban szokds forgdspoliédernek is

neveznie.

t-t forgistengelynek, a «.. Pj-l . 2 eee tOTrottvona-

J T+l
lat és annak elforgatottjait profiltorottvonalnak hivjuk.



-

30 abra

Példa: Legyen a Po Pl eee tOrottvonal olyan, hogy a

PO, Pl «se pontok egyetlen egyenesre illeszkednek., Ekkor

az a szakaszosan kupos forgdsfeliilet, amelynek POPl coe

a profiltorsttvonala, forgdshenger /ha a PoPl parhuzamos

a forgdstengellyel/, vagy forgéskip /ha P P, nem parhuza-
mos a forgdstengellyel/. Az a poliédrikus szakaszosan ku-

pos feliilet, amelynek POPl eeo a profiltorottvonala, hassab



. &

/ha POPl pdrhuzamos a forgdstengellyel/ vagy gula /ha POPl
nem parhuzamos a forgdstengellyel/. Mivel a profiltorstt-
vonalnak teljes egészében a forgdstengely egyik oldalén

kell elhelyezkednie, ezért a forgdshenger és a hasdb mind-
két irdnyban végtelen, a forgdskip és a gula egyik irdny-
ban végtelen, mdsik irdnyban a profiltdrcttvonal a forgds-

tengely metszéspontjdig folytathatd.

Példa: Vegylink az x,y sikban egy origd kozéppontd korbe
irt egyenld h hosszusdgl szakaszokbdl 41148 torottvonalat,

amelynek szakaszal a kozépponttdél ¥y szog alatt latszanak:

Ekkor a Pj+1 pont y-tdl vald vj+l tavolsaga €s a Pj—l

pont vj_y tdvolsdga kozott a



-12 -

Vigl t Vel = 2vj cos Y~
ogszefliggés 411 fenn, mert
cos (j+l)y + cos (j-l){‘ = 2 cos jy cos y” .

Az 4dbra alapjén

2
gin Xj: L és igy cos Y = 1-2 sin2 £'= l - —22 ’
2 2v 2 2v

o o
ezért
2 (1 —QH2
V. = - V. = V.
J+l 2vo J J"'l .

Ha a PoPl... torottvonalat y koriul megforgatjuk, akkor
olyan szakaszosan kupos forgdsfeliiletet /jeloljik ezt
Gl-gyel/ ill. olyan poliédrikus szakaszosan kipos felii-
letet /jeloljik Hlvgyel/ kapunk, amelynek vj forgdsi su-

gardra érvényesek az aldbbi osszefliggések:
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2
vy o= 2 <l - E;Z Vil T V52
c
Azaz vj nem mas, mint a Tj(x) Csebisev-polinom az
2
X =1 - —E? helyen.
2vC

Mint a 2. 4brébdl lithatd, egy poliédrikus szakaszo=-
san kupos feliilet csonka kuppaldstokbdl &ll. Igy a felii-
let 821ngula:15x pontjai a ... Pj-l Pj Pj+1 torottvonalra
és elforgatottjaira illeszkedl P.oo le, eee P. pontok.

n
Ezek kozil szamunkra a Pj pontokaazon ij elfoigatottjai
érdekesek, amelyekre igaz, hogy a ij—ban taldlkozd tra-
pézok szdgeinek osszege 2i-t8l eltér, igy pontosan ezeknek
a pontoknak a gorbiilete kiilonbdzik zérustdl.

A 3, abribdl ldathatd, hogy egy szakaéiosan kipos for-
gésfeliilet csonka kuppaldstokbdl dll. Szingulidris vonalail
a Ej pontok forgatdsaval keletkezd Ej korok, amelyeknek
gérbﬁletﬁsszgge kiilonbozik zérustdl.

Szemlélet alapjdn is vildgos, hogy egy feliiletet
meghataroz eee. Po, veey Pj’ eee pONntok <o Vs eees Vj’ e

forgdsi sugara, valamint a POPl = eee = Pij+l = h tavolsag



v B

Igy értelmes feladat annak megvizsgdlédsa, hogyan fiigg
a szinguldris pontok ill. gorbék gorbiilete a feliiletet
meghatirozd paraméterektdl. A gorblilet meghatérozdsa so-
rin elemi médszereket haszndlunk csupdne.

Jelélje\Vj ill.\’r’j+l egy poliédrikus szakaszosan
kipos feliilet két egymds utén kovetkezd csonka gildjdnak
el8jeles nyilédsszogét /4. dbra/, azaz

sgn‘Vj = sgn (vj—l - vj),

Vi
y
o
L
P . 3
j—1,2 PJ 1;1

4, ébra
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1
4, dbra

Az dbrdrdl ldtszik az ott alkalmazott jelvlésekkel, hogy

K (Bj) = 2T~ (28 + 2T -X)) = 25 - 2p = (¥, 5 - ¥,) /n,

ahonnan az

nk (Pj) = %3+1 - Wj
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vsszefliggés 411 fenn a Pj pont FC(PJ) gorbiiletére.
Hasonld gondolatmenetet alkalmazhatunk szakaszosan

kipos forgisfeliilet esetén is. Ha Vj ill. ¥3+1 jeloli

egy szakaszosan kupos forgédsfeliilet két egymds utdni cson-

ka kupjsnak nyildsszogét ugy, hogy
sgn"r’j = sgn (vj-l - Vj)’

'
akkor a 4. dbrardl ldthajuk, hogy az E. kor K (Ej) gor=-

J
blilete nem mds, mint a Kj+1 ill. a Kj kupok gombi képei
felszinének, $3+1—nek ill. Vs-nek a kiilonbsgége:

J+1 J
Mindkét feliiletosztdlyra igaz tehdt, hogy a Pj pont for-
gatdsaval adddd alakzat /Pjo’ le, ceey Pjn torottvonal

ill. Ej kor/ gorbliletosszege az alakzat mentén taldlkozd
két kip nyildsszogének a kiilonbsége. Ervényes tehdt az

alabbi tétel.

Tétel: Poliédrikus szakaszosan kupos feliilet tetszlleges
csucspontjdnak gorbiilete egyenld a csuicspontban taldlkozd
két csonka gula nyildsszogkiilonbségének n-ed részével:

K(Pj) =(\f/j+1 —YJ) /n,



- 17 -

ahol n a poliedrikus szakaszosan kupos feliilet profilto-
rottvonalaingk a szdma.

Szakaszosan kupos forgdsfeliilet tetszlleges szinguldris
vonaldnak gorbiilete egyenld a vonal mentén taldlkozd két

kiip nyildsszogének a kiilonbségével:

i (B5) = (W, = ¥5) /ne

A fenti tétel a nem zérus. gorbviilettel rendelkezd
alakzatok gorbliletét a feliiletet alkotd kupok nyildsszo-
gével fejezi ki. A kupok nyilésszdge azonban meghatiroz-
haté a v, forgdsi sugarakkal és a h tdvolsdggal.

J

Jelolje az 5. dbran Tj a Pj-l Pj egyenesnek t-vel

vald metszégpontjat. Ekkor

V. - Vv, v
it S RS} R
h : Xj
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;L— = —-J:-]-'———-l és /X/
xj hvj

S L SRS Jkx/
xj + h th 1

5 o abra

A 4. 4brdn alkalmazott jeldlésekkel

_ . i : N FFS)
jonl = 2.vj.81n ; = 2 Xj gin - = 2 (Xj+1 + h) gin S

P
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Innen
. ron 0 T . V4 R )
Y. = n ¥y = 2 n arc sin sin —| = 2 n arc gin [ ——d— gin =
J X n/ X +h
J J+1

azaz

_ V. . =Y. v, ‘
K (P'k) ==t J _ 2 arc sin —d— gin

J n X..,,+h
j+l

v
- 2 arc sin al sin —|.

X,j n

/[*/ és /XX/ alapjén kapjuk:

_ V. = V. T
K (P. ) = 2 arc gin . J+l sin L .
Jk h n

Vi 4 = Vs T
- 2 arc sin <;ﬂ—l—-——1 sin > o
h n

Szakaszosan kupos forgdsfeliiletre a fentihez hasonld gon-

dolatmenet sorin

' v . v
" _y . 2kvﬂ ) 2 5
I+l J X +h‘ X

J i J

adddik, innen pedig
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411 eld. Igy bebizonyitottuk az aldbbi tételt:

Tétel: Poliédrikus szakaszosan kupos feliilet Pj csucs-

pontjénakl((Pj) gorbiiletét a

.\r. -V. ,
K (Pj) = 2 arc sin <—1—-——lil gin ??-
h n

Viq = Vs T
- 2 arc sin (—J—l—_—-ll sin —>
h .

n

osszefliggés hatdrozza meg a V3 forgdsi sugarak és a h
tdvolsag fliggvényében.
Szakaszosan kupos forgidsfeliilet Ej szingularis vonaldnak

K (Ej) gﬁrbﬁietét a

. o — 3 1
K(Ej) = =2 Jt

osszefliiggés adja.

Ag= oo By g Py Py

ujabb osztdspontokat. Feltehetjiik, hogy ezek az osztdspon-

profiltorsttvonalon vegylink fel

tok felezik a P. P., P. P.

j=1 =] j Tg41r cc tdvolsdgokat /6. ébra/.
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6. dbra

Igy a eee Pj—l’ Qj-l Pj Qj Pj+1 eee profiltorsttvonalat

kapjuk, amelynek t koriili forgatidsdval ugyanazt az F?

feliiletet kapjuk, mint a <. Pj—l E. B, ese profilto-

J TJ+l
rottvonal segitségével ell41llé F feliilet. Azonban az F-re

jellemzd h tédvolség /Pj-l P. = h/ és F’-re jellemz{ h’

J
tdvolsdg /Pj-l Qg = h = Q-1 Pj/ kozott a 2h’ = h Gsz-
szefliggés 411 fenn. A Pj pontok mint F? pontjainak gorbili-

lete:
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V. .
+ Vi
v, - T
d gin = | -

K (P.] = 2 arc sin

V. + V._l

_LTL—- . a
VJl 0

- 2 arc sin
ami nem mds, mint Pj-nek, mint F egy pontjdnak a gorblile-

te.

Hasonléan szakaszosan kupos feliiletre:

’—V.+1+V.-2Vj+V]+V._1

V\I (E- = -2‘1] 9

3) | h/2
azaz a K (Ej) gorbiilet, mint PF?-hdz tartozé E; kor gor-
blilete nem mds, mint az F-hez tartozd E. kor gorbiilete.

J
Megjegyezziik, hogy a gorbiletnek gz uj osztdspontok beve-

zetésével szembenil invariancidja a gérbﬁlét definicidja-
b6l kovetkezike A definicidbdl pedig nyilvénvald, hogy a
gzinguliris alakzatok gorblilete csak az alakzat egy kor-
nyezetétdl filigg, azaz ilyen értelemben lokdlis. A fentie-

ket egy tételben foglalhatjuk Gssze:

Tétel: A szakaszosan kudpos forgdsfelliletek és a poliédri-
kus szakaszosan kipos felliletek gorbililetfogalma a feliilet-

re jellemzd mennyisége.
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Mivel analdgia van a szakaszosan kupos forgdsfeliiletek
és a poligdrikus szakaszosan kupos feliiletek definicid-
ja kozott, ezért valamilyen osszefiiggésnek léteznie kell
a rajuk értelmezett gorbliletfogalmak kozott is. Ezért
megvizsgdljuk, milyen reldcidé érvényes egy szakaszosan
kipos forgdsfeliilet és egy beirt poliédrikus szakaszosan

kipos feliilet kozott.

Tétel: Egy szakaszosan kupos forgasfeliilet Ej szinguldris
korének és a beirt poliédrikus szakaszosan kipos feliilet

toréspontjainak gorbiilete kozott a

)
K (B;) = n K (By) = v(;?) /x x4/
osszefiiggés 41l fenn, ahol n jeloli valamely Pj pont el-

forgatottjainak szdmdt. /7. dbra/

Bizonyitds; Sorbafejtjilk a sin x és az arc sin x fliggvé-

nyeket:
. I
gin = = - + ¢ l?
n. n n

;\r. - Vi1 T
arc sin P SRS .7y (LA (

Innen pedig



- D4 =

Vi = Vi 5 G

PR R 2

nJC('P
h n

jk> =

=K (Bj) + G(LZ),

n

ami pedig éppen a tétel dllitdsa.

PJ+1 T j*n

7 ° ébra

Példa: Hatdrozzuk meg a Gy feliileten tetszlleges torés-
vonalnak, H,-en tetsz8leges toréspontnak a gdrbiiletét!

/lésd 11 . oldal példdja/ Ellszor G, egy torésvonaldnak a
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gorbiiletét gzdmitjuk ki.

Mivel

-2V, + V., = cos (§+1)f = 2 cos jy + cos (J-L)J =

Vi+l j i

2v

2
2 cos jy cosy .- 2 cos jy = 2 ( - E—Z cos Jjy - 2 cos J¥ =
o

h2
- 2% cos ¥,
vO

ezért

K (Ej) =27 %g cos j& , azaz K (Ej) j-nek monoton
novs filiggvénye a j> O tartomanyban és j-nek monoton c¢sdk-
kené fiiggvénye a j<£ O tartomdnyban.

Vegyiik most Hl—et! Igy azt kapjuk, hogy

N ey Y LY,
Vs = Vyu1 = cos Jf = cos (3+1)£’ = - 2 sin E sin (3+ g),f =

h . .. L
= = e gln 3
- an (i 3)

o)
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Innen

K (Pj) = 2 arc sin < i sin (ﬂ - %)g7"

Yo

ginh,

- 2 arc sin(r sin (j + %)i) = arc gin s(j) - arc sin s(j+1)

v
o

alkalmas s(j) monoton fiiggvény levezetésével., j O ese-

tén K (Pj) < K (Pj—l) érvényes, mert
2 arc sin 8(j) < arc sin s(j-1) + arc sin s(j+1)

arc sin x filiggvény x> O tartominyban valé konvexitdsa
miatt.

Hasonldéképpen

K (Pj) > K (Pj_l) j £ 0 esetén. Specidlisan

—

2ih .
K (EO) = ;?— es
(o}
Y . a9
sinz gin =

. . nl__ 'h : ?:
W (Po) =-4 arc sin =—4 arc sin (:;? sin > .
Q

v n

0o

A fenti tételt ugy is szavakba foglalhatjuk, hogy minél

nagyobb oldalszdmu szabdlyos sokszdget irunk a szakaszo-
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gsan kupos forgdsfeliilet szingulsdris koreibe, anndl kisebb
lesz az eltérés a szinguldris kdrok gorblilete és a felii-
letbe beirt poliédrikus szakaszosan kupos feliileten azon
pontok gorbliletosszege kozott, amelyek azonos profiltdrott-
vonal forgatdsdval keletkeztek.
Ezutan megadjuk a konstans gorbliletii feliiletek definicid-
jate

A definicidé megadédsa ugy tlinik, mir az elsd pillanat-
ban problémikat vet fel. Ilyen probléma az, hogy mind a
poliédrikus feliileteknél, mind a forgdsfeliileteknél min-
den pont nem lehet azonos gorbiiletii; "azonos" gorbliletrdl
csak a szinguldris alakzatok gorbiilete esetén beszélhetiink
valamilyen értelemben. Ez az eljdrds azonban dltaldnos a
differenciageometridban, gondoljunk csak példdul Sauer

gorbiiletdefinicidjdra /1/: a p poligon gorblilete /8. dbra/

gin< .
I{(Pl) R it (B, = sineC,
By h;

8e ébra
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Tehat a "konstans gorbiilet" fogalomnak csak a szinguld-
ris alakzatokra kell vonatkoznia, azaz poiiédrikus szg~-
kaszosan kipos feliilet esetén a toréspontokra, szakaszo-
gsan kupos forgdsfeliilet esetén a torésvonalakra.

A fenti megjegyzés utdn mir természetes az aldbbi defini-
cié:

Definicid: Egy poliédrikus szakaszosan kupos feliiletet
konstans gorbililetiinek neveziink, ha tetszdleges P. le coe

J0

Psy torSttvonala K (Pjo Pip eeo Pjn) gorbiilettsszegének

és a torsttvonal Z.(Pjo Pyprees Pjn) hosszinak ardnya &l-

landd:

n . m(ij) K (P, le, ees P

' jo -
Z(P. P

A -Kh
jo jl, eeo P,jn) Z (Pjo le, soe Pjn‘)

Egy szakaszosan kupos forgésfeliiletet konstans gorbiile=~

tiinek hivunk, ha tetszdlleges Ej

gorbliletének és A4 (Ej) hosszdnak ardnya dllandé:

szinguldris vonala K (Ej)

'f(Ej> !((Ej)

2 (Ej) lq_vj

=Kho

A fentiek segitségével nyilvédnvald az aldabbi tétel:
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Tétel: A konstans gorbiiletili poliédrikus szakaszosan kupos

feliiletek alapegyenlete az

. v. —v,+1 ] e . V.-l - V. . ] B
arc sin — sin — | - arc sin P Rnl . § s1in =y =

"h n h . n
—

= Kh V5 sin &+ JXXK
n

nemlinedris mdsodrendii differenciaegyenlet.
A konstans gorbiiletii szakaszosan kupos forgdsfeliiletek

alapegyenlete a
-2V, +V, 4 = -Kh® v, /KX XK

linedris misodrendii differenciaegyenlet.
Mint ismeretes, a konstans gorbiiletii differenciidlhatd

forgdsfeliiletek alapegyenlete a
B + KB = O KK KK]

mdsodrendi linedris differencidlegyenlet. Igy megdlla-

pitjuk, hogy
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Tétel: A konstans gorbililetii szakaszosan kipos forgdsfe-
liiletek alapegyenlete a konstans gorbiiletii forgdsfelii-
letek alapegyenletének kozelitése abban az értelemben,
hogy a /KKkKY alapegyenletben szerepls mdsodik diffe-
rencidlhdnyadost mdsodrencii osztott differencidval he-
lyettesitve a AKA&/ alapegyenlethez jutunk.
A konstans gorbiiletii poliédrikus szakaszosan kupos felii-
letek alapegyenlete a konstans gorbiiletii szakaszosan ku-
pos feliiletek -alapegyenletének kozelitése abban az érte-
lemben, hogy AxXxX/ egyenletben a differencidlhdnyadost
differencia-hdnyadosra cserélve a /t&X/ egyenietet kapjuke
Végliil megvizsgdljuk, hogy az imént levezetett "kons-
tans gorblilet" fogalma valdban jol jellemzi-e a feliilete~
ket.
Azt tudjuk mdr, hogy a szakaszosan kipos forgdsfeliiletek
és a poliédrikus szakaszosan kuipos feliiletek gorbililetfogal-
ma a felliletre és nem g feliilet definidldsdhoz haszndlt
paraméterekre /forgdsi sugdr, toréspontok h tdvolsdga/ jel-
lemz8 mennyiség. Ha viszont a profiltorcttvonalon osztds-
pontokat /az egyszeriiség kedvéért felezé osztédspontokat/
vesziink fel, akkor tovdbbra is szakaszosan kupos feliile-
tet kapunk, smely szemlélet alapjén azonos az eredetivel,
ugyanakkor a "régi" és az "uj" toréspontok gtrbiilete nem

egyenld /9. dbra/. Ennek a gondolatmenetnek az a hibdja,
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hogy az "uj" /Qj/ osztédspontok

9. dbra

bevezetésével nem vdltoztattuk meg a feliiletek, a konstans
gorbiilet teljesiilését /k (PO) = PC(QO) ?/ pedig megktve-
telnénk az uj osztdspontokra is. ValSjdban a feliilet nem
valtozott meg, tehat a konstans gorbliletii feliilet fogal-
ménak teljesiilése sem kivénhat az eldbbinél tobb feltételt.
Hiszen a Qj pontok elforgatottjai /Ej kor ill, Q. le P

o)
an soksztg/ nem alkotnak a feliileten szinguléris alakza=-
tot, igy nekik semmilyen pSétlélagos feltételt nem kell
teljesiteniiik a konstans gobliletii feliilet kritériumzhoz.
Usszefoglalva tehdt: a konstans gorbiiletii szakaszosan ki-

pos forgdsfeliiletek és poliédrikus szakaszosan kupos fe-



- 32 -

liiletek osztalya j6l definidlt.

Példa: A G felillet K = im gorbiilettel konstans gorbiile-
v

tii szakaszosan kidpos forgBsfeliilet, mig a H; fellilet nem

konstans gorbililetii poliédrikus szakaszosan kuipos feliilet.

/ldsd 11, oldal/
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3. fejezet

KONSTANS GORBULETU SZAKASZOSAN KUPOS FORGASFELULETEK

Megoldjuk a konstans gorbililetii szakaszosan kipos forgds-—
feliiletek

2

V. + (Kh

j+1 - 2) Vit V5 =0 /x/

alapegyénletét. Mivel K = O esetén az alapegyenlet megol-

disa

és a Po, Pl, .ee pontok egyetlen egyenesre illeszkednek,
a K = 0 eset szdmunkra nem érdekes. Igy a tovabbiakban

K # O, Mivel minden j-re vj)>0,‘igy

Vigl t 2 vyt vj_1’7 o

amit /%/-gal Ysszevetve azt kapjuk, hogy

Khe £ 4.
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A /X/ mdsodrendii differenciaegyenlethez tartozéd
A2 + (Kh2 - 2)2, + 1 = O karakterisztikus egyenlet meg-

olddsai

h. 20 2 Vxn? (kn? - 4)
41,2 >

Innen azt kapjuk, hogy a négyzetgysk alatti mennyiség pon-
tosan akkor pozitiv /negativ/, ha K<O0 /K>0/, A diffe-
renciaegyenletek dltaldnos elmélete /3/ alapjdn adddik

/X/ dltaldnos megolddsa, azaz

Tétels: A konstans gorbiiletii szakaszosan kupos forgdsfelii-

letek /x/ alapegyenletének dltalinos megolddsa:

2 2

vy o= A <2"Kh2 + \/ Kn® (Khz—hl) J . B 2-kh%- \/Kn2 (kn>-4) !

ahol K>0 esetén A = B komplex konstansok, K<O esetén
pedig A és B tetsz8leges valds konstansok. /X/ d4ltalédnos

megoldisa

K> 0O esetén:
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vy = a cos ¥ + b sin jX = Acos (f+ j"‘)) KX/

ahol a, b, A, §, X csak A-t8l és B-t61 fiiggl konstansok.
K<0 esetén:

vj=achja<+bshju<= Ach ([5+ga<) ) ¢¢ 4

ahol a, b, A, >y K csak A-tél és B-t6l fliggd konstansok.

Bizonyitds: Csak a /xx/ és /KKK 6llitésokat sziikséges

igazolni. Vezessiik le az aldbbi jeloléseket:

& =% (a-ib), B =% (atid), &-_21{2_2_ = x, [Khzg“"‘hz’ =y

Ekkor

v, = % (a-ib) (x+iy)j + 5 (2+1D) (x-iy)j
Irjuk fel (x+iy)=-t trigonometrikus alakban:
x+iy = r (cos< + i sin«),

ahol r és KX kifejezhetbk x,y-nal. Mivel



2)

22 2
R B R - 4 ) K (4-Kn
2

4-4kn®sPntsaxn®oxyt
- -
2

igy
vy =% (a1d) (cos 3= + 1 otn 3x) + § (arid) (c0s 34 - & sin i)

= a cos jX + b sin j«.

Bevezetve g

cosf = 2 sinf = D és A= \/a2+b2
\/e:.2+b2 a2+b2
jeloléseket

,2 2 . 2.2 c e .
vj = a +b cos/b cos Jx-\/a +b sin/b gin ,Jo&-,/lcos ([)+ JF‘)

411 el8, ami éppen a /fxx/ dllitds.,
A [kK¥/ 4llitds igazoldsa hasonléképpen torténik. Legyen
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3 o 20?4 Y Kn® (kn®-4)
‘ 2

ekkor

vy o= Aad 4+ BT , mert

2-xh2+ Vkn2(kn2-4) 2-kh= VKkn2(kn-4) _

4 4

2(

Bevezetve az

jeloléseket, kapjuks

i b 3 2o d
V. =-a-'i.—tll'] +§'_._]:.).A~J =aé_‘_"&_+b£{_a__
J 2 2 2 2

Legyen £ = 1n A Ekkor

O LA L Lo i
v-=é§—.—i§——+b-e-—-:-?-——=achjo<+bshjo<
J 2 2

Bevezetve g

b
sh/p = P \]a+b
22' [ 2 2
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jeloléseket

v, = \/ 2242 chp ch ix + \ 22402 chp sh jx = A ch (B +3x )

adddik, ami /fx x4/ dllitdsa.

Példa: Oldjuk meg a

. he
v -2 V. + Vi = - ;2 vj

J+1 J J

egyenletet a

VO=C
.’ 2
h
v = -——-2 C
1 ( 2c

kezdeti értékekkel, majd vizsgdljuk meg a megoldést!
Az egyenlet dltalénos megolddsa

vy o= A cos (p+jv<)

alkalmas 2,/3 és X értékekkel, amelyeket a kezdeti érté-

kekb81l szamitunk ki

h2 2. h2

h h
= 0, mert v =V +——-—=v-——=1-—?c
ﬁ ’ -1 ° 2v v ° oy 2¢

—

Vi
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A= Vo meTt v = A cos (O+O,ﬂ) = 2

) h2 h2 X
cog A = 1 = —x mert v, = - =) VvV, =V, cos
2vo, 1 2vo © °

Az egyenlet a fenti kezdeti értékekkel konstans pozitiv

gorbliletii szakaszosan kipos feliiletet hatdroz meg K = l?

c
gorblilettel, amely egy gombbe beirt fellilet. Ugyanis g Pj
pont abszcisszidja vj = v, cos j%, ¥y koordinatdja pedig az
aldbbi médon szdmithatd: '
| Vel = vk' = | v, cos (;j+1)‘>< - v, cos j0<| =
=2 | v, sin (0 1'0( sin § |:sin® § = i=egssc n? és i
B o I+Z 2 | -T2 T vl &y

v
o
DR ; & 2, 2 2 /1), \n?
y = Z \/h - (vk+l—v¥> = Z \jh —4vo (sin (k+za¢>zzz =
k=0 k=0 o}
j=1 . 3=l
=) hocos (k+%>o< =ty -(sin k< - gin (k+l) o<)=
2 gin
k=0 2 k=0

= -————3—;’ = 0("<= v, sin j«,
S1n 5

azaz a Pj pontok egy origd koriili ¢ sugaru koron helyez=-

kednek el.
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Mint lattuk, analdgia van a differencidlhatd konstans

gorbliletii felliletek és a szakaszosan kupos forgdsfelii-

letek alapegyenlete kozdtt. Mint az vdrhatdé is, hason-

lésdg van megolddsaik kozott is.

Tétel: A K> O esetén jelslje VK -t ¢, K<O esetén V-K =t

ce Akkor az eldzd tétel jeloléseinél maradva

h h 1wl |
V. = a ¢cos J =+ b gin J = + jcf(—? .. [K>0/
J C C (¢}
v=achj£+bshjﬂ+jc5'h2 /K<L 0O/
J 5 g o2

B. A konstans gorbililetii differencidlhatd felliletek

1]
w + Kw = O

11lle

alapegyenletének w = w(x) megolddsa és a konstans gor-

biiletii szakaszosan kupos feliiletek /X/ alapegyenletének

Ty = v(x) megolddsa kizott a

Be
w(x) = v(x) + xcﬁ(—g)

c

osszefliggés 411 fenn.
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Bizonyitds: A B rész az A rész egyenes kovetkezménye,

igy elég az A rész bizonyitdsdval foglalkoznunk. Igy

X 3 "~ h?\ n W2
K>0 esetén: < = arc cos (1 - =) == +d =
2c c c

w2\ n . /n
K< O esetén: ~ = arc ch (1 + —-7)= = +d =
2c c c

Ezt beirva v. explicit kifejezésébe

J
. h ‘0 " h n°
K> 0 esetén: v, = a cos j—+jd(-—2) + b gin j:+jd(7)=
J ¢ c ' - C c
=acosj£+bsin£+jd‘h2>
o c 2

h n? . b 2\
K< O esetén: vj = a ch<j = + jc’<7)>+ b sh (j = + jo (—2-))"

c c c c '

2Q
. h . h . h
=ach;]—+bsh3—+;]0‘< )
o o 2
A bizonyitds sordn kaptuk azt a részeredményt, hogy X<
csak h-tél és K-t6l fiigg, de nem fiigg a~-tél és b-tdl
/vagy ami ezzel ekvivalens: v _-t6l és v,-t6l/. A B rész

egyszeri kovetkezményeként kapjuk az aldbbi tételt:

Tétel: Az azonos kezdeti feltételekkel rendelkezd kons-

tans gorbiiletii forgdsfeliilet w(x) forgdsi sugarai és a
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konstans gorbiiletii szakaszosan kdpos forgédsfeliilet v(x)
forgdsi sugarai kozotti kiilonbség az x paraméterértékek-
kel egyenesen ardnyos, azaz az X nagysidgrendjében tart
végtelenbe.,

Miutédn elvégeztiik az /x/ egyenlet megolddsdt, rdtériink

a megoldasok vizsgdlatdra, azaz megvizsgdljuk, milyen

- tulajdonsdgokkal rendelkeznek a konstans gorbiiletii sza-
kagzosan kipos forgdsfeliiletek. Ennek soridn felhasznil-
juk az alapegyenlet megolddsdn kiviil magdt az alapegyen-
letet is, megvizsgdljuk a feliilet konvexitdsdt /konkavi-
tdgdt, szimmetricitdsdt tovébba osztdlyozzuk a feliiletek

kiilonboz6 tipusait.

Tétel: /a szakaszosan kupos forgdsfeliiletek konvexitdsi-

rél/konkavitdsdrdl/:

A, A vy szamsorozat akkor és csakis akkor konvex, ha K> 0.

B, A vj szdmsorozat akkor és csakis akkor konkdv, ha K< O.

Bizonyitds: A /X/ alapegyenlet dtrendezésébil

L3

2 vy o= Vigl t V31t Kh A&

dll elG. Tovabba 2 vj> Vil *t Vi1 pontosan akkor &ll,

’ 4 '
ha K> 0 és 2 vjéivj_l + vj+l pontosan akkor, ha K< O,

A fenti tétel egy egyszerii kvetkezménye, hogy egy nem
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konvex €s nem konkdv szdmsorozat nem lehet konstans gor-
bililetii szakaszosan kupos forgdsfeliilet forgdsi sugarai-
nék a hossza.

Tudjuk, hogy a differencidlhatdé konstans gtrblileti felii-
leteknek mindig van a forgdstengelyre merlleges szimmet-
riasikjuk. Ez nem feltétlenlil van igy konstans gorbililetil
szakaszosan kipos forgidsfeliiletek esetén, mint az védrhatd
is. Az aldbbi tétel szilkséges €s elegends feltételt ad meg

ilyen tulajdonsdgu szimmetriasik létezésére.

Tétel: Konstans gorbiiletii szakaszosan kupos forgdsfelii-
letnek akkor és csakis akkor létezik a forgdstengelyre
merlleges szimmetriasikja, ha van két egyenld forgdsi su-

galae

Bizonyitds: Nyilvén csak a feltétel elegendlségét kell

igazolni. Ehhez interpretdljuk a /fxkx/ és /[kXKk/ baszegliggé-
seket az aldbbi mddon: Mozogjon egy origd kozéppontu sik-
beli helyvektor végpontja az

K>0 : x° + y2 1/2A kor

K< 0 x° - y 1/l hiperbola

(1]

mentén ugy, hogy a helyvektor egymds utdni helyzetei egy-

miassal <K gzoget zdrjanak be. Ekkor a V5 forgdsi sugdr a
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a helyvektor j-~edik helyzetéhez tartozdé pont x-koordina-
tdja. EbbSl pedig az kovetkezik, hogy ha Vi o= vy (3<k) o
akkor Viel = V-1 stb. Ami pedig éppen a tétel dllitésa.

Példa: Keressiink a

vj+l -2 vj + vj-l

Il
O'\J D“m
c..|<

egyenlet megolddsail k&ziil olyanokat, amelyek eleget tesz-
nek a vy = v_; feltételnek.

A tétel szerint tehdt a megoldds a forgdstengelyre mersd-
leges szimmetriasikkal rendelkezd fellilet.

Az alapegyenlet szerint

h2
vl - 2 vo + Yi = ;? vo .

azaz

h2>
Vv, =V 1 + .
1 o] < 2c2

Tegyiik fel, hogy Pl létezik tehsdt
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Az dltalanos megoldasbdl

vo = V. ¢chX = v <l+-7h2>-=>chr<-l+—-zh2 ‘—‘>sh”—5—£
1~ 7o © 2¢c 2¢c“ 2 2¢

Keressiink most olyan megoldist, amelyre
Vi= Va1

Z 2

Az egyenlet szerint

/ hz)
Vv, = V L+
3 1 2
3 3\ o

Mivel

A cos (‘p+ %‘v() vy =V =d cos (/5 - %-04) ’ eze’rtp = O,
2. 2

Felhaszndjuk, hogy

v%=ﬂch§

2
V=/'lch30<=v 1+h)
S A
innen a

2
ch %0( = ch %o( (1 + Eg>
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egyenletet kapjuk. Ezt megoldva

" . . 2
4ch? C+3chL=chns 1+9§>
2 2 2 c
2
2 X h
ch —=1+——2
2 4¢c
sh§=g—
2 2¢
adddike.

A konstans gorbliletii szakaszosan kipos forgdsfeliiletek
hasonld wédon osztdlyozhatdk, mint a differencidlhatd
konstans gorbiiletii forgasfeliiletek. Az analdgidk és kii-
lonbségek nyilvénvaldvd tétele érdekében ellszbr Ussze-~
foglaljuk az utdbbiak osztdlyozdsdt.

Az f(u,v) = (h(u) cos v, h (u)sin v, k (u)) konstans gor-

bliletii forgdsfeliilet alapegyenlete
1]
h + Kh = 0O,

amelynek megoldidsai ¢ = 1/'\} | K] helyettesitéssel

h(u):acos-‘i+bsin2 K>O
, ' uc uC
h(u)=ach=+Dbch= K< 0.

c C
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K>0 esetén az a =4, b = O kezdeti érték melletti meg~
oldasok

u 2
k (u) = 1 -4 sin? L ai,
C c’
0
Ez a A= c-re a gombst szolgdltatja, A< c-re orsdé tipu-
su feliiletet, A> c¢-re dudor tipusu feliiletet ad. /10,

dbra/.

k4 0 esetén az a = b=A kezdeti érték a

u

. a
h(u) =de ¢, k(u):S \/1- cize ¢ dat

gorbét adja, amely az un. traktrix, a feliilet pedig

a pszeudoszféra. b = 0, a =A esetén

dt

o Ic

u ,
h(u):}]chf,k(u):} \Il-f-zshz
0

megoldds a gomb tipusu feliiletet adja. a = 0, b = A

esetén a

at

o |e

u
2
h (u) = Ash &, k(u):& Jl- %EdF
c
0



T

a gége tipusu negativ gorblileti feliiletet szolgdaltatja

/11, dbra/.

A>C

VD"

A<C

Vo

vj

/O |

10. dbra
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A=C h A<C A>c |0

1ll. abra

Vizsgidljuk meg, milyen tulajdonsdgok érvényesek a fen-
tiekb8l a konstans gorbiiletii szakaszosan kupos forgéds-
feliiletekre!

Egy szakaszosan kﬁpos forgasfeliilet profiltorsttvonala
addig folytathatd, mig teljesiil |v, - v, £ 0 és
sy ™ vklj> h valamely k-re. Megkoveteljlik tehdt a
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h2

- Ia cos (p " (3+1)a<) - cos Ca+ ja%)‘=

( Vil T V3

N

=2A4 | sin (/3 + 3K + %‘) sin ?' /3 k-1/

egyenliség teljesililését. Felhaszniljuk a

2 .
cosK =1 - Z.l_z, gin ()_( l:_- L_'__Cﬁ’.s_fi = El—
2c 2 2 2¢c
egyenlétlenséget

¢ 2 A lsin (P+ X+ 5)'

2

adédik. Azaz adddhat /b, <, ¢, A olyan kombindciéja, hogy
a feltétel nem teljesiil, mig mas p, X, ¢y A esetén min-
den j-re teljesiil a feltétel. Ez ad alapot a pozitiv gor-
bliletii felililetek osztdlyozdsdra, mégpedig az aldbbi médon:
Egy konstans pozitiv gorbliletii feliiletet elliptikusnak
neveziink, ha profiltorsttvonala meghosszabbithatd mindkét

irdnyban a forgdstengelyen tul, azaz

O, VJ-, VJ'+1, o0 e vj+k > O, vj‘ik"}'l g O’

YZ - l_ll % h. Z= j, L) ,j+k+l.
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Egy konstans pozitiv gorbiileti feliiletet parabolikusnak
nevesziink, ha profiltorottvonala meghosszabbithatd a

forgdstengelyig, de azon tul nem, azaz V.

5-1 < o,

L -

i
oy

£= j+l, oeey J+k

Egy konstans negativ gorblileti felliletet hiperbolikusnak

neveziink, ha profiltsrcttvonala nem hosszabbithatd meg a
, . < .

forgédstengelyig, azaz Vj-l = 0, vj, vj+1, coey Vj+k> 0,

£
Vigker = ©

- | < _
VZ v2_1]== h I = Sy eeey ©
vs_1 - vs_2‘;> h

> h /14sd mellékletek/.

Vivk+l ~ Vj+ke2

Ha K< 0, akkor a

a3
v

=) |ch (P+ (j+1)0§) ~ch (p+ k) | =

|"j+1 Y

=2 |sh (P+ 3« + g)Sh f l




- B

e
egyenlbtlenség teljesiilését kivédnjuk mege A ch &< = 1 + E-g
2¢

egyenldtlenség felhasznildsdval

> . . X '
c A | sh (ﬂ-+3d:+ 2)'

egyenlétlenség adddik. Adott A és [ esetén az egyenlltlen-

ség cgsak véges sok j-re teljesiilhet. Azaz

Tétel: Egy konstans gorbliletii szakaszosan kipos forgés-—
feliiletet alkoté forgdskipok szdma véges.

A K> O esethez hasonldan elliptikusnak neveziink egy fe-
liilletet, ha profiltorcttvonala folytathatdé a forgdsten-
gelyig és azon tul; parabolikusnak, ha pfofiltarﬁttvona-
la a forgdstengelyig folytathatd azon tul nem; hiperboli-
kusnak, ha profiltorottvonala nem folytathaté a forgds-

tengelyig /ldsd mellékletek!/,

Példa: Oldjuk meg a

ne
Vil T 2 Ve Wy = = ;? A&

egyenletet a

Vo = C
/’.,-_’ ’’’’’’
) ,
h £
Va =2 {1 - =] C /] & .
1 \ 2¢ ) = 3
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h % l_i_ygg

2

Cc

kezdeti értékekkel, vizsgidljuk meg a profiltorsttvonal
folytathatdsigit és adjuk meg a feliilet tipusdt! Az egyen-
letet felhaszndlva azt kapjuk, hogy v_; = 0, mert

h? h
Vop = <V o+ 2 vy - ;? Vy = <V o+ 2¢c -=—=0,
azaz a P_, pont mér'nem tartozik a szakaszosan kupos
forgasfeliilethez, tehdt a profiltorsttvonal Po-én tul
nem folytathatd negativ indexekre. Megmutatjuk, hogy.
Vi1 T Y, ES h, azaz létezik az egyenletnek olyan megol-

ddsa, amely konstans gorbilileti szakaszosan kupos forgés-

feliiletet eredményez. Ez pedig igaz, mert

{Vl - Vo| —c-2c+B B¢ £y
c c

akkor és csakis akkor, ha

2

h2 - ch - ¢ O, azaz

i

ns L+ V5 .
2
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Ez a feltétel intuitive azt jelenti, hogy csak olyan

kongstans gorbliletii szakaszosan kupos feliilef létezik,

amelyben példdul nagy gorbiilethez / K = !'-2- miatt kicsi
c

c-hez/ nagy finomsidg /kicsi h/ tartozik.

Mivel v_; = A cos (P - 04) 0, ezért 5 =K= g-*- sl /s

<] 0

’ rd i‘ ’
egész szdm/, azaz f = X - » -t véve

sin(b = gin( K - -2-7_) -cos X

cos 2

cos(o(-g)= gin K

Az dltaldnos megolddsba j = O-t irva v = A cosf} addédik,

innenﬂcos(b =¢c és A =

- teljesiil. Tovabba
sin &

vy = Acos (o<+/5) = A cos K cosft - Rsiﬁx sinf =

= Agink cosX + A cosX ginK = 2 A ginX cos Kk = 2°___ ginAX cosd
: sin K
h2 h2
= 2 ¢ cosX és2c( --7>=2c:coso(«*—>coso{ =l-—?.
2c - 2c

A fentiek alapjédn

vy o= A cos (/b+ jo() = Acosf cos jX - A sin/5 sin jo(‘=



AsinX cos jX + ﬁ.cos'o< gin jX = A sin_(;j + l)x =

=csin (j+1)0<.
gin X

Adott P,j-l" P;j pontok és Vil1r V3 forgédsi sugarak ese-

tén pontosan akkor létezik a Pj+l pont a vj+l forgasi

~ rd é
sugdrral, ha vj+l > 0 ées Ivj+l - V,j I- h, Innen

' _ c . . . _ _
‘VJ"’]— Y3 ' - | Sinx <s:.n (3 +1)X sin X ) , =
< I& 1y . X c - e 1 '
= . cos J + -)D( COo8 = = ' , cos (a + _)x_l =
gin X ( 2 o . 2 81N, 5
2
= 93 cos (j + )= |2 1) ¢n?
= " J 5 -~ h, azaz cos (,j + -2-/‘9( ._.:2.

addédik, ami viszont 'vl - Vo) £ h és a cos x fiiggvény

az dltalunk vizsgdlt O<<,)' +l'-)0< <2¢' intervallumban valé
2

csokkenés miatt minden lehetséges Jj-re teljesiil. Tehat

P,j pontosan akkor létezik, ha

G- o<

sin (j-+ 1)04 > 0, azaz 0<j & ——

Igy a feliilet profiltorcttvonala a Pl’ P2, ceey Pn pon-
tokbdl 411, shol n a lehetd legnagyobb szdm, amelyre tel-
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—
. - X
jesul n< !

. Mivel a feliilet Po - n tul negativ in-
dexre nem folytathaté, de folytathatd a profiltorottvonal
a forgdstengelyig, igy feliilet parabolikus.

A fenti példa mutatja, hogy a feliiletek osztilyozdsa bo-
nyolultabb, mint a differencidlhatdé konstans gorbiiletii
forgédsfeliiletek esetén.

A forgdsfeliiletek osztdlyozdsdnak definicidéibdl levonhat-
juk az aldbbi kovetkeztetést: ha egy konstans gorbiiletil
szakaszosan kupos forgdsfeliilet K gorbiiletét és ha un. £
nomsdgdt dllandénak tartjuk, A -t pedig vdltoztatjuk, ak-
kor a feliilet dtmegy az egyik tipusbdl a mdsikba. Mivel a
K gorblilet ekdzben nem vdltozik, ez izomorf leképezés.
Ilyen leképzést kapunk akkor, ha egy szakaszosan kipos
felﬁietet felvagunk egyik prdfiltaratt vonal mentén és
ugy hajlitjuk, hogy ekdzben nem vdltozik a forgdstengely.
A hajlitds sorén K és h nem vdltozik, csak a és b /vagy
ami ezzel ekvivalens: A,éslb/. Tehdt a hajlitég sorén

az egyik tipusu feliilet &tmegy a mdsik tipusu feliiletbe.
Ha A -t noveljiik, akkor a feliilet szétnyilik, ha cstkkent-
Juk, akkor osszecsukddik.

Megmutatjuk, hogy a hajlitéds sorén a megfeleld forgdsi
sugarak aridnya dllanddé, azaz ha a P, pont /amelyhez a

J

vy forgdsi sugdr tartozik/ dtmegy a Qj pontba, amelyhez

a qj forgési sugir tartozik, akkor vj/qj = t = 4l1llandéd.
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Ez pedig nyilvén igaz, hiszen J -val jelolve a hajlitds
sordn nyert feliilet j-edik kdpjdnak nyildsszogét, fenn-

dllnak a

% v. = q.
2 vJ qu\

v.
_.l_:é:__:t = all.
a5 23

ogszefiiggések.
Tegyuk fel, hogy szétnyitjuk a felilletet /t <1/. Mivel

teljesiilnie kell a

o |

=il = - v )E
‘ 9541 qai, \FIEY Va) n

egyenlébtlenségnek, ezért a Qj+1 és Qj pontok y koordind-

tdinak kiilonbsége kisebb, mint a Pj+l és Pj pontok y koor-

dindtdinak kiilonbsége. S8t eldfordulhat, hogy

1":1+1 "V
azaz a feliiletet nem is lehet ugy hajlitani, hogy a
PO o0 0y Pj
menjenek at. Tegylik fel, hogy Osszecsukjuk a feliiletet

Pj+1 pontok rendre a Qo coo Qj Qj+l pontokba
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/t>1/. Mivel

- -1
|qj+1 qa\ g

A
g

Vel ~ le

mindig teljesiil, ezért a Q €s Qj pontok y koordind-

J+1
tdinak kiilonbsége nagyobb, mint a Pj+l és Pj pontok y =
koordindtdinak kiilonbsége. S6t eldfordulhat, hogy a haj-

litott felillet tovabb folytathatde.

Tétel: Elliptikus konstans gorbiiletii szakaszosan kipos
feliilet elég kicsi darabja pafabolikus és hiperbolikus
feliiletbe hajlithatd. Hiperbolikus konstans gorbiileti
szakaszosan kipos forgdsfeliilet parabolikus ille. ellip-
tikus feliiletbe hajlithatd, amely esetleg még tovabb
folytathatds.

A differencidlhatdé konstans gorbililetii forgdsfeliiletek

és a konstans gorbiileti szakaszosan kupos forgasfeliiletek
k6zotti analdgia nem teljes. Ezt mutatja az aldbbi, on-

magdban is érdekes tétel.

Tétel: Egy parabolikus negativ gorbiiletii szakaszosan kipos

forgdsfeliilet profiltsrottvonala Pj-l pontjénak a Pj és

Pj+l egyenes t-vel vald metszéspontjdtdl vald tdavolsdga

5
1 h 1 h 1

= —— = 1l - -y = = +d/h/
X. + h 2¢c c c c
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Bizonyitds: Parabolikus feliiletnél \f =Re'j . Igy

ST S RN Gt A VIS Bt

X: +h h vy TheldTh Ty T

J

Tudjuk, hogy

2 2
< h h h
€7 = 1 + == 4+ = |1l - -
20?. c 4c ’
ezért
—vz'hz;u?-\/l-—ghz
1 2c° ¢ 4% __m 14y k% _1
= - 2c ~2 -
xj + h n c 4c c

Igaz ugyan, hogy

lim S U
c

de a két feliiletosztdly kozotti teljes analdgia az

]

o i~

ogszefiiggést kivdnnd mege.
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4., fejezet

GEODETIKUSCOK

A geodetikusok a feliiletek belsl geometridjdnak nagyon
fontos részét alkotjdk. Ezért vizggdlatuk mindig nagy

mértékben utal a feliiletek lényegi tulajdonsdgairae.

Pozitiv gorbiiletii differencidlhatd forgdsfeliiletek geo-
detikusait az aldbbi mdédon irhétjuk le: Az egyszeriiség
kedvéért tegylik fel, hogy az f forgdsfeliilet u ; O-ra
egyenlitfvel rendelkezik az aldbbi értelemben: Az r (u)
forgdsi sugdr folytonos r (u) < x'(O)-ra és minden u_> O-
ra u értelmezési tarfoményébélllétezik pontosan egyetlen
olyan u_< O, amelyre r (u+) =T (u_), és forditva is,
minden u_<0O-hoz létezik egyetlen u+)>0 ugyanezzel a
reldciéval. Mds széval: minden északi szélességi korhoz
létezik pontosan egy vele azonos sugaru déli szélességi

kor és forditva.

A ¥ szdg olyan, hogy létezik u,> 0 és u_<0 az értel-
mezési intervallumdban ugy, hogy teljesiil r (0) cos fa =
=r (u+) = (qg. Ekkor az a geodetikus, amely az egyen-—
1itdt Xho 8z0g alatt metszi, teljes egészében az '

u_StzétH_éltal leirt zdéndban fut, mégpedig érinti az
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u=u, és u = u_ hatdrold szélességi koroket.
A fenti tétel arra vonatkozdan ad tehdt kvalitativ lei-
rést, hogy a geodetikusok az egyenlitlnek egy alkalma-
san megvidlasztott kdrnyezetében hogyan viselkednek. Ezu-
tdn azt vizsgdljuk, hogy a fenti tételt milyen formdban
kell médositani ahhoz, hogy érvéhyes legyen pozitiv gorbii-
letii szakaszosan kipos feliiletekre.

Szakaszosan kipos feliileteken az egyenlitfnek nyilvén a
maximdlis forgdsi sugdr fog megfelelni. Tovdbbd nem vir-
hatunk valamely olyan erds 4llitéds teljesiilését, mint a
hatdrold korok érintését a geodetikus 4ltal. Ennek az dl-
litdsnak egy gyengitett valtozatdt remélhetjilk megmutat-

ni

-



- B9 =

%
V2
Vv P1h
A )
h
v, /™
h

12, dbra

Tétel: Teritsiik ki a sikba egy szakaszosan kupos forgas-
fellilet egy csonka kupjit és huzzunk rajta egy AB egye-

nes szakaszt /12. dbra/. Jelﬁljerfs az AB szakasz AP5 ive

vel bezdrt hajldsszogét, ﬁj pedig az AB szakasz BP5+1 -gyel

alkotott hajldsszogét. Ekkor



V.
cosg 'DJ = —— coso<j
Vil

Bizonyitéds:

Az ABC hiromszdgbll

sin %—-xj’> _(sinfg+/.’>)’

*j=h %3
azaz
X
cos 3. = —id— cogo .
I g, J
J=h
Mivel
G = )
2 vy o= Xy ACPJ<¥

és igy
xj ) v'J
Xa'h Vj+l



= Gh =

V.

cos /9 = —i cos "<j .
vj+1

Ha g egy geodetikus, akkor g egy sikba kiteritett cson-

kakup paléston /13. dbra/ egyenes szakasz. Tovdbbid [53 = 0<J.+1

minden j-re. Ezért

v v V. V.
cos [? =——-a-coso<j=——lcosﬁ_1..—-3-—3—'-];coso<.__1=
gl b T Vil Yy
V._l VO
Vi+l Vitl

130 ébra
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Mivel cosfbj < 1l-nek teljesiilnie kell, ezért mindig tel-
jesul

~ .
Vigl 2 Vo 008K Kx/

is. Innen kapjuk az aldbbi tételeket.

Tétel: Negativ gorbiiletii szakaszosan kupos feliilet olyan
geodetikusa, amely a minimdlis sugaru kort nullatél kii-
lonboz8 szog alatt metszi, nem zért és a fellilet hatdra-

ig folytathatd.

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy a feliiletet a v és vy Is;>0,
t <0/ sugaru korok hatdroljdk [v,, v,=0/. Mivel v, novek-
szik j> 0 esetén, ezért /K/ szerint cos/3j csokken, igy'ﬂj
ngvekszik. Mivel definicis szerint A< r-lz':mindig teljesiil,
igy/6j'mindig létezik, azaz a geodetikus a fellilet vy su-
garu koréig folytathatdé pozitiv j indexekre. Hasonld az 3al-
litds bizonyitdsa negativ j indexekre is. Ha tehit egy geo-
detikus metszi a Vj forgdsi sugaru kort, akkor metszi a
vj+l €s vj-l forgdsi sugaru koroket is /feltéve, hogy ezek
léteznek/, igy a geodetikus nem lehet zdrt és a feliilet ha-
tdrdig folytatddik.

Tétel: Legyen g egy pozitiv gOrbiiletl szakaszosan kipos

forgdsfeliilet olyan geodetikusa, amely a maximdlis sugaru
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v, sugaru kort <, 8208 alatt metszi. Tovdbbd tegylik fel,

hogy léteznek olyan j>0 és k<O gzimok, amelyekre

Vj< v, cos o<o
/X KK/

vk4 vo coso<o

Ekkor g azon v,. és v, sugari korok kozott marad
o <
/32 Os ko<0/ amelyekre .

cos xo}

e
]

min{j)O/ vjévo
max{k(O/ v, 2V cosx‘oj

(=3
]

k=~ "o

Megjegyezzilk, hogy a /xkk/ feltétel azt fogalmazza meg,
hogy a g /toviébb nem folytathatd/ geodetikus nem megy

el a feliilet hatadridig.

Bizonyitds: El8szdr meg kell mutatnunk az dllitdsban szerep-

16 g és kg szdmok létezését,

Ha j> 0, akkor vj csokkenb, ezért (53, {gy O(j is csokken.

Cstkkenése sordn v;j /R AKX szerint v, cos o<o ald csokken,
azaz nem teljesil /kx/ azaz nem létezik valamely j-re [53..
Ekkor pedig j nem mds, mint az eldbbiekben szerepld Jge

ko létezésének bizonyitdsa hasonld.



Ha pediglﬁjo és “50 nem létezik, akkor g benne marad a
' fent emlitett sdvban.
A fenti tételek bizonyitdsa sordn kaptuk a geodetikusok

aldbbi tulajdonsdgainak igazolédsgt.

Tétel: Pozitiv gtrbiiletii feliilet geodetikusa a fellilet
maximdlis forgdsi sugardtdl tdvolodva a kdroket cstkke-
n szog alatt metszi. Negativ gorbliletii feliilet geodeti~
kusa a feliilet minimdlis forgdsi sugardtdl tdvolodva a
koroket novekvl szog alatt metszi.

A fenti tétel specidlis esetét kapjuk akkor, ha a maxima-
lis sugari kdr egyben a feliilet egyenlitlje, azaz minden
Jj=re Vo= Vg Ekkor j = -k,
Foglalkozzunk most azzal a kérdéssel, hogy egy pozitiv

gorbiiletii fellilet geodetikusa mikor zdrt. Tegyiik fel, hogy
teljesiil a /XKx/ feltétel.

J

Tétel: Jeldlje a P ill. Q a g geodetikusnak az egyenlitf-

vel vald két egymds utdni metszéspontjit és legyen ¥ az

a szdg, amellyel P-t el kell forgatni a feliilet forgasten-
gely koriil ahhoz, hogy dtmenjen Q-ba. Ekkor g akkor és |

csak akkor egy zdrt geodetikus része, ha ¥/2T raciondlis.

Bizonyitdss ElGszor megmutatjuk, hogy a geodetikus az e-

gyenlitdt P-ben és Q-ban egyenld szog alatt metszi. Tud-

Juk, hogy g-nék nincs kdzos pontja valamely Vj sugari
o
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S. korrel. Ekkor az S, €8s S.
do do Jo
kiteritett paldston 1év( darabja g-nek egyenes szakasz,

-3 8ltal hatérolt, sikba

igy g Sj -1 ~et két egymdssal egyenld szdg alatt metszi.
o

De innen mér az is kovetkezik, hogy g Sj - =t is két
0

egymédssal egyenld szog alatt metszi shonnan kapjuk, hogy

g-nek P-nél és Q-ndl 1lév§ szdge egyenld.

j pontok a geodetikusnak az egyenlitdvel valéd

egymds utdni metszéspontjai /POEEP/. A fentiek szerint a

Legyenek P

Pj pontot Pj+1 -be dtviv8 forgdstengely koriili forgatids

szdge j-t6l fliggetlen Y d1landé. A P. sorozat igy ponto-

J
san akkor 411 véges sok pontbdl, ha Y /2T racionilis.

Tehdt ha ¥ /27 nem racionédlis, akkor g nem lehet zart.

Legyen Y/2T raciondlis. Ekkor a véges sok P; pontot je-

lﬁljﬁk Po oece P oee P —Sel /PKEEP k‘:S/o Igy a

k k+s
Pk-s eoe PO oo Pk eooe Pk+s geOdetikuS zart.

k+s?

Az alédbbiakban meghatdrozzuk, mikor rendelkezik egy po-
zitiv gorbiiletii fellilet geodetikusa “nitmetszéssel. Te-

gylik fel, hogy teljesiil a /x.«# feltétel.

Tétel: Jeltljiik Y -vel az el3z8 tételben szerepls szoget.
Ekkor a g geodetikusnak akkor és csak akkor nincs ondt-

metszése, ha Ty -nek egész szdmu tobbszorsse.

Bizonyitds: Elégségesaég: Jeloljik Rj-vel a g-nek azokat

a pontjait, amelyekben metszi a csonkakippaldstok hatdradt.




Vetitsiik merilegesen az Rj pontokat egy a forgdstengely-
re merQleges S-sikra, igy kapjuk az Rj pontokat. Legyen
O az S-nek és a forgdstengelynek a metszéspontja. R, a
geodetikus kezddpontja az egyenlitén, Rn az egyenlitdn

vele gzemkozti pont.

Mivel az RéORﬁ{; szdg monoton n8, igy g-nek R és R ko-
zotti szakaszdt S-re vetitve egy ondtmetszéssel nem ren-
delkez8 torottvonalat kapunk. Igy g-nek nem lehet onat-
metszése R, és R kozott. Hasopléképpen g-nek R és R,
kozott sincs ondtmetszése. Ugyanakkor az elszd tétel szerint

g zirt, azaz R  sem metszéspont.

Sziikgégességs Ha ¥>2T , akkor nyilvénvalé az Onidtmetszés.

HaTy -nek nem egész szdmu tobbszbrsse, de 2 az, akkor

g-nek Ro-ban‘anétmetszése van.

Legyen < 2T , Ekkor jeldlje Q, g-nek az egyenlitével va-
18 egymds utdni metszéspontjaite. Q. az a metszéspont, a-
0

melyre

k-1 K,
E Q 0 Q4 < 2 ,E Q, 0 QL > 2T .
J=0 j=0

Ha g-nek Q Q. 65 Q Q kozotti darabjai a feliiletnek
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ugyanazon az egyenlitd dltal hatdrolt tartoménydban van=-

ngk, akkor Q, Q és Q. Q, metszik egymdst. Ha kiilon-
: ’ko k,+1 o ~1 ’

boz6 tartomanyban vannak akkor, Qk°+l Qk°+2 és Qo Ql met-

gzik egymdst.

Végiil bebizonyitjuk a fejezet elején a pozitiv gorbiileti
differencidlhatdéd forgdsfeliiletre kimondott tételt diffe-

renciageometriai eszkdzok segitségével.

Tudjuk, hogy mind a pozitiv gorbiiletii differencidlhatd
forgésfeliiletek, mind a pozitiv gorbliletii szakaszosan ku-
pos feliiletek konvexek. Akkor pedig alkalmazhatdk rdjuk
Alekszandrov mértékkonvergencidrdl szdélé tételei /2/,
azaz: ha egy differencidlhatdé F forgédsfeliiletet kozeli-
tiink Fj szakaszosan kupos feliiletekkel, akkor a konvergi-
16 feliilletsorozat dltal definidlt mérték a differencidl-
haté feliilet mértékéhez tart. EbbGLl pedig az kovetkezik,
hogy a konvergdldé felliletsorozaton lévs geodetikusoknak
egy konvergens sorozata a hatdrfeliilet geodetikusa. A mér-
tékek konvergencidaja miatt teljeslil a szdgek konvergenci-
dja is, azaz ha a Py és 9 /FS szakaszosan kupos forgés-‘
feliileten 1év8/ geodetikusok szage<<é és P,—>Py qg—>4
/ps qQE P, FS—>F, 8 —> aq/ aklor A p.-és-_‘q_,"sz‘dgéhez konvergil.
A fenti tulajdonsdgok segitségével egyszeriien adddik az

4llitds. P maximdlis sugari kore F egyenlitdjéhez tart



- Y -

/s—>~. F_ e  egyenlitGjével 2“0 sz8get bezdrd g geode-

S
tikusokbdl kivdlaszthatd egy g € P-hez tartd konvergens
részsorozat. /Feltehetd, hogy mindjdrt gsmavgﬂ gy 8%z Fs
feliiletnek vjs és vks sugari korei kozott marad. vjs-b6l
és vks-b61 kivédlaszthatd konvergens részsorozat, melyet
ugyanugy jeloliink, mint az eredetit, amely F-nek v'j ill.
Vi sugardhoz tart /Vjé—%?Vj, vké—i'vk/, tovdbbd szimmetria
okok miatt vy =T (up) V) = r (u_) » Mivel a g hatdrgdrbe
geodetikus, igy egyben érinti is az r (u+) és r (u_) suga-

ri korcket. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A bizonyitds menete néhény figyelemre mélté megjegyzésre
ad alkalmat. A fentiek sordn differencidlgeometriai tételt
bizonyitottunk oly médon, hogy a megfeleld tulajdonsdgot
ellszor egy egyszeribb feliiletosztdlyra mutattuk meg, majd
hatdrdtmenetet alkalmaztunk. A fenti 4llitds igazoldsa
tiszta differencidlgeometriai eszkozokkel bonyolultabb
lett volna. Mivel itt nem differencidldst, hanem tiszta
geometriai fogalmakat /szbg, egyenes/ haszniltunk, igy a

bizonyitds egyben szemléletesebb is.



- 72 -

IRODALOMJEGYZEK

/1/ R. Sauer: Differenzengeometrie, Springer-Verlag,

Berlin Heidelberg New~York 1970

/2/ A. D. Alexandrow: Die innere Geometrie der konvexen

Flichen, Akademie-Verlag, Berlin 1955

/3/ Pélya'Gyﬁrgy: A problémamegoldds iskoldja



- 73 -

MELLEKLETEK
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Hiperbolikus és parabolikus pozitiv
gorbliletii feliilet



Elliptikus pozitiv glrblletu
fellilet
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Hiperbolikus negativ gorbiiletil
feliilet
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us negativ garbﬁletﬁ

feliilet’

Parabolik
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Elliptikus negativ gorbliletil
feliilet





