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1. fejezet

BEVEZETÉS

A matematika már évszázadok óta használja a diffe­

renciálható függvényeket és a differenciálegyenleteket 

a valóság modellezésére. Ennek az elméletnek az alkalma­

zása a geometriai alakzatok /görbék, felületek/ leírásá­

ra a differenciálgeometria.
A differenciálgeometriának a valóságra való alkalma­

zásánál derült ki, hogy a jelenségek nagy része jobban 

leirható diszkrét valóságmodellekkel. Sok esetben a több­

szöri differenciálhatóság csak a könnyű kezelhetőséget 
biztosítja, de ilyen jellegű tulajdonság létezése nem fel­
tétlenül következik a vizsgált jelenségből. Ugyanakkor a 

digitális számitógépek megjelenése nagy segítséget jelen­
tett a valóság diszkrét leírásában. Ezért az alkalmazások 

szempontjából nagy jelentőségű a diszkrét és a szakaszon­

ként differenciálható függvények, valamint a differencia­
egyenletek elméletének és módszerének a kiépítése.

A differenciageometria programját R. Sauer /1/ fo­
galmazta meg és alkalmazta a felületelmélet különböző kér­
déseire. Bevezette a görbék és felületek véges sok ponttal 
való közelítéseit és az igy kapott egyszerű felületek tulaj-
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donságait vizsgálva jutott a klasszikus differenciálgeo­
metriában elért eredményekhez hasonlókra#

Jelen dolgozatban a differenciageometria módszere­
it és a differenciaegyenleteket használjuk a klasszikus 

differenciálgeometria fontos kérdéseinek, igy a forgás­
felületek, rajtuk haladó geodetikusok és a konstans gör- 

bületü forgásfelületek differenciageometriai tárgyalásá­
ra# Pelhasználjuk Sauer fogalmait, módszereit, valamint 

Alekszandrov /2/ általános felületelméletének ide vonat­
kozó részeit#

Bár a dolgozat témája a klasszikus differenciálgeo­
metria gyakran vizsgált tételeiből ered, ez nem jelenti 
feltétlenül, hogy a kapott eredményeknek is a klasszikus 

esethez hasonlónak kell lenniük. Abból a célból, hogy a 

dolgozat nagyobb elmélyülést tudjon nyújtani, megemlit 

néhány ide vonatkozó tulajdonságot a differenciálható fe­
lületek elméletéből.

A számitógépek elterjedése nagy mértékben megváltoz­

tatta a matematika arculatát. A matematika uj ágai jelen­
tek meg, úgy mint programozáselmélet, vagy valamely ága 

uj lendületet vett fejlődésében, mint pl. a numerikus ma­
tematika. A számitógépeknek - mint tudjuk - egyik legfőbb 

előnye az iterációban van, azaz abban a képességben, hogy 

valamely műveletet gyorsan képes sokszor megismételni.
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Iterációra pedig a matematika sok ágában szükség van, gon­
doljunk csak olyan alapvető dolgokra, mint a differenciál­
egyenletek numerikus megoldása. Tehát egy feladatot akkor 

is jól definiáltnak és vizsgálatra érettnek tekinthetünk, 

ha a feladatnak nem ismerjük az egzakt megoldását /esetleg 

azért, mert ilyen nem is létezik/, de tudunk iterativ meg­

oldást javasolni. Ebből például az is következik, hogy ha 

egy differenciaegyenletet nem tudunk zárt alakú képlettel 
megoldani, esetleg megoldhatjuk iterativ utón, mondjuk, 

számitógéppel. Az igy kapott megoldást pedig teljes érté­
kűnek kell tekintenünk - különösen a gyakorlati alkalmazá­
sok során.

A dolgozat a szakaszosan kúpos felületek osztályát
vizsgálja.

Az (x,y) sik valamely c(s) = ^x(s), y(s)) sima gör­
béjét az у tengely körül forgatva a térben forgásfelület­
hez jutunk, amelynek К görbületére a felületelméletből 

jól ismert

-y"/yк =

érvényes.

Tekintsünk most a sima görbe helyett egy megfelelő 

töröttvonalat, amely azonos h hosszúságú szakaszokból épül
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fel és amelynek nincs közös pontja forgástengellyel. Ezt 
megforgatva olyan csonka kúpokból felépülő felületet ka­
punk, amelyik a körélek mentén megtörik /szakaszosan kú­

pos forgásfelület/. A felület görbülete a körélekre kon­
centrálódik. A forgást úgy is el lehet végezni, hogy a pro-

к. 2T/n, 2T szögekkel 
forgatjuk el /n természetes szám/. Ilyenkor az elforgatott 

töréspontok poliédrikus szakaszosan kúpos forgásfelületet 

határoznak meg, melynek görbülete a csúcspontokba koncent­
rálódik.

filtöröttvonalat rendre 2il/n, • • •,

Egy szakaszosan kúpos forgásfelület konstans görbü- 

letü, ha tetszőleges köréle görbületének és hosszának ará­

nya állandó. A felület alapegyenlete lineáris másodrendű 

differenciaegyenlet, melyet megoldhatunk akár a differen­
ciaegyenletek általános elmélete szerint /3/, vagy ettől 
eltérő, közvetlen utón is.

Egy poliédrikus szakaszosan kúpos felületet kons­

tans görbületünek hivunk, ha egyetlen profiltöröttvonal- 

él elforgatásával adódó szabályos sokszög görbületösszegé­
nek és a szabályos sokszög közelitő területének az aránya 

állandó. A felület alapegyenlete nemlineáris másodrendű 

differenciaegyenlet, amelyet iterativ utón lehet megoldani.
Egy konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfe4S«

Od

let jellemző tulajdonsága annak konvexitása ill. ka^cájHt-
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tása, amely azoroa összefüggést mutat annak görbületével.
A felületnek három tipuaa lehet a klaaazikua eaethez hason- 

lóan: elliptikus, parabolikua vagy hiperbolikua.
Végül megvizsgáljuk a geodetikuaok viaelkedéaét sza­

kaszosan kúpoa forgáafelületen. Pozitiv görbületü felület 

eaetén az "egyenlítőt" metsző geodetikua a "szélességi kör"- 

öket egyre kiaebb azög alatt metazi, éa az egéaz geodeti­

kua benne van két, az egyenlítőt ia tartalmazó kör közötti 

felületréazben. Negativ görbületü felület esetén ilyen 

állitás nem érvényes.
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2. fejezet

A GÖRBÜLET

Az (x,y) sik valamely c(s) = (x(s), у (s sima
- Ívhossz szerint paraméterezett - görbéjét az у tengely 

körül megforgatva a térben olyan forgásfelületet kapunk 

/1# ábra/, amelynek К görbületére a

-y"/yК =

TT
formula adódik. Konstans К görbület esetén az у + Ky = 0 

differenciálegyenlet általános megoldásai:

(Vk s) 2 sin (\/K s) ,yfs) = ccos 

У(а)

У(3)

ha K>0 

ha К = 0 

ha K<0

c^, Cg konstansok

+ c
s+c= C1 eV^e 

í ® e2 e
s+ c= c >

Ezzel előállítottuk a konstans görbületü forgásfelületet.
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У

сЫ

>х

1. ábra

Sima forgásfelület helyett tekinthetünk azonban 

olyan forgásfelületet, amely csonka kúppalástokból áll 

és a határoló körök mentén megtörik, vagy olyan felüle­
tet, amelynél a forgási köröket szabályos sokszögekkel 

helyettesítjük. így jutunk el a szakaszosan kúpos forgás­
felület és a poliédrikus szakaszosan kúpos felület fogal­
mához.

Legyen adott egy h> 0 szám és a tér egy S sikjában
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Tekintsünk továbbá egy v. pozitív valós
t)

számsorozatot# Legyen PQ az S siknak egy t-től vQ távol­
ságra lévő pontja, valamint P. olyan pont S-en, amelynekJ
távolsága t-tol v., P. ,-től pedig h# Továbbá a P^ pon- 

tok vetületei t-n monoton pontsorozatot alkotnak#

Definíció: A

egy t egyenes.

P-1 Po P1
2ТГlat forgassuk el t körül — szöggel# /n pozitív egész szám/ 

így а Р^ pontok P_.Q, Рд,

tottjait kapjuk. A PJk P3+1>k Р3+1, P.j>k+1 

trapézok rendszerét poliédrikus szakaszosan kúpos felület­
nek nevezzük /2. ábra/.

P T Рл P,-1 о 1
gátjuk t körül 2F-vel. A P.. és Pj+^ pontok által leirt 

körök által meghatározott csonka kúppalástok

P . pj töröttvona-0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0

P. /Р. =P =P. / elforga- jn ' jo о on' e
egyenlő szárú

• • •,

A .#• P . töröttvonalat elfor-pá• ♦ • • • • 0 0 0-0

és EEd j+i
rendszerét szakaszosan kúpos forgásfelületnek nevezzük 

/3# ábra/.
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2. ábra

Megjegyezzük, hogy a poliédrikus szakaszosan kúpos forgás 

felületeket az irodalomban szokás forgáspoliédernek is 

nevezni#

t-t forgástengelynek, a pd-i pj pó+i
lat és annak elforgatottjait profiltöröttvonalnak hivjuk#

töröttvona-• • • 0 0 0
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3. ábra

Példa: Legyen a PQ

V P1
töröttvonal olyan, hogy a 

pontok egyetlen egyenesre illeszkednek* Ekkor
• • #

• • •

a szakaszosan kúpos forgásfelület, amelynek PQP^az • # •

a profiltöröttvonala, forgáshenger /ha a P^Pn párhuzamoso*l
a forgástengellyel/, vagy forgáskúp /ha PQP^ nem párhuza­
mos a forgástengellyel/. Az a poliédrikus szakaszosan kú-

a profiltöröttvonala, hasábpos felület, amelynek PQP^ • a •
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/ha P Pn párhuzamos a forgástengellyel/ vagy gúla /ha P Pn о г о x
nem párhuzamos a forgástengellyel/. Mivel a profiltörött- 

vonalnak teljes egészében a forgástengely egyik oldalán 

kell elhelyezkednie, ezért a forgáshenger és a hasáb mind­
két irányban végtelen, a forgáskúp és a gúla egyik irány­
ban végtelen, másik irányban a profiltöröttvonal a forgás- 

tengely metszéspontjáig folytatható.

Példa: Vegyünk az x,y sikban egy origó középpontú körbe 

irt egyenlő h hosszúságú szakaszokból álló töröttvonalat, 

amelynek szakaszai a középponttól f szög alatt látszanak:

У
P2

1V1H
h•pr X

P0

távolsága és a PEkkor a P pont y-tól való vj+1
pont vj_]_ távolsága között a

d-i3+1
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= 2v -j cos fvj+i + Vj-l

összefüggés áll fenn, mert

(j-l1 f = 2 cos jy~ cos .(Ó+ljíTcos + cos

Az ábra alapján

h2. T h 1-2 sin2 - = 1 -és igy cos =sin — = 2 >
2vо2 2vrtо 2

ezért

...2h= 2 1-v. n 0+1 " Vj-1 -2vs
töröttvonalat у körül megforgatjuk, akkor 

olyan szakaszosan küpos forgásfelületet /jelöljük ezt 

G-^-gyel/ ill. olyan poliédrikus szakaszosan kúpos felü­
letet /jelöljük H,-gyei/ kapunk, amelynek v. forgási su- 

garára érvényesek az alábbi összefüggések;

Ha a P P. о 1 • • •
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h2
1V1 = vо2vс

h2
v, =2/1 ГГ vj-l - vj-2D 2vS
Azaz v. nem más, mint a T.(x) Csebisev-polinom az

2 J
1 - ~л' helyen»

2v^ c
Mint a 2» ábrából látható, egy poliédrikus szakaszo­

san kúpos felület csonka kúppalástokból áll# így a felü-

töröttvonalra 

P. pontok.JIA
Ezek közül számunkra a P. pontok azon P., elforgatottjaiJ
érdekesek, amelyekre igaz, hogy a P^k-ban találkozó tra­
pézok szögeinek összege 2.1Г-tói eltér, igy pontosan ezeknek 

a pontoknak a görbülete különbözik zérustól.

A 3# ábrából látható, hogy egy szakaszosan kúpos for­
gásfelület csonka kúppalástokból áll. Szinguláris vonalai 
a P. pontok forgatásával keletkező E. körök, amelyeknek• J J
görbületösszege különbözik zérustól.

Szemlélet alapján is világos, hogy egy felületet

Po>
forgási sugara, valamint a PQP^ =

x =

let szinguláris-, pontjai a 

és elforgatottjaira illeszkedő P.
Vi P5 pá+i 

pdi’

• ♦ •

» # •jo’

meghat ároz P. pontok vo * Vj*
= h távolság

»• •, # • • • # • • • ФФ • • •••)j’
= P,P• # • j j+1
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így értelmes feladat annak megvizsgálása, hogyan függ 

a szinguláris pontok ill. görbék görbülete a felületet 

meghatározó paraméterektől. A görbület meghatározása so­
rán elemi módszereket használunk csupán.

Jelölje ill. 4^+1 egy poliédrikus szakaszosan 

kúpos felület két egymás után következő csonka gúlájának 

előjeles nyilásszögét /4. ábra/,

sgn'M^

4. ábra
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összefüggés áll fenn a P^ pont k(P.jj görbületére.

Hasonló gondolatmenetet alkalmazhatunk szakaszosan
Ha У- ill. jelöli

egy szakaszosan kúpos forgásfelület két egymás utáni cson­
ka kúpjának nyilásszögét úgy, hogy

kúpos forgásfelület esetén is.

+j = sgn (v.^ - v3) ,sgn

akkor a 4» ábráról láthajuk, hogy az E. kör К (e.) gör-J J
bülete nem más, mint а К 

felszínének, У

ill. a K. kúpok gömbi képei
tJ

• У. -nek a különbsége:J

3+1
-nek illj+1

К (Eá) - У.+1 - У,
3

Mindkét felületosztályra igaz tehát, hogy a pont for-J
gatásával adódó alakzat /Р. Pjl’

• E. kör/ görbületősszege az alakzat mentén találkozó J
két kúp nyilásszögének a különbsége. Érvényes tehát az

Pjn töröttvonal. •.,jo*
ill

alábbi tétel.

Tétel: Poliédrikus szakaszosan kúpos felület tetszőleges 

csúcspontjának görbülete egyenlő a csúcspontban találkozó 

két csonka gúla nyilásszögkülönbségének n-ed részével:

K(P ) .(V -V '*•j+1
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ahol n a poliedrikus szakaszosan kúpos felület profiltö- 

röttvonalainak a száma.
Szakaszosan kúpos forgásfelület tetszőleges szinguláris 

vonalának görbülete egyenlő a vonal mentén találkozó két 
kúp nyilásszögének a különbségével:

К (E ) . (Vd+i

A fenti tétel a nem zérus, görbülettel rendelkező 

alakzatok görbületét a felületet alkotó kúpok nyilásszö- 

gével fejezi ki. A kúpok nyilásszöge azonban meghatároz­

ható a v. forgási sugarakkal és a h távolsággal.J
Jelölje az 5. ábrán T. а P. •, P.= egyenesnek t-velJ J J

való metszéspontját. Ekkor

h x.D

ahol

“ vj) = sgG x'íSgn jej-1

Innen
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1__ = v.i-l ~ v.i /X/és
hv.

d

vi-l ~ vi . /XX/1 =
x. + h J hvd-1

TiJ

P;J-1

5« ábra

A 4. ábrán alkalmazott jelölésekkel

sin£l _ 2ii b+i+ h)PDOPjl = 2.v^.sin — = 2 x^ sind* D 22n
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Innen

v_. v,i flIIf,=2n arc sin sin — = 2n arc sin sin -= n d xd+i+hX. n
3

azaz

v. H,j +1 ^— sin — I-(Pjk) =к = 2 arc sin
x3+l+h nn

V I
sin — .- 2 arc sin

nXd
/X/. és /Ж Ж/ alapján kapjuk:

v. - v
sin -j -j+1Ы - 3К 2 arc sin

h n

Tv.1-l - v.
^ sin — •- 2 arc sin

h n

Szakaszosan kúpos forgásfelületre a fentihez hasonló gon­

dolatmenet során

2 ív. 2'll v.
Jr -fj =j+1 xj+l+h x .

3

У/ ЛЗОЗ^р nV 
/ * .\>

\ О

(I- í *s\U Щш v '

adódik, innen pedig

O fr

,v
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Vi-1 ~ V.inrVD ~ VU1к (Ез)

Уд.+.i.".

- 2 T= 2 II rr
hh

2v^ + v.1-1«3- 2T
h

áll elő. így bebizonyítottuk az alábbi tételt:

Tétel: Poliédrikus szakaszosan kúpos felület P^ csúcs­

pontjának K(P^) görbületét a

v.3 Vj+1 II
(pó) =К sin2 arc sin

h n

TIi=i - v.
1 sin —- 2 arc sin

h n

összefüggés határozza meg a v. forgási sugarak és a hJ
távolság függvényében.
Szakaszosan kúpos forgásfelület E.. szinguláris vonalának 

К (Ej) görbületét a

T.i+i' 2vi + v
К (Ed) = -2T

h

összefüggés adja. 

A g = P. , P. P. , profiltöröttvonalon vegyünk fel 
D *)■■■*-

újabb osztáspontokat. Feltehetjük, hogy ezek az osztáspon-
távolságokat /6. ábra/.

• • •

tok felezik a P. Pi,
u 0 Pj+i’p. • « •

3
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t

6. ábra

profiltöröttvonalatígy a 3-1 3-1 j з j+i
kapjuk, amelynek t körüli forgatásával ugyanazt az P*

0 0 00 0 0

profiltö-felületet kapjuk, mint a P. , P. P. ,D-l 3 3+1
röttvonal segítségével előálló P felület. Azonban az P-re

0 0 00 0 0

= h/ és P*-re jellemző h*
= h ö.sz-

jellemző h távolság /Р. , P.J *"*• J
távolság /Р = h = Q P./ között a 2h* JQ 3-1
szefüggés áll fenn. A P. pontok mint P* pontjainak görbü-J
lete:

j“l "3-1
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v. + v,i +13
2 arc sinl Д-"-" и2К (P3j = sin —

h/2 n

V. + V■i-l 3
v,i и2- 2 arc sin sin — / ,

h/2 n

ami nem más, mint Р.-nek, mint F egy pontjának a görbüle-J
te.
Hasonlóan szakaszosan kúpos felületre:

vj+l + v. Áll2К (Ej) = -2'B
h/2

l< (E.) görbület, mint F’-höz tartozó E. kör gör- J J
bülete nem más, mint az F-hez tartozó E. kör görbülete.

J
Megjegyezzük, hogy a görbületnek az uj osztáspontok beve­

zetésével szembeni invarianciája a görbület definíciójá­
ból következik. A definícióból pedig nyilvánvaló, hogy a 

szinguláris alakzatok görbülete csak az alakzat egy kör­
nyezetétől függ, azaz ilyen értelemben lokális. A fentie­

ket egy tételben foglalhatjuk össze:

azaz a

Tétel: A szakaszosan kúpos forgásfelületek és a poliédri- 

kus szakaszosan kúpos felületek görbületfogalma a felület­

re jellemző mennyiség.



- 23 -

Mivel analógia van a szakaszosan kúpos forgásfelületek 

és a poliédrikus szakaszosan kúpos felületek definíció­
ja között, ezért valamilyen összefüggésnek léteznie kell 
a rájuk értelmezett görbületfogalmak között is* Ezért 
megvizsgáljuk, milyen reláció érvényes egy szakaszosan 

kúpos forgásfelület és egy beirt poliédrikus szakaszosan 

kúpos felület között.

Tétel: Egy szakaszosan kúpos forgásfelület E. szinguláris_ _111 J
körének és a beirt poliédrikus szakaszosan kúpos felület 

töréspontjainak görbülete között a

felK (E3) -n K (V /ХХ4/= v

összefüggés áll fenn, ahol n jelöli valamely P. pont el-J
forgatottjainak számát. /7. ábra/

Bizonyítás:Sorbafejtjük a sin x és az arc sin x függvé­

nyeket :

fi 1'иsin — = — + o'/—2 
n . n n

/V. - V . 1/ л л +1 ■1 Lhti I + d AV .

n + * Ыarc sin T .
h ■h nn

Innen pedig



- 24 -

v. . 2 1hi Ui X + tf3 “ V,i+1 ^ 1 ' 1( PDfc) - 2n К — + Ö T =Th hn n n 21

1= K (Bj) + O' PR
ami pedig éppen a tétel állitása.

R = P
J+1~ j + 1,n

p. = p* rJ rj,n

R = PJ-1 j-1,n

7. ábra

Példa: Határozzuk meg a G^ felületen tetszőleges törés­
vonalnak, H^-en tetszőleges töréspontnak a görbületét! 

/lásd 11 . oldal példája/ Először G-^ egy törésvonalának a
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görbületét számítjuk ki.
Mivel

(j+ljjT - 2 cos jf + cos (j-l)/ =2 v. + vVj+1 ” = cosj-13

h2
cos 3}T - 2 cos j)f == 2 cos jjf coatf . - 2 cos jjf = 2 1

2v5
h2= - cos j'jf > 
vо

ezért

—Ъ COS j^ ,
vo

(Eí)К (E3) = 2T

növő függvénye a j>0 tartományban és j-nek monoton csök­

kenő függvénye a 3<klO tartományban.
Vegyük most H-^-et! így azt kapjuk, hogy

j-nek monotonazaz К

г (з+ \)r -(J+l)r = - 2 sin — sin= cos jf - cosVj " Vj+1 2

^j+ ^ fh= - — sin
vo

és

b)t- — sin [ jVj-1 ’ vj - “ ?
vo
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Innen

(з -tytj-si“2К (P^) = 2 arc sin sin
vo

(d + ?) =
sir%

arc sin s(j^ - arc sin s(j+l)- 2 arc sin sin
vo

alkalmas s (j) monoton függvény levezetésével. 0 ese­

tén К (P..) ^ 1^ (^j-l) érvényes, mert

2 arc sin s (j ) arc sin s(j-l) M+ arc sin s

arc sin x függvény x/’O tartományban való konvexitása 

miatt.
Hasonlóképpen

K(P3) У К (Pj_-^) esetén. Speciálisan

2» hк (EoJ és
vo rrVr . I/sin^- sin — h . rü\—к sm — •к (po) =-4 arc sin =-4 arc sin TT

2v« nvo

A fenti tételt úgy is szavakba foglalhatjuk, hogy minél 
nagyobb oldalszámu szabályos sokszöget Írunk a szakaszo-
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sari kúpos forgásfelület szinguláris köreibe, annál kisebb 

lesz az eltérés a szinguláris körök görbülete és a felü­
letbe beirt poliédrikus szakaszosan kúpos felületen azon 

pontok görbületösszege között, amelyek azonos profiltörött- 

vonal forgatásával keletkeztek.
Ezután megadjuk a konstans görbületü felületek definíció­
ját.

A definíció megadása úgy tűnik, már az első pillanat­
ban problémákat vet fel. Ilyen probléma az, hogy mind a 

poliédrikus felületeknél, mind a forgásfelületeknél min­
den pont nem lehet azonos görbületü; "azonos” görbületről 
csak a szinguláris alakzatok görbülete esetén beszélhetünk 

valamilyen értelemben. Ez az eljárás azonban általános a 

differenciageometriában, gondoljunk csak például Sauer 

görbületdefiniciójára /1/: a p poligon görbülete /8. ábra/

sin^ó-^ sin £><2К (Pl) . И (P2) =
^24

8. ábra
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Tehát a "konstans görbület" fogalomnak csak a szingulá­

ris alakzatokra kell vonatkoznia, azaz poliédrikus sza­
kaszosan kúpos felület esetén a töréspontokra, szakaszo­
san kúpos forgásfelület esetén a törésvonalakra.
A fenti megjegyzés után már természetes az alábbi defini- 

cióí

Definíció.: Egy poliédrikus szakaszosan kúpos felületet

jo Pjl
PdJ görbületösszegének 

P. ) hosszának aránya ál-

konstans görbületünek nevezünk, ha tetszőleges Рц

Pjn 'fcörö't'fcvonala К (íjо Pjl

és a töröttvonal L ( P.
J ^

landó:

• • •

• « •

РД : ф ф ф

K (P.1o ifejn • К fu- • • •
= K.h

1 (Pio pjn) UPjo Pjn^V- pil> ■• • • • • •

Egy szakaszosan kúpos forgásfelületet konstans görbüle­

tünek hívunk, ha tetszőleges E. szinguláris vonala К (E.) 
görbületének éa -i (E.) hosszának aránya állandó:

К (Ej ) _ К (E.,) 
l(E.) = = K h.

IT v, J

A fentiek segítségével nyilvánvaló az alábbi tétel:
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Tétel: A konstans görbületü poliédrikus szakaszosan kúpos 

felületek alapegyenlete az

v.i-l - v.v.D ~ vj+l íí i sin - » =- arc sinsin —arc sin
h■ h nn

и IXXJV- К h sin —
n

nemlineáris másodrendű differenciaegyenlet.
A konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfelületek 

alapegyenlete a

-Kh2 v. J- 2 v_. + vVj+1 d-i “D

lineáris másodrendű differenciaegyenlet.
Mint ismeretes, a konstans görbületü differenciálható 

forgásfelületek alapegyenlete a

и
В + KB = 0

másodrendű lineáris differenciálegyenlet. így megálla­

pítjuk, hogy
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Tétel: A konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfe­
lületek alapegyenlete a konstans görbületü forgásfelü­
letek alapegyenletének közelítése abban az értelemben, 

bogy а alapegyenletben szereplő második diffe­
renciálhányadost másodrencü osztott differenciával he­
lyettesítve а /ЖАЖЖ/ alapegyenlethez jutunk,
A konstans görbületü poliédrikus szakaszosan kúpos felü­

letek alapegyenlete a konstans görbületü szakaszosan kú­
pos felületek alapegyenletének közelítése abban az érte­

lemben, hogy /АЛЖЛЛ/ egyenletben a differenciálhányadost 

differencia-hányadosra cserélve a //<*X/ egyenletet kapjuk. 

Végül megvizsgáljuk, hogy az imént levezetett "kons­
tans görbület" fogalma valóban jól jellemzi-e a felülete­
ket.
Azt tudjuk már, hogy a szakaszosan kúpos forgásfelületek 

és a poliédrikus szakaszosan kúpos felületek görbületfogal­
ma a felületre és nem a felület definiálásához használt 

paraméterekre /forgási sugár, töréspontok h távolsága/ jel­

lemző mennyiség. Ha viszont a profiltöröttvonalon osztás­

pontokat /az egyszerűség kedvéért felező osztáspontokat/ 

veszünk fel, akkor továbbra is szakaszosan kúpos felüle­
tet kapunk, amely szemlélet alapján azonos az eredetivel, 

ugyanakkor a "régi" és az "uj" töréspontok görbülete nem 

egyenlő /9. ábra/. Ennek a gondolatmenetnek az a hibája,
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hogy az "uj" /Q./ osztáspontokJ

9. ábra

bevezetésével nem változtattuk meg a felületek, a konstans 

görbület teljesülését /К (P ) = K(Qq) ?/ pedig megköve­
telnénk az uj osztáspontokra is. Valójában a felület nem 

változott meg, tehát a konstans görbületü felület fogal­
mának teljesülése sem kivánhat az előbbinél több feltételt.

kBr iu> Qjo Qjl
Q. sokszög/ nem alkotnak a felületen szinguláris alakza- 

0 ^
tot, igy nekik semmilyen pótlólagos feltételt nem kell 
teljesíteniük a konstans göbületü felület kritériumához. 

Összefoglalva tehát: a konstans görbületü szakaszosan kú­
pos forgásfelületek és poliédrikus szakaszosan kúpos fe-

Hiszen a Q. pontok elforgatottjai /Е.J J 0 0 0
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lületek osztálya jól definiált.

Példa: A G-, felület К = ^ görbülettel konstans görbüle- 

tü szakaszosan kúpos forgásfelület, mig a felület nem 

konstans görbületü poliédrikus szakaszosan kúpos felület. 

/lásdH. oldal/
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3. fejezet

KONSTANS GÖRBÜLETÜ SZAKASZOSAIT KÚPOS FORGÁSFELÜLETEK

Megoldjuk a konstans görbületi! szakaszosan kúpos forgás­

felületek

(Kh2 - 2) Vj /ж/— 0+ vVj+1 + j-1

alapegyenletét. Mivel К = 0 esetén az alapegyenlet megol­

dása

о + 3 (V1 - vo)V . = V1

és a PQ,
а К = О eset számunkra nem érdekes. így a továbbiakban

К Ф 0. Mivel minden j-re v.?0, igyJ

pontok egyetlen egyenesre illeszkednek,pi- • # •

7 0Vj+1 + 2 Vü + vj-1

amit /£/-gal összevetve azt kapjuk, hogy

Kh2 < 4.
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A /£/ másodrendű differenciaegyenlethez tartozó
+1=0 karakterisztikus egyenlet meg-A2 + (Kh2 -2)Л

oldásai

2 ± \/ Kh2 ÍKh2 - 4)2-KhA 1,2 - 2

Innen azt kapjuk, hogy a négyzetgyök alatti mennyiség pon­
tosan akkor pozitiv /negativ/, ha О /К>0/. A diffe­

renciaegyenletek általános elmélete /3/ alapján adódik 

/5^/ általános megoldása, azaz

Tétel: A konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfelü­

letek /j(/ alapegyenletének általános megoldása:

2-Kh2- \Zkíi2 (Kh2-4) 1 3A ^2-Kh2 + \/Kh2 (Kh2-h)j ^ + ВVj 2

ahol KJ>0 esetén A = В komplex konstansok, K<0 esetén 

pedig A és В tetszőleges valós konstansok. /#7 általános 

megoldása

K> 0 esetén:
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Vj = a COS j"< + Ъ sin j*< = Л COS (/3+ je*);

ahol a, b, Я» /3, *< csak A-tól és B-tól függő konstansok.

K<!0 esetén:

= a eh К + b sh = A eh. (p + j*<)vd

ahol a, b, Д, fb, c* csak A-tól és B-től függő konstansok#

Bizonyítás: Csak а /XX/ és /ХЖХ/ állításokat szükséges 

igazolni# Vezessük le az alábbi jelöléseket:

\Ah2j4-Kh2J = y2-Kh2
—2— = x>\ (a-ib) , I (a+ibj ,A = в =

Ekkor

v^ (a-ib) (x+iyj ^ + *7 (a+ib) (x-iy) ^

írjuk fel (x+iy) -t trigonometrikus alakban:

x+iy = r (cos.*< + i sin^Cjj

ahol r és (K kifejezhetők x,y-nal. Mivel
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(2-Kh2)2 + Kh2 (4-Kh2)2 2 2 + У =r = x
22

4-4Kh2+K2h4+4Kh2-K2ii4
= 1»ZZ

2*

így

i (a-ib) (cos j<* + i sin + у? (a+ib) (cos jrt - d**)=i sinVD = г

= a cos + b sin

Bevezetve a

A = \/a2+b2ba éscos/3 = sin/2> =
Va2+b2 \/ a2+b2

jelöléseket

a2+b2 cos^ cos - \Ja2+b2 sinsin - Д cos (/3+ j<*)
VD =

áll elő, ami éppen а /ж%/ állitás#
А /ЖЖж/ állitás igazolása hasonlóképpen történik# Legyen
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 2-Kh2+\l Kh2 (Kh2-4)Я
2

ekkor

= А + ВЯ , mertVj

2- ^Kh2(Kh2-4)^Kh2(Kh2~4)22-Kh^+ 2-Kh 1.
4 4

Bevezetve az

1 1 (a-b)(a+b),A = B = 2

jelöléseket, kapjuk:

Aj + A~j= a+b д j + аНэ д-j + bVD = a
2 22 2

Legyen = in A Ekkor

\aC
±2-1 + b■eJ

= a eh jc< + b sh j®<Vj = a
2 2

Bevezetve a

Я = \j a2+b2baehp = , sh^ —• és
>/ 2 ,2 a+bV a2+b2
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jelöléseket

= \j a2+b2 chp eh jx + \la2+b2 eh/} sh jx = A eh (p+j^j
vd

adódik, ami /ЖЖЛ/ állitása.

Példa: Oldjuk meg a

2h- 2 v.= + vá-i= - 7VD+1 ű

egyenletet a

v„ = c о

h2= (1V1 c
2c

kezdeti értékekkel, majd vizsgáljuk meg a megoldást! 

Az egyenlet általános megoldása

(p+d*)= Avd cos

alkalmas A, (b és <л értékekkel, amelyeket a kezdeti érté­
kekből számítunk ki:

h2h2 2
(1(b = 0, mert v_^ c = V-j^= v о

2vo 2c2voVо
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[о+о,Д) = Дл = VQ, mert v = Я cos

h2 2ii = v cos iK оcos Л = 1 —£, mert = 11 vо
2voо

Az egyenlet a fenti kezdeti értékekkel konstans pozitiv
görbületü szakaszosan kúpos felületet határoz meg К = ^

Q
görbülettel, amely egy gömbbe beirt felület# Ugyanis a P.J
pont abszcisszája v.J
alábbi módon számitható:

■ cos j*, у koordinátája pedig az= v

(j+l)* - vQ cos j =vk+l - vk v„ cos о

2
V0 a in (d4) . 2.X 1-COS *< h_] •

Sill 7Г = —w és igy= 2 • sm 7 =7 2)

- h.^Y - £ \l
lr-n \ / lr-П

(sin2 (4)^)^ =h2-4v2У =

j-1 j-1
y~ - [sin kK -

7 kZö 'H) in ( k+1) j =h-H *< =h cos
2 sink=0

- h sin 

2 sin
0 sin jp< ,= ViX.7

azaz a Pi pontok egy origó körüli c sugaru körön helyez- J
kednek el.
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Mint láttuk, analógia van a differenciálható konstans 

görbületü felületek és a szakaszosan kúpos forgásfelü­
letek alapegyenlete között. Mint az várható is, hason­
lóság van megoldásaik között is.

Tétel: A K>0 esetén jelölje \/K -t c, K<0 esetén \f-K -t 

c. Akkor az előző tétel jelöléseinél maradva

■h2
- + b sin j - + j d /K> 0/ ill.= a cos j 7c c

'h2= a eh j - + b sh j - /K< 0/.— + 3aс V cVD c

B. A konstans görbületü differenciálható felületek

w + Kw = 0

alapegyenletének w = w(x) megoldása és a konstans gör­
bületü szakaszosan kúpos felületek /Ж/ alapegyenletének

(^x) megoldása között aTj = v

h2w(x) = v(x) + xtí í

összefüggés áll fenn.
03“3?j\

- V-, фt? z/ / s я
.ü >

\\ ■

■b Ж /,
ч-Ч’'ол ^ *
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Bizonyítás: А В rész az A rész egyenes következménye, 

igy elég az A rész bizonyításával foglalkoznunk# így

h2' ’h2h M= — + оK>0 esetén: = aro cos (1 -
2c c

h2h2' = £ +e(K< 0 esetén: = arc eh 1 +■
2c c

Ezt beírva v. explicit kifejezésébe J

h2■h2
'j11 + &"i ь *K>0 esetén: v. = a cos 

J
+ b sin T Г7, cc c

h2= a cos j — + b sin — + jd 7c c

h2Nh2 j * + w* a chf j - + jtfK< 0 esetén: v. + b sh /Г2 cc c

(ft-+bshj-+jtf= a eh j
c c

A bizonyítás során kaptuk azt a részeredményt, hogy &< 

csak h-tól és K-tól függ, de nem függ a-tól és b-től 
/vagy ami ezzel ekvivalens: vQ-tól és v^-tol/# А В rész 

egyszerű következményeként kapjuk az alábbi tételt:

Tétel: Az azonos kezdeti feltételekkel rendelkező kons­

tans görbületü forgásfelület w(x) forgási sugarai és a
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konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfelület v(x) 

forgási sugarai közötti különbség az x paraméterértékek­
kel egyenesen arányos, azaz az x nagyságrendjében tart 

végtelenbe#
Miután elvégeztük az /ж/ egyenlet megoldását, rátérünk 

a megoldások vizsgálatára, azaz megvizsgáljuk, milyen 

tulajdonságokkal rendelkeznek a konstans görbületü sza­
kaszosan kúpos forgásfelületek. Ennek során felhasznál­
juk az alapegyenlet megoldásán kivül magát az alapegyen­

letet is, megvizsgáljuk a felület konvexitását /konkavi- 

tását, szimmetricitását továbbá osztályozzuk a felületek 

különböző tipusait.

Tétel: /a szakaszosan kúpos forgásfelületek konvexitásá- 

ró1/konkavitásáró1/:

A. A v. számsorozat akkor és csakis akkor konvex, ha K>0.J
B. A v. számsorozat akkor és csakis akkor konkáv, ha 0.

d

Bizonyítás: А /Ж/ alapegyenlet átrendezéséből

+ Kh2 v.2 = V + Vj-1j+1 3

áll elő. Továbbá 2 v.> v. + vd d "***-
ha K> 0 és 2 v,4v. , 

d d “

pontosan akkor áll,j+1
pontosan akkor, ha 0.+ vj+1

A fenti tétel egy egyszerű következménye, hogy egy nem
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konvex éa nem konkáv számsorozat nem lehet konstans gör­
bületi! szakaszosan kúpos forgásfelület forgási sugarai­

nak a hossza.
Tudjuk, hogy a differenciálható konstans görbületü felü­

leteknek mindig van a forgástengelyre merőleges szimmet- 

riasikjuk. Ez nem feltétlenül van igy konstans görbületü 

szakaszosan kúpos forgásfelületek esetén, mint az várható 

is. Az alábbi tétel szükséges és elegendő feltételt ad meg 

ilyen tulajdonságú szimmetriasik létezésére.

Tétel: Konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfelü­
letnek akkor és csakis akkor létezik a forgástengelyre 

merőleges szimmetriasikja, ha van két egyenlő forgási su­

gara.

Bizonyítás: Nyilván csak a feltétel elegendőségét kell 
igazolni. Ehhez interpretáljuk a /**/ és /ЖЖЖ/ összegüggé- 

seket az alábbi módon: Mozogjon egy origó középpontú sík­

beli helyvektor végpontja az

K> 0 : x^ + y^ = 1/Я kör
2 2x - у = 1/Л hiperbolaK< 0

mentén úgy, hogy a helyvektor egymás utáni helyzetei egy­

mással << szöget zárjanak be. Ekkor a v. forgási sugár aJ



- 44

a helyvektor j-edik helyzetéhez tartozó pont x-koordiná-

k (j »
stb. Ami pedig éppen a tétel állitása.

tája. Ebből pedig az következik, hogy ha v.J
akkor v

= v
= v3+1 k-1

Példa: Keressünk a

h22 v^ + vV3+l ” 3-1 = 7 v33

egyenlet megoldásai közül olyanokat, amelyek eleget tesz­
nek a v^ = v_^ feltételnek.
A tétel szerint tehát a megoldás a forgástengelyre merő­

leges szimmetriasikkal rendelkező felület.
Az alapegyenlet szerint

h22 v + vV1 “ '-1 = "2 vo * cо

azaz

h21 +V, = vn 1 о 2c

Tegyük fel, hogy P^ létezik tehát

2 v hh ^ 1.й h<-=> -ív - V1 = V
2c2О
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Az általános megoldásból

2 h2 =» shí=- 
2 2c

h => eh К = 1 +л chX = v„ о о 1 += vV1 Г22c2c

Keressünk most olyan megoldást, amelyre

V1 = v 1 
2 "2

Az egyenlet szerint

h2í1 += vv3 72 V2

Mivel

Д cos //3+ ^«?<j vi = v i =^-cos
2 '2

(/3 - ■!><<) , ezért jb = 0.

Pelhasznájuk, hogy

V1 = Ach ?
2

h2>v3 = A eh ^ -• 1 +^ = V1 72 2

innen a

23 1 (l + ^2eh ^ cK = eh
c
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egyenletet kapjuk. Ezt megoldva

h24 eh? — + 3 eh — = eh. — 1 + 72 2 2

h2eh2 - = 1 +
2 4c

sh*=^ 
2 2c

adódik.

A konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfelületek 

hasonló módon osztályozhatók, mint a differenciálható 

konstans görbületü forgásfelületek. Az analógiák és kü­

lönbségek nyilvánvalóvá tétele érdekében először össze­
foglaljuk az utóbbiak osztályozását.

, h (u)sin v, к (u)j konstans gör-f (u,v) = ^ h(u)Az cos v
bületü forgásfelület alapegyenlete

и
h + Kh = 0,

Ik| helyettesitésselamelynek megoldásai с = 1h

h (u) = a cos — + b sin — 
c c

ü + ь eh a
K>0

h(u) = a ch- K<0.
cc
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K>0 esetén az а = Д. , b = 0 kezdeti érték melletti meg­
oldások

u
Л2 2 tsin dt •k (u) = 1'7 c

0
Ez аЛ= c-re a gömböt szolgáltatja, A<c-re orsó tipu- 

su felületet, A> о-re dudor tipusu felületet ad. /10. 

ábra/.

k<0 esetén az a = Ь = Д kezdeti érték a

-2Üu u
Th (u) = Де c , k (u) = c dt1 -

0

görbét adja, amely az un. traktrix, a felület pedig 

a pszeudoszféra. b = 0, a = Д esetén

u
A21 — —sh2 uh (u) = Д eh — , k (u ^ = dt

ccc
0

megoldás a gömb tipusu felületet adja. " a = 0, b = Я 

esetén a

u л2 2 u= ^ V 
0

h (u) = Д sh —, dtebk (u;
ccc
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a gége tipusu negativ görbületü felületet szolgáltatja 

/11. ábra/.

Ak

hл>с ►0

10. ábra
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к
\

ОЛ >с

/

О

11. ábra

Vizsgáljuk; meg, milyen tulajdonságok érvényesek a fen­

tiekből a konstans görbületü szakaszosan kúpos forgás­

felületekre !

Egy szakaszosan kúpos forgásfelület profiltöröttvonala 

addig folytatható, mig teljesül

- v^ ^ h valamely k-ra. Megköveteljük tehát a
0 ésvk " VIT'
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(f + (J+> Я cos f> + j**i =h = V. 1 - v. 3+1 3
- cos

г) /j á k-1/sin £■= 2 Л + jf< +sin

egyenlőség teljesülését. Felhasználjuk a

h2 1 - cos °< hcos<K = 1 sin —- 2*2c *
S =

2 2 2c

egyenlőtlenséget

с = Д sin (p> + j*K + — j

adódik. Azaz adódhat /3, «К, с, Д olyan kombinációja, hogy 

a feltétel nem teljesül, mig más /0, <*, с, Я esetén min­
den j-re teljesül a feltétel. Ez ad alapot a pozitiv gör- 

bületü felületek osztályozására, mégpedig az alábbi módon: 
Egy konstans pozitiv görbületü felületet elliptikusnak 

nevezünk, ha profiltöröttvonala meghosszabbitható mindkét 
irányban a forgástengelyen túl, azaz

Vj_i ^ 0, ^ 0,> 0,V vj+i» Vj4k+1Vj+k0 0 0

^ h j, j+k+1 .vf “ vf-l 0 0 0
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Egy konstans pozitiv görbületi! felületet parabolikusnak

nevezünk, ha profiltöröttvonala meghosszabbítható a

^ 0,forgástengelyig, de azon túl nem, azaz vd-i “

^ h£ 0,> 0, v Vl ~ vl-1V vá+i’ VD+k• • • , j +.k+l

í = d+i, • • •,

Egy konstans negativ görbületü felületet hiperbolikusnak

nevezünk, ha profiltöröttvonala nem hosszabbitható meg a

^ 0,forgástengelyig, azaz v
4 0

> 0,vj+kV v3+i’ • • • ,d-i
vj+k+l

vi " v£-1 = h £ = s, # • • у *fc

VB-1 - vs-2 > h

/lásd mellékletek/.> hvj+k+l ” vj+k+2

Ha K<0, akkor a

= A |ch (fi + (j+l)<*) - eh (Jb + j*) =

sh ^

>h = VD+1 " Vj

= 2 Я sh —
2
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h2egyenlőtlenség teljesülését kivánjuk meg. A eh «' = 1 + 

egyenlőtlenség felhasználásával
2c

(/3 + jc^ +> Я shc SSS

egyenlőtlenség adódik. Adott Д és ß esetén az egyenlőtlen­
ség csak véges sok j-re teljesülhet. Azaz

Tétel: Egy konstans görbületü szakaszosan kúpos forgás­

felületet alkotó forgáskúpok száma véges.
A K> 0 esethez hasonlóan elliptikusnak nevezünk egy fe­

lületet, ha profiltöröttvonala folytatható a forgásten­
gelyig és azon túl; parabolikusnak, ha profiltöröttvona­
la a forgástengelyig folytatható azon túl nem; hiperboli­
kusnak, ha profiltöröttvonala nem folytatható a forgás- 

tengelyig /lásd mellékletek!/,

Példa: Oldjuk meg a

и2
Vi - 2 vi + v = ‘ 7 v5

egyenletet a

v = c о

Я v vРчЯ
*

*

Яоаг.' ß :
^.....

h2/
2,1- 

\ 2c
V1 = ■ 11 vy I C

I« >
\\ о % ■ L

■/
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h -S
2

kezdeti értékekkel, vizsgáljuk meg a profiltöröttvonal 
folytathatóságát és adjuk meg a felület tipusát! Az egyen­
letet felhasználva azt kapjuk, hogy v_^ = 0, mert

h2h2 = — v+ 2 c------ -- 0,v 1 = -v, + 2 v -11 о •^v° c

azaz a P_^ pont már nem tartozik a szakaszosan, kúpos 

forgásfelülethez, tehát a profiltöröttvonal PQ-án túl 
nem folytatható negativ indexekre# Megmutatjuk, hogy.

h, azaz létezik az egyenletnek olyan megol-V+1
dása, amely konstans görbületü szakaszosan kúpos forgás-

- vо

felületet eredményez. Ez pedig igaz, mert

h2 h2
= c - 2 c + — = — - c ~ hV-, - vn 1 о cc

akkor és csakis akkor, ha

h^ - eh - = 0, azaz

1 + \Лh = c«
2
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Ez a feltétel intuitive azt jelenti, hogy csak olyan 

konstans görbületi! szakaszosan kúpos felület létezik, 

amelyben például nagy görbülethez / К = - 

с-hez/ nagy finomság /kicsi h/ tartozik*
Mivel v_^ = Я cos (/3 - Xj = 0, ezért /3-Х=*г+а1Г/э 

egész szám/, azaz /3 = ^ -t véve

miatt kicsi7

Л > *1ГчÍO = sin ( X - •£■ ) = -COS Xsin

(* - 2 j =P sin Xcos = cos

Az általános megoldásba j = 0-t Írva vQ = Я cos/3 adódik, 
innen Д cos és Я = c teljesül* TovábbáP = c

sin X

V^ = Я COS + /3 J = A COS </. COS /3 — Я sin X sin/3 SS

= Д SiniÁ COS Á + Д COsX sin«?/ = 2 Я sin*/ cos Я = — sin^ COS«*
sin X

h2 h2= 2 c cos ^ és 2 с 1 - = 2 c cos<K^COSŰ< = 1
2c 2c

A fentiek alapján

{jb + jX^ = Д cos/3 cos jX - Я sin/б sin j^ == Яv3 cos
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= Д sinX cos j<?<.+ Д cosí< sin j(K= Я sin (j + l) tK =

C sin (л + l)*
sin

Pj pontok.és v v. forgási sugarak ese-
forgási

Adott P j-1*
tén pontosan akkor létezik a P4 pont a vj+l 

= h# Innen
j+1

> 0 éssugárral, ha v v • , - v. 3+1 3d+i

^sin (j + Ijx - sinK) =c
v3+i - V.

3 sin**

(d ♦ i)* -'(*+ D iXiX cos — - cc coscosSS 2 sm^sin í* 2

c2 (3 + i)— cos ~ h, azaz cosh

^ h és a cos x függvény
intervallumban való

adódik, ami viszont jv-^ - vQ

az általunk vizsgált 0 <
csökkenés miatt minden lehetséges j-re teljesül# Tehát
P. pontosan akkor létezik, ha J

'1П- tX0< 3 < -(Ó + 1)^ > 0,sin azaz

így a felület profiltöröttvonala а P-^, Pg, 
tokból áll, ahol n a lehető legnagyobb szám, amelyre tel-

Pn pon-• • •,
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..n „ !1Г- p<jesul n<-------- • Mivel a felület PQ - n túl negativ in­

dexre nem folytatható, de folytatható a profiltöröttvonal 

a forgástengelyig, igy felület parabolikus.
A fenti példa mutatja, hogy a felületek osztályozása bo­
nyolultabb, mint a differenciálható konstans görbületü 

forgásfelületek esetén.
A forgásfelületek osztályozásának definícióiból levonhat­
juk az alábbi következtetést: ha egy konstans görbületü 

szakaszosan kúpos forgásfelület К görbületét és ha un. fi­
nomságát állandónak tartjuk, Д -t pedig változtatjuk, ak­
kor a felület átmegy az egyik tipusból a másikba. Mivel a 

К görbület eközben nem változik, ez izomorf leképezés. 
Ilyen leképzést kapunk akkor, ha egy szakaszosan kúpos 

felületet felvágunk egyik profiltörött vonal mentén és 

úgy hajlítjuk, hogy eközben nem változik a forgástengely.
A hajlitás során К és h nem változik, csak a és b /vagy 

ami ezzel ekvivalens: Я és{b/• Tehát a hajlitás során 

az egyik tipusu felület átmegy a másik tipusu felületbe.
На Д -t növeljük, akkor a felület szétnyílik, ha csökkent­

jük, akkor Összecsukódik.

Megmutatjuk, hogy a hajlitás során a megfelelő forgási
sugarak aránya állandó, azaz ha a Pi pont /amelyhez a

v. forgási sugár tartozik/ átmegy a Q. pontba, amelyhez J J
a q. forgási sugár tartozik, akkor v./q.J J J

/

= t = állandó.
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Ez pedig nyilván igaz, hiszen сГ-val jelölve a hajlitás 

során nyert felület j-edik kúpjának nyilásszögét, fenn­
állnak a

= q^cT2 й Vj

t = áll.
2 Tqj

összefüggések.

Tegyük fel, hogy szétnyitjuk a felületet /t<1/. Mivel 

teljesülnie kell a

= — (v 
t \

- ^ -
qj+i ■ qd : j+1-

egyenlőtlenségnek, ezért a Q és Q., pontok у koordiná-
és P. pontok у koor-

U

jj+1
táinak különbsége kisebb, mint a Pj+1
dinátáinak különbsége. Sőt előfordulhat, hogy

» h, de Vi - qí > h>V . T - V .D+l d

azaz a felületet nem is lehet úgy hajlítani, hogy a 

Pj Pj+i pontok rendre a Qq 

menjenek át. Tegyük fel, hogy összecsukjuk a felületet
pontokbapo Qj Qj+1• • Ф
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/t>l/. Mivel

— v. 1 - v. 
t J+1 3

^ hqj+i " qj

és Q. pontok у koordiná- J
és P. pontok у -

mindig teljesül, ezért a Qd+i
táinak különbsége nagyobb, mint a P dd+i
koordinátáinak különbsége. Sőt előfordulhat, hogy a haj-
litott felület tovább folytatható.

Tétel: Elliptikus konstans görbületü szakaszosan kúpos 

felület elég kicsi darabda parabolikus és hiperbolikus 

felületbe hajlítható. Hiperbolikus konstans görbületü 

szakaszosan kúpos forgásfelület parabolikus ill. ellip­

tikus felületbe hajlítható, amely esetleg még tovább 

folytatható.
A differenciálható konstans görbületü forgásfelületek 

és a konstans görbületü szakaszosan kúpos forgásfelületek 

közötti analógia nem teljes. Ezt mutatja az alábbi, ön­
magában is érdekes tétel.

Tétel: Egy parabolikus negativ görbületü szakaszosan kúpos
pontjának a Pi és J

Pj+1 eSyenes t-vel való metszéspontjától való távolsága

forgásfelület profiltöröttvonala Pd-1

h21 = i + О'/h/h i \ 1 -
с M 4c

1 1 ■ = — +
xi + h 2c J c
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= Яе^Bizonyítás: Parabolikus felületnél v.
J • így

e(3-l)* -e3-< tX= .vj-i

h v
1-e1
h+ h h exj 3-1

Tudjuk, hogy

2 h2hh ésche< = 1 + sh p< = —
2c 4cc

22 he^ = 1 + + - \ 1
2cf о \

h
“ 7“2’4c

ezért

-h2 - h \ , h2

^ + 7Г~7? 2
= - + ö (hj± \ ! - Ü

с у 4c
h1

=~ZT ++ h cXj h

Igaz ugyan, hogy
11lim

h — x- + h J c

de a két felületosztály közötti teljes analógia az

1 1
+ h cxó

összefüggést kivánná meg.



- 60 -

4- fejezet

GEODETIKUSOK

A geodetikusok a felületek belső geometriájának nagyon 

fontos részét alkotják. Ezért vizsgálatuk mindig nagy 

mértékben utal a felületek lényegi tulajdonságaira.

Pozitiv görbületü differenciálható forgásfelületek geo­
detikusait az alábbi módon Írhatjuk le: Az egyszerűség 

kedvéért tegyük fel, hogy az f forgásfelület u = 0-ra 

egyenlítővel rendelkezik az alábbi értelemben: Az r (u ) 
forgási sugár folytonos r (u ) = r (o)-ra és minden u+>0- 

ra u értelmezési tartományából létezik pontosan egyetlen 

olyan u_< 0, amelyre r (u ) = r (u_J, és fordítva is, 

minden u_<0-hoz létezik egyetlen u+> 0 ugyanezzel a 

relációval. Más szóval: minden északi szélességi körhöz 

létezik pontosan egy vele azonos sugaru déli szélességi 

kör és fordítva.

A fQ szög olyan, hogy létezik u+> 0 és u^-^.0 az értel­
mezési intervallumában úgy, hogy teljesül r (Oj cos

(u,). Ekkor az a geodetikus, amely az egyen­
lítőt f szög alatt metszi, teljes egészében az 

u__^u^u+ által leirt zónában fut, mégpedig érinti az

Г =

K)= r = r
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u = u+ és u = u_ határoló szélességi köröket.

A fenti tétel arra vonatkozóan ad tehát kvalitatív leí­
rást, hogy a geodetikusok az egyenlítőnek egy alkalma­
san megválasztott környezetében hogyan viselkednek. Ezu­
tán azt vizsgáljuk, hogy a fenti tételt milyen formában 

kell módosítani ahhoz, hogy érvényes legyen pozitiv görbü­
leti! szakaszosan kúpos felületekre.

Szakaszosan kúpos felületeken az egyenlítőnek nyilván a 

maximális forgási sugár fog megfelelni. Továbbá nem vár­
hatunk valamely olyan erős állitás teljesülését, mint a 

határoló körök érintését a geodetikus által. Ennek az ál- . 
litásnak egy gyengített változatát remélhetjük megmutat­
ni.
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С

£

2JLvj+i\) P'j+\
/31 В

ti

pj
2JLvj

12. ábra

Tétel: Terítsük ki a sikba egy szakaszosan kúpos forgás­

felület egy csonka kúpját és húzzunk rajta egy АБ egye­

nes szakaszt /12. ábra/. Jelölje <•<. az AB szakasz AP? iv-J J
vei bezárt hajlásszögét, fb^ pedig az AB szakasz ВР?+-^ 

alkotott hajlásszögét. Ekkor

-gyei
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v .
jfi =cos COS РЧ .

3 *v3+l

Ha g egy geodetikus, akkor g egy síkba kiterített cson­

kakúp paláston /13* ábra/ egyenes szakasz. Továbbá fi- 

minden j-re. Ezért

= 3+1

v .vi
—COS - =ü

Vi-13 Z3^3 = cos c*cos cos 3-1 = 3-1 "
V3+l V3+l V3+l v_.3

J-l vo ШCOSíXo .COS c< 3-1 "
== • • •

V3+l V3+l

13* ábra
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Mivel coa ß. ú
и

jesül

1-nek teljesülnie kell, ezért mindig tel-

Аж/^ V„ COS P<„о оVD+1

ia. Innen kapjuk az alábbi tételeket.

Tétel: Negativ görbületü szakaszosan kúpos felület olyan 

geodetikusa, amely a minimális sugarú kört nullától kü­

lönböző szög alatt metszi, nem zárt és a felület határá­

ig folytatható.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy a felületet a vg és v^ |s 0,
t-<0/ sugaru körök határolják /vs, v^ = 0/, Mivel v^
szik j>0 esetén, ezért /ж/ szerint cos/3 . csökken, igy /3 ■' ^_d J
növekszik. Mivel definició szerint — mindig teljesül,D 2
igy mindig létezik, azaz a geodetikus a felület v 

garu köréig folytatható pozitiv j indexekre. Hasonló az ál­

lítás bizonyítása negativ j indexekre is. Ha tehát egy geo­

detikus metszi a v. forgási sugarú kört, akkor metszi aJ
forgási sugaru köröket is /feltéve, hogy ezek

növek-

su-s

és vVj+1
léteznek/, igy a geodetikus nem lehet zárt és a felület ha-

j-1

táráig folytatódik.

Tétel: legyen g egy pozitiv görbületü szakaszosan kúpos 

forgásfelület olyan geodetikusa, amely a maximális sugarú
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vQ sugarú kört e< 0 szög alatt metszi. Továbbá tegyük fel, 

hogy léteznek olyan j>0 és k<0 számok, amelyekre

vj^vo 003
/Atari

vk:^vo 003^o

és v . sugarú körök között marad 
Ko

Ekkor g azon v.
/j > О, к <0/ amelyekre

= min{3>0/ v.ÍY^ cos=<0j

lk<° / vk4vo 008 *ojho = max

Megjegyezzük, hogy а /ЖЖЖ/ feltétel azt fogalmazza meg, 

hogy a g /tovább nem folytatható/ geodetikus nem megy 

el a felület határáig.

Bizonyítás: Először meg kell mutatnunk az állításban szerep­

lő j és kQ számok létezését.

Ha j > 0, akkor v.J
Csökkenése során v.

csökkenő, ezért ß., igy <*. is csökken.J J
j /ЖЖл/ szerint VQ cos cKQ alá csökken,

azaz nem teljesül /Жж/Л azaz nem létezik valamely j-re (b..J
Ekkor pedig j nem más, mint az előbbiekben szereplő jQ. 
kQ létezésének bizonyítása hasonló.
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Ha pedig fo^Q és o(^Q nem létezik, akkor g benne marad a 

fent emlitett sávban.

A fenti tételek bizonyítása során kaptuk a geodetikusok 

alábbi tulajdonságainak igazolását.

Tétel: Pozitiv görbületü felület geodetikusa a felület 

maximális forgási sugarától távolodva a köröket csökke­
nő szög alatt metszi. Negativ görbületü felület geodeti­

kusa a felület minimális forgási sugarától távolodva a 

köröket növekvő szög alatt metszi.

A fenti tétel speciális esetét kapjuk akkor, ha a maximá­

lis sugarú kör egyben a felület egyenlítője, azaz minden

-vj-re vj
Foglalkozzunk most azzal a kérdéssel, hogy egy pozitiv 

görbületü felület geodetikusa mikor zárt. Tegyük fel, hogy 

teljesül а /Ж.ЖЛ'/ feltétel.

= v ,. Ekkor j =

Tétel: Jelölje a P ill. Q a g geodetikusnak az egyenlítő­

vel való két egymás utáni metszéspontját és legyen 'f az 

a szög, amellyel P-t el kell forgatni a felület forgásten­
gely körül ahhoz, hogy átmenjen Q-ba. Ekkor g akkor és 

csak akkor egy zárt geodetikus része, ha tf?/2T racionális.

Bizonyítás: Először megmutatjuk, hogy a geodetikus az e- 

gyenlitőt P-ben és Q-ban egyenlő szög alatt metszi. Tud-
sugarújuk, hogy g-nek nincs közös pontja valamely v.

Jo



-бв-

ев S. 
J

által határolt, síkba
o"x

S. körrel. Ekkor az S.
*^o •'o

kiterített paláston lévő darabja g-nek egyenes szakasz,
igy g S. n -et két egymással egyenlő szög alatt metszi. 

Jo”
De innen már az is következik, hogy g S. « -t is két

Jo"
egymással egyenlő szög alatt metszi ahonnan kapjuk, hogy
g-nek P-nél és Q-nál lévő szöge egyenlő.

Legyenek P. pontok a geodetikusnak az egyenlítővel való J
egymás utáni metszéspontjai /Р — Р/. A fentiek szerint a
P.. pontot Pj+i -be átvivő forgástengely körüli forgatás
szöge j-től független 'f állandó. A P. sorozat igy ponto-J
san akkor áll véges sok pontból, ha V7 /2'ТГ racionális. 

Tehát ha /21Г nem racionális, akkor g nem lehet zárt.

Legyen 'f /2Т racionális. Ekkor a véges sok P.. pontot je­
löljük PQ

pk-3
Az alábbiakban meghatározzuk, mikor rendelkezik egy po­

zitív görbületü felület geodetikusa önátmetszéssel. Te­

gyük fel, hogy teljesül а /КлМ/ feltétel.

Tétel: Jelöljük ^-vei az előző tételben szereplő szöget. 

Ekkor a g geodetikusnak akkor és csak akkor nincs önát­
metszése, haT^-nek egész számú többszöröse.

Bizonyítás: Elégségesség: Jelöljük R4-vel a g-nek azokat 
a pontjait, amelyekben metszi a csonkakúppalástok határát.

рк+з "sel /Pk=Pk+s* k^s/* Isy apkФ 0 0 0 0 0

Pk+S geodetikus zárt.Po pk• • • # 0 0 0 0 0
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Vetitsük merőlegesen az R. pontokat egy a forgástengely-J
re merőleges S-sikra, igy kapjuk az R. pontokat. LegyenJ
0 az S-nek és a forgástengelynek a metszéspontja. RQ a 

geodetikus kezdőpontja az egyenlítőn, R^ az egyenlítőn 

vele szemközti pont.

Mivel az R^OR?-«^ szög monoton nő, igy g-nek RQ és Rn kö­
zötti szakaszát S-re vetitve egy önátmetszéssel nem ren­
delkező töröttvonalat kapunk. így g-nek nem lehet önát­
metszése Rq és Rn között. Hasonlóképpen g-nek RQ és RQ 

között sincs önátmetszése. Ugyanakkor az előző tétel szerint 

g zárt, azaz Rn sem metszéspont.

Szükségesség: Ha ^>21Г , akkor nyilvánvaló az önátmetszés.
Harf‘f -nek nem egész számú többszöröse, de 2'íl az, akkor
g-nek R -ban önátmetszése van.° о
Legyen 2't • Ekkor jelölje g-nek az egyenlítővel va-

az a metszéspont, a-ló egymás utáni metszéspontjait, 

melyre
4

к -1
2'» , XЪ 0 Vi£< 211 .Qj 0>

j=0 j=o

Ha g-nek Q^. és Qq Q-^ közötti darabjai a felületnek
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ugyanazon az egyenlítő által határolt tartományában van­
nak, akkor Q. , és Qq metszik egymást. Ha külön-

О о
böző tartományban vannak akkor, , Qk +p és Qq met-

Ko+ Ko+
szik egymást#

Végül bebizonyítjuk a fejezet elején a pozitiv görbületü 

differenciálható forgásfelületre kimondott tételt diffe­

renciageometriai eszközök segítségével.

Tudjuk, hogy mind a pozitiv görbületü differenciálható 

forgásfelületek, mind a pozitiv görbületü szakaszosan kú­
pos felületek konvexek# Akkor pedig alkalmazhatók rájuk 

Alekszandrov mértékkonvergenciáról szóló tételei /2/, 

azaz: ha egy differenciálható F forgásfelületet közeli­

tünk F. szakaszosan kúpos felületekkel, akkor a konvergá- J
ló felületsorozat által definiált mérték a. differenciál­
ható felület mértékéhez tart. Ebből pedig az következik, 

hogy a konvergáló felületsorozaton lévő geodetikusoknak 

egy konvergens sorozata a határfelület geodetikusa# A mér­
tékek konvergenciája miatt teljesül a szögek konvergenci­
ája is, azaz ha a Pa és q,, /F_ szakaszosan kúpos forgás- 

felületen lévő/ geodetikusok szöge << és Pe—^-P, qa—>q 

/p, q£F, Fg—>F, s—5^«</ akta? a(g. p és q. szögéhez konvergál.

A fenti tulajdonságok segítségével egyszerűen adódik az 

állitás. Fa maximális sugarú köre F egyenlítőjéhez tarts
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eCT egyenlítőjével зГл szöget bezáró ga geode-
tikusokból kiválasztható egy g 6 F-hez tartó konvergens
részsorozat, /Feltehető, hogy mindjárt g g/. ga az F

és v, sugarú körei között marad,
^s s üs

és v, -bői kiválasztható konvergens részsorozat, melyet 
ks

ugyanúgy jelölünk, mint az eredetit, amely F-nek v.J
v^ sugarához tart /v^ —^ vj » vk—^ vk^’ továbbá szimmetria 

okok miatt v^ = r (u+); v^ 

geodetikus, igy egyben érinti is az r ( u+) és r ( u_J suga­
rú köröket. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

/s —, Fs

s s
-bőifelületnek v^ vd

ill-

(u_) • Mivel a g határgörbe= r

A bizonyítás menete néhány figyelemre méltó megjegyzésre 

ad alkalmat, A fentiek során differenciálgeometriai tételt 

bizonyítottunk oly módon, hogy a megfelelő tulajdonságot 

először egy egyszerűbb felületosztályra mutattuk meg, majd 

határátmenetet alkalmaztunk, A fenti állitás igazolása 

tiszta differenciálgeometriai eszközökkel bonyolultabb 

lett volna. Mivel itt nem differenciálást, hanem tiszta 

geometriai fogalmakat /szög, egyenes/ használtunk, igy a 

bizonyítás egyben szemléletesebb is.

■ '
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A

Hiperbolikus és parabolikus pozitiv 

görbületü felület
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7

Hiperbolikus negativ görbületü 

felület
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negativ görbületü 

felület
Parabolikus
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Elliptikus negativ görbületü 

felület




