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BEVEZETÉS

A félcsoportok elmélete a matematikának egyik legújabb 

ága. As első, kisárólag ezt a témakört tárgyaló kézikönyv [3] 

1961-ben jelent meg. A funkcionálanalízis és a topológia egyes 

területein már korábban is szükségesnek mutatkozott bizonyos 

speciális félcsoportok tárgyalása. Az elmélet gyors fejlődés
nek indult, megtörtént az algebrai alapok lerakása.

Az egyik legfontosabb terület a félcsoportok kongruenciái
nak vizsgálata. Míg csoportok esetében egy kongruenciát egyér
telműen meghatároz az az osztály (normálosztó), amely az egy
ségelemet tartalmazza, addig félcsoportok esetében a helyzet 

bonyolultabb. Mivel minden félcsoport homomorf képe valamely 

szabad félcsoportnak (és minden homomorfizmus egy kongruencia
relációt határoz meg), kitüntetett szerepe van a szabad fél
csoportok kongruencia-relációinak. A jelen munka arra ad eljá
rásokat, hogy - bizonyos esetekben - a generáló relációk isme
retében hogyan lehet a vizsgált félcsoportot a szabad félcso
port bizonyos kitüntetett elemeivel reprezentálni. Megvizsgál
ja a tárgyalt félcsoportok ideál-struktúráját, meghatározza a 

növelő elemeket és egyes esetekben nem-triviális automorfizmu
sok létezését.

Köszönetét mondok Dr.Megyesi László egyetemi docensnek, 
amiért rendszeres konzultációkon megismertetett ezzel a terü
lettel, és a jelen munka megírására ösztönzött. Munkahelyem 

(MTA GGKI) lehetővé tette a disszertáció elkészítését, amit 
most megköszönök.

Sopron, 1988. január
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1. Kongruenciarelációk, homomorfizmusok

Tegyük fel, hogy az S halmaz elemei között a * művelet van 

azaz S egymúveletes struktúra. Definiáljuk az S*értelmezve,
struktúrát a következőképpen. Ha S tartalmaz (kétoldali) egy
ségelemet, akkor legyen S^=S, egyébként pedig legyen S^=SU{1}, 
továbbá x*l=l*x=x (x£S^).

На К tetszőleges nemüres részhalmaza S-nek, akkor a leg
szűkebb, К-t tartalmazó részfélcsoportot <K>-val jelöljük. Ez 

nyilván az összes, К-t tartalmazó részfélcsoport metszete. Ha 

<K>=S, akkor azt mondjuk, hogy К generálja S-et.
Tegyük fel, hogy és S2 egyműveletes struktúrák. Az x,y£Si 

elemek szorzatát jelölje xy, az x,y£S2 elemek szorzatát pedig 

x*y. Ha a : S^-->S2 leképezésre teljesül, hogy 

(xy )}4 = Х)4*у}Д (XjyCSi),

akkor }Д — t homomorf izmusnak nevezzük. Sj elemei között bevezet
jük a következő p relációt: xpy ha x)*=y}-l.

1.1 Tétel p kongruenciareláció. (Nevezzük p-t a p-höz tartozó 

kongruenciának.) A p szerinti kongruenciaosztályok halmazát 
jelölje S-jyp. Az a£S^ elemet tartalmazó osztályt jelölje ap. 
Vezessük be S^/p-ban az alábbi műveletet:
(1) ap bp =(ab)p.
Az (1) művelettel S^/p olyan egyműveletes struktúra, amely 

izomorf S2_vel. На К tetszőleges p-osztály és x£K, akkor le
gyen = х)Д. Ekkor % izomorfizmus Sj/p-ról S>2~re- Ha Sj fél
csoport, akkor S2 (és így S^/p is) szintén félcsoport. H

Ha p kongruenciareláció az S egyműveletes struktúrán, akkor 

legyen p :S—>S/p az a leképezés, amely minden S-beli x elem-
Ekkor p# ho-hez az x-et tartalmazó p-osztályt rendeli hozzá, 

momorfizmus: a p-hoz tartozó természetes homomorfizmus.
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Legyen pQ tetszőleges reláció az S egyműveletes struktúrán, 

és legyen p az összes olyan kongruencia metszete, amely tartal
mazza p0-t. p-t a p0 által generált kongruenciarelációnak ne
vezzük .

Ha p tetszőleges reláció, akkor p ^ jelentse p ellentettjét: 
x p 1 у ha ypx.

Legyen p0 tetszőleges reláció az S félcsoportban,
Jelölje e az egyenlőségrelációt: xey ha x=y.

Pl=Poü Po1

Ue, és a pQ által generált kongruenciareláció legyen p. Defi
niáljuk а P2 relációt a következőképpen: а P2 b 

c,d£S és x,y£s\
ha van olyan

hogy 

a=xcy, b=xdy és c Pi d.
Azt mondjuk, hogy а-t b-ből (vagy fordítva) elemi PQ-átmenet-
tel állítottuk elő. P2 nyilván reflexiv, szimmetrikus és kom
patibilis; továbbá p0epjcp2ep. P2 tranzitiv lezárása P2: 

а P2 b ha van cj_, C2,...,cn£S, hogy a p2 , c^ p2 c2» ••
cn P2 b. Kapjuk, hogy P2=P- Ebből következik, hogy apb 

akkor és csak akkor, ha b előállítható a-ból véges sok elemi 
P 0-átmenettel.

• I
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2. Szabad félcsoportok. Generáló relációk. 

A biciklikus félcsoport.

Legyen X tetszőleges nemüres halmaz. Nevezzük X elemeit be
tűknek. X-beli betűknek egy véges sorozatát szónak nevezzük.
Legyen Fx az X-beli szavak halmaza. Fx elemei között az alábbi 
műveletet értelmezzük: Ha x=(xi,.. xm) és у=(У1>...,yn), akkor 

szorzatukat egyszerűen egymásmelléirással képezzük:
• t

xy=(xi, . . . ,xm) (У!........ yn)=(xi......... хю,У1, . . . ,yn).
Ezzel a művelettel Fx félcsoport: az X által generált szabad 

félcsoport. Ha u£X és az egy betűből álló (u) szót u-val je- 

akkor (х^.хз. • • . »xm)=xj_X2. . .xm. Az x^-ket az x elemi 
tényezőinek nevezzük, x hossza elemi tényezőinek száma:
Fx egységeleme 1, |1
Ha x=x^X2-..xn és liijíján, akkor beszélhetünk az i,j indexek
hez tartozó (i,j)x részszóról, melynek értéke x^x^+j...xj.
Az (i,i)x részszót röviden (i)x-el jelöljük. Ha u és v rész
szavai x-nek, akkor u=v jelentse azt, hogy indexeik megegyez
nek; u=v pedig jelentse azt, hogy értékük ugyanaz. (u=v -bői 
következik, hogy u=v, de a fordított állítás nem igaz.) x ösz- 

szes részszavainak halmazát jelölje Sx. Legyen u=(i,j)x és v= 

(k,l)x. uev jelentse azt, hogy v tartalmazza u-t, azaz kái és 

jíl. Bevezetjük az uílv= (max(i, k) ,min( j , 1) )x jelölést is. u és 

v diszjunktak, ha udv=0.

löljük,
ix,=m.

=0. Ekkor teljesül, hogy !xy!=!x!+|у!.

2.1 Lemma Legyen S tetszőleges félcsoport és V»o tetszőleges 

leképezése X-nek S-be. Ekkor V>o pontosan egyféleképpen ter
jeszthető ki Fx_re olymódon, hogy a kapott V>:Fx__>S leképezés 

homomorfizmus legyen. И
Bizonyítás Ha egy v° homomorf izmus X-en megegyezik <Ро-а1> akkor 

x^€X esetén
(1) (xlx2 • • ■xm)l?=(x1V>0) (x2V>0) • • • (Vo) •
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Tehát legfeljebb egy ilyen V homomorfizmus lehet. Másrészt (1) 

V> definíciójának is tekinthető, és az így definiált 'p nyilván 

homomorfizmus.

Legyen p0 tetszőleges reláció F^-en, és a p0 által 
generált reláció legyen p. Legyen S tetszőleges félcsoport, és 

V> olyan homomorf izmus F^-ről S-be, hogy uV>=Vp teljesül minden 

p0-beli (u,v)-re. Jelöljük a ^“hez tartozó kongruenciát )J-vel. 
A \4-re tett feltételből következik, hogy pcjj. На К tetszőleges 

M -osztály és x£K, akkor legyen K4=xv>. Ekkor ^ izomorfizmus 

Fx/M-ről S-be. Definiáljuk az d • íx/P-->Fx/H leképezést a kö
vetkezőképpen. На К tetszőleges p-osztály, akkor Ko( legyen az
a M-osztály, amely tartalmazza К-t. Ekkor c< homomorfizmus, és 

# ,P <*V,=V>.

2.2 Tétel

■

2.3 Definíció Legyen X={a,b}, s(a)=l és s(b)=-l. A 2.1 Lemma 

szerint s egyértelműen kiterjeszthető F^-nek Z-be (az egészek 

additiv csoportjába) történő homomorfizmusává. Legyen s(l)=0. 

Ekkor s homomorfizmus F^-ről Z-re. 

akkor
Tehát ha x=x^...xn (x^£X),

s(x)=s(x1)+...+s(xn).
Definiáljuk az IcF^ halmazt a következőképpen. Legyen 

x=xi-..xn (x^£X). x£I akkor és csak akkor, ha 

(2) s(x)=0 és s(x^...x^)<0 (i=l,2,...,n-1)
A fentivel ekvivalens állítás:
(2’) s(x)=0 és з(х^х^+1...xn)>0 (i=2,3,...,n).

2.4 Lemma Legyen x=x^...xn (x^£X).
(i) На x£I, akkor vagy x=ba, vagy x egyértelműen a bz^Z2-••z^a 

alakba írható, ahol zí€I (i=l,...k). Van olyan i, hogy x^=b és
Az (i,i+l)x=ba részszót alappárnak nevezzük.

(ii) Ha u£I és xuy£I, akkor vagy x=y=l, vagy x^l és y*l.
xi+l=a•
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(iii) Legyen u£l, х*1 és y*l. xuy£ I akkor és csak akkor, ha 

xy£ I.
(iv) Ha u=3(i,j)x£I és v=(k,l)x£I, akkor vagy ucv, vagy u2v, 
vagy pedig uflv=0. Tehát u és v vagy diszjunktak, vagy valame
lyik tartalmazza a másikat. Ezért beszélhetünk az x szó I-maxi- 

mális részszavairól, amelyek diszjunktak.
(v) Legyen x=x^...xn£Fx, cs(i,i+1)x=ba és y=x^...х^_^х^+2••.xn. 
Legyen

j ha j <i ,
JV_ j-2 ha j>i+l.

Tehát v 1-1 és monoton leképezése {1, . . .,i-1,i+2,...,n}-nek
{1,...,n-2}-re, továbbá yjv=Xj. Legyen A=Sxni\{c} és B=Syni. 

Ha (k,l)x£A, akkor legyen (к, 1 )XV°= (kv , Ív )y. Ekkor Y> 1-1 leké
pezés A-ról В-re, továbbá az А-ban szereplő I-maximális rész
szavak a B-beli I-maximális részszavakra képződnek le. Követ
kezésképp (j)x-t
kor tartalmazza valamilyen A-beli u, ha (jv)y-t tartalmazza 

valamilyen B-beli v.

(j€{1,...,i-1,i+2,...,n>) akkor és csak ak-

■
2.5 Definíció Legyen PeFx azon szavak halmaza, melyeknek nincs 

I-beli részszava. Nyilván
P={aÍbj: ±10, jlO, i+j>0}

Definiáljuk a p : Fx~->P leképezést. }Д(х) legyen az a szó, 
melyet x-ből az I-maximális részszavak elhagyásával kapunk.
A 2.4 Lemmából következik, hogy ez a definíció egyértelmű.
P elemei között bevezetjük az alábbi műveletet: 

x*y=M(xy) (x,y£P).

2.6 Tétel H homomorfizmus Fx-**ől P-re:
(3) M (xy) =)Д (x)(у) (x,y£Fx).
Ezért P a * művelettel félcsoport. Neve: biciklikus félcsoport.
A p-höz tartozó pp kongruenciarelációt p0={(ba,l)} generálja. Ha 

a bJ helyett (i,j)-t írunk, akkor
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(i,j)*(k,l)=(i+[k-j]+,l+[j-k]+),
, +es [x] =0 ha x<0.

(4)
+ahol [x] =x ha x£0,

Bizonyítás A 2.4 Lemma (v) állításából következik, hogy
(u,v£Fx).

Legyen x,y€F^. Ha H(x)?<x, akkor a 2.4 Lemma (i) állítása sze
rint x felírható x=xj=ubav alakban. Legyen X2=uv. Hasonlóan 

képezzük X2~ből X3~at, stb. Mivel | x-^ ! > ! x-^ + i! £0, kapunk egy 

véges xi,X2,.••,xk sorozatot, melyre (5) miatt 

(6) p(x)=H(xj)=h(x2)=...=H(xk)=xk.
Hasonló módon kapjuk, hogy

M(ху)=н(Х!У)=Н(x2y)=...=M(xky)=H(H(x)y).
Megismételve a fenti eljárást x helyett y-al, kapjuk (3)-at. 

(6)-ból következik, hogy H(x)-t megkaphatjuk x-ből véges sok 

p0-átmenettel. Ezért pp-t a pc reláció generálja. (4)-et egy
szerű számítással igazolhatjuk.

(5) p (ubav)=H(uv)

2.7 Tétel Ha az S=<u,v> egységelemes félcsoportban vu=l de 

uvjíl, akkor S izomorf P-vel, a biciklikus félcsoporttal. i

Bizonyítás A 2.5 Definíció és 2.6 Tétel jelöléseit használjuk. 
A 2.1 Lemma szerint van olyan (egyértelműen meghatározott) 

homomorfizmus F^-rol S-re, hogy ay>=u és b¥>=v. Legyen a y>-hez 

tartozó kongruenciareláció v. Megmutatjuk, hogy v=pp. 
(ba)lp=vu=l, kapjuk, hogy ppcv. Most belátjuk, hogy egy v-osz
tály nem tartalmazhat két különböző pp-osztályt. Tegyük fel e 

célból, hogy a^b^va^b^, azaz
(3) u v =u v .
A vu=l és uv?íl feltételekből következik, hogy
(4) az ux=l és yv=l egyenleteknek nincs megoldása S-ben.
(Pl. ux=l -bői x=lx=vux=vl=v és ezért uv=l következne.) Tegyük

к 1fel, hogy i>k. (3) mindkét oldalát balról v -val, jobbról u -

Mivel
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i-к i 1el szorozva u v u =1, 
Hasonlóan kapjuk, hogy j=l.

ellentmondásban (4)-el. Ezért i=k.

\
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3. Növelőeleinek

Az S félcsoport a elemét jobbnövelőnek nevezzük, ha S-nek 

van olyan T valódi részhalmaza (T^S), hogy Ta=S. A balnövelő 

elem definíciója az előbbinek a duálisa. A bal- és jobbnövelő
. A definícióból követ-(r)(1)elemek halmazát jelölje S 

késik, hogy sem véges félcsoportnak sem csoportnak nem lehet
ill. S

növelő eleme.

(1)n s(r)3.1 Tétel S = 0.

(1)n S(r). Mivel a€S
(1)

(r)Bizonyítás Tegyük fel, hogy a€S
e£S, hogy ea=a. Legyen x£S tetszőleges. Mivel a£S 

hogy x=ay, így ex=eay=ay=x, azaz e baloldali egységeleme S-nek.
, van a’CS, hogy a’a=e. így ax=ay -ból következik, 

hogy x=ex=a’ax=a’ay=ey=y, ezért a nem lehet balnövelő, ellent
mondásban feltevésünkkel.

, van
, van y6S,

(r)Mivel a£S

3.2 Következmény Kommutativ félcsoportnak nincs növelő eleme.

(1)(1)3.3 Tétel Az S és S\S
részfélcsoportjai S-nek.

halmazok (amennyiben nem üresek)
И

(1) , TcS és bT=S. Legyen továbbá aS=S 

). Ekkor (ab)T=a(bT)=aS=S. Ezért S
Bizonyítás Legyen b£S 

(ez teljesül, ha a€S 

részfélcsoport.
Tegyük fel, hogy a és b egyike sem balnövelő, de ab balnöve-

(1)(1)

lő: TcS és abT=S. Mivel a nem balnövelő, de a(bT)=S, ezért 

bT=S, ellentmondásban azzal, hogy b nem balnövelő.

3.4 Következmény (i) Ha S(n)=S\(S(1}U S(r)) nem üres, akkor 

S^n^ részfélcsoportja S-nek. (ii) Ha S=<A> és S-nek van bal-

rí5% /
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[jobb]növelő eleme, akkor A is tartalmaz bal-[jobb]növelő ele
met .
Bizonyítás S(n) = (S\S(1) )f) (S\S(r)).

I

(r) félcsoportnak nincs balnövelő eleme.3.5 Tétel Az S

(r)Bizonyítás Tegyük fel, hogy b balnövelő eleme S
, hogy be=b. Legyen x£S tetszőleges. Mivel b£S 

van y£S, hogy yb=x, ezért x=yb=ybe=xe, tehát e jobboldali egy
ségeleme S-nek, ellentmondásban az e€S

-nek. Ekkor
(r)'(r)van e€ S

(r) feltevéssel.

félcso-3.6 Tétel Ha S egységelemes félcsoport, akkor az S 

portnak nincs növelő eleme. И

^n^-nek. MivelBizonyítás Tegyük fel, hogy u jobbnövelő eleme S 

, van v£ S
v nem balnövelő, uS=S. így van w, hogy uw=l. Ha x,y tet
szőleges elemei S-nek, és xu=yu, akkor x=xl=xuw=yuw=yl=y. 
Ezért u nem lehet jobbnövelő eleme S

(n) (n) , hogy vu=l, így v(uS)=(vu)S=lS=S. Mivelies

(n) -nek.

3.7 Definíció Az S félcsoport a elemét jobbról invertálható- 

nak nevezzük, ha aS=S, azaz ha az ax=b egyenlet tetszőleges b 

esetén megoldható. Az a elemet invertálhatónak nevezzük, ha 

jobbról is, és balról is invertálható.

3.8 Lemma Ha az S félcsoportnak van invertálható eleme, akkor 

van egységeleme is. I

Bizonyítás Tegyük fel, hogy aS=Sa=S. Ekkor van e£S, hogy ae=a. 
Legyen x£S tetszőleges. Mivel x£S=Sa, van y£S, hogy ya=x. Ezért 
xe=yae=ya=x, tehát e jobboldali egységelem. A duális gondolat
menetet is elvégezve kapjuk, hogy e kétoldali egységelem, azaz
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e=l.

3.9 Tétel Ha u jobbnövelő eleme az S félcsoportnak, akkor u 

balról invertálható, és nem invertálható jobbról. Ha S-nek 

van egységeleme, akkor a fordított állítás is igaz: Ha u bal
ról invertálható, és nem invertálható jobbról, akkor u jobbnö
velő. H

Bizonyítás Legyen u jobbnövelő eleme S-nek. Ekkor u nyilván 

balról invertálható. Tegyük fel, hogy - a tétel állításának 

ellentmondva - u jobbról is invertálható. Ekkor a 3.8 Lemma 

szerint S-nek van egységeleme, és u-nak van u’ inverze. Ha 

xu=yu, akkor x=xl=xuu’=yuu’=yl=y, tehát u nem lehet jobbnövelő.
A fordított irányú állítás bizonyításához tegyük fel, hogy

1€S, u balról invertálható de jobbról nem, azaz Su=S és uS/S.
ezért u^v*u,Mivel Su=S, van v, hogy vu=l. uSj*S miatt uvüíI,

2 2 2 2 hiszen u v=u -ból uv=luv=vu v=vu=l adódna. Mivel (u v)u=u (vu)
=(u)u, kapjuk, hogy u jobbnövelő eleme S-nek.

3.10 Tétel Az S félcsoport akkor és csak akkor egységélemes, 
ha tartalmaz legalább egy jobbról invertálható elemet, amely 

nem balnövelő, és legalább egy balról invertálható elemet, 
amely nem jobbnövelő. ül

Bizonyítás A feltétel nyilván szükséges.
Fordítva, tegyük fel, hogy uS=S és u nem balnövelő, továbbá 

hogy Sv=S és v nem jobbnövelő. Adódik, hogy ux=uy vagy xv=yv 

esetén x=y következik. Mivel uS=S, van o€S, hogy ue=u. Jnnen 

tetszőleges x6S-re uex=ux, és így ex=x, tehát e baloldali egy
ségelem. A v-re tett feltételekből hasonló módon adódik egy f 

jobboldali egységelem létezése. Kapjuk, hogy e=f=l.
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3.11 Lemma Legyen P=<a,b> a biciklikus félcsoport (ba=l, ab*l).
(i) P balnövelő elemei b hatványai. P jobbnövelő elemei a hat

ványai .
(ii) P-nek nincs más automorfizmusa, mint az identikus auto- 

morfizmus. H

Bizonyítás (i) azonnal következik a P-beli szorzási szabály
ból (2.6 Tétel).

Tegyük fel, hogy y> automorf izmusa P-nek. Mivel ay> jobbnövelő
Hasonlóan, by>=b\ 1£1.кeleme P-nek, ay>=a valamilyen к£1 -re.

Következik, hogy
/1л , iujv, ik jl(1) (a b )V>=a b (i*0,j*0).

van i és j, hogy a^^b^=ab, 

és jl=l. Innen következik, hogy k=l és 1=1; és így (1) szerint
Mivel V1 automorf izmus, azaz ik=l

V> az identikus leképezés.

3.12 Tétel Legyen S egységelemes félcsoport és u£S. A követ
kező három állítás ekvivalens:
(i) u jobbnövelő eleme S-nek.
(ii) Van v€S, hogy vu=l de uv*1.
(iii) Van olyan izomorfizmus P-ről S-be, hogy lv> = l és ay>=u.

Bizonyítás (i) és (ii) ekvivalenciáját bebizonyítottuk a 3.9 

Tétellel, a (ii)-->(iii) implikációt pedig a 2.7 Tétellel.
Tegyük fel, hogy (iii) teljesül. Legyen v=by>. Mivel vu=(by>) 

(ay> ) = (ba)v> = lv> = l, a (iii)-->(ii) implikáció bizonyításához már 

csak azt kell belátni, hogy uv*l. De uv=l -bői (ab)V>=uv=l = lV>, 
és mivel y> izomorfizmus, ab=l következne.

3.13 Következmény Ha egy egységelemes félcsoportnak van balnö
velő eleme, akkor van jobbnövelő is, és viszont.
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4. Ideálok

Egy egyműveletes S struktúra nemüres A részhalmazát bal-[jobb]- 

ideálnak nevezzük, ha SAeA [ASeA]. А-t kétoldali ideálnak ne
vezzük, ha A bal- és jobbideál. S-et egyszerűnek nevezzük, ha 

nem tartalmaz S-től különböző (kétoldali) ideált.

4.1 Lemma Az S félcsoport akkor és csak akkor egyszerű, ha 

SxS=S teljesül minden x£S-re.

Bizonyítás Elegendő annyit megjegyezni, hogy SxS tetszőleges 

x esetén kétoldali ideálja S-nek.

Ideálok tetszőleges rendszerének metszete (ha nem üres) szin
tén ideál. Ezért beszélhetünk S egy tetszőleges nemüres rész
halmaza által generált ideálról. Pl. az x€S elem által generált 

jobbideál xS U {x}=xS^. Az egy elem által generált ideált fő
ideálnak nevezzük. Az x által generált fő-jobbideált jelölje 

R(a) (=xS1),
(=S1x).

az x által generált fő-balideált pedig L(a)
Ha S összes bal- és összes jobbideálja főideál, akkor 

S-et főideál-félcsoportnak nevezzük.

4.2 Tétel (Lyapin) Legyen S tetszőleges félcsoport. A követke
ző két állítás ekvivalens:
(i) S minden balideálja fő-balideál;
(ii) S balideáljainak halmazában a c reláció duálisan jólren- 

dezés. (Tehát ha L^ és L2 balideálok, akkor Li=>L2 vagy 

LlcL2’> továbbá ha ii balideáloknak egy tetszőleges rendsze
re, akkor ft-nak van maximális eleme.)

Megjegyzés A bizonyításból kiderül, hogy a tétel érvényes ma
rad, ha balideálok helyett jobbideálokra vagy kétoldali ideá-
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lókra mondjuk ki.

Bizonyítás (i)-->(ii) Tegyük fel, hogy S minden balideálja 

bal-főideál. Legyenek és L2 tetszőleges balideálok, és 

L=L^UL2- Mivel L balideál, ezért L=L(a) valamilyen a-ra. Mivel 
a£L=LiUL2. ezért a€L^ vagy a£L2- Legyen pl. aEL^. Ekkor L^c 

L^UL2=L(a)cLi, ezért L}=LiUL2, ezért L2^Li. Következésképp ,
S balideáljai között a c reláció teljes rendezést valósít meg.

Legyen most ft balideáloknak egy tetszőleges rendszere. Te
gyük fel, hogy ft-nak nincs maximális eleme. Legyen LjCft. Mi
vel Li nem maximális, van L2€&, hogy L^ci^. Ezt az eljárást 

folytatva ideáloknak egy Li<=L2c... sorozatához jutunk. Legyen 

L=U®-iLi. Mivel L balideál, L=L(a) valamilyen a-ra. Mivel a£L, 
van i>0, hogy a€Li- Kapjuk, hogy Lí£L=L(aJeL^, tehát L=Li, 

azaz L-^ maximális eleme ft-nak.
(ii)— >(i) Tegyük fel, hogy S balideáljai a c relációval du
álisan jólrendezettek. Legyen L tetszőleges balideálja S-nek. 
Tegyük fel, hogy L nem bal-főideál, és válasszunk tetszőleges 

x^€L elemet. Feltevésünk szerint L]_=L(xj_ )cL. Válasszunk tet
szőleges X2£L\L^ elemet. Ekkor LicL2=L(x2)cL. Hasonlóan vá
lasztjuk az X3£L\L2 elemet, stb. Ezen a módon balideáloknak 

egy LicL2c... cL szigorúan monoton növekvő sorozatát kapjuk.
Az {Lí}í=i rendszernek nincs maximális eleme, ellentmondásban 

feltevésünkkel.

Ha S tetszőleges félcsoport, bevezetjük S-ben a következő 

ekvivalenciarelációt: a<£b ha a és b ugyanazt a bal-főideált 

generálják, azaz ha S*a=S*b. Adódik, hogy & jobbkompatibilis 

ekvivalenciareláció. Jelölje La azt az й-ekvivalenciaosztályt, 

amely tartalmazza а-t. Duális módon definiáljuk az ÜL ekviva
lenciarelációt és az Ra halmazt.
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4.3 Lemma Tegyük fel, hogy L(a) maximális fő-balideálja az S
egyszerű félcsoportnak, L^ pedig tetszőleges ^-osztálya S-nek. 
Ekkor van y£S^, hogy LbycLa.

И
Bizonyítás Mivel S egyszerű, a 4.1 Lemma szerint SbS=S, ezért 

van x,y£S, hogy xby=a. Mivel L(by)2L(xby)=L(a), és L(a) maximá
lis, ezért L(by)=L(a). Ha u£L(b), akkor L(uy)=L(u)y=L(b)y= 

L(by)=L(a), ezért uy£La. Kapjuk, hogy L^yeLa.

Legyenek a és b ft-ekvivalens elemei az S4.4 Lemma (Green) 

félcsoportnak. Ekkor van s.s’ES*, hogy as=b és bs’=a. Legyen 

cr:x-->xs (x£L(a)) és o ’:y-->ys’ (y£L(b)). Ekkor cr és cr ’ köl
csönösen inverz, 1-1 leképezései L(a)-nak L(b)-re ill. L(b)- 

nek L(a)-ra, továbbá xcr 1 x (x£L(a)) és ya ’ К у (y£L(b)), azaz 

cr és ff’ ft-osztály megtartók. Ha s és cr ’ helyett ezek megszo
rításait vesszük La ill. L^-re, akkor az is igaz, hogy cr és cr ’ 
kölcsönösen inverz, ft-osztály megtartó, 1-1 leképezései La~nak 

L^-re ill. L^-nek La-ra. H

Bizonyítás Legyen x£L(a). Ekkor xcr =xs£L(as)=L(b). Tehát cr 
L(a)-t L(b)-be képezi le. Hasonlóan, cr ’ £ L(b)-->L(a).

Ekkor van t£s\ hogy x=ta, és ígyLegyen x£L(a).
xcr cr ’ =xss ’ =tass ’ =tbs ’ =ta=x.

Tehát cro ’ az identikus leképezése az L(a) halmaznak. Hasonlóan, 
cr’о- az identikus leképezése L(b)-nek. Kapjuk, hogy cr és cr ’ 
kölcsönösen inverz, 1-1 leképezései L(a)-nak L(b)-re ill. L(b)- 

nek L(a)-ra.
Ha x£L(a), akkor xcr=xs és x=xcrcr ’ =xcr s ’ , ahonnan x Ä xcr. Hason

lóan, у Я ycr ’ , ha y£L(b).
Vegyük most cr és cr ’ helyett ezek megszorítását La-ra ill. 

L^-re. Mivel az <S reláció jobb kompatibilis, cr£ La-->L^ és 

cr ’£ Lb~->La. A bizonyítás első részét megismételve úgy, hogy
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L(a) és L(b) helyett La~t ill. L^-t írunk, kapjuk az utolsó 

állítást.

Legyen 3í=<őfll. nyilván ekvivalenciareláció. Az a£S elemet 
tartalmazó ekvivalenciaosztály Ha=RaflLa. Ha Hx={x} (x€S), akkor 

S-et kombinatorikusnak nevezzük.
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5. AC, D és Р0 félcsoportok

Legyen X={a,b}, és használjuk a 2.3 Definíció jelöléseit. 

Legyen x£Fx> és у részszava x-nek. у C-elhagyható, ha y€ I 

és van u,v,z€Fx> hogy s(z)<0 és x=uzyv. A 2.4 Lemmából kö
vetkezik, hogy ha u és v C-elhagyhatók, akkor vagy diszjunk- 

tak, vagy valamelyik tartalmazza a másikat. Ezért beszélhe
tünk x-nek C-maximális részszavairól. Ezek diszjunktak.

5.1 Lemma (i) Legyen x=uvwz, ahol v,w£I. v akkor és csak akkor 

C-elhagyható, ha w C-elhagyható.
(ii) Ha x=x^X2-•-xn (x^€X) tartalmaz C-elhagyható részszót, 

akkor van i, hogy х^х^+1Х^+2=ЬЬа, tehát x tartalmaz C-elhagy
ható alappárt.
(iii) Legyen у C-maximális részszava x-nek, és az у-t tartal
mazó I-maximális részszó legyen u=bz^...z^a, ahol z^£I.
(i = l,...,k). Ekkor vagy y=u vagy ysz^ valamilyen i-re. US

Bizonyítás (i) a 2.3 Definícióból következik.
(ii) Legyen у=х^...х^ a legelső (legkisebb indexű) C-maximá
lis részszava x-nek. Könnyen belátható, hogy Xk-i=b. Legyen 

j az a k-nál nagyobb legelső index, melyre xj=a. Ha i=j-2, 

akkor х^х^+^х^+2=ЬЬа.

5.2 Definíció Legyen CeFx azon szavak halmaza, melyeknek nincs 

C-elhagyható részszava. Definiáljuk a H:Fx~">C leképezést a 

következőképpen. M(x) legyen az a szó, melyet x-ből a C-maxi- 

mális részszavak elhagyásával kapunk. C-ben bevezetjük az 

alábbi műveletet: 

x*y=j< (xy) (x, y£ C).

5.3 Tétel homomorfizmus Fx-ről C-re:
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(1) H(xy)=j* (х)*Ц (у) (x,y€Fx).
Ezért С а * művelettel félcsoport. А p-höz tartozó pc kongruen- 

2ciát p0={(b a,b)} generálja. HS

Bizonyítás p definíciójából és a 2.4 Lemmából következik, hogy
(u,v€Fx).

Legyen x€Fx- Ha H(x)jíx, akkor az 5.1 Lemma (ii) állítása 

szerint x=xi=ubbav. Legyen X2=ubv. Hasonlóan képezzük X2~ből 
X3~at, stb. Kapunk egy véges x=x^,X2,•••,xk sorozatot, melyre 

(2) szerint

H(ubbav)=H(ubv)(2)

M (x) =M (xi) =M (X2) = . . . H (xk) =xk.
Ha y6Fx» akkor (3)-ból (2) felhasználásával kapjuk, hogy
(4) H (xy)=H (x^y) =p (x2y) = . . . =}* (xky)=H (H (x)y).
Megismételve a fenti eljárást H(x)y-ra, kapjuk, hogy
(5) Н(М(х)у)=Н(Н(х)Н(у))=Н(х)*Н(У)•
(4) és (5) egybevetéséből kapjuk (l)-et.

(3)-ból következik, hogy H(x)=H(y) akkor és csak akkor, ha 

у előállítható x-ből véges sok p0-átmenettel. Ezért pQ generál
ja pc-t.

(3)

5.4 Lemma (i) Ha x€Fx> y€Fx és xyEC, akkor x€C, y£C és x*y=xy.
(ii) p(ax)=aH(x) (x€Fx),
(iii) H(xb)=M(x)b (x€Fx).

(iv) Ha p(x)=l, akkor x=l.
(v) На x*y=l, akkor x=y=l.

k+1(vi) Ha xa£C, akkor s(xa)=k^O és b *xa=b.
(vii) Ha ua€C és v6C, akkor ua*v=uav.
(viii) Ha xab, у ЕС, akkor xab*y=xabz valamilyen z-re.
(ix) Ha xab€C és |xab*y|=|xab', akkor y=Z}Z2---2k alakú, ahol 

z^ei, vagy pedig y=l. Ezért xab*y=xab. i

5.5 Lemma Ha x,y6C* és x*u=y*u, ahol u=a vagy b (tehát |u|=l),
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akkor x=y.

Bizonyítás Ha u=b, akkor az 5.4 Lemma (iii) állításából követ
kezik, hogy x=y. Legyen u=a. Ha J<(xa)^xa, akkor x=x’bb alakú, 

és H(xa)=x’b. Következik, hogy H (у a) ?< у a, y=y’bb és H(ya)=y’b. 
Kapjuk, hogy x’b=y’b, ahonnan x=y.

5.6 Tétel (i) C^-ben érvényes a jobboldali egyszerűsítés sza
bálya: Ha x*s=y*z, akkor x=y.
(ii) C-nek nincs idempotens eleme: x^jíx (x£C) .

z!=1 esetén ez az 5.5 Lemma állítása. Tegyük
z!<n esetén, és legyen

Bizonyítás (i) 

fel, hogy n>l, az állítás teljesül
z ! =n és !u!=1. Ekkor(=z’*u), ahol

(x*z’)*u=x*(z’*u)=x*z=y*z=(y*z’)*u, 

így az 5.5 Lemma és az indukciós feltevés alapján x=y. 
(ii) x*x=x -bői (i) miatt x=l következne.

z = z ’ u

5.7 Tétel a irreducibilis C-ben. Ezért C nem írható C*x vagy 

y*C alakban; speciálisan C-nek nincs növelő eleme.
i

Bizonyítás Könnyen belátható, hogy pQ-átmenettel a nem kapha
tó meg egyetlen a-tól különböző F^-beli elemből sem. I

5.8 Tétel (i) C minden (JS-osztálya egyetlen elemből áll. Ha
x=x’a€C, akkor {x} egyelemű Я-osztály. C bármely más Я-osztá- 

2lya {xb,xb ,. ..} alakú, ahol x=l vagy x=x’a.
(ii) Reprezentáljon minden Я-osztályt a legrövidebb eleme, te- 

2hát az {xb,xb ,...} Я-osztályt reprezentálja xb. Legyenek x és 

у különböző Я-osztályok reprezentánsai. R(x)=>R(y) akkor és
csak akkor, ha y=xu. Következésképp а э reláció nem teljes ren
dezés C jobbideáljai között.
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(iii) Vezessük be C elemei között az alábbi rendezést. Legyen
x=xmxm-l•••xi» У=Упуп-1•••У1 (!xi!=!Уj!=1)• Legyen x<y, ha az 

alábbi feltételek valamelyike teljesül:
(1) m<n és х±=У± (i=l,2,...,m)
(2) Van olyan k, hogy Hkámin{m, n}, х^=у^ (Hi<k), x^=a, 

és Ук=Ь.
A fenti rendezéssel x<y akkor és csak akkor, ha L(x)=>L(y).
A < reláció teljes rendezés, de nem jólrendezés, és duálisan
sem az.

Bizonyítás (i) Tegyük fel, hogy x-J3y. Ekkor x=u*y és y=v*x, 
ezért y=(v*u)*y. Az 5.6 Tétel miatt v*u=l, és 

állítása szerint u=v=l, tehát x=y.
Tegyük fel, hogy uafty. Ekkor van v, hogy ua*v=y, és van w, 

hogy y*w=ua. Ezért az 5.4 Lemma (vii) állítása miatt ua=y*w=
ua*(v*w)=ua(v*w), ahonnan v*w=l, és ezért v=w=l. Tehát ua=y.

n 2a=xb , kapjuk, hogy xb,xb ,.
mek. Most belátjuk, hogy ha xbftyb, ahol x,y€CaU{l}, akkor x=y.
Először megmutatjuk, hogy ha xab€C, akkor xabRb nem lehetséges.
Ellenkező esetben ugyanis lenne u, hogy b=xab*u. De az 5.4 Lemma
(viii) állítása miatt !xab*ui;>2, ami ellentmondás.

Tegyük most fel, hogy xab, yab€C és xabftyab. Ekkor van u és
v, hogy xab*u=yab és xab=yab*v. Az 5.4 Lemma (viii) állításából

és így az 5.4 Lemma (ix) állí-

az 5.4 Tétel (v)

n+1Mivel xb .. ft-ekvivalens ele-

következik, hogy !xab|=|yab 

tása szerint xab=yab.
I I

(ii) Tegyük fel, hogy R(x)=>R(y). Ekkor y=x*u. Ha x=x’a, akkor 

az 5.4 Lemma (vii) állítása szerint y=xu. Ha x=b, akkor nyil
ván y=xv alakú.
(iii) Ha x/y, akkor nyilván teljesül vagy (1) vagy (2) (eset
leg x-et y-al felcserélve), ezért x<y vagy x>y. Ha x<y, akkor 

az 5.4 Lemma (vi) állítása alapján kapjuk, hogy L(x)=>L(y). Ha-
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sonlóan, x>y esetén L(x)cL(y).
n-1Ha x^=b, X2=ba,.. , akkor X]_>X2>..., így < nem 

2 njólrendezés. Ha c=ba és xi=c, X2=c » • • • »xn=cr , . . . , akkor
xn=ba• J

xl<x2<...» ezért a < reláció duálisan sem jólrendezés.

25.9 Tétel (i) Ha C=<u,v> és v *u=v,
(ii) C-nek egyetlen automorfizmusa van: az identikus leképe

zés .

akkor u=a és v=b.

И

Bizonyítás (i) Mivel a£<u,v> és a irreducibilis, következik, 
hogy u=a. v nem lehet v=ax alakú, hiszen ekkor 5.4(ii) miatt 

<a,v> minden eleme ax alakú lenne. Ezért v=bw. Mivel b£<a,v>, 
van x, hogy b=vx. Kapjuk, hogy blv, ezért az 5.8 Tétel szerint

-k=s(v)=s(v^*a)=2s(v)+l=-2k+l,кv=b valamilyen k^l -re. Mivel 
kapjuk, hogy k=l, azaz v=b.
(ii) Ha y> tetszőleges automorf izmusa C-nek, a\?=u és by>=v, akkor 

u és v eleget tesznek az (i) állítás feltételének, ezért u=a 

és v=b. Ezért y> az identikus leképezés.

5.10 Tétel A C és P félcsoportok közül egyik sem tartalmazza 

a másikat. ■

Bizonyítás Az 5.4 Lemma (v) állításából következik, hogy C nem 

tartalmazhatja P-t.
Tegyük fél, hogy P tartalmazza C-t. Legyen P=<a,b> és ba=l, 

továbbá u=a^b^=(i,j), v=a^b^=(к,1), v^*u=v és C=<u,v>. A P-beli
szorzási szabály (2.6 Tétel) szerint

v*u=(k+[i-l]+,j+[l-i]+)=(m,n) és így 

(k,l)=v*(v*u)=(k,l)(m,n)=(k+[m-l]+,n+[l-m]+), ahonnan
+ + 2 [m-1] =0, ezért l=n+[l-m] =n+l-m és m=n. De ekkor (v*u) =
2(m,n) =(m,n)=v*u, és az 5.6 Tétel miatt v*u=l, ezért u=v=l,

ami ellentmond C=<u,v> -nek.
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5.11 Definíció Definiáljuk a D félcsoportot, mint a C félcso
port duálisát. Legyen X={a,b} és használjuk a 2.3 Definíció 

jelöléseit. Legyen x€Fx és у részszava x-nek. у D-elhagyható, 
ha y€I, és van u,v,z€Fx, hogy s(z)>0 és x=uyzv. 
ben, most is adódik, hogy x D-maximális részszavai egyértel
műen meghatározottak. A C-re vonatkozó összes eredményünk duá
lisa természetesen érvényes D-re.

Mint C eseté-

Most egy olyan félcsoportot definiálunk, amely homomorf 
képe C-nek is és D-nek is. Legyen x£Fx> és у részszava x-nek. 
у-t elhagyhatónak nevezzük, ha C-elhagyható vagy D-elhagyha- 

tó. A maximális elhagyható részszavakat P0-maximálisaknak ne
vezzük. Hasonló állítások érvényesek, mint C esetében.

5.12 Lemma (i) Legyen x=uvwz, ahol v,w€I. v akkor és csak akkor 

elhagyható, ha w elhagyható.
(ii) Ha x=X}X2.-.xn (x^€X) tartalmaz elhagyható részszót, akkor 

van i, hogy xj[Xi + ^Xi+2=bba vagy baa, tehát x tartalmaz elhagy
ható alappárt.
(iii) Legyen у P0-maximális részszava x-nek, és az у-t tar
talmazó I-maximális részszó legyen u=bz^Z2...z^a, ahol z^€I 
(i = l,...,k). Ekkor vagy y=u vagy y== z^ valamilyen i-re.

5.13 Definíció Legyen P0£Fx azon szavak halmaza, melyeknek 

nincs elhagyható részszava. Definiáljuk a )):Fx”>P0 leképezést 

a következőképpen. Ha x€Fx» akkor }J(x) legyen az a szó, melyet 
x-ből a P0-maximális részszavak elhagyásával kapunk. PQ-ban 

bevezetjük az alábbi műveletet: 

x*y=)4 (xy) (x,y€P0).

5.14 Tétel Ц homomorfizmus Fx~ről P0-ra:
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(6) Н(ху)=Н (х)*)Д (у) (x,y6Fx).

Ezért Р0 а * művelettel félcsoport. A H-höz tartozó р kongruen- 
2 2ciát p0={(b a,b),(ba ,a)} generálja.

H
Bizonyítás H definíciójából és a 2.4 Lemmából következik, hogy

(u,v€Fx),

(u,v6Fx).
Legyen x6Fx. Ha J4(x)*x, akkor az 5.12 Lemma (ii) állítása sze
rint x=x^=ubbav vagy x=xi=ubaav. Az első esetben legyen X2=ubv, 
a másodikban X2=uav. Hasonlóan képezzük X2~ből хз-at, stb. 

Kapunk egy véges x=xi, X2, . .., x^ sorozatot, melyre (7) sze
rint

H(ubbav)=H(ubv) 

)í (ubaav) =H (uav)(7)

H (x) (x2 ) — • . • =H (x^) .
Az 5.3 Tétel bizonyításának második részét megismételve 

kapjuk a tétel állításait.

5.15 Tétel (i) P0={a^c1bm: k+l+m>0}, ahol c=ba. A PQ-beli 

szorzási szabály:
1’ m’ c b

к l+l’+l, m’ a c
к 1+1’ a c
к l.m-k’+m’ a c b

k+k’-m ha k’>ma
к lm k’ a c b *a 1* m* c b = b ha k’=m>0

b"’ ha k’=m=0
ha k’<m.

(ii) PQ-nak nincs idempotens eleme;
(iii) Legyen u=a^c'*‘bm és u’=ak’ 1’ m’ c b . Az u’£R(u) reláció ak
kor és csak akkor igaz, ha az alábbi feltételek valamelyike
teljesül:

(a) k<k’

(b) k=k’ és 1<1’
(c) k=k’, 1=1’ és m=0
(d) k=k’, 1=1’, m>0 és m’>0.
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Következésképp az u£R(u’) és u’£R(u) relációk közül legalább 

egy teljesül, továbbá u’£R(u) esetén kik’.
A fenti állítások duálisa: u’£L(u) akkor és csak akkor, 

ha az alábbi feltételek valamelyike teljesül 
(a’) m<m’
(b’) m=m’ és 1<1’
(c’ ) m=m’, 1=1’ és k=0
(d’) m=m’, 1=1’, k>0 és k’>0.

Az u£L(u’) és u’€L(u) relációk közül legalább egy teljesül. 

u’£L(u) esetén mám’.

(iv) Ha u*u’ és uRu’, akkor k=k’, 1=1’, m>0 és m’>0. Követ
kezésképp P0 R-osztályai:

ík,l,o=(«kcb (k+l>0),
,D , к 1, к 1, 2 ,Rk>1,l = ía c Ь, a c b ,...} (k+liO).

Hasonlóan kapjuk, hogy P0 -jS-osztályai:

^o,l,m=-Cc b >
X) r 1-jn
£l,l,m~íac b >

(l+m>0)
2 lm .. a c b , . . . } (1 +ité 0).

H
Bizonyítás A PQ-beli szorzási szabályból mindegyik állítás 

egyszerű számolással adódik.

5.16 P0 R-osztályai között vezessük be az alábbi rendezést:
ha k<k’ vagy k=k’,l<l’ vagy k=k’,1=1’,m<m’.^k, 1, m^k’ , 1 ’ , m’

(Itt m és m’ csak 0 vagy 1 lehet. Ezért m<m’ -bői m=0 és m’=l
következik.) A fenti rendezés nyilván jólrendezés, továbbá ha
u€Kk,l,m és u’6Rk>,1*,m’» akkor az 1,m<Kk’,1’,m’ reláció 

akkor és csak akkor teljesül, ha R(u)^R(u’). Ezért P0 fő-jobb- 

ideáljai a < relációra nézve duálisan jólrendezettek.
Legyen most R tetszőleges jobbideálja PQ-nak. R nyilván bi

zonyos R-osztályok egyesítése. Ha ezen R-osztályok legkisseb- 

bikének egy eleme u, akkor azonnal adódik, hogy R=R(u). Kap-
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juk, hogy P0 főideálfélcsoport.
Mivel bk+1>Kakc1bm*am=b és bk*akc1bm*am+1 

P0 egyszerű. Az 5.15 Tételből azonnal adódik, hogy P0 kombi
natorikus .

Egy S félcsoportot CSPI-(Combinatorial Simple Principal 
Ideal)félcsoportnak nevezünk, ha S kombinatorikus, egyszerű 

és főideál-félcsoport, továbbá tartalmaz legalább két elemet.
Beláttuk tehát:

=a, kapjuk, hogy

5.17 Tétel P0 CSPI-félcsoport.
I

2 , 2 v *u=v es v*u =u, akkor u=a és v=b.5.18 Tétel Ha PQ=<u,v>,

Bizonyítás A feltételekből adódik, hogy v*P0=P0 és P0*u=P0. 
Kapjuk, hogy vftb és u«í2a. Az 5.15 Tétel (iii) állításából kö- 

vetkezik, hogy v=b es u=a . Mivel b =v=v *u=b *a =b , 
kapjuk, hogy t=k. Az s függvény definíciójából (2.3) adódik, 
hogy tetszőleges x£P0-ra k|s(x). Mivel s(a)=l, kapjuk, hogy 

k|l, azaz k=l.

5.19 Következmény PQ-nak nincs más automorfizmusa, mint az 

identikus leképezés.
■

5.20 Tétel A P0 és C félcsoportok közül egyik sem tartalmazza 

a másikat.

Bizonyítás Tegyük fel, hogy C tartalmazza a PQ=<u,v> részfél-
2 , 2csoportot, ahol v *u=v és v*u =u. A második egyenlőségből az 

5.6 Tétel szerint következik, hogy v*u=l, ahonnan 5.4(v) sze
rint u=v=l, ami lehetetlen.

Tegyük most fel, hogy P0 tartalmazza C-t. Legyen C=<u,v>, 
2es v *u=v. (Az 5.9 Tétel szerint u és v egyértelműen meghatá-
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rozottak.) Legyen u=a^c^bm k’ 1’ m’ % - * , c _es v=a с b . Mivel 5.6 sze-
2 2 2rint V. ^ v, és mivel v *u=v miatt v Jlv, 5.15(iv)-bői követke-

О T_ J 1 J „ * I
zik, hogy m’>0 és v =a c b , ahol m">0. к’>т’ nem lehetsé-

2 k'+k’-m’ l’m’c bges, hiszen akkor v =a
k’ 21 ’ +1. m’

lenne. k’=m’>0 sem lehet, 

lenne. k’=m’=0 szintén nem lehet, 

következne. Ezért

2mert akkor v =a c b
2 21 ’mert akkor l’>0 és v =c

k’<m’, 2m’-k’>0(1)
es

2 к’ l’2m’-k’ v =a c b
2

v *u=v -bői (1) és (2) miatt következik, hogy 

2m’-k’>k

(2)

(3)
és

ak’ cl ’bm’ =v=v2)j<u=ak> cl' b2m’ -к’ 1bm=ak’

ahonnan m’=m+(2m’-k’)-k, vagyis 

m’-k’=-(m-k).
(1) és (5) egybevetéséből 

k>m.
Elég nagy n-re (5) és (6)-ból kapjuk, hogy

n к’ 1’ m’ k+(n-l)(k-m) lvm k+(n-2)(k-m) lm v*u =a c b *a c b =a c b =u
ellentmondásban a C-beli szorzás! szabállyal.

1’ т+(2т’-к’)-kО О f(4)

(5)

(6)

n-1
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6. CSPI-félcsoportok

Az 5.17 Tétel szerint P0 CSPI-félcsoport. A következőkben 

belátjuk, hogy minden olyan CSPI-félcsoport, amely két elemmel 
generálható, homomorf képe P0~nak; továbbá megadjuk az összes 

ilyen félcsoport generáló relációit és szorzási szabályát.

és L0 az S maximá- 

akkor L0 részfélcsoport-
6.1 Lemma Ha S egyszerű főideálfélcsoport,

ha S1x=S),lis <£-osztálya (tehát x€L 

ja S-nek.
о»

i

Bizonyítás Először belátjuk, hogy ha x€L0, akkor Sx=S. Te
gyük fel e célból, hogy SxcS. Ekkor L0={x}. Mivel S egyszerű, 
SxS=S, és így van u és v, amelyekre uxv=x. Ezért xv€L0, és 

Kapjuk, hogy x=ux£Sx, tehát Sx=S*x=S.
akkor a fenti eredmény alapján Sxy=(Sx)y=Sy=S,

így xv=x.
Ha x,y€L 

ezért xy€L0.
о»

6.2 Definíció Legyen a természetes számok N={0,1,2,...} halma
zának rendszáma ш. Egy tetszőleges X rendszámot felbonthatat
lannak nevezünk, ha Х=о(+А -ból X=ß következik. Az első két 

felbonthatatlan rendszám 1 és ш.
Legyen 0^ = {oC! <£<X}. Belátjuk, hogy ha X felbonthatatlan, 

akkor 0^ a rendszámok összeadására nézve zárt, azaz félcsoport.
Legyen <X,Ä € 0^. o(+ß = X -ból X felbonthatatlansága miatt 

ß=X következne, ami ellentmondás. Tegyük fel, hogy c4+Ä>X.
Ekkor van ß’<ß, hogy c/C+/3’=X, és így Ä’=X, ahonnan ß>X, ami el
lentmondás. Mivel bármely két rendszám összehasonlítható, a 

fenti két eset kizárásából következik, hogy c<+/3<X.

6.3 Lemma Ha e idempotens eleme az S főideálfélcsoportnak
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(tehát e^=e), 
len idempotens eleme.

akkor az e-t tartalmazó <£-osztálynak e az egyet-

I
2 2Bizonyítás Tegyük fel, hogy e =e, f =f és e£f. Mivel S főideál- 

félcsoport, ezért e€R(f) vagy f€R(e). Legyen pl. f£R(e). Mivel 
e€L(f)=SXf, 

ef=e.
Mivel e baloldali egységeleme R(e)-nek, ezért ef=f. Figyelem
be véve (l)-et, kapjuk, hogy e=f.

ezért
(1)

6.4 Lemma Ha R^ és R2 jobbideáljai az S félcsoportnak, R^cR2 

és u€S, akkor uR^ és UR2 jobbideálok, továbbá UR1SUR2. Ha R’ 
jobbideál, uRicR’cuR2 és R={x| X6R2, ux£R’}, akkor R jobbideál, 

Rj^cRcRg és uR=R’ . В

Bizonyítás Az első állítás nem szorul bizonyításra.
Tegyük fel, hogy x£R és y€S. Mivel ux£R’ és R’ jobbideál, 

uxy€R’. Mivel R2 jobbideál és x€R2, xy€R2- Adódik, hogy xy£R. 
Kapjuk, hogy R jobbideál. R definíciójából következik, hogy 

uRcR’. Legyen у tetszőleges eleme R’-nek. Mivel R’c UR2, van 

x£R2, hogy ux=y. Mivel nyilvánvalóan x£R, ezért y£uR. Tehát 
R’euR. Kapjuk, hogy uR=R’. Az Ri<=RcR2 reláció azonnal adódik.

6.5 Lemma Ha S CSPI-félcsoport és L0 az S maximális £-osztá- 

lya, akkor van olyan felbonthatatlan X, hogy L0 izomorf vagy 

Ox-val, vagy 0X\{0} -val.

Bizonyítás Ha Lc tartalmaz idempotens elemet, akkor ez nyilván 

jobboldali egységeleme S-nek. A 6.3 Lemma szerint L0 legfel
jebb egy idempotens elemet tartalmazhat. Most belátjuk, hogy
L0 kell tartalmazzon legalább egy nem-idempotens elemet. Te-

2gyük fel ugyanis, hogy e =e és L0={e}. Tegyük fel, hogy xy=e.



29

tehát y=e. Mivel e jobboldali egység
eleme L(e)=S -nek, ezért x=xe=xy=e. Tehát xy=e csak az x=y=e 

esetben teljesül. Ebből következik, hogy S\{e> kétoldali ide- 

álja S-nek, ellentmondásban azzal, hogy S egyszerű. Ha L0 je
löli L0 nem-idempotens elemeinek halmazát, akkor a fenti ered- 

* *mény szerint L0?: 0. Megmutatjuk, hogy L0 részf élcsoport ja S- 

Ha Lc-nak nincs idempotens eleme, akkor L0=L
)|(

tásunk a 6.1 Lemma. Ha e idempotens eleme L0-nak, akkor L0= 

L0\{e}. Tegyük fel, hogy x,y€L*, de xy€S\L*,
x^y=x(xy)=xe=x, ahonnan х^Ях; 

=x, ahonnan x=e, ami ellentmond
*Ha x€L0, akkor a fenti eredményből az is kö

vetkezik, hogy e€R(x) nem lehetséges, ezért x£R(e), ahonnan 

(x€L0) .
Tehát e kétoldali egységeleme L0~nak.

Mivel S kombinatorikus, L0-nak bármely Я-osztállyal vett
metszete legfeljebb egy elemet tartalmaz. Ezért bevezethetjük
L0 elemei között a következő rendezést:

x<y ha R(x)sR(y).
Mivel S főideálfélcsoport,

*dezett. Legyen L0 legkisebb eleme a. 
xáxa (x€L0).

Ekkor e£L(y), ezért y£Lo*

és állí-nek. o>

azaz xy=e. Mivel
e jobboldali egységeleme S-nek,

2és mivel S kombinatorikus, x 

feltevésünknek.

ex=x

(1)
ezért az (1) relációval L0 jólren- 

Mivel xS^2xas\ ezért

Belátjuk, hogy itt nem állhat egyenlőség. Tegyük fel, hogy
van tes1,x£L0 és x=xa. Mivel x£L 

2a =txa=tx=a, ellentmondásban az a-ra tett feltevésünkkel. 

Tehát

hogy a=tx, és ígyо >

(2) (x£L0).
Most belátjuk, hogy x és xa között nincs eleme L0-nak, azaz 

xa=min{y! x<y}
Tegyük fel e célból, hogy van olyan x£L 

(3), azaz

x<xa

(3) (x£L0).
melyre nem teljesülо»

y€L0 és x<y<xa.(4)
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Ekkor y=xt valamilyen t£L0-ra. t nem lehet idempotens, hiszen 

akkor xt=x következne. (4) miatt t=a sem lehet. Kapjuk, hogy 

a<t, ezért t=as valamilyen s£L0-ra; és így 

y=xt=xas£xa,
ellentmondásban (2)-vel.

Mivel L0 jólrendezett, 

értelműén meghatározott X rendszám, hogy az 0^\{0} jólrende- 

zett halmaz rendszáma megegyezik L0 rendszámával. így létezik
(egyértelműen meghatározott) : Lo-->0^\{0} monoton 1-1 leké-

)|(
(Mivel (2) miatt L0 nem véges halmaz, 0x\{0} és Ox rend

száma megegyezik, tehát definiálhattuk volna X-t mint Lc rend
számát. ) (3)-ból kapjuk, hogy 

V>(a) = l és V* (xa)=V> (x) + l 
Következésképp y=a -ra teljesül, hogy 

V> (xy) =у> (x) +Y> (у).
Megmutatjuk, hogy ha z€L0 és (6) teljesül minden y<z esetén, 
akkor teljesül y=z -re is. Feltehetjük, hogy a<z. Mivel Y°(x) 
+V>(z) a legkisebb olyan rendszám, amely tetszőleges y<z esetén 

nagyobb mint f (x)+v> (y )=Y> (xy), ezért elegendő azt belátnunk, 
hogy

és legkisebb eleme a, van olyan egy-

pezés.

(x£ Lq).(5)

(6)

(7) (y<Z);xz>xy
és
(8) ha u>xy (y<z), akkor uäxz.
Ha y<z, akkor (3) szerint yaíz, ahonnan xy<xya<ixz. Ezzel be
láttuk (7)-et. Tegyük fel, hogy (8) nem teljesül valamilyen
u-ra, azaz
(9) u>xy (y<z), de xz>u.
Mivel a<z, (9) szerint xa<u, ahonnan u=xat valamilyen t€LQ-ra. 

Tehát u=xat<xz, ahonnan a 6.4 Lemma szerint at<z. y=at-ra al
kalmazva (9)-et, kapjuk, hogy u>xat=u, ami ellentmondás. Ezzel 
igazoltuk (8)-at. Beláttuk:

Y>(xy)=V>(x)+V>(y) (x,y£L*),(10)
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tehát v° izomorfizmus L0-ról O^XÍO} 

kezik, hogy Ox zárt a rendszámok összeadására nézve, ezért 

X felbonthatatlan.

(10)-bői az is követ--ra.

Ha L0-nak van e idempotens eleme, akkor e kétoldali egység
es а ^(е)=о definícióval V° izo-eleme L0-nak, ezért e=min L 

morfizmus L0-ról Ox~ra.
о»

O’ *“ 1akkor legyen definíció szerint a =Y> (c ) .6.6 Definíció Ha cr<X,
(10)-ből következik, hogy a^a*=a^+°. (5)-ből következik, hogy
véges n esetén an-nek a fenti definíciója megegyezik a szoká-

, 0*Ezért a -t az a elemsós (n-edik hatvány) definícióval.
finit hatványának" nevezhetjük.

A 6.5 Lemmának tekinthetjük a duális változatát is. Legyen
vEkkor R0 elemei egyértelműen a b alak-

"transz-

R0 legkisebb eleme b. 
ban írhatók, és 

Ъ*+Р=Ъ9Ъ* .

CSPI-félcsoportok esetében a és b továbbra is jelentsék L0 

R0 minimális nem-idempotens elemét.ill.

6.7 Definíció Legyen X felbonthatatlan rendszám. Az 0x_t önma
gába képező transzformációk félcsoportját jelölje Tx. Ha p, cr
€0x, akkor az ap és b0- Tx~beli transzformációkat a következő
képpen definiáljuk:

-r« m- ha Páv=P+rf, v ap - [v p]- 0 ha v<p .
v bp- =0- +v .

6.8 Lemma Ha apbff=a^b^, akkor р=)Д és cr=^.

Bizonyítás Mivel сг=рарЬ0 =ра^Ьцг='>г+[р-)Д], ezért . Hasonlóan, 

crá'E»' és így cr=oj. Mivel
cr + [)д -p ] =цapbp =Mа,дЬр =<r ,

ezért [p-p]=o, azaz páp. Hasonlóan, pi'H. Kapjuk, hogy p=p.
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6.9 Definíció Legyen Bx az apbp. alakú, T^-beli transzformációk
transzformáció helyetthalmaza. A 6.8 Lemma szerint az apb<j. 

írhatunk egyszerűen (p »cr) — t.

6.10 Tétel (i) Bx részfélcsoportja Tx~nak. Neve: X-biciklikus 

félcsoport. Bx szorzás! szabálya:
(p, о-) (и. ч) = (p + См -с ] > ч+ [* -и ]);

(ii) Bx CSPI-félcsoport;
(iii) ВШ=Р a biciklikus félcsoport (2.5 Definíció).

Bizonyítás (i) Az alábbi azonosságok könnyen ellenőrizhetők: 

bp- а|Д =a [j4 -a ]Ъ [о- _j.( ] ,
ар =ар+|д,
bo- Ь„г-Ъ„г+Сг .

A fenti azonosságok felhasználásával
apb<y ацЧ“аР a CM -o' ]b [c -H ] W"aP + CM -cr ]b4+ [o' -H ] •

(ii) Közvetlen számolással ellenőrizhető, hogy 

(о,р)(р,а)(сг,о) = (о,о)=1,
ezért Bx egyszerű. Továbbá Bx és «fi-osztályai: 

R(Pfff)={(P.v)
L(p >Cr ) = {(v ,cr )

ahonnan R(p>0.)nL(jí ^) = (p,^)> ezért Bx kombinatorikus.
Ha R tetszőleges jobbideálja Bx_nak, akkor p legyen az a 

legkisebb rendszám, melyre R(p,o)nRj4 0. Azonnal adódik, hogy 

R=R(p,o), ezért Bx főideálfélcsoport.
(iii) P szorzási szabályából (2.6 Tétel) következik, hogy
р=вш.

V<X},
V<X},

R(P ,cr ) = {(h ,4)! HäP>. 
L(p,c)={(H,4) ^cr};

6.11 Definíció Bx maximális jobbideálját jelölje B*=R(l.o). 

Nyilvánvaló, hogy Bx = {(p,cr)| Päl}.
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6.12 Tétel Legyen S CSPI-félcsoport, és Lo=0x- Ha S-nek van er
jobboldali egységeleme, akkor Bx homomorf képe S-nek. Ha S-nek

Жnincs jobboldali egységeleme, akkor Bx homomorf képe S-nek.

Bizonyítás Ha S-nek van er jobboldali egységeleme, akkor 

a 6.5 Lemma szerint er=a°, tehát 

(1) xa°=x (xCS).
Ha S-nek nincs jobboldali egységeleme, akkor a°-t tekintsük 

egy S-hez "hozzávett" jobboldali egységelemnek. (De ebben az 

esetben a°-t nem tekintjük S-beli elemnek.) így (1) mindkét 
esetben éi'vényes.

Legyen x tetszőleges eleme S-nek. A 4.3 Lemma szerint van 

ff<X, hogy xa^CLo. Ezért definiálhatjuk a 4/:S-->Bx leképezést 
a következőképpen:

V (x) = (p , cr) ha xaf p , Xes xa <fL0 ha X <ff .
ö

Speciális esetként kapjuk, hogy \|/(a )=(p,o).
Először belátjuk, hogy \|/ homomorf izmus. Legyen V(x) = (p,cr)

=a

és (y) = (p ’ ,cr ’ ). Két eset lehet.
Az első esetben ff£p’, azaz van 5, hogy сг=р’+£, és

ff=ap.ff ' +$_ P ’+5xya
í XHa x‘ <cr ’ +S , akkor xya fL0. Ha ugyanis Х«т’, akkor ya fL

, Xezert xya $L0;
„ , Xl <1, es így xya

=xa -xa
ésо»

ha pedig x;>cr ’ , akkor van 5’, hogy х=сг’+5’, ahol 
€L0, mivel p ’+5 ’ <P ’+5=cf •P ’ +1 ’=xa

A második esetben ff<p’, azaz van o, hogy p’=ff+^. Ekkor 
cr+ojcr ’ _aP+4 -a ,

és xya $L0 ha x'<ff’, hiszen ekkor még ya €L0 

Mindkét esetben igaz tehát, hogy

xya =xa
sem teljesül.

Ф (xy) = (p + [p ’ -cr ] , cr ’ + [ff - p ’ ]) =¥ (x)у (у),
tehát v|/ homomorf izmus .

Most már csak azt kell megmutatnunk, hogy Bx ill. Bx tet
szőleges (p,cr) eleméhez van x€S, hogy <j/(x) = (p ,ff ).

$Legyen a a minimális eleme L0-nak. (Tehát tf=o vagy 1.)
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Legyen cr tetszőleges (<X). Ekkor van x£S, hogy
cfff(2) xa =a .

cfHa cr=o, akkor x=a , és így
V (x) = (<f ,cr ).

Ha cr>o, akkor szintén teljesül (3). Tegyük fel ugyanis,
X p=a valamilyen p-ra. Ekkor

(3)

, x es xa £L0hogy X <cr -X +5 , 

(2) miatt
azaz xa

cf p+s-a ,
ami lehetetlen, hiszen p+5>p£cf.

a =xa

Tehát (3) tetszőleges cr esetén következik (2)-ből, ezért 

tetszőleges cr-hoz van x, hogy (3) teljesül.
Tetszőleges cr-ra definiáljuk az 

Scr={y! V(y) = (p,'C)> ti*}
halmazt. Mivel homomorfizmus, Sp balideál, és így Spaff is

cfbalideál. Mivel a (3)-ban szereplő x eleme Sp-nak, ezért a
cr cr cf cr

xa £Sffa , es mivel a £L0, kapjuk, hogy Sffa =S. így tetszőleges
p esetén, ha cfíp<X, található tp€Sff, hogy tpaCr=a*>. Sp

dójából következik, hogy ty(tp) = (p,cr).
Arra jutottunk, hogy ha <fíp<X és cr<X,

definí-

akkor \J/ * (p , cr) nem- 
tehát ty(S)=Bx vagy B\, annak megfelelően, hogy cf=oüres, 

vagy 1.

6.13 LEMMA Legyen S CSPI-félcsoport, továbbá X és i|/ értel
mezése ugyanaz, mint a 6.12 Tételben. Ha o<t<X, X felbontha
tatlan és C generátorrendszere S-nek (tehát S=<C>), akkor C 

tartalmaz olyan x-et és у-t, melyekre ф(х) = (5+'С,5’) és y(y) = 

(4>'£,+'0 teljesül valamilyen $, 5’, ^ és mellett.

Bizonyítás Nevezzük а v rendszámot az d rendszám komponensé
nek, ha <X=p+v valamilyen p-ra. Ha v felbonthatatlan, akkor 

könnyen ellenőrizhető, hogy v akkor és csak akkor komponense 

<X+[/3~K] -nak, ha /SÍK és v komponense cí-nak, vagy /S>K és v kom-
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ponense ß-nak.
Tegyük fel, hogy x|/(C) nem tartalmaz pl. (5+'£,5’) alakú ele

met. Mivel <4f(C)>=4/(S), a fenti megállapítás és Bx szorzás! 

szabálya alapján kapjuk, hogy ty(S) sem tartalmazhat (ü+'C.s’) 
alakú elemet, de ugyanakkor pl. (t, o)£\j/(S), ami ellentmondás.

6.14 Lemma Legyen S CSPI-félcsoport és bff£R0. Ekkor van olyan 

(egyértelműen meghatározott) X(cr) rendszám, hogy az а^-->Ь°Га^ 

leképezés az {a^ 

képezi le.
X>p£X(cr)} halmazt monoton és 1-1 módon L0-ra

Bizonyítás A 6.1 Lemma bizonyítása során beláttuk, hogy xS=S 

ha x€R0. Ezért b^S:^, és így van x£S, hogy Ь°Гх=а<^ 

legkisebb eleme L0-nak. Legyen x=a 

tás most már a 6.5 Lemmából adódik.

cT, ahol a a 

. A bizonyítandó álli-X(cr)

6.15 Lemma A X(o) függvény monoton.

Bizonyítás Mivel
cr+p X(cr) p a X(cr) 

-b b a _bí> cf -b a ,b a
ezért

, (T+P X(cr ) + [Х(р)-<Л , p <Г+[Х(р)-<П_ p X(p)_
D a *-D el —D cl — cl ,

és így

X(cr+p)=X(cr ) + [X(p )-tf]*X(ff ) .

6.16 Lemma Ha az S CSPI-félcsoportnak van kétoldali e egység
eleme, akkor L0flR0={e}, egyébként LonRo=0.

Bizonyítás Tegyük fel, hogy u=af! =b^£L0nR0. 
hogy a^x=a. Legyen х=а<У.

pP=l, akkor a

Ekkor van x£Lo>
Ekkor a 6.5 Lemma szerint p+cr=l. Ha

o phiszen a <a és a°£R0.
Tehát p=l nem lehet, és így p=0. Hasonlóan kapjuk, hogy ^=0.

nem lehet eleme RQ-nak,
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Ezért u jobb- és baloldali egységeleme S-nek.
В

6.17 Lemma Legyen S CSPI-félcsoport.
А/ Az alábbi három (egymást kizáró) eset lehetséges:

(a) b2a=b, ba2
CT ,(b) b a=b (cr vegtelen), ba=a

p(c) ba=b, ba =a (p vegtelen).

=a

В/ Ha S-nek van jobboldali er egységeleme, de nincs baloldali 
egységeleme, akkor az alábbi két (egymást kizáró) eset lehet
séges :

(--> b2a=b) 

=er
(d) ba=er

p(e) ba=b, ba (p végtelen).
С/ Ha S-nek van baloldali e^ egységeleme, de nincs jobboldali
egységeleme, akkor a B/-nek megfelelő duális állítás érvényes. 
D/ Ha e kétoldali egységeleme S-nek, akkor 

ba=e.
В

Bizonyítás A 6.14 Lemma szerint van egyértelműen meghatározott
P rendszám, hogy 

bap(1) =a,
és van egyértelműen meghatározott cr rendszám, hogy

bffa=b.(2)
А1/ Tegyük fel, hogy p=m és o=n véges számok. Tehát (1) és
(2) most az alábbi alakban írhatók: 

,nb a=b.v mba =a,
A 6.16 Lemmából adódik, hogy m>0 és n>0, hiszen pl. m=0 -ból 
a=ba°=ber=b következne.

Belátjuk, hogy m>l és n>l. Tegyük fel, hogy pl. n=l. Ekkor 

ba=b, és így a=bam=baa 

Mivel

m-1 . m-1 ...=ba=b, ami ellentmondás.=ba

a_bam_bnam+l_bn-l(bam)a_bn-la2 

2 2ezért a6L(ba ), és így ba €L
(3) a ,

azaz ba^=a^ valamilyen M-re.o>
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p=0 nem lehet, hiszen akkor (3) szerint n=2 esetén a^=a° kö- 

n>2 esetén pedig a=bn ^ba^ n-2 n-2vetkezne; =b er=b . )Ol sem le
het, hiszen ekkor a 6.14 Lemma szerint m=l lenne. Kapjuk, hogy

b^a=b.' ' v 2es így ba =a. Hasonlóan,}i=l>

А2/ Tegyük most fel, hogy cr végtelen. Belátjuk, hogy p>l nem
lehetséges. Legyen ugyanis l<p=l+p’. Ekkor

, Ver P K1+cr 1+P ’ vCf P’b=b a=b ba =b a =b aa
P nem lehet végtelen, hiszen akkor p’=p, és (4)-ből b=ba^ 

következne. Tehát p=m véges, és feltevésünk szerint m>l. (4)

P’=ba(4)
=a

most a következő alakot ölti: 
m-1(4’) b=ba

4Innen m-l>0 miatt következik, hogy ba€R0. Legyen ba=b . (4*)-
ből következik, hogy 

b^=ba=bam=a,
ami ellentmondás. Mivel a p>l feltevés ellentmondáshoz veze
tett, kapjuk, hogy p=l, ami a (b) esetnek felel meg.
A3/ Ha p végtelen, akkor a duális gondolatmenettel adódik (c).
В/ Tegyük fel, hogy er jobboldali egységeleme S-nek. A 6.5 

Lemma alapján er=a°.
2 2Ha az (a) eset áll fenn (b a=b és ba =a), akkor a 6.14 

Lemma miatt ba=er. Tehát (d) teljesül.
, , pHa a (c) eset all fenn (ba=b es ba =a, ahol p végtelen),

akkor ugyancsak a 6.5 Lemma alapján létezik p’, melyre p=p’+l 
és ba^ így most az (e) esetet kapjuk.-er.

A (b) eset nem foroghat fenn, hiszen ba=a -ból a 6.5 Lémma 

szerint b=ber=ba°=a°=er következne.
С/ Ez a duálisa B/-nek.
D/ Legyen e (kétoldali) egységeleme S-nek. Mivel e jobboldali 
egységelem, a (c) eset nem állhat fenn. Kapjuk, hogy az (a) 

esetnek kell igaznak lennie, ahonnan a 6.14 Lemma miatt ba=e.

6.18 Tétel Legyen e egységeleme az S CSPI-félcsoportnak. A 6.5
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Lemma szerint L0 izomorf Ox-val, R0 pedig Cty-vel, valamilyen 

felbonthatatlan X és X rendszámokra. A következő állítások 

teljesülnek:
(i) X =X

öC A(ii) Si=<a,b> minden eleme egyértelműen az a b
dC Ató, ahol c£<X és A<X. Ha \}r(a b* ) = (<*,A), akkor Ц izomorfizmus

alakban írha-

S^-ről Bx~ra. 
tása S^-re.)

(Az itt szereplő a 6.12 Tételbeli \|/ megszorí-

Bizonyítás Legyen XáX . Először belátjuk, hogy
(v<X).

v=l -re ez a 6.17 Lemma D/ állítása. Tegyük fel, hogy (1) nem

. v v b a =e(1)

teljesül valamilyen v-re; legyen ez a v minimális (0<v<X). 
Mivel bV€R vhogy b x=e. Mivel x£L Pezért van x, x=a vala
milyen f• <X -ra. p<v nem lehet, hiszen p<v=p+<f esetén b^=b^e 

=b^b*" a^ =b^+c^a^ =bVx=e következne. Tehát

о» о»

, v p b a =e,(2) váp=v+p’.
Hasonlóan,

. 'í v b a =e,(3) vít=v+*C ’ .
(2) és (3)-ból kapjuk, hogy

tv p ’=(b a )a =bap' P' V +t ’ , V P ’ (a a , V p X' X’)=b b a =b e=b ,
V Vahonnan a 6.16 Lemma alapján p’=t’=0, és így b a =e, ellent-

=ea

mondásban feltevésünkkel.
Tegyük fel, hogy X<X. 

vLegyen x=a , ahol v<X=v+X’
Mivel bX£R

X » x ’ X ’ V. Ekkor b =b e=b b 

ami ellentmondás. Hasonlóan, X>X sem lehetséges.

hogy bXx=e. 
v Xa =b x=e,

van x£Lо» о»

(ii) (l)-ből adódik, hogy
,A d Ы-ßJ. [в-tíC] b a =a b ,

így minden eleme a^b^

Legyen pl. did ’ =d+<S. Ekkor
.A’ ,.d' «*’ A’ ,d’ d.& , A+tf b =(b a )b =b a b =b

ahonnan A’=A+cf, így

(4)
alakú. Tegyük fel, hogy a^b^=a^ b^



39

, üC . öUS, R d d‘ ,R’ £ tf.tf e=b (a b )a =b a b a =a b ,
<T cfahonnan a £R0 és b €L

(4)-ből azonnal adódik, hogy 4; izomorfizmus.
ezért tf=0, vagyis <*=<*’ és £=£’.о >
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7. A két elemmel generálható CSPI-félcsoportok

7.1 Lemma Ha az S CSPI-félcsoportot két eleme generálja, 
és X ugyanaz, mint a 6.5 Lemmában, akkor 

(i ) X =<i)

(ii) S=<a,b> (a és b a 6.6 Definíció szerinti)
(iii) b2a=b és ba2=a.

Bizonyítás (i) Legyen a 6.5 Tétel bizonyítása során defi
niált leképezés, továbbá legyen S=<x,y>.

Nyilvánvaló, hogy L0-nak tartalmaznia kell x és у közül 
legalább az egyiket. Legyen pl. x€L0. Ekkor 4'(x) = (5,0) vala
milyen $-re. A 6.13 Lemmából a t=l esetben következik, hogy 

(У) = (4 Иг ’ +1) valamilyen ^ és ’ mellett. Ezért az idézett 

Lemmából a t=u» esetben az is következik, hogy (1,ш)$Вх, azaz 

Xám, ahonnan Х=ш.
(ii) A fentiek szerint x=a 

ges к és m -re.
^ és y=bm valamilyen pozitív és vé- 

így S=<a,b> is teljesül.
(iii) A 6.17 Lemma (b) és (c) esetei Х=ш miatt nem lehetsé
gesek, tehát (a)-nak kell teljesülnie.

7.2 Következmény Bármely, két elemmel generálható CSPI-félcso
port homomorf képe P0-nak.

7.3 Lemma (i) Főideálfélcsoport homomorf képe főideálfélcso
port.
(ii) Egyszerű félcsoport homomorf képe egyszerű félcsoport.

Megjegyzés Az viszont már nem igaz, hogy kombinatorikus fél
csoport homomorf képe kombinatorikus. Pl. ha P=<a,b> a 2.5 

Definíció szerinti biciklikus félcsoport, és s(a^b^)=i-j, 

akkor s homomorfizmus és s(P)=Z az egészek additiv csoportja,
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amely nem kombinatorikus.

7.4 Lemma Legyen TT homomorfizmus P0-ról P0TT -re, P0Tf kombina
torikus, a ТГ-hez tartozó kongruenciareláció (1.1 Tétel) pedig

xiry és L(x)2L(y), R(x)2R(y). 

Ha L(x)2L(z)2L(y) és R(x)2R( z)2R(y) , akkor xn'z (és yrtz).
legyen к. Tegyük fel, hogy x,y€Po>

Bizonyítás Mivel L(x )TT = (P^x )U = ( PqIT ) (xTT) = (Р^ТГ )(yU)=L(y)Tr, 

kapjuk, hogy L(x)TÍ=L(z)Tr = L(y)Tr, vagyis xlT -j2 zTT -Й yTT. Hason
lóan kapjuk, hogy хТГ Л zTT К yTT. Adódik, hogy xTT 3í zlT 3í yTT, 

ahonnan a feltevés szerint xTT = zTT.

Hl
7.5 Lemma Tegyük fel, hogy a 7.4-ben szereplő TT homomorf iz
mus nem triviális. Ha a^c^bm£P

к 1, m a c b
akkor k=k’ és m=m’.

к’ l’m* c b €P0 ésо» a
k’ l’m’ c b ,(1) •tf a

Bizonyítás Tegyük fel, hogy kik’. 
k+k’+l

(1) mindkét oldalát balról
b -el szorozva:

m+k’+l ,m’+k+l 
■jf b(2) b

Két eset lehetséges.
(a) m+k’Иm’+k. A 7.4 Lemmából következik,•hogy található s>0, 
melyre

s+1bs к b
A fenti kongruenciát jobbról a megfelelő hatványaival szo
rozva:

b j< b^,(3) ck b,
2

Legyen u=btf. (3)-ból következik, hogy u =u, és tetszőleges
к, 1, m esetén

к 1, m„ a c b TT
tehát TT triviális homomorf izmus.
(b) m+k’=m’+k, vagy más alakban m’-m=k’-k=v. Tegyük fel, hogy

a if c.

kim u u u =u,
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állításunkkal ellentétben - v^O, pl. v>0. Szorozzuk meg (1)-
jobbról pedig amk’et balról b" -vei, -vei:

1 ’ +2с к c
ahonnan a 7.4 Lemma szerint

2c if c .

Ebből következik, hogy
1 (i = l,2,... ).

Ha (l)-et megszorozzuk balról b^-val, jobbról pedig am-el,
akkor (4)-et is felhasználva kapjuk, hogy

v , v с к a eb ,

(4) c •n' c

V, Vc ír a b vagy
annak megfelelően, hogy l’=0 vagy l’>0. Mivel 

L(с) э L(ab) э L(aVbV) э L(aVcbV)
és

R(c) э R(ab) э R(aVbV) э R(aVcbV), 

a 7.4 Lemma miatt 

c tf ab.
Legyen ö(=alT, ß=blT. (5)-ből következik, hogy

Mivel öC'C =to(=c< és ßt=tß=ß, t kétoldali egységeleme P01T-nek. 
(6)-ból következik, hogy P0TT (véges vagy végtelen) ciklikus 

csoport, amely nem kombinatorikus, kivéve az c<=ß esetet, ez 

azonban ТГ trivialitását jelentené, amit kizártunk.

(5)

(6)

7.6 Lemma Legyen az S CSPI-félcsoport nem-triviális homomorf 
képe PQ-nak. Ekkor az alábbi egyenlőségek közül legalább egy 

teljesül (itt a és b a PQ-beli a ill. b homomorf képe):
(c<n)

(^n)
(<fn)

n+1nc c
n+1nac ac

n+1n,c b = c 
n,ac b = ac

b
n+1b.

Bizonyítás Legyen az állításban szereplő homomorfizmushoz tar-
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tozó kongruencia ír. A 7.5 Lemma szerint
к 1’

■ír a c
к 1. m a c b bm (Ki')(1)

valamilyen nemnegativ k,l,l’,m mellett.
(a) k=m=0. Ekkor 1>0. A 7.4 Lemma szerint c^ir c^+^ 

(c<l) eset.
. Ez az

1 1’k-1(b) k>0, m=0. (l)-et balról szorozva b 

A 7.4 Lemmát alkalmazva: ac ír ac
-el: ac ír ac

1 + 1 . ez (Ai).
(c) k=0, m>0. Ez (b)-nek a duálisa.

m-1k-1(d) k>0, m>0. (l)-et balról b -el, jobbról a -el szoroz
b, ahonnan a 7.4 Lemmával ac^b ír ac^+^b,1 1’ amiva: ac b n' ac

a (cT^) eset.

7.7 Definíció A 7.6 Lemmában szereplő félcsoportot n-ed rendű
nek nevezzük, ha n az a minimális kitevő, melyre a következő 

esetek közül valamelyik teljesül:

(Pl)
(P §)
(P§)
(P?)
(P 5)
, n. n, n+1.(P g) ac b = ac b

Az n-ed rendű (n!>0) félcsoportot n/i típusúnak (i = l,...,6) 

nevezzük, ha (p^) teljesül, de (Pi),...,(Pi-i) nem.

n+1 n, ас , c b = c
n+1

n+1n bac
nac ac

n+1n,c b = c 
n+1 n+2

b
n+1n,, ac b = ac bc c

n+1 n+2c c

7.8 Tétel (i) Legyen az S CSPI-félcsoport nem-triviális homo- 

morf képe PQ-nak. Ekkor pontosan egy olyan (n,i) pár van, hogy 

S típusa n/i.
(ii) Tetszőleges (n,i) esetén pontosan egy n/i típusú félcso
port van. Jelölje ezt a félcsoportot S^. Ennek generáló relá-

2,2 ncióit (a b a=b és ba =a egyenlőségeken kivül) (p^) tartal
mazza .
(iii) Jelentse S-->T azt, hogy a T félcsoport homomorf képe
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S-nek. Ekkor azok a CSPI-félcsoportok, melyek homomorf képei 
PQ-nak, az alábbi homomorf láncba rendezhetők:

Q31

s2

s6

4„on+1 Qn

S1 Sí-P0--> S]_

s3
A lánc utolsó tagja 5°=P, a biciklikus félcsoport.

И
Bizonyítás (i) azonnal következik a 7.6 Lemmából.
(ii) Az 5.13 Definíciónak megfelelően, P0~at F{ajbj részhal
mazának tekintjük. Legyen (n,i) rögzített. Ha a c^bm€ P

bm, ahol 1’ az a maximális kitevő,
о'

akkor legyen Я (a^c^bm) =a‘*cк 1’

melyre
1/ 141,

a (p^)-ben szereplő azonosságok felhasználásával 1’ he
lyébe nem írható kisebb kitevő.

5 2Pl. ha n=2 és i=l, akkor H(ac b )=ac“b
,23 bac =c .

Я(Р0) elemei között vezessük be az alábbi műveletet:
(x,у € H(P0))>

ahol x.y az x és у elemek PQ-beli szorzatát jelöli. A PQ-beli 
szorzási szabályt (5.15 Tétel) megvizsgálva egyszerűen belát
ható, hogy Я homomorfizmus. Azonnal következik, hogy Я(Р0) az

2 2 n(1) művelettel a b a=b, ba =a és a (pj.) alatti egyenlőségek 

által generált félcsoport.

2/

- / 5, 4.es Я(с )=H(bac )=2. 2

(1) х*у = Я(х.у)

Most belátjuk, hogy Я(Р0) kombinatorikus. Tegyük fel, hogy 
к 1, mu=a c b , v=a
к" 1" m" c b

k’ 1’ m’ c b , továbbá u,v € H(Pq) és u v. Ekkor van
€ H(P0)> hogy 

w*u=v, azaz яС’И'.и)^.
Я definíciója miatt (2)-ből következik, hogy w.u=a

w=a
(2)

k’ j.m’ c b

lamilyen j-re. Az 5.15 Tétel (iii) állításából következik, 

hogy m’£m. Hasonlóan, и és v szerepét felcserélve kapjuk, hogy 

mi>m’ ; tehát m=m’ . A duális gondolatmenettel kapjuk, hogy k=k’ .

va-
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(2)-ből következik, hogy m"í'k. Ha m"<k, akkor 1 = 1’. Ha m"
..... к 1’Ъ )=a cк Г’+1+j, m bm,=k, akkor p(a c ahol j=0 vagy 1. Azonnal 

adódik, hogy l’il. u és v szerepét felcserélve Ül’; tehát 

1=1’. Azt kaptuk, hogy u=v.
Ha egy S félcsoport n/i típusú, akkor a 7.5 Lemma segítsé

gével belátható, hogy S=H(P0).
(iii) Példaként megmutatjuk, hogy S2-->Si. (ii) szerint S^ = 

Po/*?, ahol ifi az a legszűkebb kongruencia-reláció, amely 

tartalmazza p^-t. Ha egy kongruencia-reláció tartalmazza p^- 

et, akkor tartalmazza pjJ-t is, ezért S2_->Si. Hasonlóan lát
ható be a többi homomorf kapcsolat is.

7.9 Lemma Ha u=akc"''bm, v=ak’ c1 bm ; u,v€Si és uftv (S^-ben),

akkor k=k’.

k" 1", m"_„n .c b £Si, hogy u*w=v,
l , m c b

Bizonyítás Van w=a
к l m k" H (a c b .a

azaz
k’ 1’ m"D) =a c

A PQ-beli szorzás! szabályból és ц definíciójából következik, 

hogy kák’.
u és v szerepét felcserélve kapjuk, hogy kik’,.ezért k=k’.

7.10 Lemma Legyen u,v €S^, u=akc^bm, 

és ha 1=1’,
három eset valamelyike teljesül:

1=1’, m’>0

к 1’ v=a c b-’ ; továbbá Iái’ 
akkor m’<m. uftv akkor és csak akkor, ha az alábbi

(i)
(ii) 1=1’, m’=0 és p(akc1+1)=akc1

к 1+1 к 1(iii) 1+1=1’, m>0, m’=0 és M(a c b)=a c b.

Következmény: uftv és u*v esetén m/m’.
И

Bizonyítás Könnyen belátható, hogy az (i)-(iii) feltételek 

bármelyikéből következik uftv.



46

Tegyük most fel, hogy uKv.
I. 1=1’ és m’=0. Választható w=a

, к 1, m k" H(a c b .a

k" 1" m" n . c b €Si, hogy
1" m" c b , к 1 ) =a c .(1) u*w=v azaz

Azonnal adódik, hogy m=k" és m"=0, és így (1) szerint:
к 1+1"+1. к 1 ) =a c ,1<(а c
V 1 4-1 VI

ahonnan H(a с )=a c , tehát teljesül (ii).
II. Ha 1=1’ és m’>0, akkor (i) teljesül.

1" m" n , c b €S^, hogy
к" 1", в" c b

k"III. Ha 1<1’, akkor van w=a
к 1 ’v*w=u azaz }J(a c . к 1, m )=a c b .bm'(2) . a

Nyilván m’äk".
А/ m’>k". (2)-ből kapjuk, hogy

. к 1 ’ m" + (m’ -к" ). к l.m M (a c b )=a c b ,
ahonnan т=т" + (т’ -к") >0. Mivel m’>0 és a*5 bm €SjJ, kapjuk,
, . к 1’ m. к I’mhogy }■» (a c b )=а с b ,
ban feltevésünkkel.

(3)

és így (3) miatt 1=1’, ellentmondás-

В/ m’=k">0. Ekkor (2) :
к l’+r'+l.m" к l.mb )=a c b .

b €S±, kapjuk, hogy a c b ES^, ezert (4) 

miatt l’ál, , megintcsak ellentmondásban feltevésünkkel.

(4) H (a c
к 1 ’Mivel m’>0 és a c

С/ m’=k"=0. Ekkor (2)
к l’+l"H (a c ,m". к l.m b )=a c b ,

ahonnan m"=m>0 és így az 1<1’ feltétel miatt
к 1+1 к 1Ъ)=а c b.

к 1 ’ n le í +oMivel ac €S", és mivel (5) miatt }Д(а c
к 1 + 1 a c

(5) И (a c
к 1+1) =H (a c ba) =

, kapjuk, hogy 1’=1+1; tehát teljesül (iii).

7.11 Lemma Ha S-^-ben érvényes az ac=a azonosság (tehát és
о 2 2S2 esetében), akkor L0={c,a,a ,...}, egyébként L0={a,a

Ha S^-ben érvényes a cb=b azonosság, (S° és S3 esetében), ak-
2 2 kor R0={c,b,b ,...}, egyébként R0={b,b

■
Bizonyítás Legyen a 7.10 Lemmában u=b, azaz k=l=0. A (ii) eset
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nem teljesülhet. A (iii) eset akkor és csak akkor teljesül, ha 

v=c és H(cb)=b. Az LQ-ra vonatkozó állítás az előbbinek a duá
lisa.

7.12 Tétel (i) Ha S^=<u,v>, v^*u=v v*u^
(ii) S^-nek nincs más automorfizmusa, mint az identikus leké
pezés .

xx 2(iii) Sj^ balnövelő elemei b,b jobbnövelő elemei pedig
2a,a ...

akkor u=a és v=b.=u,

Bizonyítás (i) A 7.11 Lemma birtokában megismételhető az 5.18#
Tételre adott bizonyítás.
(ii) következik (i)-ből.
(iii) c nem lehet balnövelő, hiszen ha c€R 

tel szerint c baloldali egységeleme S^-nek.
Ha cbjíb, akkor b(cb) = (bc)b=bb, ezért b balnövelő. Ha 

cb=b, akkor b(ab)=cb=b=bc, és mivel ab*c, b balnövelő.

akkor a 7.11 Té-o»

7.13 Tétel (i) nem tartalmazza C-t.
(ii) Ha az S CSPI-félcsoportot két eleme generálja, akkor S 

nem tartalmazza C-t, és C sem tartalmazza S-et.

Bizonyítás (i) Tegyük fel, hogy u,v €Sj\ v^*u=v és <u,v>SC.
v^*u=v miatt vftv^.

Legyen v=a^c^bm. A 7.9 Lemma szerint vRv^-ből következik, 
hogy mik. m=k esetén 

Mcjl)

2Mivel v€C, v tv.

ha k=0
jv

к l+( j-l) (l+lhkH (a c ha k>0,
és így van £ >0, hogy jl£ esetén v^=v£, ellentmondásban v6C - 

vei. Következésképp т*к, azaz 

m>k

b

(1)
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es
2 к 1, 2m-k v =a c b
к’ I’m’ b

(2)
eseténLegyen u=a c . 2m-k=k’

2 . , к l+l’+l.m’v—v *u=}i(a c b ),
ahonnan m=m’ és

v*u=akc^bm*a2m-k l’m c b m 1’ =a c bm€C,
de fentebb már beláttuk, hogy C-nek ilyen alakú eleme nem le-

2hét. Tehát 2m-k*k’, és így v *u=v miatt (2)-ből következik,
hogy 2m-k>k’, és így

к 1, m 2. к 1. 2m-k^, к’ 1’ m’ a c b =v *u=a eb *a c b к 1. m’+(2m-k)-k’ =a c b
ahonnan m=m’+(2m-k)-k’, vagyis 

m-k=-(m’-k’),
ahonnan (1) miatt m’<k’, és így elég nagy j-re

j к l,m. k’+(j-l)(k’-m’) 1 ’ m ’ _ k’+(j-2)(k’-m’) 1’ m’ j-1 -a c b *a c b -a c b -u ,
ellentmondásban a C-beli szorzási szabállyal.
(ii) Az állítás következik (i)-ből, továbbá a 7.8 és az 5.20
Tételekből.

v*u

A következőkben feltesszük, hogy az S=<a,b> CSPI-félcsoport 
homomorf képe PQ-nak. Olyan transzformáció-félcsoportot adunk 

meg, amely izomorf S-el.

akkor van i>0, hogy b^u és7.14 Lemma Ha u,v €S, u<iSv, de u^v, 
b^v már nem <ß-ekvivalensek.

Bizonyítás Legyen u=a^c^bm k’ l’m’ c b . A 7.9 Lemma szerintes v=a
m=m’, a 7.10 Lemma szerint pedig k^k’. Legyen pl. k<k’. Ekkor

m+1k’+l m+k’-k+l k’+l nyilván nem (g-ekvivalensek,és b
ezért i=k’+l megfelelő.
b u=b v=b

7.15 Tétel Legyen TT = {S1x: xES1}, 

transzformációk félcsoportja. Definiáljuk az *£€ S-->T leképe-
és legyen T a TT-t H-be vivő
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zést a következőképpen. Ha u€S, akkor legyen 

(S1x)(u4) = S1xu (X6S1).
Ekkor ^ izomorfizmus S-ről T-be.

Bizonyítás A definícióból következik, hogy "г homomorf izmus. 
A 7.14 Lemma szerint <£ 1-1 leképezés S-ről T-be.

Az а*г és b^ transzformációkat S° és S'? esetében az alábbi 
diagramok szemléltetik:

Ь*гa^

a
Sj: S1 <-- S^b <— S*b1. 2 s1 --> s4 1. 2--> S b — > . . .< —

1 1 12 Se --> S eb --> S eb1 1 12 S c< —S cb<— S eb <-- .

1. 2 S1b 1. 2s1S b <-- --> S b—>

S=P0 esetében erősebb állítás is igaz: 
vetkezőkben P0 helyett S-et írunk.

a 7.17 Tétel. A kő-

т. 16 Lemma Legyen u=a^c^bm€S és v=a^ c^ bm €S. 
csak akkor, ha 1=1’ és m=m’.

Su=Sv akkor és

Bizonyítás Su=Sv -vei ekvivalens, hogy S*au=S^av,
Az 5.15 Tételből következik, hogy ez akkor és csak akkor tel
jesül, ha m=m’ és 1=1’ .

azaz au£av.

7.17 Tétel Legyen TT = {Sx: x6S}, és legyen T a ТГ-t Ti-be vivő 

transzformációk félcsoportja. Definiáljuk az S-->T leképe
zést a következőképpen. Ha u€S, akkor legyen

= Sxu
Ekkor «г izomorfizmus S-ről T-be.

(SxMu's) (x€S).
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Bizonyítás Tegyük fel, hogy u,v £S és . Belátjuk, hogy
u=v. Tegyük fel e célból, hogy u?sv. A 7.16 Lemma szerint

k c^bm, ahol k?*k’ , pl. k<k’. Legyen i = l ha k’ =к 1, m , u=a c b es v=a
k+1, és i=0 ha k’>k+l. Ekkor 

k’-k-l 1+i, m k+1 m+101k+l Sb v = Sb SbSa bc u
ellentmondásban a 7.16 Lemmával. Tehát k=k’, azaz u=v. Ezért 

izomorfizmus.

Megjegyzés S^-ben a 7.17 Tétel már nem igaz. Pl. 

S^xbab = S^xb (xCsg),
de bab^b.

Az a4 és b^ transzformációk szemléltetése céljából felel
tessük meg ТГ elemeit a sík (l,m) koordinátájú rácspontjainak, 

ahol 1£0 és mäO. Sa1Cc^bm=Sc1bm-nak feleljen meg az (l,m) rács

pont. Ekkor
(1,m-1) 
(1+1,0) 

(0,0)

ha m>l
(1, m) (а«г) (l,m)(b4) (1,m+1)ha m=l

ha m=0.

Ь*г

II I t f t
(2,2) ...(1,2)(0,2)(0,2) (1,2) (2,2) ...

t tt1I I
(2,1) ...(0,1) (1,1)(1,1) (2,1)(0,1)

t t t
(2,0)(1,0)(0,0) (1,0) (2,0) ... (0,0)

í ít
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7.18 Tétel Ha az S félcsoportnak nincs (kétoldali) egységele
me, de van c jobboldali egységeleme, továbbá bS=S, akkor
(i) Ha S kombinatorikus, akkor tartalmazza S2~t.
(ii) b balnövelő eleme S-nek.
(iii) S-nek van jobbnövelő eleme is.

Bizonyítás Válasszunk olyan a’-t, melyre ba’=c, és legyen 

a=ca’. Ekkor
ca=c(ca’)=a,(1)

és
c=ba’=(bc)a’=ba. 

cb=b -bői bS=S miatt következne, hogy c baloldali egységelem 

is, ezért

(2)

(3) сЫЪ, de b(cb) = (bc)b=bb.
(1) és (2)-ből, továbbá az ac=a és bc=b azonosságokból követ
kezik, hogy <a,b> homomorf képe S^-nek. Mivel (3) szerint 

<a,b>-nek nincs (kétoldali) egységeleme, <a,b> nem lehet homo
morf képe S°-nek. Mivel <a,b> kombinatorikus, a 7.8 Tételből 
következik, hogy <a,b>=S2- 

(3)-ból következik (ii).
Mivel S2Sa2Sba=Sc=S, ezért Sa=S. Mivel (cb)a=c(ba)=cc=c=ba, 

(3)-ból kapjuk, hogy a jobbnövelő eleme S-nek.
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8. Speciális félcsoportok

akkor b^Ha b balnövelő eleme az S félcsoportnak,
2ezért van a€S, hogy b a=b.

is az,
Ezért S tartalmazza C-t vagy annak 

homomorf képét. A megfordítás akkor sem igaz, ha S C-t is, és 

D-t is tartalmazza. Példa erre a most ismertetendő félcsoport.
Legyen C=<a,b> és D=<u,v>, ahol C és D generáló relációi 

2 2b a=b ill. vu =u. Legyen E azon véges sorozatok halmaza, 
lyeknek minden tagja eleme C-nek vagy D-nek, továbbá két szom-

ame-

szédos tag közül az egyik C-nek, a másik D-nek eleme. Pl.
5 2 5 2ba bav auv=[c<i,0(21^3,0(4] €E, ahol c<i=ba ba, 0(2=^ , stb. Az

á ! =k.o(=[o(i........ o(^] sorozat hossza definíció szerint
Ha c(=[c<i, . . . jcXfc] és й = [Й]., . . . ,й]_] E-beli sorozatok, akkor 

szorzatukat a következőképpen definiáljuk. Ha c<k és Й1 külön
böző típusúak (tehát az egyik C-nek, a másik D-nek eleme), 
akkor 

(1-a) 

egyébként
с(*й-[с<1, . . . ,c4k>. . . ,&i] ,

(1-Ъ) <Х*Й = [|*1, . . • ,1, . . . ,й]_] .
Az (l-а) esetben 

!o( j + !й ! -1, ezért
о(*й о(! + !й az (1-b) esetben pedig !<Х*Й| =— I

I - I I i

(2) tíCi + ifl !-!<: !о(*й iá !<Х ! + !й I •

Legyen X={a,b,u,v}, és definiáljuk az Fx-->E leképezést 

a következőképpen. Ha ü(€Fx> akkor á egyértelműen 

alakba írható, ahol c<i€F{a>t>} vagy <*í€F{UjV} (i = l,...,k), és 

ha i<k, akkor o(i és 0(^+1 közül az egyik F{a>b}-nek, a másik 

F{u,v}~nek eleme. Legyen

4(cO = [H (</'i) ,H (0(2) > • • • (c<k) ] >
ahol H az 5.2 Definíció szerinti. Könnyen belátható, hogy ha
E-ben az (1) alatti műveletet tekintjük, akkor ^ homomorfiz-

2 2Ezért E félcsoport, melyet a b a=b és vu =u relációk ge-mus.
nerálnak.
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8.1 Tétel (i) E tartalmazza C-t is és D-t is.
(ii) E-nek nincs növelő eleme.
(iii) E nem tartalmazza P0-t, sem annak homomorf képét.

Bizonyítás (i) és (ii) egyszerűen ellenőrizhatő.
(iii) Tegyük fel, hogy <X=[o(i........ <*k] ®s ß=[Äi, . . . »Ä].] E-beli
sorozatok, és

ß2*<X=ß, ß*c<2
Két eset lehetséges.
a/ o(k és $1 különböző típusúak. Ekkor (2) szerint 

IÁ ! = !/32*(Х! = !/32! + !с<!^;2!й!-1+!с4!>!й 

ami ellentmondás.
b/ c(k és Й1 azonos típusúak. Ekkor

!A ! = !ß2*<* í = j/S2 ! + !c4 !-Ii2\& ! + !<* !-2, 

ahonnan !<X ! + !/8 !á2, és így !е(! = !й!=1. Ezért c( és fi vagy mind
ketten C-ben, vagy mindketten D-ben vannak. Ha pl. mindketten 

C-ben vannak, akkor (3)-ból az 5.6 Tétel (i) állítása szerint 

ß*c<=l, ellentmondásban az 5.4 Tétel (v) állításával.

(3) -c<.

I >

A következőkben F^^j-nek azt a homomorf képét vizsgáljuk, 

melyet (a c=ba jelölés mellett) a 

b es c a
relációk generálnak. Jelöljük ezt a félcsoportot Cn-el. Adó
dik, hogy Ci=P0 és mindegyik Cn homomorf képe C-nek.

Legyen C’=<a,c>, tehát C’ részfélcsoportja C-nek. Könnyen 

látható, hogy C’=F{a>c}, ezért C’ tetszőleges x’ elemére
. , r).

^ alakú tényezők váltakoz
va követik egymást, azaz ha t<r, akkor x-^ és x-^+i egyike a-

2 5hatvány, a másika c-hatvány. Pl. a c a €C’. Ezzel a feltevés
sel az (1) alatti előállítás egyértelmű. Jelölje a továbbiak-

bc a

ahol x^=a^ 

Feltehetjük, hogy (l)-ben az a^
j (t=l,..(1) x’=x^...xr vagy x^=c 

és c
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ban x.y az x,y €C elemek C-beli szorzatát. Ekkor
(2) x’.у’ = x’у * (х’I у * ЕС*).
С tetszőleges х eleme egyértelműen felírható а

к (x'EC’lKl}, käO)
) 1 1es у-у b

к . 4V1. У )Ь .
Ezért ha х£С’ (к=0), vagy ha y=b^ (у’=1),

кLegyen x=x’b tetszőleges eleme C-nek, ahol x’ az (1) sze
rinti. Definiáljuk a HcC halmazt: x£H ha t<r és х^=с^ esetén 

(ekkor tehát xt+l=a^ valamilyen i>0 

Definiáljuk а )Д: C-->H leképezést:
(5) M (x)=x^x£. . . Xj. 

i ’ <n és i’si (mod n); egyébként x£=x-t-
Pl. n=3 eseten )Д(а с ас a b)=a c a b.

Ha x.y=xy, akkor adódik, hogy
(6) H (ху)=}Д (H(x)y)=H (х)Д (у) )=)Д (}Д (х))Д (у)) .

Definiáljuk Н elemei között a következő műveletet
х*у=Н (x.y)

(3) х= x’b
alakban. Ha x=x’b 

x.y = x’(b
, akkor

(4)
akkor x.y=xy.

-ra) teljesül, hogy j<n.

i , i ’ahol t<r és x^=c esetén x£=c , ahol

(7) (x,y£H).

8.2 Tétel (i) }Д homomorfizmus C-ről H-ra, és H=Cn. 
(ii) Cn balnövelő elemei b,b^..........
(iii) Cn jobbnövelő elemei az x=x’a alakúak, ahol x’EC’.
(iv) Legyen x=x’ac^bk j ■» 1es y=y ас b (i,k,j,l nemnegativ égé-

1 кszék). x<Sy akkor és csak akkor, ha i = j és k=l. Ha x=c b , ak

kor Lx={x}.
(v) Legyen x’€C’ és y’EC’. x’bJty’b akkor és csak akkor, ha
x’=y’. Ha x’EC’, akkor Rx»={x’}.
(vi) Cn kombinatorikus és egyszerű.
(vii) Ha n>l, akkor Cn balideáljainak a halmaza (a tartalma- 

zásra nézve) teljesen rendezett, de nem jólrendezett, és duá
lisan sem az. Ezért Cn nem főideálfélcsoport.

n-1 és v=b, akkor <u,v>=P0.(viii) Ha u=ac
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Bizonyítás (i) Azt kell megmutatnunk, hogy
(x,y€C).

Először belátjuk (8)-at az x=b esetre. Feltehetjük, hogy 

H (У)^У és így y=c^a^z, ahol j£0,i>0. Mivel }Д (у)=}Д (c^a*)H (z),

(8) }Д (x.y)=H ()Д (x) .}Д (у))

(6)-ot felhasználva
i-1 i-1Я(b.y)=H(ca к *Tegyük most fel, hogy (8) teljesül x=b -ra (k=l,...,m). Ekkor 

■ У)=Н (Ь.)Д (bm. у) )=н (b. (Ьт.)Д (у)) )=н (b кKövetkezésképp (8) tetszőleges к esetén teljesül, ha x=b .
Végül, ha x=x’bk és y=y’b^

l*(M(x).M(y))=H(H(x' )(bk.H(y’ ))b1)=H(x’ (bk.y’ )Ь1)=)Д(х.у) .
(ii) Mivel cb?*b, de b(cb) = (bc)b=bb, ezért b balnövelő. Ha x= к balnövelő, akkor van y, hogy x*y=b, ahonnan (4) szerint

z) =}Д (ca H (z) )=)Д (Ь.}Д (у)).

m+1 m+1H(b •M(y)).

, akkor

x’b
кx’=1, azaz x=b .

i+ns, jakkor van i és j, hogy c 

tetszőleges s^O -ra. Ha x jobbnövelő, akkor nyilván nem írható
és x=x’a6C(iii) Ha x’€C’ b *x=an ’

sem x’c, sem x’b alakba.
(iv) és (v) közvetlen számolással igazolható, Cn kombinato
rikus volta pedig ezekből következik.

kiTetszőleges x€Cn-hez van k, hogy b *x=b valamilyen 1-re. 

Mivel b^ balnövelő, kapjuk, hogy CnxCn=Cn. Ezért Cn 

(vii) A balideálokra vonatkozó állítás az 5.8 Tételhez hason
lóan bizonyítható. Mivel pl. cafR(ac) és acfR(ca), ezért a

egyszerű.

jobbideálok halmaza nem teljesen rendezett.
. .... 2. ,2. n-1 , . 2 , . n-1 n-1 n„(vili) v *u=b *ac =b, v*u =b*ac ac =c *ac
Mivel v*u=vu=cn

n-1 n-1=ac =u.
. , k. .1 m_„ ezert u (vu) v €Cn.és u*u=uu,

A következőkben a
b(ba)n~b és (ba)na~a

relációk által generált Hn félcsoport tulajdonságait tárgyal
juk. Ezek hasonlóak a Cn-re bizonyítottakhoz: Hn-nek is van
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bal- és jobb-növelő eleme, továbbá tartalmazza PQ-t.

8.3 Definíció A P=UiiUj és q=ui?,U2 párokról azt mondjuk, hogy 

P tartalmazza q-t, ha i<k és l<j. A p párt maximálisnak nevez
zük, ha nincs olyan q pár, hogy pcq.

8.4 Lemma Ha a P=u^Uj pár nem elemi (azaz i+l<j), akkor p tar
talmaz egy olyan egyértelműen meghatározott párláncot, melyben 

az első pár kezdőbetűje и^+1=Ь, és az utolsó pár záróbetűje 

Uj_i=a. Ezt a láncot p belső láncának nevezzük.

8.5 Lemma Ha p nem elemi pár, akkor van olyan qcp, hogy q nem 

elemi pár, de q belső láncának minden szeme elemi.

8.6 Definíció Definiáljuk а ТГ 
elemei u-beli (u€F{a b}) párok. ТГ 
elemi pár halmaza. Ha már definiáltuk ТГ^-t, akkor + i legyen 

azon párok halmaza, melyek TT^-ben vannak, vagy amelyek belső 

láncának minden szeme TT^-ben van, továbbá ezen belső lánc sze
meinek számasO (mod n). Legyen r=r(u) az a (nyilvánvalóan lé
tező) minimális index, melyre ТГг=ТГг+^.

Egy p párt Tír-maximálisnak nevezünk, ha p€TT 

olyan q€Tí
Egy láncot 1Tr-maximálisnak nevezünk, ha minden szeme TTr- 

maximális, továbbá egyik irányban sem folytatható további TTr- 

maximális pár hozzávételével. Q-láncnak nevezünk egy TTr-maxi- 

mális láncot, ha baltámasza (vagyis az őt megelőző betű) b, 
vagy jobbtámasza a.

1Ti, . . . halmazokat, melyeknek 

legyen az összes u-beli
O’

о

és nincsr»
hogy pCq.r >

Definiáljuk a HncF£a>bj. halmazt a következőképpen: u£Hn
alakú, ahol

i<n. (Tehát u-nak nincs b(ba)n vagy (ba)na alakú részszava.
ha minden u-beli Q-lánc (ba)^akkor és csak akkor,
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Definiáljuk a V- F{a ь}—>Hn függvényt a következőképpen. Le
gyen u€F{a>b}- Ha L tetszőleges, u-beli Q-lánc, melynek к sze- 

akkor L zónáját helyettesítsük y=(ba)^-el, ahol 0£1<п 

és Isi (mod n). Legyen L zónája z. Ha 

dukálhatónak nevezzük. Az összes Q-láncra elvégezve a fenti 
helyettesítést, kapjuk ^(u)-t. u-t redukálhatónak nevezzük, 
ha u€F£aj3j\Hn, tehát ha u tartalmaz legalább egy redukálható 

Q-láncot.
L=(ba)n-t elhagyható alapláncnak nevezzük, ha baltámasza b 

vagy jobbtámasza a.

me van,
akkor Q-t re-z! > !y I )

8.7 Lemma Ha u’ u-ból egy elhagyható L alaplánc elhagyásával 
kapható, akkor У(u’)(u).

Bizonyítás Ha L egy Q-lánc része (annak eleje vagy vége), ak
kor az állítás у definíciójából következik. Ha nem, akkor van 

olyan р€'ГГг pár, hogy L része p belső láncának. Nyilvánvaló,
ezért (u’ )=■# (u).hogy L elhagyása után is p€'IT r >

8.8 Lemma Minden redukálható Q-lánc tartalmaz elhagyható alap
láncot .

Bizonyítás Ha az L redukálható Q-láncnak van olyan szeme, 
amely nem elemi pár, akkor a 8.5 Lemma és TTr definíciója sze
rint ez a szem tartalmaz elhagyható alapláncot. Ha L-nek min
den szeme elemi, akkor L első vagy utolsó n szeme elhagyható 

alapláncot határoz meg.

8.9 Definíció A Hn halmazon értelmezzük a következő műveletet 

x*y = *(xy) (x,y€Hn).

8.10 Tétel (i) A fenti művelettel Hn félcsoport, К homomorfiz-
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mus F^^j-ről Hn-re, a ^-hoz tartozó kongruenciát pedig a 

b(ba)n~b, (Ьа)Па~а 

relációk generálják.
(ii) Hn balnövelő elemei azok a v=bv’ alakú szavak, melyekben 

az első pozícióban levő b pártalan, továbbá v minden párja 

elemi.
(iii) Ha u=a(ba)

(1)

n-1 és v=b, akkor <u,v>=PQ.
(iv) Hn-ben (a tartalmazásra nézve) sem a balideálok, sem a 

jobbideálok nem teljesen rendezettek.

Bizonyítás (i) Legyen xj=x, x^+j pedig adódjon x^-ből egy el
hagyható alaplánc elhagyásával. A 8.7 és 8.8 Lemmák alapján 

■tf(x)=xk valamilyen k-ra, továbbá у(xy)=¥(x^y)=...=*(x^y). Meg
ismételve ezt az eljárást y-ra, kapjuk, hogy К (xy) (x)*"tf (y),
tehát ^ homomorf izmus. Az x^-k képzési szabályából adódik, 
hogy a lf-hoz tartozó kongruenciát az (1) relációk generálják, 

(ii) közvetlen számolással adódik.
Mivel v*u=(ba)n, ezért v^*u=v*(v*u)=b*(ba)n=b=v és v*u =

(v*u) *u = (ba) П*а (ba) 
hető, hogy u^(vu)^vm£H 

(iv) Pl. ac $ R(ca) és ca f R(ac).

n-1 =u. Ha k+l+m>0, akkor könnyen ellenőriz- 

ahonnan <u,v>=PQ.n>

A következőkben F{a>b}-nek azt a homomorf képét vizsgáljuk,
melynek generáló relációi

, n+1 n , , n n+1b a ~b, b a ~a.
Jelölje ezt a félcsoportot Kn. Belátjuk, hogy Kn-nek van mind
két oldali növelő eleme, és tartalmazza PQ-t.

(1)

Legyen Képezzük az alábbi halmazokat, melyeknek
akkor legyen 1Tq={p: a p pár 

, vagyis p zónája (a p által meghatározott
elemei u-beli párok. Ha Hiín, 

i-1 i-1belseje b
I-beli részszó) b^a*}. Ha már definiáltuk TTj—t, akkor legyen 

TTj + i = {p: p€TTj, vagy p belső L lánca eleget tesz az alábbi kö-

a
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vetelményeknek:
ha i = l, akkor L minden szeme £ТГ*|;
ha i>l, akkor L tartalmaz pontosan egy ТГj ^-beli szemet, az 

összes többi szem 6ТГ j. } Nyilván ТГоеТГ^с... 
halmazok diszjunktak.

Egy p párt n-maximálisnak nevezünk, ha р£Тг£, 
q£'IT^, hogy peq. Egy L láncot n-maximálisnak nevezünk, ha L 

minden szeme n-maximális, és L egyik irányban sem folytatható. 

Végül, ^(u) legyen az a szó, melyet úgy kapunk u-ból, hogy el
hagyunk minden olyan n-maximális láncot, melynek baltámasza b 

vagy jobbtámasza a. A Hn-re adott bizonyítást megismételve 

kapjuk, hogy у homomorfizmus F{a>kj-ről Kn-re, melyhez az (1) 

alatti relációk által generált kongruencia tartozik, azaz

a,b}/^s^n•

тД -2es a TTj, ТГj, . .
Van riO, hogy ТТг=ТГг+1 (i=l...

• *^5
. , n) . 

és nincs olyan

8.11 Tétel (i) Kn balnövelő elemei a bu^U2...um alakú szavak,
ahol m‘^0 tetszőleges, és az u-^ tényezőkre teljesül, hogy 

ut=bibjaj, i+jin.
(ii) На и=аП és v=bn, akkor <u,v>=P0.
(iii) Kn-ben sem a bal-, sem a jobb-ideálok nem teljesen ren
dezettek (a tartalmazásra nézve).

Bizonyítás Közvetlen számolással adódik, a Hn-re adott bizo
nyításhoz hasonlóan.



60

IRODALOMJEGYZÉK:

[1] Megyesi,L. and Pollák.G., Über die Struktur der Hauptideal
halbgruppen, I, Acta Sei. Math. (Szeged) 29 (1968), 261-270. 
MR 38 # 3370.

[2] Megyesi, L. and Pollák, G., On Simple Principal Ideal Semi
groups, Studia Sei. Math. (Budapest) 16 (1981), 437-448.

[3] Clifford, A. H. and Preston, G. B., The Algebraic Theory of 

Semigroups, Vol. I(Providence, 1961).

[4] Lajos, S., A félcsoportok növelő elemeiről, A Magyar Tudo
mányos Akadémia III. Osztályának Közleményei XV./3. 

(1965), 273-287.
[5] Lyapin,E.С.:Félcsoportok, Moszkva, 1960.

[6] Jones, P. R., Analogs of the Bicyclic Semigroup in Simple 

Semigroups Without Idempotents, (megjelenés alatt).


