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BEVEZETES

A disszertdcid témdjdnak kiinduldpontja a J. Hyslop
dltal 1952-ben bevezetett illetve N. Tanovic-Miller 4dltal
1983-ban felelevenitett erds konvergencia ¢és a régdta Jol
ismert abszolit és kozonséges konvergencidk kapcsolata. Az
er6s konvergencia a ket kordbbi konvergencia kozott
helyezkedik el. Ez a tény tobb érdekes kérdéshez vezet el a
trigonometrikus sorok erds konvergencidjdval kapcsolatban.

Ilyen kérdés példaul, hogy eros konvergencidra
ervenyes-e az abszollit konvergencidra 1illetve abszoldt
séummélhatéségra bizonyitott Denjoy-Luzin-tétel. Ez a témaja
a disszertdcid elso részének. Tetszdéleges pozitiv mértéekd
illetve mdsodik kategdrids halmazon tekintve az erés
konvergenciat a trigonometrikus sorok egyutthatdéira az
abszoldt konvergencila esetével analog Osszefiggések
dllithatdk fel. (A. Zygmund, Szalay I., N. Tanovic-Miller

eredményei.) Ezekhez kapcsoldédé eredményiink a disszertdcio

1.25. teétele. Eltérd tulajdonsdg is addédik, pl. egy
tetszdleges pozitiv meértekd halmazon valod erds
konvergenciabol nem kovetkezik a mindenidtt vald erds

konvergencia.

A tovabbiakban pedig az abszoldt, erdsen 1illetve
egyenletesen konvergens Fourier-sorral rendelkezd figgvények
halmazainak vizsgdlatdra keril sor. Mindhdrom esetben
definidlva vannak a megfeleld normak, tovabba mas,

ekvivalens normdk 1s, amelyekkel a fenti halmazok Banach



tereket alkotnak. Sor keril ezen terek tartalmazdsi
reldcidinak vizsgdlatdra, figyelembe véve az 1indexelt

abszoldt illetve az er6s konvergencia indexének vdltozdsat

{3.- dbra). Ezek a reldcidk aldtdmasztjdk az erds
konvergencia koztes jellegét, rdmutatnak az erdsen
konvergens Fourier-sorral rendelkezd figgvények Banach

tereinek és a klasszikus LP terek egymdsba zdrtsdgdnak
analdgidjdra. Az indexelt abszolidt konvergens Fourier-sorral
reﬁdelkezé figgvények Banach tereinek konjugdltjaikkal valg
kapcsolata analdg az LP tereknél ismert kapcsolattal,
azonban ezek a terek nem mutatjdk az egymdsba zartsdgot,
Céupén a X =1 indexhez tartozd téren belil (2.32. tétel),
mig a kilonbcdzdé indexd abszolut illetve -erdsen konvergens
Fourier-sorral rendelkezd figgvények terei meg a fenti X =1
indexhez tartozdé téren belidl 1is o©osszehasonlithatatlanok

(2.37. tétel).



0O.A JELOLESEK, DEFINICIOK, ELOZETES

EREDMENYEK

A Cauchy-értelemben haszndlt kGzonséges konvergencid-
tél, illetve annak abszolut vdltozatdtdl eltérd mdodokon 1is
tulajdonithatunk egy szamsorozatnak hatdrétéeket 1illetve
szamsornak Osszeget. Egy ilyen mddszer a J. Hyslop 4dltal
bevezetett majd N. Tanovic-Miller &ltal felelevenitett erds
koﬁvergencia, melynek definicidjat torténeti kialakul&aséban
vezetjiuk be.

Eldszor felidézzik a Cesaro-féle Osszegzés definicicjat.

; - n
Valamely %ak valdés szamsort - az sn=é0 a
részletosszegek {%J;;O sorozatdt - akko mondjuk o
paraméterd (o > -1) Cesaro-szummdlhatdnak - rdviden (C, a) -
szummdlhatdnak - az S Osszeghez, ha letezik a

lim ‘%) = g

n
I~

hatdrérték, ahol ou” jeldli az a-ad rendld Cesaro-osszegeket

n

(o >-1), melyek definicidja

n
() _ 1 (o)
5 = Aﬁa) 2: Boie P
n k=0
, ha n =0
Aéa)r= { (1+0) (2+01). . - (n+ar)
n! ,ham:l,27"'



Kénnyen ellenérizhetd, hogy a (C,0)-szummdlhatdsdg éppen a

kozonséges konvergencidt jelenti.

A (C, o )-szummdcid abszoldt €és A indexes vdltozatdt -
melyet roviden IC, alk -szummacidnak irunk - T.M. Flett
vezett%nbe 1957-ben ([41).

A:Efﬁ; sorrél - az {Sn}z=0 sorozatrdl akkor mondjuk,
hogy TE% a{A -szummdlhatd a A =2 1 1indexszel és az o > -1
paraméterrel, ha fenndll, hogy

A-1) (a)__(a) A
Igan Koy o 2117 <

Ldthatd, hogy 8 |C,0 | |-Szummdlhatdésdg az abszolut
konvergencidt Jjelenti, ami maga wutdn vonja a konvergenciat
is. Nem ugyanez a helyzet azonban A>1 esetben, mert a iC,Olf

-szummalhatdsagbol, azaz a

Y o*tja |* <o
n=1
feltételb6l nem kovetkezik a }S a, sor konvergencidja.
n=1

Példdul

=2 3, vun)s
8. = log210g2(n+l)—logzlogzn

n

s = 25 (log,log,(k+1l)-log,log k)= log,log,(ntl) - o
no 7 27 22 2722 2722



ugyanakkor a Lagrange-tétel alapjan

K
° =% *nlog,n (K n-t61 figgetlen),

igy a

[se}

1

m—— KW (A>1)
n= n(logzn)x

miatt a Y, a, sor [C,0l,-szummalhats.

n=1 - -
Ezt az eltérést figyelembe véve a Elak sort - az {%ﬁn—o

. fi=1 -

sorozatot - a A index mellett abszoldt konvergensnek -
roviden IC,DIA konvergensnek - nevezzik, ha konvergens és

W’OIA -szummalhato.

A "rendes" és abszoldt Cesaro-szummdlhatdsdag mellé az
er6s szummalhatdsdg értelmezése J. Hyslop nevégez flzodik.
([51). Az 1952-ben kozolt definicid szerint a :E a sort -

k=0
az {sn} sorozatot - erdsen Cesaro-szummdlhatdnak -

n=0

roviden [C, a]x—szummélhatéﬂak nevezzik a A>0 indexszel és az
a>0 paraméterrel az s osszeghez, ha

(a=1) A
o, -s|” =
=0
A torténeti teljesség kedvéért megemlitjlik, hogy a [C,ljl—
szummdlhatdsdgot Fekete M. 1916-ban (I[3]1), a [C,al -
szummalhatdsdgot (a >0) pedig C.E. Winn 1933-ban ([18]) mar

egrtelmezte.



A-"rendes" illetve abszoldt Cesaro-szummdlhatdsdgndl
lattuk, hogy az a =0 eset a kozonséges illetve az abszoldt
konvergencidt adta. Az er6s szummdlhatdsdg esetén a Cesaro-
kozepek értelmezése miatt az o=0 eset ¢és igy az '"eros
konvergencia" nem adddik kozvetlendl.

Az 0=0 paraméterre az erds Cesaro-szummdlhatdsdgot

eras konvergencia elnevezéssel N. Tanovic-Miller
terjesztette ki 1983-ban ([15]) a kovetkezd mddon: a

sorrol - az{s }m_ sorozatrdél - akkor mondjuk, hogy A
k=Oak‘ n- n=0 ‘
index mellett (A>0) erds értelemben vett Osszege s -
illetve erésen konvergdl az s hatdrértékhez - ha

n
1 ey Ao .
rllir;mk: | (kt1) (s -8)= k(sy_; s)|"=0 (s_,:=0), (0.1)

Az er6s konvergencia el6z6 definicidjdnak az eddigi

elméletbe torténd beilleszkedését 1igazol]ja Szalay I.
eredménye - a [C,O]A -szummdlhatdsdgon most mdr a fenti erds
konvergencidt értve - amelyben megmutatja, hogy a

Il
Lin 12§ [ 0e1) (06l sy k(02 -9) |} = 0

*mrﬁi

= k=0
a20-ra szikséges ¢és elegendd feltétele az 2: & sor - az
{Sr1}§=0 sorozat - s szamhoz valé[CmﬂX— Szummgfgatéségénak.

Ez a=0-ra a (0.1) kdvetelménybe megy 4t ([11], Property

12).



(oo}

A tovédbbiakban az {s } _, sorozat A index{ abszolut,

erds illetve kozonséges konvergencidjdt rendre a

i . - e ¥ L «
s, = s|I],s s, = slIly; s, ~ S

szimbdlumokkal Jjeloljuk.

Az er6s konvergencia konnyebb elbirdsdra, illetve az
abszoldt ¢és kozonséges konvergencia kozotti elhelyezke-
désére, valamint az indexes er6s konvergencidk kapcsolatdra

mutatnak rda a kovetkez6 - bizonyitds nélkul kozolt - lemmék.

0.2. lemma ([15], statement (vi))

W S[I]A (A=21) akkor és csak akkor, ha

.
5, =+ g T (0.2.3a)
és 5
1 % ~ A
lmn+lzk Isseal” = o (0.2.b)
B k=0

Ismét a torténeti teljesség kedvéért Jegyezzik meg,
hogy az erds konvergencidt a (0.2.a) és a (0.2.b) feltételek

egylittes teljesilésével J. Hyslop mdar 1952-ben definidlta

([51).

0.3. lemma ([15], statement (viii))

Ha A21 akkor s = SII]A = Sn*'S[I]A = s = sl.

0.4. lemma ([15], statement (iv))

Ha X > p >0 akkor %Ie-s[l]x = B = S[I]u

(Az d11itds azonnal adddik a ) -adik és u-edik hatvdnykozeép

kdzti egyenldétlenségbdl. )



0.B ELOZETES HALMAZELMELETI ISMERETEK
E rovid részben a mdsodik kategdrids halmaz fogalmdnak
kialakitdasdt elevenitjik fel, 1illetve azzal kapcsolatos

néhédny egyszerl allitast fogalmazunk meg.

0.5 definicid

Egy H halmaz sGrd a [0,1]1 intervallumon, ha minden [0,1]-

beli nyitott intervallumba esik pontja.

0.6. definicio
Egy H halmaz nems(rd a [0,1] intervallumon, ha a [0,1]
barmely nyitott intervalluméba esik olyan nyitott

intervallum, amelyben H-nak nincs pontja.

Nems(r( halmazt alkot példdul véges sok pont a [0,1]
intervallumbdl. Azonban kontinuumszdmossdgud halmaz is lehet
nemsGrd, 1ilyen példaul a Cantor-féle - triadikus " halmaz.
Ismert, hogy ez a kontinuumszdmossdgld halmaz z4rt, tovabba

nullamértékd ([14], 45-47. oldal).

0.7. lemma

A Cantor-féle halmaz nemsdrd a [0,1] intervallumon.



Bizonyitds:

Ad abszurdum tegyiik fel, hogy nem igaz az, hogy nemsdrt. Ez

azt jelenti, hogy a [0,1] intervallumnak van olyan JO
nyitott intervalluma, hogy annak bdrmely részintervallumdba
esik pont a Cantor - halmazbdl. Azonban a Cantor-halmaz

képzése soran bdarmely intervallumbdl, 1igy Jo—bél is marad el
intervallum. Ha ugyanis vesszik a [0,1] intervallum

triadikus felbontdsat:

0,13 : 0,23

O,Ul3 : 0,023 - O,ll3 - 0,123 : 0,213 : 0,223
mivel a felbontds sordn keletkezd intervellumok hossza (%)n,
az no—adik lépésben Jo—ba is kerul ilyen triadikus

intervallum. Ez vagy elmaradt kordbban, vagy ha nem, akkor

az (no+l)~edik lépésben annak kozéps®6 harmada marad el. x

0.8. definicid

Azt mondjuk, hogy egy H halmaz elsd kategdérids a [0,1]
intervallumon - rdviden elsé kategdérias - , ha elddll
megszamldlhatd sok, a [0,1] intervallumon nemsdrd halmaz
uniodjakeéent.

Els6 kategdrids példdul bdrmely megszdmldlhatd halmaz.
Elst kategdrids tovéabbd a Cantor-féle halmaz 1is, miVel
nems(r (0.7. lemma) . Ez azt jelenti, hogy van

kontinuumszdmossdgu els6 kategdridas halmaz.



0.9. lemma

co

elsd kategdridsak, akkor U Hm is elso

Ha H H
a H el

172 2! 732
kategdérias.

Bizomyités:

(o o] o

Legyen H U H H

= , H ... , ahol a
. -] 1k

= U 5
2y 2k

{Hlk}k:l’ {HZ}R:Z’ halmazok mindegyike nemsdrG, 1lévén

Hl’ HZ’ elsd kategdridsak. Ekkora megszdamldlhato
Hy1s Hyps iz
H H H

nemsdr(d halmazok unidjabdl eléall az Hm halmaz, igy ez 1is

U
m=1

elsd kategdrids. x

0.10. definicio

Akkor mondjuk, hogy egy H halmaz mdsodik kategdérids a [0,1]
intervallumon - rdviden médsodik kategdrids -, ha nem elso
kategdrids a [0,1] intervallumon.

0.11. lemma

Barmely zdrt I intervallum mdsodik kategdrias.

Bizonyitds:

Ad abszurdum tegyik fel, hogy a zart I intervallum els@

kategorids, azaz elgdll



(oo

alakban, ahol { Ho }m:l

nemslrd halmazok sorozata. Legyen Il
az I-nek olyan részintervalluma, amelybe Hl—nek nem esik
pontja. Ilyen wvan, mert Hl nemslr@. Legyen ezutan I2 az Il—
nek olyan részintervalluma, amelybe Hz—nek nem esik pont]ja
Ilyen ismét van, mert H2 nemsdr. 13 legyen I2 olyan
réézintervalluma, amelybe H3—nak nem esik pontja ¢és 1gy
tovdbb. Feltehetd, hogy az I1 > I2 > 13 > ... intervallumok
szigordan egymédsba skatulydzottak és hosszuk 0-hoz tart.

A kozos pontjuk legyen x, amelyre x€J. Ez az x azonban nincs

egyetlen H -ben sem, tehdt x¢J, ami ellentmondds. x

0.12. lemma

Ha H<[0,1] és H a H[0,1] -re vonatkozd komplementere, akkor H
és H egyidejlileg nem lehetnek els6 kategdridsak.

Bizonyitds

Ha H ¢és H 1is els6 kategdrids lenne, akko a 0.9.lemma miatt
unidjuk, a [0,1] intervallum is az lenne, de ez a 0.11. lemma

miatt nem lehet.

0.13. lemma

Egy elsd kategdrids halmaz bdrmely részhalmaza szintén elso

kategorias.



Bizonyitds

Ha ugyanis 1lenne mdsodik kategdrids részhalmaza, akkor nem
allna eld nemslrd halmazok wunidjaként, ami ellentmond az

elsd kategorids halmaz 0.8. definicidjdnak. x

0.14. lemma

Ha egy H halmaz sdrd a [0,1] intervallumon és H=1 H
m=1

ahol { Hm};;l nyitott intervallumok sorozata, akkor H mdasodik

kategdrids.

Bizonyitds

Legyen H a H [0, -re vonatkozd komplementere. Ekkor
H = UFN., ahol A a H -nek [0,1]-re vonatkozsé komplementere.
m me=lm m m

A {?%]}wzl halmazok zdrtak, nemsdriek (ﬂm a H sdrdsége miatt

nem tartalmazhat intervallumot). Igy a H elséd kategdorids, €s

a 0.12. lemma miatt H mdsodik kategdrids. x

0.15. lemma

Legyen f(x) folytonos egy zdrt intervallumon. Ekkor azon x-
ek H halmaza, amelyekre fenndll, hogy |f(x)[SN (N=1,2,...)
zart halmaz.

Bizonyitas

Be kell 14dtni, hogy H minden torldddsi pontjdt tartalmazza.
Legyen - tetsztleges torldddsi pontja. Valasszunk ki egy

s }°° - g . €
tetsz8leges {Xn a=il sorozatot, amelyre X X tovdbba X H

minden n esetén. f folytonossdga miatt f(xn> - f(xo).

Fenndll, hogy



f(xn) < N
¥ (xn > xo)
f(xo) < N

ami azt jelenti, hogy XOEH, amivel dllitdsunkat igazoltuk.x

0.16. lemma

Ha egy zdrt H halmaz sGrG egy 1intervallumon, akkor
tartalmazza az egész intervallumot.

Bizonyitds

Ad abszurdum tegyuk fel, hogy van olyan X pontja az

intervallumnak, amelyre az teljesil, hogy XOZ H. Mivel H

[ee]

sGrG, kivdlaszthatunk olyan {Xn}n=l pontsorozatot, amelyre

e = X teljestl, tovabba XHEH minden n esetén. Mivel a H

zart, ezért minden torlddési pontjat, 1igy xo—t is

tartalmaznia kell, ami ellentmondds. x



I. FEJEZET

DENJOY-LUZIN-TIPUSU TETELEK
ABSZOLUT ES ER(GS KONVERGENCIARA

A fejezet bizonyitdsai soréan szlikseéglink lesz a
kovetkez6 eredményekre, amelyeket most bizonyitds nélkil

elérebocsdjtunk.

1.1. Jegorov-tétel ([14], 188. oldal)

Ha a mérheté fidggvényeknek egy {fn(x)} sorozata pontonként
Konvergdl valamely véges mértékd E halmazon, akkor tetszés
szerinti kis pozitiv 6-t megadva létezik E-nek olyan mérhetd
E' részhalmaza, amelynek a mértéke E mértékétol §-ndl

kevesebbel kiulonbozik, és amelyen a konvergencia egyenletes.

1.2 lemma ([19], 46. oldal)
Ha E a [0, 2r ] mérhetd része, és El,Ez, &3, ... a valds

szamoknak egy tetsz6leges sorozata, akkor

] cos®(nx + £, )dx »-LgL (n - ),
E

ahol |E|laz E halmaz Lebesgue mértékét jeloli.

Trigonometrikus sorok konvergencidjdval kapcsolatos
vizsgdlatok alapveté eredménye a Denjoy-Luzin-tétel, melynek
mondanivaldja kettos. Egy trigonometrikus sor pozitiv

mertekd halmazon vald abszoldt konvergencidjdbdl egyrészt



feltételt kapunk a trigonometrikus sor egyltthatdira,
masrészt - épp az egyltthatdfeltétel kovetkezményeként -
megdllapithatjuk, hogy egy tetszéleges pozitiv mértékd
. halmazon valg abszoldt konvergencidbol kovetkezik a

mindenudtt vald abszolldt konvergencia.

1.3. Denjoy-Luzin-tétel ([19], 232. oldal)

Ha a
[ee]

gl (anoosnx+bnsmnx) (1.4)

f}igonometrikus sor abszolut konvergens egy pozitiv mértékd

halmazon, akkor

> (la | + [p 1) <= (1.5)
=1

1.6. Kovetkezmény

Az (1.4) sor pozitiv mértéekd halmazon vald abszolut
konvergencidjabdl kovetkezik a mindenutt wvald abszolut
konvergencia.
Valoban, az (1.5) teljesiilése a majordns kritérium miatt
maga utan wvonja az (1.4) sor mindenitt wvald abszoludt
konvergenciajat.

A Denjoy-Luzin-tételnek &dltaldnositdsai is ismertek.
Igy példdul a kovetkezd eredmeny a k' index(d abszoldt

szummdlhatdsdgra vonatkozik:



1.7 tétel ([8], Teopema 1.(i))
Legyen A 2 1. Ha az (1.4) trigonometrikus sor lC,OlA -

szummdalhatdé egy pozitiv mérték( halmazon, akkor

Y 2 e 1M+ b M < e

n=1

(1.8)

Bizonyitds (A=1 esetben az 1.3. tétel bizonyitdsdat adja)

Legyen a feltéetelben szerepld pozitiv mértékd halmaz E.
A |C’UIA - szummalhatdsdg azt Jelenti, hogy az E halmaz

minden x elemére fenndll, hogy

3 g la cosnx+bsinnxl>\<°° (1.9)
n=1 N &

Vezessik be a kovetkezdé Jeloléseket:

/2 2 n . _ n
= + COs O = = sind = — =

gl

o]
(oF

Ezek felhaszndldsdval (1.9) a kovetkezd alakot olti:

[ee)

2 A—1 _ 5 ; ‘)\ _
n | p,Cos cosnx - o sina sinnx

n=1
e -1 A A-1 Ao
= Zn lo cos(nx+a)] —z_n P, |cos(nxta ) |"< (1.10)
n=1
n=1
Ez azt is Jjelenti, hogy a részletosszegekbdl képzett

fliggvenysorozat pontonként konvergdl az E halmazon. Mivel a
részletosszegek sorozata mérhetd fliggvényekbdl 411, ezért

teljesilnek az 1.1. Jegorov-tétel feltételei, igy van olyan



pozitiy mertékd H < E halmaz, amelyen a konvergencia
egyenletes. (Az hogy H korldtos, nyilvdnvald. Az is
elérhetd, hogy zart legyen. A tovébbiakban ilyennek

tekintjik.) Jeldlje a hatarfiiggvényt s(x). Mivel a sor tagjai
folytonosak, és a konvergencia egyenletes, ezért s(x) 1is
folytonos és korldtos, azaz van olyan Kl szam, hogy a H

minden x elemére fenndll:

0 £ s(x) £K (1.11)

Az (1.10) sor periodicitdsa miatt felteheté, hogy H<[0,2n].
Az 1.2. lemma miatt feltehetjik, hogy van olyan ng» hogy

r1>r1O esetén

A
{é cosz(nx + an)dx}A - i%$f (1.12)

Tovdbbmenve, az (1.11), (1.12), a Holder-egyenldtlenség,
valamint a korldtos zdrt halmazon folytonos fidggvényekbdl
allo egyenletesen konvergens figgveénysor tagonkénti

integrdldsdra vonatkozo tétel felhaszndldsdaval kapjuk, hogy

(oo} (o]

A1 A A A A-1
Z n (|an[ + b [T = K, * o, o
n=n
0 n=n
0
A+1
< K, - 2 DX s {f cosz(nx + 0 ) dx }A <
2 A n n
|H| n=n, H
A+1L
s K o 2 X EE ot L {J |oos(nx + a_)| dx i
. n n
|| n=n H

0



ML 2y - A
SKZ'sznn {Ij;loos(nx + o) |Tax} <
n=n
0
A+l A+l

2
> TET é s(x)d&x < Kl-K2-2 < ., x

A
A

1.13. Kovetkezmény

Az (1.4) sor pozitiv mértékd halmazon valgd |C,O|A -
szummdlhatdsdga maga utdn vonja a mindenlitt vald IC,DIA -
szummdlhatdsdgot

Valdban, mivel

Z n>‘_1|anoosnx+bnsinnxlx < 2 nx_l(lan| + Ibn|)>\ <
n=1 n=1
< 2}\—12 n)\"‘l(lanlx_i_ |bn|>\) < o

n=1
igy az (1.8) teljesUlése a majordans kritérium miatt maga
utdn vonja az (1.4) sor mindenﬁtt vald ‘C’OIA - szummdlha-
tosdagat.
A kovetkezOd eredmény az eldzb6ek erd6s konvergencidra vonatkozd

megfeleldje.

1.14. tétel ([15], Theorem 1.)

Legyen A >1. Ha az (l.4) trigonometrikus sor A index

mellett erdsen konvergdal egy pozitiv mértékﬁ halmazon, akkor



n n
. A Z A 1 2 A
lim — lka |"=0 é&s  lim ko, [* =0
s O e — ]
€1.15.a=b)

Bizonyitds

Az (1.4) sor A indexes er6s konvergencidjabdl a 0.2. lemma

miatt kovetkezik, hogy a feltételben szerepld pozitiv
mertekd halmaz, amelyet jeloljink E-vel, minden x elemére
fenndll:
n
iﬁﬁ}qk;lkx Iakooskx-'rbksinkx|>\=0 (1.16)

Az 1.7. tétel bizonyitdsdban bevezetett jeldlésekkel (1.16)

a kovetkezd alakdi:
n
1 A A , A
iﬁmzk pleosiiee + 5 )" =8 (1.17)
k=1

Az 1.7. tetel bizonyitdsahoz hasonldan Jarunk el.
Felhaszndlva az 1.1. Jegorov-tételt, kapjuk, hogy van olyan

H< & halmaz, ahol a konvergencia egyenletes. Az 1.2. lemma

alapjan, k> ko esetben, bdarmely A = 1 esetén
2 Ao g
{f cos“(kx + o )dx }" 2 (1.18)
q 2)\+l

Az (1.17), (1.18), a Hdlder egyenlétlenség és a tagonkénti

integrdlasra vonatkozo tetel felhaszndldsdval kapjuk, hogy



n
1 A A
n+12|ka}<l = K - g3r X Ko S
A+L
2 A A
£ Ky S n+lz k™p {f Qos ( k x -rOLk)dx} <
[H] k=k i
0
A+1 -
2
< K-S )xn-f-l Z ko {f|cos( k x +ak){dx})‘ =
H| H
A+l
2 1 A A A
= Kl—[m—m kakgllms(-kx+ak)|dx <
k=k
0
A+l 1
S K Kye2h e 2 > 0. (n—> )

azaz (1.15.a) teljestl. (1.15.b) fenndlldsa ugyanigy ldthato

be. x

Az elozo 1.14. tétel a kordbbiakkal analdgiat mutat: a
pozitiv mértékd halmazon vald er6s konvergencidbdl itt is
egylitthatofeltételek addédnak. A tovdbbi - bizonyitds nelkdl
kcgzolt - eredmények azonban eltérest mutatnak az abszolut
konvergencidtdl: egy pozitiv mertekd halmazon vald erds
konvergencia csak a majdnem mindenutt valo erds

konvergencidt vonja maga utdn.

1.19. tétel ([16], Theorem 2.)

Legyen X > 1. Ha az (l1.4) +trigonometrikus sor A index
mellett erésen konvergdl egy pozitiv mértékd vagy masodik
kategdrids halmazon, akkor (1.4) egy ,Lp—beli (pz 1)f
figgvény Fourier-sora, tovdbbd az f minden Lebesgue-

pontjdban = = f[[]k



( 1¢t  LP jelsli a p-edik hatvdnyon integrélhatd
figggvények halmazdt, Snf pedig az f figgvény Fourier-
sordanak n-edik részletdsszegét.)

A = 1 esetre is vonatkozik az alédbbi

1.20. tétel ([ 151, Theorem 3.(i))

Legyen A 21. és f€ Ll. Ekkor annak a szilkséges és elegendd

feltétele, hogy Snf---f[I]A majdnem mindendtt teljesiljon,az,
-hogy az f Fourier egyiltthatdi eleget tegyenek az (1.15.a-b)
osszefiggéseknek. |

Azt, hogy az eldz6 tételekben a majdnem mindenitt vald
erds konvergencidt nem cserélhetjik ki a mindenitt vald erds

konvergencidra, mutatja a kodvetkezd példa. Tekintsik a

[oe)

Z cos k x
1.21
}szunk)lm. ( )
fliggvénysort, A >1. Megmutatjuk, hogy (1.21) a (0,2w)
intervallumon erdésen kohvergens, de a végpontokban nem,
vagyis egy pozitiv mertekd halmazon valgd erds
konvergencidbdl nem kovetkezik a mindenitt vald er6s
konvergencia
2 shﬂn%—i)x
2 1
IZ cosk x| = | = ~esE - 5 | S
k=2 2 sin =
2
shﬂn+%b< 1 1 1
S |——=—| + |cosx | +5 £ ———+ |cosx + 5.
i X 2 a3 2
2sin> 2|su@§



n
Innen lé4tszik, hogy x 7 0,27 esetén aljacnskxl kifejezés
k=2
korldtos, tovédbbd az {——_;L—T7XF1=2 sorozat monoton 0-hoz
k(Ink)
tart, ezért a Dirichlet-kritérium miatt az (1.21) sor

konvergens minden x€(0,27T )esetén. Tovdbbd minden x€(0,2m)

esetén fenndll, hogy

n n

1 Ajcosk x Ao 1 1 ' o
STk Ik(]nk)l“ "< o MR 0 () (1.22)
k=2 k=2

(Zérushoz konvergdldé szdmsorozat szamtani kozepeibdl képzett
sorozat szintén zérushoz tart.)

A konvergencia, valamint (1.22) egylttes teljesilése a 0.2
lemma miatt éppen az er6s konvergenciat Jelenti. x=0,2T

esetben az (1.21) sor

[ee)

) Y S

k=2 k(1nk) 11>
alakud. Amirol a
n n
n
1 1 it
- + — 1
2_:k<1nk)l“ 2 (Inz) A g‘ k(lnk)l/A>K+2klnk

becslés (A=1), tovdbbd az integrdlkritérium alapjédn ldatszik,
hogy nmem is konvergens, azaz a 0.2. ‘lemma alapjdn nem

teljeslil az erds konvergencia feltétele.



Az eldézbekben pozitiv mérték(d halmazon vald abszollt
illetve erds konvergencia kovetkezményeit 1dttuk. Most
ratérink a "kozonséges" konvergencia esetére. Ehhez

tekintsiuk azt az

0, ha O E<ST

f(x) = (23

fk(Zx), ha w<x<2m

fliggvényt, amely a (0,T)-n azonosan zérus, a [ m, 2m]-n pedig
A.N.Kolmogorov azon figgvényének erre az intervallumra
zsugoritott transzformdltja, amelynek Fourier-sora mindenitt
divergens ([7]). Ekkor a Riemann-féle elsd lokalizdcid-tétel
([147], 325. oldal) és fk el6z6leg leirt tulajdonsdga alapjéan
az (1.23) alatt szerepld f figgvényrdl megdllapithatjuk,
hogy Fourier-sora a (0,m )-n konvergens, a [T ,2n]-n
divergens. Ez a példank azt mutatja, hogy egy .
trigonometrikus sor pozitiv mérték( halmazon vald kozonséges
konvergencidjdnak kovetkezményeként nem fogalmazhatunk meg
az abszolut 1illetve az er6s konvergencia esetéhez hasonlé
dllitast: 4dltaldban nem mondhatunk tobbet az eredeti
halmazon tortén6é konvergencidndl.

Usszegezve: ahogy a konvergencia fokozatai
"gyengidlnek", gy vonnak maguk utdn egyre "enyhébb"

kovetkezményeket.



Fddigi tdrgyaldsunkban egy pozitiv mértékd halmazon
vald konvergenciadkbol kaptunk eredményeket. Megoldatlan az
olyan halmazok teljes leirdsa, amelyeken az abszolidt illetve
az eros konvergencia a ldtott (100 (1.15.a-b)

eredményekkel azonos dsszefiiggések fenndlldsat vonja maga

utan. E probléma megolddsdhoz visz kozelebb a fejezet
tovdbbi része, a mdasodik kategdrids halmaz fogalmanak
felhaszndldsdval, amelynek f6 érdekességét mutatja a

kovetkezo

1.24. lemma

Létezik nullamérték(G masodik kategorids halmaz.

Bizonyitas:

Tekintsiik a [0,1] intervallumot. Legyen {an}(::1 monoton,
zérushoz tartd szamsorozat. Képezik a Hn halmazokat a
- ak~1
kivetkezé médon: H_ = U HE) ) = = g{mK)  1e¢ pimk)
n k=1 n n i=1 i *

azt a halmazt Jjeloli, amelyet dgy kapunk, hogya ﬁz

(3 = 1, 3, 5, ..., 221) pontok kézil az i-edikre
a

£ = Ly By sway 2k“l) mint kidzéppontra egy -———-—

2Zk—l

nyitott intervallumot helyeziink (27.o0ldal, 1. &bra). Ekkor

hosszusagu

minden n esetén Hn nyitott, sGrd halmaz, amelyre fenndll,
s 4 Ui = " o |

hogy |Hn| a,- Képezziik a H ngl Hn halmazt! Ekkor a 0.14.

lemma miatt H mdasodik kategdrids. Tovdabbd H nullamértéka,

mivel bezadrhatd véges 0Osszhosszisdgd intervallumrendszerbe
ugy, hogy a halmaz minden egyes pontja végtelen sok

intervallum belsejébe esik. x



(2,1)
iy

(L) (1,1 (1)_ +(2,1)
H ™= h Hy™ 7= hy

(2,2)

A(LD | P
A T ' 1y _ 31 1y _ 2
(2,2) (2,2) .
eI i 2p H<2>=h<1,2,uh§1,2>, D22
. 1 2 ,
) 1 2 (7% 1 % 5y (2) 5 &y
. i i Ly §“*§“4 s 1Hy e R
) 4
(2 3) {2,%) <2 3) (2,3) (3)_ v (1,3) (). U (2,3)
(1,3 " (1,3) " (L 3) I (1,3 N4 Hy7= " im0, HyTt= by
L hs n, i=1 i=1
0 1 3 ] 7 LY a2
8 B 8 B 1 178 » 1 g B
H= o H ' (k) oK)
n.n H,= u H , H,= UH
n=1 1" ey 1 R gy 2
da, a ds g
% 4y 2 85
| il g =ag, [ Rl g =a
1. 4bra

LC



'1.25. tétel (A =1 esetben [19], 233. oldal)

Legyen A2=1. Ha az (1.4) trigonometrikus sor |C’O|X - szum-
madlhaté egy médsodik kategdérids E halmazon ( még ha az

nullamértékd is), akkor (1.8) fenndll, azaz

co

Z o (et M <
n=1

Bizonyitas:

Ha g | > 0, akkor az 1.7. tétel miatt a bizonyitds kész.
Legyen most lE] = 0. Az 1.7. tétel bizonyitdsa soran
bevezetett jelolésekkel a IC,OIA - szummdlhatdséag azt

jelenti, hogy az E halmaz minden elemére

(o0}

A=1 A A
2 n" o |cos(nx + ocn)[ < o (1.26)
n=1
Az 1.7, tétel 4dllitdsa (ami megegyezik a Jelenlegi
dllitdsunkkal) a
A-1 A
:E o Tp, ¢ @ L1 .27)
n=n,

fenndlldsdbdél adddott. Ad abszurdum tegyik most fel, hogy

i LA
n Py (1.28)
n=1



Légyen A azon x-ek halmaza, amelyekre az (1.26) kifejezés
véges. Fenndll, hogy E<A. Ekkor a 0.15. lemma miatt elsdll
zdrt halmazok wunidjaként. Ezek -egyike sem lehet sdrd, mert
ekkor a 0.16 lemma miatt [|A| > 0, de ekkor a 1.7. tétel

alapjan (1.27) teljesilne, ami ellentmond az (1.28)

feltevésiunknek. Ekkor tehdt A el6dll 'nemslrd halmazok
unidjakent, azaz elsd kategdérids. Ebbél azonban a 0.13.
lemma alapjdn az adddik, hogy E is els6 kategdrids, ami

ellentmondds. x
A fejezet befejezéseként bizonyitds nélkil kozoljik az

el6z6 tetel erds konvergencidra vonatkozdé megfeleldjét.

1.29. tétel ([151, Theorem 2.)

Legyen A2 1. Ha az (1.4) trigonometrikus sor X index
mellett er6sen konvergdl egy mdsodik kategdrids halmazon
(még ha az nullamértékd 1is), akkor (1.15.a-b) teljesiilnek,

dazaz
n n
1 A ; 1 A _
lim == 3 |ka |"=0 és lﬂmzlkbk| = 0.
k=1 n k=1
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FEJEZET

ABSZOLUT ES EROSEN KONVERGENS FOURIER-SORRAL RENDELKEZ(O

FUGGVENYEK BANACH TEREINEK TARTALMAZASI RELACIOI

A folytonos fiiggvények C

integrdlhatd fiiggvények LP(1 <

terének és a p-edik hatvanyon

p< o) terének értelmezése és

behatd vizsgdlata nyomdn, az ezekben a példdkban mutatkozo
tulajdonsdgok absztrakcidja révén alakult ki a teljes
normdlt linedris terek vagy Banach-féle terek dltaldnos

fogalma.

A) Klasszikus fiiggvényterek

Jél ismert, hogy a 2m -szerint periddikus, [0,2mw]-n
folytonos (valods érték() filiggvények C halmaza az
€l =  sup|£G0)|
0<x<27
normaval; a 2m -szerint periddikus, [ 0,27]-n p-edik
hatvdnyon integrdlhatd fiiggvények LP halmaza az
2w
1 1/
0

normdval Banach tereket alkotnak, tovédbbd I  szintén Banach

tér az

“f”Lw = sup ess|f(x)|

normdaval.



U-val Jjeloljik a [O,Zn] -n egyenletesen konvergens
trigonometrikus sorok Osszegfliggvényeinek halmazdt, amelyrdl

szintén beldthatd ([6], 11-12. oldal), hogy Banach tér az

I £l = sup Is, £l

normaval, ahol Snf jeloli az f fiiggvény Fourier-sordnak n-
edik részletosszegét.

A [0,2r] -n abszolut konvergens trigonometrikus sorok

osszegfiggvényeinek 4 halmaza pedig az

1 A d ( A A
4, = Heo) + 3 (15 m) + |fS(n)|>
n=]1
normdval alkot Banach teret, s6t Banach algebrat a
fliggvények kozdnséges szorzdsdra nézve. ([6], 12-14. oldal).
A A
(Itt fC(n) €s fS(n)jeldli az f figgvény n-edik Fourier
egylitthatdit.)

A fenti .terek tartalmazdsi reldcidi kozidl jol ismert az LP

terek szigord értelemben vett egymdsba skatulydzdsa

LwchchcLl. (L<p<r<owm £2:1)

Vildgos tovdbbd, hogy

AcUcCcl. (2.2)



A (2.2) Osszefiiggést szemléltetjik a 2. dbrdn, ahol az

(o] oo

_ T _ sinn x _ sinn x
Eim) =S £xl El= Lor— o Elml= ) >
n=2 n=1
(f2: Fejér folytonos fliggvéenye, melynek Fourier-sora

divergens [14], 334. oldal)

fliggvények a tartalmazdsok valodisdgdt igazold flggvéenyek.

f4
A
f
3 U
£
. C
i
1 I
2. 4abra

A (2.2) osszefiggésnek felel meg (f€ A esetben) az eldzdleg

definidlt normdk kozti egyenlétlenség ([ 91, 21-22. oldal)

iif!kp < fiEl = lEly = 1€l (2.3)

A klasszikus eredmenyek lezdrdsakeént megemlitjlik az LP

terek reflexivitdsat:

_((LP’)*>*=LP (2.4)



aml azonnal adddik az

*
a®)” =19 (l<p<e; =+==1)

Q=

1
p

osszefiggésbsl ([14], 308. oldal), ahol B* jeloli a B

linedris operdcidinak Osszességét, a B dudlisat.

B) Az AA, Ak, SA, Sk terek
Elészor a klasszikus A tér 4dltaldnositdsi céljdbol
bevezetett AA, Ax halmazok definicidi:
A 1
A" = {feL” : s f~ £lzly, m.m. al0,2n]-n}
gt = {fEC = s £+ f[IIX egyenletesen a [0,27]-n}
Bizonyitds nélkul adunk kritériumot a fent definialt

halmazokhoz vald hozzdtartozédsra vonatkozdan:

2.5 tétel Legyen A =1.
i) ([12]1, Theorem 3.)

f € AA akkor és csak akkor, ha f&€ C es

[ee]

N A ‘
2 k>‘~1<1f (k)| + ;f(k)l>>\<°° (2.6)
k=0 & .

ii) ([ 131, Theorem 4.1i))

te A akkor és csak akkor, ha feL" és (2.6)

fenndall.



Az eldz6 fejezetben szereplé Denjoy-Luzin-tétel alapjén
vildgos, hogy Al = Al = 4. Ha pedig A >1, akkor AAC:AK, ahol
a valdédi tartalmazdst mutatja az

[ee]

_ cos k X
£x) = &4 1 30% (2.7)

k=3

figgveny, amelyrdl beldtjuk, hogy fe€ AA\AA.

Ehhez ad segitséget a kovetkezd

2.8. lemma

Ha a, 2 0 (k =0,1,2,...) és
“2 (2.9)
akzoo
k=0
tovabbd az f figgvény Fourier-sora
a [ee]
—2-(-)-+ Zakcoskx (2.10)
k=1

akkor az f figgvény nem lehet folytonos az x=0 helyen.

Bizonyitds:

Tegyik fel az 4llitds ellenkeztjét, azaz azt, hogy f
folytonos az x=0 helyen. Ekkor Fejér tétele szerint e
pontban a Fourier-sor részletdsszegei szamtani kozepeibdl

képzett

0
5p(0+ 51(0) + ... + s (0) | (2.11)

n+1



sorozat konvergdl az f(0) értékhez. (2.10) alapjén

a, n
5,000 =5 + Yo
k=1

ezért (2.9) miatt
sn(O) - o, ha n - «,

Igy minden M(>0) szdmhoz van olyan v, hogy ha n > v, akkor
sn(o) > M.

Legyen n> 2v+1, ekkor

59C0) + .. +5,(0) + 5 ,(0)F ...+ sn(oA) §
n+l
>'50(0) + ;;i + Sv(O) N nil Bl B
> n—J;-_l (n-v )M >-1\2il ,
ami éppen azt Jjelenti, hogy a (2.11) sorozat valddi

divergens. Ez elentmondds, igy lemmdnk bizonyitdst nyert. x

E lemmdt alkalmazhatjuk a (2.7) sorra, hiszen aO:al:aZ:O,

o ; >
8 Tk (k> 3) esetén a.z i,

adodik, hogy

az 1integralkritérium alapjdn



1
];3 kInk

igy (2.9) teljesiil, tovdbbd a

< o)

k21n2k
miatt (2.7) a Riesz-Fischer-tétel alapjdn egy négyzetesen
integrdalhate f filiggvény Fourier-sora.

Osszefoglalva: a 2.8. lemma alapjén f€ C, igy a 2.5. tétel

A
miatt f € Ak \ 4.

A klasszikus filiggvénytereknél latott & A norma A
indexes vdltozataként bevezethetd az
1M e el A /A
il = (31 Tt et g ) (2.12)

n=1

A

norma, amelyrdl beldthatd, hogy vele az A halmaz Banach

teret alkot. ([131,Theorem 6.)

2.13. megjegyzés ([9], 49. oldal)

Ha £ € A (A=21), akkor lim ||f-s fll A = 0.
n-o n
Valdban, figyelembe véve az
A
f (k) , k=0, 1, 2, s N
c
A
(s £) (k) =
0 , k = n+l, n+2,
A
fS(k) s K = 1, 2, , N
A

(Snf)s(k)

0 , K = n+l, n+2,



Oosszefuggéseket, a Fourier egyitthatdk additivitdsat

kihaszndlva

| £ - s £ ||Ax =
o 1
A
~ /l A A 3 K= B B A A |A ~ A A =
= \§|fc(o> ~(s £),0)] +Zk ]fc(k) (snf)c(k)| + £, (k) (snf)s(k)l
k=1 1
> A A _)\_
= ( 2 et (]fc(k)lX + |fs(k)l)\)> v
k=n+1
ami lévén a (2.6) sor maradéka, az f € AK feltétel miatt

zérsuhoz tart, ha n - o, x

Banach terekkel kapcsolatban gyakran felmeriilé kérdés,
hogy Hilbert teret alkotnak-e, azaz szdrmaztathatjuk-e a
normdt egy skaldris szorzat-fogalombdl. Tudjuk, hogy egy
Banach tér akkor és csakis akkor Hilbert tér, ha a Banach
terbeli normdra, bdrmely két Banach térbeli f, g elempdrra

fenndll az dn. paralelogramma-azonossdg, azaz
2 2 2 2,
lE+gll +I1£-9gil =2||£] +2[g] (2.14)

Az AA terekkel kapcsolatban egyedil a A =2 esetre adhatunk

kedvezs vdlaszt, tehat csak az A2 tér Hilbert tér. (f101,
Theorem 1.)
A E 2, A > 1 esetben a vdlasz tagadd, amelyhez tekintsik az

f(x)s=

N

g(x) = cosx flggvényeket.

b



Ekkor (2.12) alapjén

/A 1/
I = (3 Nl =1 el =l esip= G

amikkel 3 (2.14) paralelogramma-azonossdg A # 2 esetb=n nem

teljesiil, tehdat A® , A # 2 nem Hilbert tér.

Az AA halmazok vonatkozdsdban nyilvdnvald, hogy az g4

Banach tér az | 41 normdval.

Természetesen merul tel az a keérdés, vajon az

AA A > 1 esetben is Banach teret alkot-e az

iAA normdval?
A védlasz tagadoé: vegyink egy f € AA\AA fliggvényt (ilyen,
mint lattuk, 1létezik), amirdl a 2.13. megjegyzés alapjén
nyilvédnvald, hogy {Snf} ::O Cauchy-sorozat, wugyanakkor

hatdrertéke nem tartozik AA -ba, tehat 1igy Ak nem teljes

tér az l'|7AA normdaban. A fenti norma azonban javithatd, ezt

mutatja a

2.15. tétel ([9], 13.16. tétel)

Ax Banach teret alkot az
IENA = el + £l (2.16)

normdval. (A 2 1, f€ AA)
Hasonld tipusd dllitdsok igazoldsdhoz ad hasznos segitséget

a kovetkezo



2.17. lemma
Legyenek A, B, C olyan Banach terek az ||° IA’ I e HB,[P HC
normékkal, amelyekre (AUB)=C, ANB # g, tovdbbd bdrmely

f€A, g€ B esetén vannak olyan Ky s KB konstansok, amelyekre

HEllc = KallEll, o g llc = KllEllg - (2.18)

Ekkor AN B is Banach tér az

| (2.19)

e

I g = A B

normaval.

Bizonyitds:

Nyilvdnvald, hogy (2.19) olyan normdt definidl A N B-n,
amellyel az normdlt linedris teret alkot. Meg kell mutatni a

teljességet is: legyen {fn} ::l Cauchy - sorozat AN B-n

az I.HAITB normaban, azaz bdrmely € (>0) -esetén van

olyan Vv= v(g), hogy ha m,n >v, akkor

| £ < €

n %nHAnB
fenndll. Ekkor a (2.19) alapjan n,m > v esetben

£

i[fn - %nHA <g 1lletve JIE _JHIHB< £ (2.20)



Mivel A, B Banach terek a megfeleld normdkban, a (2.20)
alapjédn kapjuk, hogy vannak olyan fAE A, fBE B filiggvények,

amelyekre

Lim || £ - £l =0, ;Lllm £, - &llg =0 (2.21)
n->o et

tovdbbd kihaszndlva a (2.18) egyenldotlenségeket

um || £ - fllc =0, lim || £ - f5llo =0 (2.22)
n-+oo n-o

Mivel C értelmezése alapjan fA, fBE C 1is, ezért minden n

esetén

HfA_f

amib6l (2.22) alapjén fA: fB: fO addodik, de ekkor fUE AN B

is. De ekkor (2.19) és (2.21) alapjén
lim || £ —f || = lim || £ £ ||, + lim || £ -£.]||
- n 0"ANB negs D 0"A — n 0'"B
ami azt Jjelenti, hogy az fU az {fn}(zzl sorozat hatdarérteéke

az ANB térben az ”'”AnB normaban, tehdt ANB a (2.19) alatti

normaval teljes. x

Visszatérve most a 2.15. tétel bizonyitdsdra, A = 1 esetben

a (2.16) alatti norma a (2.3) egyenlotlenség és a latott

1

al - 4l - a Osszefiiggés miatt ekvivalens a (2.12) alatti



normdaval, igy a tételiink dllitdsa igaz. Legyen A> 1. Ekkor a
2.5. tétel alapjan nyilvénvalé, hogy 4%= Anc és (A*ncxl?.
sot, a [9], 6.21. 1lemma alapjdn ebben az esetben az /i\CL2

relécié teljesiil, tovabbs feA esetén
£l 2 <2m [[£]],A

Figyelembe véve még a (2.3) egyenldotlenséget, teljesiilnek a
2.17. lemma feltételei, amelyek maguk utdn vonjdk a 2.15.
tétel d11itasat. x

Az Ax (A > 1) halmazt Banach térré tevd normdk keresése

soran meridltek fel az aldbbiak:

1

i y
||f|hxll = sup |( }E K l|skf - sk_lflk> + ‘snfllb

o k=n
1
L o A=l e .
ey o= 10 3 ¥ et - s ) llg + el
k=0

FENA 3= IENA+ [E g

amelyekrdl igazoldst nyert a pdronkénti ekvivalencia, és az a
tény, hogy béarmelyikiikkel az AA (A 21) halmaz Banach teret
alkot. ([12], Theorem 5., Theorem 6.i))

Az AA terekkel kapcsolatban is felvethetd, hogy
Hilbert teret alkotnak-e. Szintén az f(x) = % , g(x) = cosx

figgvények segitségével gydzodhetink meg arrdl, hogy a



(2.14) paralelogramma-azonossdg még a A = 2 esetben sem

teljesiil, ugyanis

(3 Il -1l Il =1l A
1
Y i,
r = - 1/(1\}
5 3 §<<§> +1)
g 1 1 2
1 1
c 3\ 3 ;leu
g > 3 >\\2
1 1
3 1

| w
M
—_—
N W
N
>
+
[
N

SO

igy az AA Banach terek nem alkotnak Hilbert teret (A2 1).

A A : it . .
Az A, A halmazok mintdjdra az er6s konvergencia

esetére bevezethetjik az SA, sA halmazokat:

s" = {f € Ll : snf -~ f[I]A mem-al0,2n]-n}

S"={fecC : snf - f[I]X egyenletesen a [0,2n]-n}

Itt is bizonyitds nélkil adjuk meg a fenti halmazokhoz vald

hozzdtartozds kritériumat:



2.23. tétel ([17], Theorem 1. i), ii))

Legyen x> 1.

i) f€ 8§ akkor és csak akkor ha f€C és
n
A A
lim = Zk*(lf x)| + |£ (k)l)A = 0 (2.24)
n+1l c s
N> k=0

ii) fe 5 akkor és csak akkor, ha fEﬁ' és (2.24) fenndll.

A
A 2.23. tétel alapjdn vildgos, hogy s < §(Az 1),
ahol a tartalmazds valddisdgat mutatja (2.7) alatt mar

szerepelt

fiiggvény, amelyrdl 1attuk, hogy feC, igy a 2.23. tétel
alapjan f € SA‘\SA.

Az |'|%X megfeleldjeként az
n L
A A ANA
1 A
| fllgr = sup(m 2 (k+1) (lfc(k)l + |fs(k)|> ) (A > 1)
& k=1
normdrdl megmutathatd, hogy az SA halmazt Banach térré

teszi. ([13], Theorem 3.)
gz & halnasdk vonatkozdsdban, az AX, 4 halmazokhoz

hasonléan megkérdezhetd, hogy Banach teret alkotnak-e az

A A

H -HSA normaval. A tagaddé vdlasz az A, A halmazoknal

ldtott gondolatmenettel analdg mddon igazolhatd. Azonban az

SA norma itt is médosithatd, ezt mutatja a
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2.25. tétel ([9]1, 12.16. tétel)

Az Sx Banach teret alkot az

Ieligh = Ielgh + Il
normaval. (A > 1, f € SA)
A bizonyitds most is a 2.17. lemma alapjadan torténhet. A
2.23. tétel alapjdan nyilvdnvald, hogy Sx = Sxﬂ C, tovabba
(SAU Ck:@ . Sot a [9], 11.7. lemma alapjéan SXC L2, valamint

f €S\ esetén.

€2 < Ky-ll£ llgA

Figyelembe véve még a (2.3) egyenldtlenséget, a 2.17. lemma

miatt adodik tételink 4dllitédsa.*

Az SA esetén is meridltek fel mds alakud normék:

n i
1 A\
Il o= sy X 10s e - ks £11) I
= k=0
n il n 1
) A AW, (1 AW
el 1= sty Tt - st Mg 2 s Pl
= k=0 k=0
n 1
1 A A\
Il = swpll(zay 2 K IsyE - st lle + 1E I
n =03
“f”S)\’:;: “f“S)‘ + HfHU (A > 1)
amelyekrol szintén belathatd, hogy ekvivalensek ¢€s

A

barmelyikikkel S (A 2 1) Banach teret alkot.

([12], Theorem 1., Theorem 2.1i))



Az “f”Sl,Z bevezetése és ”flbl,o -al vald ekvialencidja

taldalhats [1]1-ben.

Az
A - A A _l_
1 A A=l A A\
NEllgr 4= (ilfC(O)l + su;i n 2(\fc(k)| + £ (0| >)
i k=n

A

([91, (14.10)) s"-n 0 >1) értelmezett normdval fenndll a

2.26. tétel

Az SA Banach teret alkot az

el 4= NElA 4 + NEly

illetve az

el o= Elh o+ £l

normdkkal (A > 1, f € SA).

A bizony{itds a 2.25. tétel bizonyitdsdhoz hasonléan, a 2.17.
lemma alapjadn torténhet, figyelembe véve a [9], 14.9. tételt
és az ott szerepld (14.11) egyenlotlenséget. *

A kovetkezokben rdtériink az el6zoleg bevezetett terek
részletes tartalmazdsi reldcidinak vizsgdlatdra. Az ezzel
kapcsolatos elsd eredmény: a 0.3. lemmdn alapuld osszefligges
az SA . SA terek egymdsba skatulydzottsdgdra, ami analdg az
LP tereknél mar latott (2.1) relécidval:

SAC sH illetve SAc gH (A > p=>1) (2.27)



ahol az s>‘c:su tartalmazds valddisdgat a késdbbiek sordan

mutatjuk meg a (2.42), (2.43) osszefiiggések segitségével.

Az AX ) AA terek esetén nem dllapithatunk meg hasonld

tartalmazkodast, ezt mutatja a

2.28. tétel ([12], Theorem 4.ii); [13], Theorem 4.iii))

Az AA és aY illetve az AA és M ©Bsszehasonlithatatlanok.

(x> u =21)
A bizonyitas elott eldrebocsdjtjuk az alabbi fontos

segédeszkozt:

2.29. lemma

Ha az {e T szamsorozat (tdgabb értelemben) monoton

£
n- n=1
csokkenve tart zérushoz, akkor a

oo

2:52 sinn x
=1 0 n
fiiggvénysor [0,2n] intervallumon egyenletesen konvergens.

Bizonyitds:

Bevezetve az
N

_ sinn x .
FN(X)—- }5 . i S S

n=1

jelolést, kdnnyen beldthatd, hogy
N N-1

sinnx _ _ _

n=M+1 k=M+1

FM(X)



Innen, felhaszndlva, hogy IFN(xj < 1 +m(N=1,2,...) ([14],

332. oldal) kapjuk, hogy

N
in
|Z en—s——r{l“%s2eml(l+ﬂ)<e

n=M+1

Feltéve, hogy M elég nagy, dllitdsunk addédik a fiiggvénysorok
egyenletes konvergencidjdara vonatkozo Cauchy-féle

kritériumbdl. x

A 2.28. tétel bizonyitédsa: (Csak A s aM esetére. )

Legyenek
) - .
£ = L PRX ag goo = ) —SREX |
=0 , 20A-5) 2=1 2(n(L+1)) (2.30)

Megmutatjuk, hogy X > p > 1 esetben

A A

feM g f£e4 illetve geA” de g€ 4 (2.31.a-b)

Az f fiiggvényt definiélé figgvénysort majordlja a pozitiv
=1

taglu, konvergens ZA kvéciens( mértani sor, igy a majordlt
figgvénysor abszolit €s egyenletesen konvergens. A g
figgvényt definidlg fiiggvénysor a 2.29. lemma miatt

konvergdl egyenletesen. Mivel folytonos fiiggvényekb6l 4116,
egyenletesen konvergens fliggvénysor oOsszegfiiggvénye is
folytonos, fgy f,ge C. Fenndll az is, hogy mindkét figgvény

definidlé figgvénysora, egyben Fourier-sora is, azaz



= h L 0
L a n=2"; 2=0,1,...
A 22G'A)
fC(n) =
0 ; kilonben
A
fs(n) =0, n=1,2,

o)

=5 1 T P %
Zn“|%mn%=2-zhi)<%de Y o' et s Xl
n=0 =0 2 X 2=0

n=0

igy a 2.5. tétel i) alapjan (2.31.a) bizonyitds nyert.

Tekintve, hogy

A A 1

gc(n) = 0, m=l,2,.¢ gs(n):————————I =l , 2, .
n(2n(n+1))"
s
© % oe] [oe) & o]
u-1 U 1 I A-1 A 1
2_ n Igs(n)l = ; m = x, de g n Igs(n)| = 2_4 v
n=1 n=1 n=1 n=1 e

n(&n(n+) M

ugyancsak a 2.5. tétel i) alapjdn adddik (2.31.b). x
A 2.28. tétel "Osszehasonlithatatlansdgi" kapcsolatédn

javit a kovetkezd eredményiink:

2.32. tétel ([2], Theorem 1.)

Ha A > u > 1, akkor

AA n Al c % Al ) £2:.33)

ahol a tartalmazéds valddi.



Bizonyitds:
b 1 . A=l A=l ) .
Legyen f €4 n A , tetszdleges. A -1 €S = kitevdkre

alkalmazott HGlder-egyenldtlenség alapjdn nyerhetd a

. N o’ x(u-l) 2 K—u
Y KT o |+ E 0 M = Zk“ l({f (k)[+if o A (\f () [+]£ 00 )
k=1 k=1
- A(u=1) A-1 %:% © " i A-u
< Z(k“ L2 o[+ 200 ) #T ) e (2 (12200 1+12g00 | )7 =
S= k=1

oo

=1 A—U
-1 (2([f (k){+f (k)|)>A L

>J'E

A A
= (2 T E G0 [+ £ 0 D )
k=1

becslés, és 1igy a 2.5. tétel i) alapjan feaH , valamint a
mar tudott f e 4l miatt fea"nat A tartalmazas valddisdgdnak

igazoldsdhoz tekintsik az

(o]

{17
flm-Z —oS2 X (2.34)
2=1 S(1 >\) )
fdggvényt. A 2..28., tetel bizonyitdsdban ldtottakhoz

hasonldan mondhatjuk, hogy fl€C. Tovdbba

A
{ >\— l:oo
SHNOIPUEIDWE :

=1 &1
fgy a 2.5. tétel i) alapjén f, € 4" de ha x>u=1, akkor
[o0] /\ 0
2 M) kM = ) A N
k=1 1l'c =1 11 E ’
AN TGEL )

ezeért fIE/ﬁlnAl.x



Az azonos tipusu terek utdn tekintsik a kiulonbGzbéek
kapcsolatat, ami az erds konvergencia koztes Jellegét

mutatja:

2.35. tétel ([12], Theorem 4. i); [13], Theorem 4. iv))

Legyen A > 1. Ekkor

Ae %< U , A" < S (2.36)

ahol a tartalmazédsok valddiak.

Bizonyitds: (Csak AK = :ﬁ‘c U esetre.)

Elészor az AA(Z SA tartalmazdst mutatjuk meg. Legyen f € AA.
Ekkor a 2.5. tétel i) miatt f € C ¢és a (2.6) feltetel

teljesul. Tovdbba X = l-re

n n

%1_2 kA<[§c<k>|+|/f\S<k>\>As D, k)‘_l(lgc(k){+[gs(k)l)>\
k=0 k=0

minden n esetén, ezért (2.6) fenndlldsa maga utdn vonja

(2.24)-et, tehdt a 2.23. tétel i) alapjéan f € SA, azaz AKCSA-

A tartalmazds valddisdgdnak igazoldsdhoz tekintsik a (2.34)-

ben szerepld fl figgvényt. Errél a 2.32. tétel bizonyitdsa-

ban lattuk, hogy flé Ak, A >1. Most megmutatjuk, hogy

ZN < n < ZN+1 vdlasztdssal
n B N 22+l—l " N 0
| y . 2
= > M ot & 2 2 . kM) o A= Y 2 <
k=0 2 =0 k=2’ 27 g=1 -
N
1 2 1
= et S -
< K N T < K Tog,n 0



azaz (elismételve a 2.28. tételben mondottakat) f, € SAx>1.

A
Tehat f, € 5 \‘A& A > 1 esetén. A = l-re nézziik az

©

f-lx) = sin k x
2 kz:‘ L KIn &+D

fidggvenyt, amelyr6l megdllapithatjuk, hogy f2€ C. Az eldzb

fejezetben szerepelt Denjoy-Luzin-tétel alapjdn mondhatjuk,

hogy f2 g Al. Azonban (a 2.29. lemma segitségével) kdnnyen
ellendrizhetd, hogy f2 € SA A=1, mivel

Loy A 1y

HII}EO g I(f2>s<k>l - mkg()(ln(kﬁl)))\ ’

Igy £, € st o\ al.

Hédtra van még az SX c U reldcié igazolédsa. A (2.27) Ossze-

1

fiiggés alapjan S <= S* (A > 1), igy elegendd az st

tartalmazdst megmutatni.
f € Sl esetén az Sl halmaz definicidja és a 0.3. lemma

alapjan vildgos, hogy f € U is teljesil. Az

8

+ coskx + sinkx
k=1 .

f5(x) =
figgvenyr6l pedig megmutathaté, hogy a "+", "-" el6jelek
majdnem minden eloszldsa esetén f3 € U N\ Sl. ({15], Theorem
4. ii)) (A majdnem minden eldjel eloszlds azt Jelenti, hogy
kihagyJuk azokat az eldjeleloszldsokat, amelyekben legfel-

jebb véges sok "+ vagy véges sok - jel szerepel, az

ilyenek szdma megszamldlhatdan végtelen. )x
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Végezetil egy 0Osszehasonlithatatlansdgi kapcsolat, a
A
mdr (2.33)-ban l4tott al_en belili tartalmazkoddsban 4 nem

csereélheto Sx—ra:

2.37. tétel ([2], Theorem 2.)

Legyen A > up > 1. Ekkor
s* n 4 és A% n o4l
O0sszehasonlithatatlanok.

Bizonyitéds:

Legyen f1 a (2.30) alatt szerepls f fiiggvény:

00}

')
cos 2”7 x
fl(X) = & T 1
,Q,—OZ.Q( l‘x)
amelyrél lattuk, hogy fl € AU, de flz AA, A>u=21 (2.31.a).
Most megmutatjuk, hogy fl 4 SA, A>wu=21. Valdban, ha
e g gL
n N 22 N N
1 Ay R A 1 Ly o A1 }5 9, 1
2= Y B e 5 )" = Y1 KIE) k)= =222,
n+l£§l 1 2N+l =1 k=2£ l+l I'c 2N£%=l 2
; : ; 5 A
ezért a 2.23. tétel i.) alapjdn flE s° .
Legyen most (A > u > 1)
o [ l+i5% 1]
e _ cos[2(Rog(2+1)) u-1l+1llx ¥
Folx) = )y 0% g 2 L
2=1 Al

2(20g(2+1))1TE

ahol "[ 1" az "egész rész" jelclésére szolgdl. Lathatd, hogy

f2 € Al. Mivel



o)

o - =1
2" e 00 F> X 24 Hegog(asny)H e 1 = =,

b=l M (Rog(a+1))HTHE

igy a 2.5. tétel i.) alapjén f, ¢ 4"
He
Bevezetve a k2=[z (1og(2+1))1+53l+l] jelolést, k <n< kN

vdlasztdssal kapjuk az alédbbi becslést:

n N kz "
= Y@ It DM s Y 2 K () 0|t =
= N1 g=1 ke, 4
N 1+HE UE
u-1 +1
Zkl(fﬂk)l_ 1 2 (sz(zog:;(fwl))HEA y »
kN—l =1 k-1 971 (R(pog(e+1))178)
N gA 3 eA
< ?Z(mg(zﬂ))“ b gt <
Rop 22 "
2
N(Log (1 )M L 1
gt 2o < K -0 (N - )
14 HE ArHsE 1-eA7H
(N~-1)(20gN)™ p-1 (tog N)™ “p-1
. . . " A
innen pedig a 2.23. tétel alapjdn f2 € S
g A
Usszefoglalva: f, € s n Al, de £, € 4" n Al, mig £, &N Al,

de £. € 4" n al

2 , €s ezzel a 2.37. tételt bebizonyitottuk.x

Foglaljuk Gssze a tartalmazdsokra vonatkozd eddigi

eredmenyeinket! A (2.27) és a (2.36) Osszefiliggések alapjén

az

U U U (A >u > 1) (2.38)



reldcid-sorozat adddik, amellyel analdg irhatd fel az AA 3 SA
(A 2 1) halmazok esetén is. A (2.24) Gsszefiggésben
eléfordulé kapcsolatokat illusztrdlhatjuk a kovetkez6
fdggveényekkel, melyek kozidl néhdnnyal mdr taldlkoztunk, de

most Uj indexekkel ldttuk el azokat is:

oo

2 COoSs 2£x

I

f.o(x)
' T
. 2Rl
2
fz(x) - 2 cos 2 xl
L sy o
o5} 2 H .'Q’u
f5(x) = 2 B ;e (e > 0)
k=1 k(An(k+1))™ -
ink x
D) B
4 2 koD
ink x
g Full & 2 sin
> k=1 k(&n(k+1))T/H
fé(x) = 2 oosZQ'x
- i
JLO—Ol 22(17)
Z cosZQx
f7(><) = S
=1 22(1TJ)
o _*_IJS
}E cos[l(zog(2+l))l =L 1lx iy —1
f (X) = (0 < g < = )
8 =1 2(fog(2+1))F*E =

f9(x) = fl(x) + fS(X>

£000 = £,00 + £,(x)



m. el6jeleloszldsra

fll(x) = fl(x) - f4(x)
flz(x) = fS(X) + f6(x)
le(x) fa(x) + f7(x)
_ + coskx + sinkx
fla(x)_z— k ,m.
=1
Ezekrdl megmutatjuk, hogy

foenat, fged, a>pz1
£, € s, A1

1 u u
iged s o, &68 01
fZQSK, )\>u>l
t,€ na

=1 2
€ DAt Eydd

A1
fg €4, £, ¢ A4, As>uz
g.edh, & @ ., Asuz
t, € £ . isuzi
£ € al £,e 4, £, €8, u>1
fg € F'o8 « Teds. xrpsi
£y € AN udfualhy, asus1
£ A% W u 5 By L
BN AN @A Al
£ @ s NN e
o 5 NFInat b1
fo€UN St

.39
.40)
L41)
.42)
.43)
44)
.45)
.46)
L47)
.48)
.49)
.50)
.51)
52
.53)
.54)

.55)



A 2.3Z. tétel bizonyitdsdban beldttuk (2.39)-et, most

megmutatjuk (2.40)-et. Valdban, ha 2N = n %X 2N+l, akkor
+
- A
- p AT [(f s b 3 22 () 0 | =
k=0 2 =0 k=2
i N
Ly 2* L2 1
= — — < — — £ K -0 (n - 0) ’
e 2NN %og,n

A
igy a 2.23. tétel i) alapjdn fl€ S . Mivel £, analdg f,-el,

ezért a (2.39), (2.40)-nek megfeleld (2.41) fenndll. Azonban

N - & 2N+l

25 S esetben

o
A
221 k' 1(f2>c(k)IX B

Mz

A
Z (£ 0] 2

n+l ML o1 k=2
A
N A
w R
ST ELNE
N+l ) 3 '

A
igy f, € & A>u> 1, azaz (2.42) is teljesiil.
Megemlitjik, hogy f2 mutatja a (2.27)-beli SAC: s tartal-

mazds valddisdgdt, a (2.41), (2.42) alapjén.

Mivel
zkx_l“%)c(k)lxz )y e S ®
k=1 k=1 k(n(k+1)) ' ~'¢
A
a 2.5. tétel i) alapjédn f, € 4" X = 1, tehdt (2.43)

3
fenndll. Vildgos, hogy f, € Al, masrészt ha A > 1

oo oo

b3 k'\_llc/f\4>s<k>¢A = ) - < =,

k=1 k=1 k(2n(k+1))"




igy f4 g A% amivel (2.44)-et is beldttuk.
(2.45), (2.46) teljesiilését a 2.28. tétel bizonyitdsdban
igazoltuk, mig (2.47), (2.48) fenndlldsa a 2.37. tétel
bizonyitdsdban  szerepel. Mivel f7 f6—tal analdg, ezeért
(2.48) a (2.46) ¢és (2.47) megfeleléje. A (2.50)-(2.54)
Oosszefliggések az dsszeg-tipusd figgvények tagjainak
tulajdonsdgai alapjdn adddnak. (2.55)-0t pedig a 2.35. tétel
bizonyitdsdban igazoltuk.

A (2.38) reldcidét a (2.39)-(2.55) kapcsolatok ¢és a
Zadlas 2.3, téteiek figyelembe vételével illusztrdlja a 3.
dbra. (58. oldal)

Befejezésiul megemlitjlik a klasszikus LP  terek (2.4)
alatt latott reflexivitdsdval analdg eredményt, az

A
A" (A > 1) terek reflexivitdsat:

et y®yE o

(91, 10.1. tétel; 10.36.; 10.37. kdvetkezmény)



58 =~

2
fg
£ £
1 6 .
£11 f1o
AU
£
2 9
A
5 12 13
SU
£14

5.

dbra
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