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1. Bevezetés

Jelen oOsszefoglalas fejezeteinek, definicidinak, és tételeinek szamozdsa a konnyebb
azonositas végett az értekezésbeli sorszamozasukkal egvezik meg.

Jelolési konvenciok

A valés skalarokra a kisbetis, az intervallumokra pedig a nagybetis jelolést hasznal-
juk. A wvaléds, illetve intervallumvektorokat félkovér szimbolumokkal, a vektorok ele-
meit, illetve pont- és intervallumsorozatok elemeit pedig alsé indexeléssel jeloljik. R a
valés szamok halmazat, [ a valds intervallumok halmazat jelenti. Egy D C R” halmaz
esetén [(D)-vel jeloljiik azon X n-dimenzids boxok halmazit, melyekre X C D. A
valés fiiggvények jelolésére kisbetiik, az intervallumos befoglalé fiiggvények jelolésére
a megfelel6 nagyvbetiik szolgdlnak.

Intervallum analizis, befoglalé fuggvények

Valos intervallum: R elemeinek azon nemiires, zart és korlatos részhalmaza, melyre
X=X, X]={r€eR| X <z < X}, ahol X, illetve X jeloli az X interval-
lum alsé, illetve felsé korldtjat. Intervallumok szélessége a w(X) := X — X mddon,
intervallumok relativ szélessége pedig az aldbbi formuldval definidlt: w,o(X) =
w(X)/(min{|z| | x € X}), ha 0 € X, illetve w,(X) := w(X) egyébként. A valds
szamokon értelmezett elemi miuveletek intervallumokra vonatkozo kiterjesztései az
XoY  ={zoyl|lze X, yeY} el oe{+,—, -/} formula dltal adottak.
Intervallumvektorokon végzett elemi miveletek komponensenként definidltak. Ha ¢ :
D C R — R egy valds, standard matematikai fiiggvény, mely folytonos minden D-beli
zéart intervallumon, akkor ¢ intervallumos kiterjesztését a ®(X) = {p(z) | z € X}
formuldval definidljuk minden X € I(D) esetén.

1. DEFINIC10. Az F : 1" — I intervallumos figguény az f : D C R* — R fiigguény
befoglalé fliggvénye X € I(D)-n, ha minden' Y C X esetény € Y-bdl f(y) € F(Y)
kovetkezik.

4. DEFINfCIO. Az F : 1" — 1 befoglald fligguény izoton tulajdonsdgi az X € 1" boxon,
ha minden Y, Z C X ésY,Z € 1" esetén' Y C Z-b6l F(Y') C F(Z) kévetkezik.

5. DEFINICIO. Az F : 1" — 1 befoglald fiigguény konvergencia rendje o > 0 (vagy
mdsképp fogalmazva, F a-konvergens) az X € 1" bozon, ha létezik olyan ¢ € R
pozitiv konstans, hogy barmely Y C X, Y € 1" esetén

w(F(Y)) —w(f(Y)) < c(w(Y))*
teljesil, ahol f(Y) az f (valds) figguény értékkészletét jeloli Y -on.
7. DEFINICIO. Az F : 1™ — 1 befoglald fiigguény teljesiti a zérd-konvergencia tulaj-

donsdgot X € 1"-en, ha w(F(Z;)) — 0 teljesil minden olyan {Z;}, Z; € 1", i =
1,2,... intervallumsorozat esetén, melyre Z; C X, valamint w(Z;) — 0.



A vizsgalt optimalizalasi feladatok

Legyenek f és g; (j =1,...,r) az Xy n-dimenziés intervallumvektoron értelmezett,
és a teljes X g-on folytonos valds figgvények. A vizsgalt feladatosztalyok:

min *
nig f(a) )
(korldtozd feltétel nélkili feladat), illetve
min f(z).
s.t. gj(m) < 07 j - 17"'7T7 (**)
T e XQ,

(egyenldtlenség alaki korldtozd feltételeket tartalmazd feladat). Mindkét esetben f
osszes globdlis minimumhelyének és a minimum f* értékének meghatarozasa a cél.

Az intervallumos korlatozas és szétvalasztas tipusi algoritmus
f6 1épései
Az algoritmusban két listat aktualizdlunk: a tovabbi feldolgozasra vard boxokat az

Ly Munkalistdban, a megéllasi feltételt teljesité boxokat (a minimumbhelyek esetleges
befoglaldsait) az L5 Eredménylistaban taroljuk.

Az intervallum-felosztasi irany valasztasa. Az aktudlis Y box felosztdsa a k-
adik komponensre merélegesen torténik meg, ahol k := min{j | j € {1,2,...,n},
D(j) = maxi_, D(i) }.

‘A'—stratégia: D(i) .= w(Y).

‘B'-stratégia: D(i) == w(V;F(Y)) - w(};).

‘Cr=stratégia: D(i) := w(V;F(Y) - (Y; — m(Y7))).

‘D’-stratégia: D(i) = wye(Y7). (wre(X) az X relativ szélessége.)
Intervallum-felosztdsi szabdlyok. Hagvomdnyos felezd (bisection) stratégidk: az

aktudlis boxot két részre osztjuk. Multisection: két, vagy tobb irdnyban tobb részre
darabolunk. Uj tipusi (adaptiv) felosztédsi szabalyokkal a 3. Fejezetben foglalkozom.

Gyorsito lépések. Az értekezés algoritmusaiban alkalmazott gvorsitotesztek: lehet-
séges megolddsok tesztje, kozépponti (kivigasi) teszt, monotonitdsi teszt, konkavitdsi
teszt, intervallumos Newton-lépés. Probléma-specifikus gyvorsitotesztek kidolgozasara
a 4. Fejezet mutat példat.

Intervallum-kivalasztasi szabalyok. Moore—Skelboe-szabdly. Valasszuk a kovet-
kezd 1épésben felosztdsra azt a Munkalistabeli Y boxot, melyre F(Y') minimélis.
Hansen-szabaly: Vialasszuk felosztasra azt a Munkalistabeli Y boxot, amely a legré-
gebben szerepel a Munkalistan. Tovabbi, heurisztikus mutatokon alapulé kivalasztéasi
szabalyokkal a 3. Fejezet foglalkozik.

9. DEFIN{CIO. Tekintsik a felosztdsra kivdlasztott boxok dltal adott {Y ;}3°, sorozat
(egymdsba dgyazott boxokbdl dlld) konvergens részsorozatainak hatérértékeit. Legyen
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ezen hatarértékek halmazdanak unidja A C Xy. Fkkor a vizsgdlt algoritmus valtozatra
azt mondjuk, hogy az az A halmazhoz konvergdl.

2. Multisection felosztasi szabalyok

A disszertéci6 2. Fejezetében néhdny, tobb koordindta irdny szerint feloszté (multisec-
tion) stratégidt, illetve az ezekre vonatkozé empirikus eredményeket mutatom be [5]
alapjan. Az alkalmazott szabédlyokhoz hasonld, dn. szeletel6 eljarasokat, és az el6alld
algoritmusok konvergencia-sebességét Csallner és munkatdrsai [1] vizsgaltdk elméleti
uton. A numerikus elemzés sordan az ‘A’, ‘B’, ‘C’ és ‘D’ irdnyvalasztasi szabalyok
mindegyikét az aldbbi intervallum-felosztdasi stratégidkkal kombindltam:

— /2 szabély: a klasszikus felezés mddszere;

— /3 szabaly: az aktudlis box 3 részre osztdsa; el6szor az irdnyvélasztdsi szabély
szerinti legigéretesebb irdnyban feleziink, majd az egyik kapott boxot tovabb felezziik
a masodik legigéretesebb irdnyban;

— /4 szabdly: 4 részre osztas: a két legjobbnak vélt irdnyban egyidejiileg feleziink.

Numerikus eredmények. A numerikus teszteket a széles szakmai kor altal tanul-
manyozott és elfogadott 37 elemi feladatcsoporton hajtottam végre. Az eredmények
osszegzéseként megdllapithatjuk, hogy a bemutatott multisection szabalyok nehezen
megoldhaté feladatok esetén szamottevdé mértékben javithatnak az alapalgoritmus
hatékonysagan. Osszességében a C/3, illetve C/4 stratégidk tekintheték a legked-
vezObbnek. A multisection elénye ugvanakkor mind a ‘B’ mind a ‘C’ szabalyok
esetén fenndll, azaz a tradiciondlis A /2 mddszerhez képest az 4j tipusi irdnyvélasztdsi
szabalyok, illetve a tobb részre oszté szabalyok erdsitik egymds hatdsat. Ez kiilonosen
figvelemremélté annak fényében, hogy az algoritmusokban kifinomult gvorsitéteszte-
ket alkalmaztam. Nehéz feladatokon a multisection hasznédlata a legjobb felez6 sza-
balyvokhoz képest varhatéan kb. 22, illetve 25 szdzalékkal csokkenti az id6igényt,
illetve a célfiiggvényhivasok szamdat. Emellett a multisectiont hasznalé modszerek
tarigénye nem nott jelentds mértékben a bisection véaltozatokhoz képest.

3. Egy 4j heurisztikus mutaté vizsgalata

A 3. Fejezetben egy, a (xx) alakd feladatok esetén alkalmazhaté dj heurisztikus
mennyiséget mutatok be [6]. Az dj mutaté arra ad becslést, hogy egy box milyen
mértékben tartalmaz lehetséges megoldasokat, ezzel lehet6séget biztositva a korlatozé
feltételekbdl fakado informécid felhasznilasara.

Az alapul vett mutato

Az ut6bbi években Casado, Csendes, Garcia és Martinez korlatozas nélkiili — (x) alakd
— feladatok megoldésa esetére javasolta a

fr—F(X)



paraméter hasznalatat. A paraméter egy heurisztikus becslést szolgéltat arra nézve,
hogy a vizsgalt box mennyire igéretes a globalis minimumhely tartalmazdsa szem-
pontjabdl. A gvakorlatban a globalis minimum értéke, f* altaldban nem ismert.
Ekkor f* helyett annak egy f kozelitése haszndlhaté. Csendes az f értékeket egy
altalanos { fi}32, sorozat aktudlis tagjaiként tekintette.

Az 1ij heurisztikus mutato

A vizsgélt heurisztikus mennyiséget J. Ferndndez Hernandez javasolta: szamitsuk ki
minden korlatozo feltételre a

X) = mind %) 1
S T, "

mennyiséget. Ha a nevezd 0 értéket venne fel, akkor X-en a g; fiiggvény kon-
stans. Ekkor, ha a g;(X) € R értékkészlet pozitiv, akkor X torolhetd a lehetséges
megolddsok tesztjével, ellenkez esetben legyen pug,(X) = 1. Legyen ezutdn

~

pu(X>=Hpuaj(X>, majd pup(f, X) = pu(X) - p(f, X),

ahol f-t ismét valamely fj, értékek sorozata dltal tekintjik adottnak. A javasolt
pu(X) tehat a p(f, X) értéket korrigdlja a lehetséges megolddsok tartalmazésira
vonatkozo informéacié felhasznalasaval.

A tekintett intervallum-kivalasztasi szabalyok

Klasszikus stratégiak:
— C1: Moore-Skelboe-szabaly.

— C2: Hansen-szabaly.

A p(f, X) mutatén alapulé szabélyok:

— C3: Az L,y Munkalista elemei koziil a maximalis p(fi, X) értékkel rendelkezd box
legven kivalasztva.

— C4: Hibrid szabély p(fy, X)-szel: legyen N,, egy rogzitett pozitiv konstans, és
minden iterdciéban vélasszuk ki Ly elemei koziil a legnagyvobb p(fi, X) értékkel
rendelkezé N, darab boxot. A kivalasztott boxok alkotjak az aktualizdalt Munkalistat,
mig a tobbi box egy masodlagos listara keriil, és az algoritmus végén, egy masodik
fazisban lesz feldolgozva a hagvomanyos C1 szabaly alkalmazéisaval.

A C3 szabalyt hasznald algoritmusok konvergencia-tulajdonsagait Csendes, a C3 és
C4 szabilyok gvakorlati viselkedését Casado és munkatarsai vizsgaltdk részletesen.

A pup(fi, X) indexen alapulé 1j stratégidk:
— C5: A legnagyobb pup(fi, X) értékkel rendelkez6 box kivilasztdsa.
— C6: A C4-beli hibrid szabaly pup(f, X )-t hasznélva.

4



Az egyszerre magas pup( fi, X) értékkel és alacsony F(X) értékkel rendelkezd boxok
preferaldsa: legyven

puph( fi, X) = { %[(X)/puzo(fk,X) il;z;gig; X) #0,
ahol M egy elére bedllitott nagy pozitiv szam.

— CT: A legkisebb pupb( fi, X) értékkel rendelkezd box kivilasztdsa.

— C8: A C4 hibrid szabély a minimdlis pupb(fi, X) értéket hasznalva.

A tekintett intervallum-felosztasi szabalyok

Statikus bisection és multisection szabalyok:
— S1_/2: klasszikus bisection a legszélesebb komponensre merdlegesen;

—S2_/4: felezés a két legszélesebb komponensre merSlegesen, azaz 4 részboxra osztés
(/4 multisection);

—S3_/9: harom egyforma részre darabolds a két legszélesebb komponensre merdlege-
sen, tehat 9 részboxra torténd felosztas (/9 multisection).

Adaptiv multisection p(fi, X)-szel: Legvenek 0 < P, < P, < 1 alkalmas koszob-
értékek.

— S4_pf /2,4,9:
(a) Ha p(fr, X) < Pp, akkor X-re bisection alkalmazdsa;
(b) ha P, < p(fi, X) < Py, akkor X-re /4 multisection alkalmazdsa;
(¢) ha p(fi, X) > Py, akkor X-re /9 multisection alkalmazdsa.

Adaptiv multisection pup(fi, X)-szel:
— S5_pup_/2,4,9: mint S4, de p(fx, X) helyett pup(fi, X)-et haszndlva.

Az S4 szabaly viselkedését korabban Casado és munkatdrsai tanulmanyoztak.

Konvergencia vizsgalatok

Az 14j intervallum-kivalasztasi szabalyok konvergencia-tulajdonsagai. Az
értekezés 3.3.1 szakaszdban a C) és C7 szabdlyokat hasznald algoritmusok konvergen-
cia jellemz6it mutatom be [6] alapjan. Az algoritmusokrdl a konvergencia-vizsgédlat
miatt feltételezziik, hogy a megallasi feltételeknek egy box sem tehet eleget. Az egyes
algoritmusok gvorsitétesztjeként csak a lehetséges megolddsok tesztjét hasznalom,
kivéve azokat az eseteket, ahol az alkalmazott tesztek hasznalatat kiilon kiemelem.

17. TETEL. [6] Tegyik fel, hogy a célfigguény befoglald fiigguvénye izoton, zéré-kon-
vergens, a korldtok befoglald fiigguényei ugyancsak izoton tulajdonsdgiak, a p(fy, Z)
paraméterek pedig egy {fr}3,, fx — f > [* sorozat segitségével adottak, ahol f =
f(@) valamely & € X, lehetséges megoldds esetén. Akkor az intervallumos BéDB
algoritmus, mely minden lépésben a legnagyodbb pup(fi, Z) értékkel rendelkezd inter-
vallumot vdlasztja ki felosztdsra (azaz a C5 szabdlyt haszndlja) konvergalhat egy olyan
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& € Xy lehetséges megolddshoz, melyre f(&) > f* dll, azaz, amely nem globdlis mini-
mumhelye a megoldandé feladatnak.

Az értekezés 18. Tételében hasonld allitast igazolok abban az esetben is, ha a
korldtok befoglalé fliggvényei a-konvergensek (és akdr nem izoton tulajdonsdgiak).

A kivagasi teszt és a célfiiggvény befoglald fliggvényének zéro-konvergencidja ele-
gendd lehet az algoritmus globalis minimumpontokhoz torténé konvergencidjadhoz még
abban az esetben is, amikor f; nem tart f*-hoz.

1. LEMMA. [6] Tételezzik fel, hogy a korldtok befoglald figgvényei izoton tulajdonsd-
guak. Legyen { X }32, az algoritmus dltal generdlt eqgymdsba dgyazott boxok egy olyan
sorozata, mely az x lehetséges megolddshoz konvergadl. Akkor az aldbbi hdrom dllitds
ekvivalens:

1. Egy alkalmas i indezre pu(X;) = 0.
2. Egy alkalmas i indexre pu(Xy) = 0 Vk > i.

3. Egy alkalmas i index és Yk > i esetén X, nem tartalmaz szigorian lehetséges
megolddsokat, tovdbbd létezik olyan s indext korldtozd feltétel, melyre g;(x) =0,
valamint a G befoglald fiiggvény az alsé korldtjaban pontos minden X esetén.

19. TETEL. [6] Tegytk fel, hogy a célfigguény és a korldtok befoglald figgvényei zérd-
konvergensek, tovdbbd nem létezik olyan {X i} ,, X C Xg bozsorozat, melynek
valamely konvergens { Xy, } részsorozatdra limy_, o, pu(Xy,) = 0 teljesil, valamint az
frx értékek sorozata egy f < f* szdmhoz konvergdl. Akkor az intervallumos B&B algo-
ritmus, mely minden lépésben a legnagyobb pup(fy, Z) értékkel rendelkezd Z interval-
lumot vdlasztja ki felosztdsra, a mazimdlis pup(fy, Z)-vel rendelkezd boxok kézil pedig
a mazimdlis p(fy, Z) értékit vdlasztja, a felosztdsra kijelolt boxok olyan részsorozatait
allitja elé, melyek az X keresési tartomdny minden lehetséges megolddsihoz kon-
vergdlnak, fiiggetleniil az azokban szamitott célfiigguényértékektol.

20. TETEL. [6] Tegyik fel, hogy mind a célfiggvény, mind a korldtok befoglald figgué-
nyei izoton tulajdonsdguak és zérd-konvergensek. Tekintsiik azt az intervallumos BéB
algoritmust, amely a lehetséges megolddsok tesztje mellett esetlegesen a kivagdsi, il-
letve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza, és amely minden lépésben a legnagyobb
pup(fi, Z) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja ki felosztdsra, a mazimdlis pup(fi, Z)-
vel rendelkezd boxok kozil pedig a legnagyobb p(fi, Z) értékit vdlasztja. Ha az {fi}
sorozat a globdlis minimumhoz, f*-hoz tart, tovdbbd { fi,} véges sok eleme kisebb, mint
f*, akkor az algoritmus globalis minimumpontok egy halmazdhoz tart.

A globélis minimum aktualizalt legjobb fels6 korlatjat ( f-t) hasznélva az aldbbi
korollariumhoz jutunk:

1. KOROLLARIUM. [6] Tekintsik azt az algoritmust, amely a lehetséges megolddsok
tesztje mellett esetlegesen a kivdgdsi, illetve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza,
és amely minden lépésben a legnagyobb pup(f, Z) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja
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ki felosztdsra, a mazimdlis pup( 1, Z)-vel rendelkezd boxok kézil pedig a mazimdlis
p(f, Z) értékit vdlasztja. Ha biztosak lehetiink abban, hogy az f értékek sorozata
f*-hoz tart, akkor az algoritmus dltal felosztdsra kijelolt intervallumok konvergens
részsorozatai a globdlis minimumpontok eqy halmazdhoz tartanak.

Az egyes intervallum-kivélasztasi szabédlyok egy u : R? — R hasznosségi fiiggvény
hasznalataval kombinalhatok:

21. TETEL. [6] Tegyik fel, hogy mind a célfiggvény, mind a korldtok befoglald figgué-
nyei izoton tulajdonsdguak és zérd-konvergensek. Tekintsiik azt az intervallumos BéB
algoritmust, amely a lehetséges megolddsok tesztje mellett esetlegesen a kivagdsi, il-
letve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza, és amely minden lépésben a legnagyobb
uw(pup(fi, Z), —F(Z)) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja ki felosztdsra, a mazimdlis
u(x,y) mennyiséggel rendelkezd boxok kézil pedig a legnagyobb p(fx, Z) értékit vd-
lasztja.

(a) Ha az{fc} sorozat a globdlis minimumhoz, f*-hoz tart, ezen sorozat véges sok ele-
me kisebb, mint f*, valamint u szigorian monoton novd mindkét valtozdjdban,
akkor az algoritmus a globdlis minimumpontok eqy halmazdihoz tart.

(b) Mdsrészrél, ha fi > f*+0 valamely 6 > 0-ra, akkor az algoritmus még az (a)-beli
tulajdonsdggal rendelkezd u fiigguények esetén is konvergdlhat egy nemoptimdlis
ponthoz.

Amennyiben az algoritmusban eléirjuk a kivagési teszt haszndlatat az f értékek
alapjan, akkor egy altalanos, az Osszes ismertetett kivalasztasi szabalyra érvényes
konvergencia-feltétel fogalmazhaté meg:

22. TETEL. [6] Tegyik fel, hogy mind a célfiggvény, mind a korldtok befoglald figgué-
nyei zéro-konvergensek. Tekintsik azt az intervallumos BB algoritmust, mely a
lehetséges megolddsok tesztje mellett a kivdgdsi tesztet (illetve esetlegesen a mono-
tonitdsi tesztet) is tartalmazza, és tetszdleges intervallum-kivdlasztdsi szabdlyt haszndl
(pl. a C1,...,C8 szabdlyok valamelyikét). Ha az f;, értékek sorozata f*-hoz tart,
valamint véges sok iterdcids lépés kivételével minden lépésben fi = f(xy) teljesil
valamely xp € Xy lehetséges megoldasra, akkor az algoritmus dltal felosztdsra kijelolt
intervallumok konvergens részsorozatai a globalis minimumpontok eqy halmazdhoz tar-
tanak.

Ha biztosak lehetiink abban, hogy az f értékek sorozata f*-hoz tart, akkor a 22.
Tétel feltételei mellett a C1-C8 szabalyokat hasznélé algoritmusvaltozatok a globalis
minimumpontok egy halmazahoz tartanak.

A targyalt algoritmus globdlis minimumpontokhoz torténd konvergencidjahoz elen-
gedhetetlen egy, a globdlis minimum értékéhez tartd sorozat megaddsa. A globalis
minimum egy hagvomanyosan hasznalt becslése

fr =min{fo_1, F(YY),...,F(Y*)}, (2)
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ahol Y, ., Y7 a k-adik iterdcios 1épés intervallumfelosztdsa sordn el6dllé boxok,
valamint fy = F'(Xp). A globdlis minimum egy mdsik szokdsos becslése:

fk = E(Xk)7 (3)
ahol X a k-adik iteracids 1épésben felosztando box.

2. KOROLLARIUM. [6] Tegyiik fel, hogy mind a célfigguény, mind a korldtok befoglald
fugguényei izoton tulajdonsaguak és zérdo-konvergensek. Tekintsik azt az intervallu-
mos BEB algoritmust, amely a lehetséges megolddsok tesztje mellett esetlegesen a
kivagdsi, illetve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza, valamint az aldbbi szabdlyok
egyike alapjdn vdlasztja ki a felosztandd intervallumot:

o mazimdlis pup(fy, X) érték (C5 szabdly),
o mazimdlis u(pup(fr, X), —F(X)) érték,
o minimdlis pupb(fi, X) érték (C7 szabdly).

Ekkor mind a (2) dltal adott { fi}-ra, mind pedig a (3) dltal definidlt {F(X})}-ra igaz
az, hogy az illetd sorozat nem feltétlendil tart f*-hoz.

Az intervallum-felosztdsi szabalyok tulajdonsdgai. A disszertdcié 3.3.2 sza-
kaszaban a pup(f, X) mutaté altal irdnyitott adaptiv intervallum-felosztési szabdlyt
vizsgdlom ([6]). Az f becsléseinek sorozatdt a (2) Osszefiiggés alapjin allitjuk el6.

23. TETEL. [6] Tekintsik azt az intervallumos BE&B algoritmust, amely a Munkalis-
tabdl minden iterdcids lépésben a legkisebb F(X) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja
ki felosztdsra (azaz a C1 szabdlyt alkalmazza). Ekkor léteznek olyan (xx) alakd opti-
malizdlast feladatok, melyekre a célfiigguény és a korldtok befoglald figguényei izotonok
és a-konvergensek, és amelyekre a kovetkezd dllitasok teljesulnek:

1. Tetszélegesen nagy rogzitett N > 0-ra az algoritmus daltal N db egymas utani
lépésben felosztdsra kivdlasztott boxok egyike sem tartalmaz globdlis minimum-
helyet, és minden ilyen boxon vett pup(f,X) érték nagyobb, mint egy eldre
rogzitett Py < 1 szdm.

2. Megadhatd az algoritmus dltal felosztdsra kijelolt boxok sorozatdnak egy olyan,
globdlis minimumhelyhez tartd részsorozata, melynek minden elemére pup(f, X)
< Py, egy elore rogzitett O < Py esetén.

Szamitoégépes vizsgalatok

Az értekezés 3.4 alfejezetében részletesen 6sszehasonlitd vizsgalatot végzek a korabban
méar tanulmanyozott és az Uj heurisztikus mutatén alapulé eljarasvaltozatok kozott.
A tekintett tesztproblémak:

1. Elhelyezési feladatok: a ‘taszitdson alapuld elhelyezési problémdk’ (obnoxious fa-
cility location problems).



2. Standard globélis optimalizdlasi feladatok korlatozd feltételekkel ellatott valtozatai.

Az intervallum-kivalasztasi szabalyok vizsgalata. A generalt feladatokat a C1-
(C8 szabalyokat hasznal6 algoritmusokkal oldottam meg. Az intervallum-kivalasztasi
szabalyok numerikus vizsgalatdanak osszefoglaldsaként megallapithatjuk, hogy a C5,
C6, C7, C8-cal jelzett Gjonnan javasolt szabdlyvok a korlatokbol fakadé informécid
felhasznaldsaval jelentosen megnovelhetik az algoritmus hatékonysagat. Ez a javulas
a nehezen megoldhato feladatokon, a klasszikus moédszerekhez képest mar az 6nma-
gukban igen hatékony p(fi, Z)-tipusi szabdlyokhoz viszonyitva is megfigvelhets. S6t,
a legnehezebb feladatok esetén szamos esetben kizardlag a korlatokat figvelembe
vevo kivalasztdsi szabalyokkal rendelkezé algoritmusokkal valt lehetévé a feladatok
megoldasa. A hatékonysag-novekedés kiilonosen azon feladatok esetén jelentds, ame-
lyvekben az optimumpontok a lehetséges megolddsok halmazanak hatdriahoz kozel
talalhatok.

Az adaptiv intervallum-felosztasi szabdalyok vizsgalata. Az S1-S5 felosztési
szabalyok viselkedését megvizsgaltam mind az elhelyezési, mind a korlatozasos stan-
dard tesztfeladatok esetére. A kapott eredmények szerint minden feladatnal az adap-
tiv S4 mddszer némiképp jobbnak bizonyult az S5 szabalynal. Az utébbi szabdlyra
kapott zomében negativ eredmények oka nagy valdsziniiséggel a Py és P, értékek
beallitasa: a kifinomultabb S5 felosztasi szabalyhoz varhatdan a kiiszobértékek el6ze-
tes meghatarozasdnak eddiginél pontosabb maédszerei lesznek sziikségesek.

4. Korpakolasi feladatok megoldasa

A disszertacid 4. Fejezetében az egybevago korok négyzetbe torténé optimalis pako-
ldsainak megadasat vizsgadlom. A feladat specidlis tulajdonsigainak felhasznaldsaval
teljes egészében megbizhatdésagu szamitasokon alapuld bizonyité erejii algoritmusokat
ismertetek.

A korpakolasi feladatok megfogalmazasai

Legven n > 2 rogzitett egész. A tekintett feladat leggvakoribb megfogalmazasai az
alabbiak:

1. Helyezzink el n szamu eqybevdgo kort az egqységnégyzetben difedés nélkul igy, hogy
a korok sugara mazimdlis legyen.

Ezzel egy ekvivalens feladatot eredményez az aldbbi megfogalmazas:

2. Helyezziink el n szami pontot az eqységnégyzetben gy, hogy a pontpdrok kézotti
tdvolsdgok minimuma mazimdlis legyen.

Az értekezésben a feladat 2. reprezentdcidjaval foglalkozom, tavolsdgok helyett
tdvolsdgnégyzetekkel szaimolva. Legyen az egységnégyzet a [0, 1]? halmaz, és jeloljik
a pakoland6 pontokat ((x1,11),...,(@n, yn))-nel (a tovibbiakban a fenti parokat a
tomorebb (x,y) € [0,1]*" forméban adom meg). Az (z;,v;) és (x;,y;) pontok tdvol-
sagnégyzetét jeloljik d;;-vel. A megoldandd optimalizdlasi feladat a kovetkezo:
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max miﬂlgi?gjgn dij; (4)
st. O0<z,y; <1, 2=1,2,...,n.

Az (4) feladathoz tartozé célfiiggvény az aldbbi alaki:

p— M 4 — . 2 o — . 2 — 1 ..
fol,y) = min (z;—aj)"+ (4 —y;)" = min dy. (5)
Az értekezés eredményeit megel6zoen az n = 2,..., 27, 36 esetek megoldasai voltak

ismertek. Az optimalitasi bizonyitasok jo része szamitogépes eljardsok eredménye
volt, de az eddigi eljarasok hagyoméanyos lebegépontos szamitasokkal dolgoztak.

Intervallumos befoglalé fliggvény megadasa

A disszerticié 4.3 szakaszdban az (5) fiiggvény egy nem-trividlis befoglal fiiggvényét
adom meg:

24. TETEL. [2] Legyen (X,Y) C [0,1]?", és legyen
Dij = (Xi— X;)?+ (Y; = Y;)?  minden 1 <i#j<n —re.
Ekkor az a := mini<izj<n Dij, a € R, valamint a b := minj<izj<n Dij, b € R érté-

kekkel definidlt F,,(X.,Y) :=[a,b] intervallum az f,(x,y) célfigguény értékkészleté-
nek befoglaldsat adja az (X,Y) 2n-dimenzids intervallumuvektoron.

A megkonstrualt befoglalé fiiggvény legfontosabb tulajdonsigaiként az aldbbi alli-
tasokat bizonyitom:

~ F,(X,Y) kiszdmitdsa (hasonléan f,(x,y) kiértékelésé¢hez) ©(n?) miiveletigényf;

— F,(X,Y) az n = 2-re pontos (az intervallumos miiveletvégzés kifelé kerekitéseitsl
eltekintve); n > 3 esetén viszont F,,(X,Y) csupdn az alsé korlatjaban pontos, a felsé
korlatban tilbecslést eredményezhet;

- F,(X,Y) izoton;
- F,(X,Y) zér6-konvergens.

A kifejlesztett algoritmus els6 valtozata

A 4.4 szakaszban attekintem az optimalizald kereteljaras tovabbi részeinek speci-
fikdcidjat:
Monotonitasi tulajdonsagok.

25. TETEL. [2] Legyen (X,Y) C [0,1]*" tetszéleges 2n-dimenzids box. Ha valamely
k indezre (k € {1,2,...,n}) fenndll, hogy minden j(# k) esetén vagy Xp < Xj,
vagy pedig Dy; > F,(X,Y) teljesiil, akkor f, monoton csékkend (X,Y)-n az xy
vdltozdjdban. Ekkor az Xg-t [ Xy, Xg|-ra mddosithatjuk.
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A célfiiggvény vizsgalata hasonloképpen torténik mind a monoton novekedés, mind
az vy, valtozok esetén.

A “szabad korok” kezelésének modszere.

12. DEFIN{CIO. Tekintsik a (4) dltal adott pontpakoldsi feladatot valamely régzitett
n > 2 esetén. Tekintsik tovdbbd az (x,y) = (X1,. .., TnyY1,- .., Un) oplimdlis pont-
pakoldst, amelyre tehdt f, mazximdlis. A px = (zg,ux), k € {1,...,n} pontot az
(@, y) pakolds szabad pontjanak nevezzik, ha létezik olyan py végpontid H félegyenes,
és létezik valamely pozitiv € valos szam, hogy

fn(m7y) :fn(:l:l’"'733;{;7"'7$n7y17"'7y],§;7"'7yn)

teljesil minden (x,,y,) € H N A:(px) esetén, ahol A (py) jeloli a py pont  sugari
kornyezetét.

Egv optimdlis pontpakolasban talalhaté szabad pontok a megfelel6 optimalis kor-
pakoldsban a szabad korok kozéppontjaival feleltetheték meg. A szabad pontok
jelenléte kontinuum sok ekvivalens optimélis megoldast eredményez, ezek hatékony
kezelése tehat rendkiviil fontos.

27. TETEL. [2] alapjdn. Legyen (X,Y) C [0,1]*" tetszbleges 2n-dimenzids box. Ha
valamely k indexre (k € {1,2,...,n}) fenndll, hogy minden j(# k) esetén Dy; >
F(X,Y), akkor az (X,Y)-ban esetlegesen létez6 isszes optimdlis (z,y) pakolds
esetén a pakolds (xy, yx) pontja szabad, és ez a pont szabadon mozoghat (X, Yy)-ban.

Ezért a box tovdbbi vizsgdlatdhoz elegendd az (Xy,Yy) egy pontjdnak, és az (X, Yy)
‘kizardlag szabad pontokat tartalmaz’ informdcionak a tdaroldsa.

Az aktiv pontok mddszere. Az eljaras szerepe meghatarozé volt a korabbi hagyvo-
manyos, illetve szamitogépes megoldd eljarasokban. A kidolgozott megbizhaté val-
tozatok bizonvultak a kifejlesztett algoritmus leghatékonyabb gvorsitétesztjének. A
modszer alapelve a kovetkez6: Tegyiik fel, hogy a pontparok minimalis tavolsdganak
maximumara ismert egy fo alsé korldt. Az aktudlisan tekintett keresési tartomany
(X, Y;) komponenseibdl iterativan torolhet8k azok a pontok, amelyek valamely mésik
komponens megmaradt teriiletének dsszes pontjatol fo-nél kisebb tavolsagra vannak.

Kiinduldsként minden aktiv (nem t6rolt) teriiletet minden koztes fazisban tégla-
lapként reprezentaltam, ezen feltételek mellett egy intervallumos elemi torl6 eljarast
dolgoztam ki. Az eljaras hatékonnya tételéhez az els6 algoritmusvaltozatban minden,
kiindulaskor tekintett téglalapot mindkét iranyban tobb kisebb celldra osztottam, és
az ezekbol képzett, a tavolsidgaik alapjan relevans cellasorokra, illetve cellaoszlopokra
hajtottam végre az elemi elimindciés eljarast.

A lokalis ellendrzés numerikus eredményei. A futtatdsok sordn a kordbbrol
ismert optimdalis megoldasok, azaz az n = 2,...,27, 36-ra vonatkozé eredmények in-
tervallumos, garantdlt megbizhatésagu ellendrzését tiiztem ki célul. A felhaszndlt
eredmények egy részét tehat a hagvomanyos valds aritmetikat alkalmazé médszerekkel
érték el. Az algoritmus indulé keresési tartomanyanak komponensei 0.01 szélességiiek
voltak. Az ellen6rzés lehetséges eredményei az aldbbiak lehetnek:
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— Megerdsités: a feladat maximumara kapott befoglalds tartalmazza a kozolt maxi-
mumot, illetve Lg egy eleme tartalmazza az elére megadott optimélis megoldast.

— FElvetés: mind Ly, mind Lg iires az algoritmus termindalidsakor. Ekkor a fela-
datnak nem létezik a publikdlt maximumértékkel rendelkezé megoldasa a keresési
tartomanyon belil.

A bemutatott eljaras 4 kivételtol eltekintve az 6sszes kordbbrol ismert optimélis
megoldds ellendrzését (megerdsitését) elvégezte a 2 6rds futdsidon beliil. A feladatsor
mintegy probaként tartalmazott egy feladatot, amiben 21 kor esetére egy korabbi
kozleményben hibasan megadott pakoldsi értéket kellett megvizsgalni. Ezt az értéket
a modszer elvetette — helyesen.

A globalis ellendrzés numerikus eredményei. A legnagyobb nehézség a geomet-
riailag ekvivalens, ugvanakkor az optimalizaldsi modellekben kiilonb6z6 megoldasok
hatékony kezelése volt. Az eddig ismert legjobb médszer az egységnégyzet csempékre
osztasa. Az Osszes optimalis pakolas felderitése az 0sszes n elemi csempe-kombindcio
atvizsgalasaval végezheté el. A kordbbi és jelen algoritmusokban a csempézés az
egységnégvzet k X [ egyforma részre osztasaval torténik.

A globalis ellen6rzés sordn a futasi id6t 4 érdban maximalizaltam. Az ellendri-
zend6 optimumok és optimalis megoldasok ismét az n = 2,...,27,36 esetén is-
mertek voltak. Az n = 2,...,20 értékekre 3 kivétellel minden esetben sikeriilt
megerdsiteni a megadott optimumhelyek és értékek helyességét (a haszndlt tolerancia
értéken beliil). A meg nem oldott esetek mindegyikében egy-egy egyedi kombindcié
vizsgalata itkozott nehézséghe.

A tovabbfejlesztett algoritmus

Tovébbi kutatdsaim [3, 4] eredményeként a 4.4 szakaszban ismertetett algoritmus
tovabbfejlesztésként egy olvan moédszer jott létre, amely az eddig megoldatlan n >
28, n # 36 esetek koziil néhany Ujnak a megoldasara is alkalmas. A 4.5 szakaszban
ezt az algoritmust mutatom be.

A szabad korok maodszerének kifinomultabb valtozata.

1. Legven az (X,Y) € [?" box az Lyy-ben és Ls-ben tarolt dsszes box befoglaldsa a
B&B algoritmus futtatdsakor tetszoleges szamu iterdcids 1épés elvégzése utan. Legyen
f az aktudlisan hasznalt kivigasi érték.

2. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan py,,...,pe, Pk, € (Xi,Y), s € {1,...,t}
gépi pontok az (X,Y) box t kiilonb6z6 tartomanydban dgy, hogy D(py., (X;,Y;)) >
F(X,Y) > f minden s € {1,...,t}, és minden j # kg, j € {1,...,n} esetén. Jelolje
K a{ki,...k} indexhalmazt.

3. Cseréljiik az (X;, Y;) komponenseket a p; pontszer(i intervallumokra minden i € K-
ra. Futtassuk az igy el64llé (X', Y”) boxon a B&B algoritmust a korabban taldlt f-t
hasznalva.

4. Tartalmazza (X", Y") € I*" a megmaradt sszes boxot. Az eljards output boxa
az aldbbi mddon adott: (X;,Y;), hai € K és (X/,Y/), haj ¢ K.

ity

28. TETEL. [{] Az ismertetett eljards korrekt, azaz az el6dllé output box a kiinduld
(X.,Y) -ban elhelyezkedd dsszes optimdlis megolddst tartalmazza.
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Az aktiv pontos médszer tovabbfejlesztése: teriilet-elimindlas poligonok-
kal. A cellizé moddszer alternativijaként Nurmela és éstergérd az aktiv teriiletek
poligonokkal torténo kozelitését javasolta. Az eredeti eljards tobb helyven is kritikus
a szamitogépes szamdabrazolas szempontjabol. Megoldasként a poligon-kozelitéses
modszer egy megbizhaté szamitasokon alapuld valtozatanak f6 vondsait ismertetem.

Rész-csempekombinacidk vizsgalata. Az n > 27, n # 36 esetek szamitogépes
megoldasanak legnagyvobb akadalyva jelen értekezés eredményeit megel6zoen a végig-
vizsgdlandé csempe-kombindcidk szdma volt. (A kombindciék szekvencidlis feldol-
gozasa — még hagvomanyos lebegdpontos szamitasokkal is — mintegy 3 nagysigrenddel
tobb processzoridot, Osszességében tobb évtizedet igényelne n = 28-ra a 27 kor
esetéhez képest.) A csempe-kombindcidk szekvencidlis feldolgozdsa helyett javasolt
eljards 1ényege a csempék elhelyezkedésébol adédo lokdlis informécidk felhasznalasa
kombinacié-csoportok egvidejl eliminaldsara. Jel6ljiik a pontpakoldsi probléma egy-
fajta dltaldnositdsanak egy példanyat P(n, X1, ..., X,, Y7, ...,Y},) -nel, ahol n a pako-
landé pontok szama, (X;,Y;) € 1%, ¢ = 1,...,n a keresési tartomdny komponensei, a
feladat célfiiggvénye pedig (5) dltal adott. Az aldbbi tétel azt mutatja, hogvan lehet
egy 2m-dimenzios pakolasi feladaton kapott eredményt egy 2n-dimenziés feladatra
alkalmazni n > m > 2 esetén:

30. TETEL. [4] Legyenek n > m > 2 egészek, és tekintsik a
Pp=P(m, 20, ..., Zys Wi, ..., W) = P(in, (Z,W)), illetve

Pn e P(naxyla---7‘Y7H 7177}771) == P(n’ (X’Y))

pontpakoldsi feladatokat (X;,Y;, Z;, W; € I; Xy, Y5, Z;, W; C [0,1]). Futtassuk Py,-re a
BE&B algoritmust eqy [ kivdgdsi értéket haszndlva a gyorsitétesztekben, de kihagyva az
f-t aktualizdld lépést. Allitsuk meq az algoritmus futdsdt tetszoleges szamai iterdcios
lépés elvégzése utdn. Jelolje (Z3,..., 2 W, ..., W) = (Z',W') az Lyy-ben és
Ls-ben taldlhaté boxokat befoglals intervallumuvektort. Tegyik fel, hogy létezik egy
invertdlhatd tdvolsdgtartd geometriai transzformdcid, amelyre ¢(Z;) = X;, o(W;) =
Y;, Vi =1,...,m. Ekkor minden (x,y) € R?" pontpakoldsra, melyre (x,y) € (X,Y)
és fulx,y) > [ dll, egyidejiileg az aldbbi Gsszefiiggés is teljesiil:

(,y) € ((Z])s s o(Z), o, Xny (W), o (W), V) = (X, Y).

3. KOROLLARIUM. [4] Legyen ¢ az identitds transzformdcid, és tegyik fel, hogy a
B&B algoritmus tres Munkalistdval és tres Eredménylistdval termindl, azaz a teljes
(Z,W) =(Z1,.. s Zp, Wi,y W) = (X0, X, YA, 0.0, Y0) keresési tartomdny

elimindlhaté az f érték haszndlatdval. Ekkor (X,Y) nem tartalmaz olyan (xz,y) €
R?™ vektort, amelyre fn(x,y) > f teljesil.

Az optimalitasi bizonyitdsokban hasznalt eljarasok. Az optimalitasi bizonyita-
sok sordn alacsony dimenzidju, konnyen feldolgozhaté rész-csempekombindcidékbdl in-
dulok ki, és 1épésrol lépésre térek 4t egyre nagyvobb csempehalmazokra. Maga a teljes
eljaras tehat egymdsra épiilo fazisokbol all. A felhasznalt két elemi algoritmus:
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— Grow(): egy csempekombindcié-halmaz minden eleméhez egy j oszlopbdl szirmazé
csempék hozzaadasa.

— Join(): két csempekombindcié-halmaz elemeinek paronkénti Osszeillesztése.

Numerikus eredmények: 28, 29 és 30 kor optimalis pakolasa. A kapott
eredmények az alidbbiakban foglalhaték ossze (n = 28,29, 30):

— Szimmetrikus esetektdl eltekintve, egy kezdeti csempe-kombindcié (illetve annak
megmaradt aktiv teriilete) tartalmazza n pont 6sszes optimalis pakoldsat.

— A hirom feladat maximumainak garantalt befoglaldsai a kovetkezok:
F3y = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743], w(Fyg) ~ 71071,

F3, = [0.2268829007442089, 0.2268829007442240], w(F3) ~ 21071,
F, = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903],  w(F3,) &~ 2- 10712,

— Az egyes feladatok maximumainak pontos értéke legfeljebb w(F;F)-gal térhet el az
ismert legjobb célfiiggvényértékektol.
— Szimmetrikus esetektol eltekintve, n pont optimélis pakoldsanak Osszes globalis

maximumbhelye az ismertetett (X,Y)? boxban taldlhaté. A boxok komponensei (az
esetleges szabad pontokat befoglalé tartomanyoktdl eltekintve) igen sziikek.

— A kiindulé és az eredmény boxok térfogata kozotti csokkenés n = 28, 29, 30-ra rendre
tobb mint 711, 764, illetve 872 nagysagrendnyi.

— A teljes bizonyitasi eljaras iddigénye rendre kb. 53, 50 illetve 20 6ra volt.

A korabbrdél ismert legjobb pakoldsokhoz tartozé struktirdk optimalitasa.
Egyv pakolasi struktira megadja, mely pontok helyezkednek el a négyzet oldaldn, mely
pontparok kozott minimdlis a tavolsag, illetve melyek a szabadon mozgd pontok.

A merev pontok halmazara vonatkozd vektorokat az r felsé index-szel jeloljiik. Az
értekezésben az alabbi allitasokat igazolom numerikus tton:

— Az n ponthoz tartozé pontpakolasi struktira merev részhalmazat leiré egyenlet-
rendszernek pontosan egy (x,y)! megolddsa létezik (X,Y)*"-ben.

— Az (@, y)! pontpakolds n = 28, 29-re valéban kiegészithetd egy-egy szabadon mozgd
ponttal Ggy, hogy az illet6 pont (X,Y)’ megfelel6 komponensében taldlhaté.

— (x,y)!, az egyetlen optimdlis pontpakolds (X, Y )" -ben.

Irodalomjegyzék

[1] A.E. Csallner, T. Csendes, and M.Cs. Markét (2000), Multisection in interval branch—-
and-bound methods for global optimization. I. Theoretical results, J. Global Optimiza-
tion 16, 371-392.

[2] M.Cs. Markét (2000), An interval method to validate optimal solutions of the "packing
circles in a unit square” problems, Central European Journal of Operations Research

8, 63-78.

14



[3]

M.Cs. Markét, Optimal Packing of 28 Equal Circles in a Unit Square — the First Reli-
able Solution. Publikilasra elfogadva a Numerical Algorithms folydiratban. Elérhet6:
http://www.inf.u-szeged.hu/ "markot/opt28.ps.gz.

M.Cs. Markdt and T. Csendes, A New Verified Optimization Technique for the “Pack-
ing Circles in a Unit Square” Problems. Publikdlasra benyujtva. Elérheté:
http://www.inf.u-szeged.hu/ "markot/impcirc.ps.gz.

M.Cs. Markét, T. Csendes, and A.E. Csallner (2000), Multisection in interval branch—
and-bound methods for global optimization. II. Numerical tests, Journal of Global Op-
timization 16, 219-228.

M.Cs. Markdét, J. Ferndndez, L.G. Casado, and T. Csendes, New interval methods for
constrained global optimization. Feltételesen elfogadva a Mathematical Programming
foly6iratban. Elérhet6: http://www.inf .u-szeged.hu/"markot/mathprog.ps.gz.

15


http://www.inf.u-szeged.hu/~markot/opt28.ps.gz
http://www.inf.u-szeged.hu/~markot/impcirc.ps.gz
http://www

