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Eloszo

A megbizhaté numerikus szamitasokrol

A valds szamok digitdlis szamitogépeken torténd reprezentalasanak leginkabb elter-
jedt mddja a lebegdpontos szamok hasznédlata. Ezek a szamok az adattipusuk sze-
rint ugvan kiilonboz6, de minden esetben véges szamu biten vannak eltarolva, igy
a hasznalt aritmetika alapszamatol fiiggetleniil sokszor csupan kozelitését adjik a
reprezentdlni kivant értéknek. Emellett lebegépontos argumentumokon végrehajtott
miiveletek eredményeir6l nem minden helyzetben varhatjuk, hogy azok lebegoépontos
modon pontosan dbrazolhaték legvenek. Figvelembe véve, hogy napjaink szupersza-
mitégépei mdsodpercenként 102 lebegépontos miivelet elvégzésére képesek (és egy
atlagos asztali PC-be épitett processzor is csupan 3-4 nagysdgrenddel képes keve-
sebbre), a keletkez szdmitdsi hibdk becslése és kezelése fontos feladat.

A felmeriil6 legfontosabb problémét tehat az alapveté szamdbrazolasi hibdk je-
lentik, melyek mind a be-, és kivitel soran, mind pedig a koztes szadmitasok alatt
el6fordulhatnak. Elobbire a decimélis—binaris konverzié, utébbira egy un. lebegépon-
tos akkumuldtorban el6allé nagy pontossigi eredménynek az output adattipusra
torténé konverzidja mutat példat. Az IEEE 754 bindaris lebegépontos szabvanyt
kovet6 architekturak esetén a lebegdpontos miveletek eredményei az alapvetd arit-
metikai operdtorokra az abrazolhaté legpontosabbak, és ugvanez a helyzet néhany
alapvet6 fliggvény, pl. a négyzetgyvokvonas esetén. Transzcendens fiiggvények esetén
azonban a fenti feltétel mar nem teljesithetd Altalanossiagban. Szamtalan esetben
az apro kerekitési hibak is szamottevé — olykor meghokkentéen nagy — mértékben
osszegzédhetnek, amint azt az alibbi példa ([44] alapjdn) mutatja:

Az xz; € R, @ =1,...,n szamok szérasdnak egy gvakran alkalmazott kiszamitdsi
médja a kdvetkezd: o, = (2(31, 22 — (307, 2:)%))"/%. (A formula elénye az, hogy

nem igényli az egyes z; értékek tarolasit.) Egy dltaldnosan elterjedt szdmitogépes
kornyezetben (Intel Pentium IV processzor, Linux operéciés rendszer, GNU C/C++
fordité, duplapontossagi lebegépontos szamabrazolds) a fenti képletet n =5 és x; =

.= x, = d = 100/3 esetén alkalmazva o5 = 2.10312 - 1077 adoédik. Mdsrészt pl.
a d = 100/33 vélasztassal os5-t mar kozelitéleg sem tudjuk megadni, mivel a koztes
lépésben kiszamitott szérasnégyzet értéke negativ lesz. Ugvanakkor a szoras pontos
értéke mindkét esetben nyilvanvaléan 0.

Az ellendrzott szamitasok, ezen beliil is az intervallum aritmetika elterjedésének
masik oka a kezelend6 adatok pontatlansagabdl fakadé bizonytalansdg kezelése, illetve
matematikai allitdsok numerikus dton torténd, dm garantdltan helyes (ellenérzott)
megvalaszoldsa. Ha az input adatok mérésekbdl szarmaznak, a felhaszndlé szivesen
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1. Abra: f(x) el8jelének vizsgslata [a, b]-n.

dolgozna a konkrét mérési adat helyett egy, a mérési hiba segitségével kiszamitott
halmazzal. Ekkor olyan kérdésekre kereshetjilk a valaszt, mint pl. ‘az input halmaz
minden elemére az eljirds kielégité (pl. egy adott értéktartomanyba esd) megolddst
szolgaltat-e?’, vagy ‘milyen allapotokba juthat el egy dinamikus rendszer, ha a kezd6-
allapotot csak mérési hibaval terhelten tudjuk megallapitani?’. Az ilyen kérdésekre
adott valaszok fontos tobbletinformaciét szolgdltathatnak a felhasznalonak a numeri-
kus eljards egvedi kezdéértékeken torténd (akar tetszélegesen sokszori) lefuttatdsihoz
képest. A matematikailag korrekt allitasok el6allitdsara lassunk egy konkrét — a je-
len értekezés témajahoz is kozel &ll6 — példat [22]. A feladat annak megdllapitdsa,
hogy egy f(x) folytonos fiiggvénynek létezik-e gydke egy [a, b] intervallumon. Vegyiik
észre, hogy ha f(z) a teljes [a, b-n pozitiv (1. Abra), akkor akarhany pontban értékel-
jik is ki a hagvomanyos moédon a célfiiggvényt, megbizhaté vilaszt sohasem kapha-
tunk, hiszen a fliggvénynek tetszolegesen sziik intervallumon lehet az 4bran pontozott
vonallal jelolt, negativ helvettesitési értékeket tartalmazéd szakasza. A bizonyossig
mértéke persze novelhetd a fliggvénykiértékelések szaménak novelésével (pl. siiriibb
mintavételezéssel véletlen keresés esetében, vagy tobb iteracios 1épés elvégzésével ite-
rativ gyokkereséskor), szigori matematikai értelemben a kérdést mégsem lesziink
képesek megvilaszolni. Szélséséges esetben a [c, d] tartomany két szomszédos lebegd-
pontos szam kozott is elhelyezkedhet, ekkor a pontokban torténd kiértékelés médszere
végképp kudarcot vall.

Mint azt latni fogjuk, az intervallum aritmetika alkalmazasival képesek vagyvunk
[a, b]-n a fliggvény értékkészletét (ami jelen esetben f folytonossiga miatt egy zért in-
tervallum), vagy az értékkészlet valamely befoglaldsit megadni. Ha az értékkészletre
adott befoglalds nem tartalmazza a 0-t, akkor biztosak lehetiink abban, hogy a
figgvénynek nincs zérushelye [a, b]-n. Ellenkez6 esetben tovébbi vizsgdlatok szitksége-
sek pl. [a, b] felosztdasdval, majd a keletkezd részintervallumokon végzett értékkészlet-
becslések segitségével.

Intervallumos miiveletvégzés esetén egy allitas teljesiilésének eldontése ehhez ha-
sonlé az dltalanos esetben is: az igen-nem tipusu valaszok koziil legtobbszor csupan
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az egviket tudjuk teljes bizonyossiggal megdllapitani. Amennyiben ez nem sikeriil,
az nem fogja automatikusan az ellenkez6 vélaszt garantilni, csupan bizonytalansagot
fejez ki, vagyis tovabb kell vizsgdlédnunk. (A kordbban emlitett, szérdst kiszdmito
példandl is ez a helyzet: intervallum aritmetika hasznalataval nem lesziink képesek
teljes bizonyossaggal azt allitani, hogy a bevitt adatok szérisa 0, ugvanis mindkét
bemutatott esetben egv-egy sziik, 0-t tartalmazé befoglaldst kapunk outputként.
Ugvanakkor, ha valamely mas adathalmazon a széras befoglaldsa nem tartalmazza a
0-t, akkor biztosak lehetiink abban, hogy az adatok szérdsa pozitiv.)

A megbizhatdsdg zaloga abban rejlik, hogy adott (valds, vagy intervallum tipusi)
argumentumok esetén meg tudjuk adni az argumentumokon elvégzett miivelet ered-
ményének garantdlt befoglalisat. Ezt matematikai oldalrél egyszerti aritmetikai, il-
letve monotonitasi tulajdonsagok teszik lehet6vé, amelyekhez a szamitdgépes imp-
lementaci6é sordn a kerekitési hibakat kizard, dn. direkt kifelé kerekitési miiveletek
jarulnak. A lehetséges kerekitési modok az IEEE 754 szabvany altal definidltak. A
legtobb implementacid esetében ezek a kerekitési miveletek az alkalmazéisokat prog-
ramozoé felhaszndlé szamara kozvetleniil is elérhetdk.

Jelen értekezés témaja megbizhatd globdlis optimalizalasi moédszerek 4j valtozata-
inak ismertetése és elemzése. Az 1. Fejezetben az intervallum analizis alapvetd defini-
cioit és allitasait, majd a keretalgoritmusként hasznalt korlatozas és szétvalasztas
tipusu algoritmus épitéelemeit ismertetem. A tovabbi fejezetek lényvegében a keret-
algoritmus egy-egy eleme koré épiilnek. A 2. Fejezetben az alapeljards felosztasi
lépésének, azaz az aktudlis iterdciéban tekintett keresési résztartomdny (box) tobb
részre osztasdnak (multisection) Uj mddszereit vizsgdlom empirikus dton. A 3. Fe-
jezetben egy olvan heurisztikus mutatot ismertetek, amely korldtozasos feladatok
esetén az aktudlis box adaptiv felosztasat, illetve a keresés kovetkezo iterdcidéjaban
felosztand6 box kivilasztasat irdnyithatja. A mutatdé az aktudlisan vizsgalt box-
nak a lehetséges megoldasokat tartalmazé tartomanyokhoz képest szamitott helyzete
alapjan keriil definidlasra. Az el6allé algoritmusok viselkedését részletesen elemzem
mind elméleti, mind numerikus Gton. Az értekezés 4. Fejezetében egy specialis geo-
metriai optimalizaldsi feladattal, az egyvbevagd korok négyzetbe torténd legstiriibb
pakoldsainak megadasaval foglalkozom. A fejezet a kereteljaras azon lépéseinek vizs-
galatara helyezi a hangsilyt, melyek a keresési tér globdlis optimumpontokat garan-
taltan nem tartalmazé részeit igvekeznek minél elébb felderiteni (gyorsitétesztek).
Jelen esetben ez a korpakolési feladatosztalyhoz igazodd specidlis gvorsitéd lépések
megadasat, majd ezen keresztill egy teljes egészében megbizhaté szamitasokon ala-
pulé szamitégépes bizonyitod eljards ismertetését jelenti. A fejezet utolsd részében
a korpakolasi feladatok megoldasira javasolt kezdeti eljards tovabbfejlesztéseként
egy olvan algoritmust mutatok be, amellyel sikeriilt néhany kordbban megoldat-
lan feladatpéldany esetén mind az 6sszes optimumhely mind az optimumérték igen
nagy pontossagi befoglaldsat megadnom, illetve a kordbban optimdalisnak sejtett
pakoldsi struktira optimalitasat igazolnom. A mddszer alapotletei nagy jelentdséggel
birhatnak tovabbi korpakolasi, illetve egyéb geometriai optimalizaldsi problémak meg-
oldasakor.

Az értekezés tételeinek ismertetésekor az aldbbi szabalyt kovetem: a hivatkozott
tételek esetén megadom a szerzok nevét és a tétel bizonyitasanak fellelhetéségét. A
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sajat, minden esetben bizonyitdsokkal egyiitt kozreadott eredményeim esetén a tételt
és a bizonyitast tartalmazd publikicidt tiintetem fel.



1. Fejezet

Bevezetés

1.1 Jelolési konvencidk

A tovdbbiakban az aldbbi jeloléseket kovetjiik: a valds skaldrokra a kisbetiis (pl.
x,y, z), az intervallumokra pedig a nagybetiis jeldlést (pl. X,Y, Z) haszndljuk. A
valds, illetve intervallumvektorokat vastagon szedett szimbdélumokkal (pl. @, illetve
X)), a vektorok elemeit, illetve pont- és intervallumsorozatok elemeit pedig a szokésos
modon alsé indexeléssel jeloljiik. Azaz, az X n-dimenzios intervallumvektor kom-
ponenseit (X1, Xo, ..., X,,) jeloli, mig X, X5, ... n-dimenzids intervallumvektorok
sorozatat (illetve annak elemeit) jelenti. A valés fiiggvények jelolésére mindig kis-
bettik (f,g,...), ezek intervallumos megfelel8inek (az in. befoglals fiiggvényeknek) a
jelolésére pedig a megfelel$ nagybetlik (F,G,...) szolgdlnak.

1.2 Az intervallum analizis alapjai

Az alabbi fejezetben attekintem az intervallumok és az intervallumokon értelmezett
miiveletvégzés alapvetd tulajdonsigait (ezek bévebb ismertetése megtaldlhatd pl. [24,
26, 42, 50, 51]-ben).

1. MEGJEGYZES. A tovdbbiakban fontos szem eldtt tartanunk azt, hogy az ismertetett
osszefiggések az intervallum analizis elméleti részét képezik. Az intervallumos mive-
letvégzés szamitogépes implementdciol esetén — az Floszéban emlitett kifelé kerekités
miatt — a bemutatott osszefiiggésektol kismértékben eltérd, de a szamitdsok megbizhato-
sagdt minden esetben garantdlo eredményeket kaphatunk.

Jel6lje R a valds szamok halmazat, RT pedig a nemnegativ valds szamokat. Valds
intervallumon (vagy egyszertlien intervallumon) az R elemeinek azon nemiires, zirt és
korlatos részhalmazat értjiik, melyre az alabbi teljesiil:

X=X, X]={zeR| X<z <X},

ahol X, illetve X jelsli az X intervallum alsd, illetve felsé korldtist. Az X = X
esetben X-t pontszerd (‘thin’) intervallumnak hivjuk.

A valés intervallumok halmazénak jelolésére a tovabbiakban az I szimboélumot, az
n-dimenzids intervallumvektorok (vagy roviden bozok) halmazinak jeldlésére pedig az

1



2 1. FEJEZET, BEVEZETES

" jelet hasznaljuk. (Ha nem okoz félreértést, az angol szohasznélatot kovetve gyakran
boxok esetében is az intervallum elnevezést hasznalom.) Egy D C R” halmaz esetén
I(D)-vel jeloljik azon X n-dimenziés boxok halmazit, melyekre X C D.

Egyv intervallum szélességét, sugarat és kozéppontjat rendre a kovetkezoképpen
definidlhatjuk:

wX) =X - X,
r(X) = (X - X)/2,

m(X) = (X + X)/2.

Egyv intervallum legkisebb és legnagyobb abszolit értékét pedig az aldbbiak szerint:
(X) :=min{|z| | z € X}, illetve

| X| := max{|z| | x € X} = max{]|X],|X]}.

Tegyviik, fel, hogy szamitasaink soran egy ismeretlen értéki x valds szam X inter-
vallumos befoglaldsat hasznaljuk (azaz egy olvan, két gépi szimmal reprezentélt inter-
vallumot, mely biztosan tartalmazza z-et). A befoglalds minéségének jellemzéseként
az X intervallum relativ szélességét tekinthetjiik:

_ [ w(X)/(X) baog X,
Wrer(X) 1= { w(X) kilénben.

A relativ szélesség bevezetésének indoka nyilvan az, hogy adott lebegépontos tipus
esetén a gépi szamok az origétdl tavolodva egyre ‘ritkdbban’ helyezkednek el.

Intervallumvektorok sugara, kézéppontja és abszolut értékei a komponensenként
szamitott értékek vektoraként, intervallumvektorok szélessége (relativ szélessége) pe-
dig a komponensek szélességeinek (relativ szélességeinek) maximumaként, azaz skaldr-
ként értelmezett.

Tekintslink két intervallumot: X = [a,b]-t, és ¥ = [¢,d]-t (a,b,c,d € R). A két
intervallum tdvolsdga az alabbi definicidval adott:

X, Y] = max{la - cl, o - d]},

két n-dimenzidés intervallum, X = (Xi,..., X,,) illetve Y = (}7,...,Y;) tdvolsdga
pedig az
|1 X, Y| :=max{| X, Yi]:i=1,...,n}

formuldval definialt.

Konnyen igazolhatd, hogy tetszdleges X, Y, Z € 1" esetén | X, Y| nemnegativ,
és | X, Y| = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha X =Y. Emellett | X,Y| = |Y, X|,
valamint | X, Y|+ |Y, Z| > | X, Z|. Azaz |.,.|: " x I" — R egy metrika ["-en.

A valds szamokon értelmezett elemi miveletek intervallumokra vonatkozé kiter-
jesztései az alabbi kézenfekvo formula dltal adottak:

XoY:i={zoy|zeX, yeY} el aholo€e {+,—,-,/}. (1)
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Az intervallumos miivelet eredménye tehdt a valds szamok azon halmaza, mely az X
és Y altal tartalmazott Osszes valds szampdron elvégzett miivelet eredményeibol all.
Az intervallumos osztds esetében természetesen ki kell kotniink, hogy 0 € Y. Interval-
lumvektorokon végzett elemi miiveletek ez esetben is komponensenként definialhatok.
A tekintett valds operdtorok folytonossigit felhasznélva egyszertien igazolhaté ([50]),
hogy (1) jobboldaldn minden Osszefiiggés esetén val6ban intervallum &ll. A valds
miiveletek monotonitasi tulajdonsagaibdl az egves intervallumos miveletekre az aldb-
bi formuldkat kapjuk:
X+Y=[X+Y,X+Y]

X-Y=[X-Y,X-Y],
XV =min{XY, XYV, XY, XYV} max{XY, XY, XY XY},
XY =X -[1)Y,1/Y], ha0gYVY.
2. MEGJEGYZES. Az dgynevezett kiterjesztett intervallum aritmetika segitségével —
melynek lényege, hogy R-et kiterjesztjik a {—o0, 00} halmazzal — a nulldt tartalmazd

intervallumokkal vald osztds is értelmezhetdvé vdlik [22]. Ez a lehetdség a bemutatdsra
kerild algoritmusok forraskddjaiban is rendelkezésre dll.

Az intervallumos alapmiiveletek legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezok:

1. A négy alapmiivelet elvégzése (két adott intervallumra) pontos eredményt szolgél-
tat abban az értelemben, hogy az el8ll6 intervallum pontosan az (1) definiciéval
adott halmaz (azaz a tekintett mivelet értékkészlete) lesz.

2. Az Osszeadds és a szorzads asszociativ és kommutativ: X oY = Y o X, illetve
XoYoZ)=(XoY)oZ VX,Y,Z eI, haoe {+,}.

3. Az egyetlen zéruselem a [0, 0], az egvetlen egységelem az [1, 1] intervallum.

4. A + és — miiveletek nem inverzei egymasnak, ugyanakkor ¥ C X+(Y-X), VX,V

5. A - és / miiveletek sem inverzei egymasnak, viszont igaz, hogy Y C X+ (Y/X), V0 &
X, X,Y e L. pl. [1,3] - ([3,6]/[1,3]) = [1,3] - [1,6] = [1,18] > [3,6].

6. Altaldban nem teljesiil, hogy - disztributiv a + mitveletre nézve, ehelyett az tdn.
szubdisztributivitdsi tulajdonsag igaz: X-(Y+2) C (X -Y)+(X-Z), VX, Y, Z €
I. Példdul: [1,3]-([2, 3]+ [—4, —1]) = [-6, 6], ugyanakkor ([1,3]-[2,3]) + ([1,3]-
[—4,—-1]) = [2,9] + [-12,—-1] = [-10, 8].

Legven ¢ : D C R — R egy valds, standard matematikai figguény, mely folytonos
minden D-beli zart intervallumon. (Ilyen fiiggvények pl. az abs(z), e*, arctan(z).)
Ekkor ¢ intervallumos kiterjesztése a

(X) := {p(x) | v € X}
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formuldval adott minden X € I(D) esetén. A standard fiiggvények monotonitdsi
tulajdonsdgait kihaszndlva az egyes intervallumos megfelel6k egyszertien megkonst-
rualhatok, a fent emlitett konkrét fliggvényekre pl. az aldbbi moédon:

abs(X) = [(X), |X]],

eX = [ei, 67],

arctan(X) = [arctan(X), arctan(X)].

A tekintett valds fiiggvények folytonossaga és az argumentum intervallumok kom-
paktsiga miatt a kapott intervallumos fiiggvények minden esetben intervallumot
szolgadltatnak eredményiil. Tovabba, hasonléan az alapmiiveletekhez, az egves in-
tervallumos fiiggvényszamitasok eredményei megegveznek a valds fliggvénynek az ar-
gumentum intervallumon felvett értékkészletével.

1.3 Befoglal6 fiiggvények

A szakasz targva az Osszetett — a négy alapmiveletbdl, illetve standard fiiggvények-
bol felépitett — tobbvaltozos folytonos fiiggvények intervallumos kiszdmitdsa. A leg-
fontosabb elvardsunk az, hogy az eredmény intervallum minden argumentum box
esetén tartalmazza a valds fliggvénynek az illeté boxon szamitott értékkészletét:

1. DEFINIC16. Az F : 1" — I intervallumos figgvény az f : D C R* — R fiigguény
befoglalé figgvénye X € I(D)-n, ha minden' Y C X esetény € Y -bdl f(y) € F(Y)
kovetkezik.

Mas szavakkal, F' befoglalé fiiggvénye f-nek az X boxon, ha minden Y C X-re
fY)={z:2€R 2= fly),y € Y} C F(Y) teljesiil, ahol tehat f(Y) az f
értékkészletét jelenti Y-on.

Az intervallumos szamitasokkal kapcsolatos vizsgalatok korében kézponti szerepet
kap az a tény, hogy bar mind az alapmiiveletek, mind a standard fliggvények egyen-
kénti végrehajtasinak eredménye pontosan tartalmazza a tekintett miivelet, illetve
fliggvény értékkészletét, osszetett fiiggvények esetén a kiértékelés eredménye sokszor
a valédi értékkészletnél bévebb, tn. tdlbecslést eredményezd intervallum lesz. (Nyil-
vanvaléan, amennyiben az intervallumos fiiggvénykiszamitas eredménye mindig pon-
tosan az értékkészlet lenne, az olyan alapvet6 fontossdgi problémdak, mint a fiiggvé-
nyek szélséértékeinek meghatarozasa egyetlen intervallumos kiértékeléssel megold-
hatéva vélnanak.) Fontos feladat tehdt a minél kisebb tulbecslést adé befoglalé
fliggvények megadésa.

2. DEFINICIO. Tekintsik az f : D C R* — R figguényt, mint eqy, az T1,...,T,
valtozokbol, az aritmetikai alapmiveletekbdl, és a standard figguényekbdl felépilo kife-
jezést. Ekkor f természetes intervallum-kiterjesztése X € I(D)-naz az F : 1" — I
fugguény, melyet ugy kapunk, hogy az f-et megado kifejezésben

1. az xz; vdltozd elbforduldsait X;-re cseréljik (i =1,....n),
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2. a valds alapmiveleteket és standard fiigguényeket pedig a megfeleld intervallumos
valtozataikkal helyettesityiik.

3. MEGJEGYZES. Mivel minden vizsgdlt fligguényhez végtelen sok vele ekvivalens kife-
jezés irhatd fel, az azokhoz tartozo befoglald fliggvénykifejezések is eltérdek lesznek (és
ezek kilonbozé figguényértékeket szolgdltathatnak).

A szamitasok sordn keletkezo tulbecslések érzékeltetésére tekintsiink egy rovid
példat:
PELDA. Szdmitsuk ki az f(x) = x -2 — 2 - x fiiggvény értékét az X = [—1,5]
intervallumon az el6z6 fejezetben bevezetett Osszefiiggések segitségévell A fliggvény
értékkészlete f(X) =[—1,15]. f(x) kiszdmitdsra tobbféle lehetéségiink is van:

o Fi(X):=X-X-2.X =[-1,5]-[-1,5]—2-[-1,5] = [-5,25] - [~2,10] = [-15, 27].

e Az X - X kifejezést XZ%re alakitva az 22 > 0 Osszefiiggés is felhaszndlhatova
valik (ezt egyébként a szidmitégépes implementicidk erésen ki is haszndljdk):
Fy(X):=X2—2.X =1[0,25] — [-2,10] = [—10, 27).

e A szubdisztributivitas tulajdonsigat felhasznalva az elso6 esetben adodé befoglalast
javithatjuk: F5(X) := X - (X —2) = [-1,5] - ([-1,5] = 2) = [-1,5] - [-3,3] =
[—15,15).

A kapott befoglalasok mindegyike eredményez valamennyi tilbecslést a valédi érték-
készlethez képest.

A példa alapjan azt a fontos kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy ha a kiszamitandé
kifejezés explicit formulaként rendelkezésiinkre all, akkor ésszeriien elvégzett dtalaki-
tasokkal (pl. az alapmiiveletek 4., 5. és 6. tulajdonsdgai alapjin) nem csupdn a miive-
letvégzések szamat, de az esetleges tilbecslés nagysigat is csokkenthetjiik.

4. MEGJEGYZES. A természetes intervallum-kiterjesztést az irodalomban gyakran ‘na-
v intervallum aritmetikdaval adott kifejezésnek’ is nevezik.

1. TETEL. Moore [42]: A természetes intervallum-kiterjesztés teljesiti a befoglalé
fugguény definiciojdt. Tovabbd, ha a wvalds fiigguényt megado kifejezésben minden
vdltozd pontosan egyszer fordul eld (SUE: single use expression), akkor a természetes
intervallumkiterjesztés minden esetben az argumentumon vett értékkészlet pontos be-
foglaldsdt adja.

Folytonosan differencidlhaté fiiggvények esetén a természetes intervallum-kiter-
jesztéssel kapott befoglalds egyik alternativéja az an. kozépérték-formula (mean-value
form) haszndlata. A kozépérték-formula a fiiggvény deriviltja alapjin ad becslést az
értékkészlet befoglaldsara [42]:
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3. DEFINIC1IO. Legyen f: D C R — R differencidlhaté D-n. Ekkor az f kozépérték
formulaja az
F(X) = f(e) + VF(X) - (X - ¢)

definicidval adott minden X € 1(D)-re, ahol VF a V f gradiens befoglald figgvényét
jelol, ¢ pedig eqy X -beli pont, az un. kifejtési pont.

A kifejtési pont megaddsa tetszdleges lehet, leggvakoribb vélasztdsa ¢ = m(X) (a
kés6bb ismertetendd tulajdonsdgok miatt).

2. TETEL. Ratschek és Rokne [50]: A fent definidlt kozépérték formula kielégiti a
befoglalo fiigguény definicidjat.

PELDA. Az iménti példa folytatdsaként szdmitsuk ki f(z) = z -z — 2 - = értékét
kozépérték formuldval az X = [—1, 5] intervallumon!

f(z)-t szimbolikusan derivdlva f'(z) = 2 -z — 2, ennek egy befoglal6 figgvénye (a
természetes intervallum-kiterjesztést haszndlva) F/(X) = 2 - X — 2. Legyen ¢ =
m(X) =2, igy

Fi(X) = J(0) + F'(X) - (X = ¢) = 0+ (2-[~1,5] = 2) - ([=1,5] - 2) = [~24,24],

ami jelen esetben joval tigabb befoglaldst ad, mint a naiv intervallum aritmetika.
w(X) csokkenésével azonban a kozépérték formula dltaldban sokkal pontosabb becs-
lést eredményez az értékkészletre, mint a természetes intervallum-kiterjesztéssel ka-
pott befoglalasok.

A bemutatott kozépérték formula, illetve ennek magasabbrendii derivaltakat hasz-
nalé valtozatai egy dltalanos alaki, az irodalomban koézépponti formuldk néven tar-
gvalt befoglalé fiiggvényosztaly elemei [50].

Tovébbi gyvakran alkalmazott (4m jelen értekezés algoritmusaiban nem hasznélt)
befoglalé fiiggvények az ugyancsak az altalanos kozépponti formuldk osztélyaba tar-
tozd kiilonbozo rendl standard kozépponti formuldk és az Un. intervallumos lejtd
(slope) formuldk. Ez utébbiak a befoglalé fliggvények iterativ eljardssal torténd gyors
kiszdmitdsat teszik lehetévé [32].

Nyilvanvaléan, amennyiben az iddkorlat, illetve a szamitdsi kapacitas lehetévé
teszi, egv-egy esetben tobbféle mddszerrel is szamithatunk befoglald fiiggvényértéke-
ket. A befoglald fliggvény definicidja miatt ezen befoglaldsok metszete is korrekt
befoglalast ad, igy az egves befoglald fliggvények elonyei egvesitheték. A fenti példat
folytatva példaul F5(X) = Fi(X) N Fo(X) N F3(X) N Fy(X) = [-10,15] az eddigi
legpontosabb (bér valtozatlanul némi tilbecslést eredményezd) befoglalds lesz.

1.4 A befoglald fiiggvények legfontosabb tulajdonsagai

A befoglald fiiggvényekkel kapesolatos legfontosabb elvarasunk az, hogy sziikebb in-
tervallumon torténd kiértékelés esetén szlikebb intervallumot kapjunk eredményiil (ez
foleg az iterativ médszereknél fontos):
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4. DEFINICIO. Az F : 1" — 1 befoglald fiigguény izoton tulajdonsdgi az X € 1™ boxon,
ha minden Y, Z C X ésY,Z € 1" esetén'Y C Z-b6l F(Y') C F(Z) kévetkezik.

Egyvszerlien igazolhaté, hogy az intervallumos alapmiiveletek, illetve standard
matematikai fiiggvények intervallumos valtozatai izoton tulajdonsaguak, amibdl in-
dukcioval kovetkezik a természetes intervallum-kiterjesztés izotonitdsa. Ugyanakkor
a kozépérték formula csak abban az esetben izoton, ha kifejtési pontként az argumen-
tum box kézéppontjat tekintjik [22].

A kovetkez6 tulajdonsdggal azt tudjuk jellemezni, hogy a szamitott befoglalas,
F(Y) az Y szélességének csokkenésével milyen gyorsan kozeliti az értékkészletet,

JY)-t:

5. DEFINICIO. Az F : 1" — T befoglald fiigguény konvergencia rendje o > 0 (vagy
mdsképp fogalmazva, F a-konvergens) az X € 1" bozon, ha létezik olyan ¢ € R
pozitiv konstans, hogy barmely Y C X, Y € 1" esetén

w(F(Y)) —w(f(Y)) < c(w(¥))*

teljesil, ahol f(Y) az f (valds) figguény értékkészletét jeloli Y -on.

Az a-konvergencia specidlis eseteként linedrisan, illetve kvadratikusan konvergens
befoglalé fliggvényekrdl beszéliink akkor, ha az a-konvergencia o = 1-gvel, illetve
o = 2-vel teljesiil.

3. TETEL. Ratschek és Rokne [50]: A természetes intervallum-kiterjesztés linedrisan
konvergens befoglalo fiigguényeket eredményez.

6. DEFINiCIO. Az F . I" — 1 fiiggvény Lipschitz-folytonos (vagy egyszeriien Lip-
schitz) X € 1"-n, ha létezik olyan k valds szdm — az un. Lipschitz konstans —, hogy

w(F(Y)) < kw(Y)

teljesil minden' Y C X,Y € 1" esetén.

Egyszertien igazolhatd, hogy az intervallumos alapmiiveletekbdl és a folytonos
standard matematikai fiiggvényekbol a természetes intervallum-kiterjesztéssel felépi-
tett befoglalé fliggvények Lipschitz-folytonosak.

4. TETEL. Ratschek és Rokne [50]: A kozépérték formula kvadratikusan konvergens
az X € 1" boxon, ha ¢ = m(X), valamint a gradiens komponenseinek befoglald
fugguényei, azaz V;F, i = 1,...,n Lipschitz-folytonosak X -en.

[50] alapjdn a kvadratikus konvergencia a kordbban emlitett kozépponti formuldk
teljes osztalyara igazolhaté.

A befoglald fiiggvények konvergencia rendjei szolgaltatjak tehdt az elméleti magyva-
razatot arra, hogy szlikebb argumentumokon miért ad pontosabb becslést a természe-
tes intervallum-kiterjesztésnél a kozépérték formula (és dltaliban a kozépponti for-
muldk).
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7. DEFINICIO. Az F : 1" — 1 befoglald fiiggvény teljesiti a zérd-konvergencia tulaj-
donsdgot X € 1"-en, ha w(F(Z;)) — 0 teljesil minden olyan {Z;}, Z; € 1", i =
1,2,... intervallumsorozat esetén, melyre Z; C X, valamint w(Z;) — 0.

Az o-konvergencia definiciéjabol a rendoér-elv egyszerli alkalmazasaval addédik,
hogy minden a-konvergens befoglal fiiggvény (igy a természetes intervallum-kiter-
jesztéssel és a kozépérték formuldval a 4. Tétel alapjdn adott befoglalds) egyben zéré-
konvergens is.

5. MEGJEGYZES. Ha az izotonitds, a Lipschitz-folytonossdg, az a-konvergencia, il-
letve a zéro-konvergencia haszndlatakor nem adjuk meg az X boxzot, akkor gy te-
kintjik, hogy a figguényre annak teljes értelmezési tartomdnydn (illetve optimalizdldsi
feladatok esetén a teljes keresési tartomdnyon) teljesil az adott tulajdonsdy.

1.5 A vizsgalt optimalizalasi feladatok

Legyenek f és g; (j =1,...,r) az X n-dimenzids intervallumvektoron értelmezett,
és a teljes X g-on folytonos valds fliggvények. A vizsgalt elso feladatosztaly az alabbi:

mr;l%() f(x), (%)

azaz a zart X tartomanyon, a keresési tartomanyon keressitk f osszes globdlis mini-
mumhelyét, és a minimum értékét, f*-ot. Specidlis esetekben, mint pl. a korpakolasi
feladatok esetén f*-ot (vagy annak elegendden jé kozelitését) ismerjiik, ekkor célunk
az Osszes globdlis minimumhely meghatdrozdsa lehet. A (x) feladat elnevezése a
keresési tartomdny korldtait tartalmazd optimalizdldsi probléma (bound-constrained
optimization problem), hiszen az & € X feltétel 2n db egyenl6tlenséggel, a lehetséges
megoldasok komponenseinek alsé és felso korlataival irhaté le. Ezek az Osszefiiggések
azonban implicit médon megjelennek a feladat megoldasdban, nevezetesen a keresési
tér mint indulé tartomdny megaddsakor. Emiatt (illetve a lent ismertetend6 feladat-
tipust6l valé megkiilonboztetés okdn) a (x) alakd feladat neve a tovdbbiakban korldto-
26 feltétel nélkuly feladat. Az irodalomban ez az elnevezés gvakran a teljes R"-en vald
optimalizdlast jeloli, ilven feladatokkal azonban jelen értekezésben nem foglalkozom,
igy az elnevezés nem lesz félreértelmezheto.
A tekintett masodik tipust globalis optimalizalasi feladat az aldbbi alaku:

min f(x),
st gi(®) <0, j=1,...,7 (%)
x € Xy,

vagyis itt a keresési tartomdany specifikdlasa mellett tovabbi, egvenlotlenség alakad
korldtozé feltételek is megjelennek. A (xx) tipusi feladat elnevezése egyenldtlenség
alakt korldtozd feltételekkel elldtott (feltételes) optimalizdldsi probléma (inequality
constrained global optimization problem). Szilikebb értelemben korldtozé feltételek
alatt a tovdbbiakban csak a g;(x) < 0 feltételeket értem, hiszen az @ € X feltétel
ismét a keresési tartomany megadasakor realizalédik.
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1.6 A korlatozas és szétvalasztas tipusu algoritmus

A (%) illetve (xx) alakd feladatok megolddsdra az intervallum analizisen alapuld
korldtozds és szétvdlasztds (branch—and-bound, B&B) tipusi mddszert haszndlom
kereteljardsként. Az eljards alapelemeit Moore [42], illetve Skelboe [58] dolgozta ki,
az utobbi évtizedekben szamos modositasuk latott napvilagot. A moédszer elénye,
hogy az intervallumos szdmitasok hasznalatival globdlis, megbizhaté és garantdlt
pontossdgi (azaz a lokalis optimumhelyeket kisziird, és szadmitdsi hibaktSl mentes)
megoldasokat szolgdltat a hagvomdanyos eljarasokkal nem, vagy csak nehezen megold-
hat6 feladatok esetére is. Az elényoket szépen mutatja pl. [7], ahol egy vegyipari
alkalmazast vizsgalva az intervallumos moédszer deritett fényt bizonyos alaku felada-
tok optimalis megoldésaira, megcafolva ezzel egy alapveto, a szakteriileten korabban
elfogadottnak tartott feltételezést az optimalis megoldasok szerkezetére vonatkozdan.

Az eljarés prototipusat az 1. Algoritmus mutatja. Az algoritmus egy iterdcidjan a
3. és 20. 1épések kozotti 16 ciklus egyszeri végrehajtasat értjiik. A tovabbi fejezetekben
az egyves specialis jellegii problémak megoldasa esetén megadom az algoritmus pontos
specifikaciojat. Ez a befoglalé fiiggvények és a derivaltak megadasat, a felosztdsi irdny
megadasat, az intervallum-felosztdsi és intervallum-kivalasztasi szabalyt, az alkalma-
zott gyvorsitdteszteket, valamint a megallasi feltételt foglalja magaban. A kovetkezok-
ben megvizsgalom az alkalmazott lehetdségeket, el6bb azonban érdemes attekinteni
az eljaras soran keletkezé boxsorozatokra vonatkoz6 néhany fontos definicidt.

1.6.1 Boxsorozatok konvergencidja

Az 1. Algoritmus miikodését (konvergencia-tulajdonsigait) vizsgdlé mddszerek kul-
csa az egyes iterdcids lépésekben felosztisra kijelolt boxok (leading box) sorozatdnak
elemzése. Az aszimptotikus viselkedés leirdasdhoz az algoritmus megéllasi feltételeit
kikapcsoljuk, igy elegend6 Ly elemeinek vizsgdlatara szoritkoznunk. A széban forgd
sorozat ekkor az {Y;}2°, médon jelolhetd, ahol Y'; az i-edik iterdciés 1épésben felosz-
tott, az 1. Algoritmusban Y -nal jelolt box.

8. DEFINICIO. Egy {Z;}°,,Z; € 1" boxsorozat akkor és csak akkor konvergdl egy
Z € 1" bozhoz, ha Z; j-edik komponensei also, illetve felsé korldtjanak sorozatai
Z j-edik komponensének also, illetve felsé korlatjahoz tartanak minden j = 1,...,n
esetén.

A targyalt esetekben az {Y;}2°, sorozat egymasba dgyazott boxokbdl 4116 részso-
rozatait vizsgaljuk. Ezen részsorozatok kozott lehetnek végesek, amennyiben egy
boxot valamely iteraciés 1épés utan nem valasztunk ki felosztasra, pl. mert kedvezotlen
értéket szolgaltat az intervallum-kivalasztasi szabdly szamara, vagy mert teljes egészé-
ben toroljiik egy gvorsitoteszttel. Az algoritmus konvergencidja szempontjabol sza-
munkra nyilvan a végtelen ilyen részsorozatok a lényegesek.

Jegyezziik meg, hogy {Y';}°, minden konvergens {Y';, }{2, részsorozata azonosit-
hat6 egy olyan {Y'; }-beli, megegyez6 hatarértékii részsorozattal, melynek alsé korldtai
monoton novo, felsé korlatai pedig monoton csokken6 sorozatokat alkotnak minden
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1. Algoritmus B&B globalis optimalizéldsi algoritmus — altaldnos alak

Input:  — f: a célfiiggvény,
— X a keresési tartomany.
Output: — Minimum: a globdalis minimum befoglaldsa,

—  Ls (Eredménylista): az osszes globélis minimumhely befoglaldsait
tartalmazo lista.

1: Y := X; inicializéljuk az £y, Munkalistat: Ly, = {};

2: inicializéljuk a minimum aktudlisan ismert legjobb fels6 korlatjat: f := F(Xy).

3: do

4:  felosztdsi irdny(ok) vdlasztdsa Y -ra;

5. antervallum-felosztds: vagjuk Y-t a kivalasztott iranyok szerint s darab boxra,
Y ..., YSre

6: fori:=1tosdo

7 [ aktualizdldsa (csokkentése), ha lehetséges;

8: gyorsititesztek végrehajtasa Y i-re;

9: if (Y7 teljes egészében torslhetd) then kovetkezd i;

10: jelslje Y C Y az Y7 -bél nem torolt tartomanyokat befoglald boxot;

11: if (a megdlldsi feltétel teljesiil Yi-re) then tegyiik (Y7, F(Y7))-t az Ls-be;

12: else tegyiik (Y7, F(Y")) -t az Ly -be;
13: end for

14:  tovabb ;= 0;

15:  if (£yy nemiires) then

16: tovabb = 1,

17: intervallum-kivdlasztds: valasszunk egy (Y, F(Y)) -t Ly -bél;
18: toroljik (Y, F(Y)) -t Ly -bol;

19:  end if

20: while (tovdbd); }
21: Minimum = [min{F(Y) | (Y, E(Y)) € Ls}, f]; return Minimum, Ls;

komponens esetén. Mds szdval az utébbi részsorozat egymasba dgvazott boxokbol
all. Egy ilyen részsorozat pl. a {Z}32,, Z; = E({Y;,}{2,) médon lehet adott, ahol
E() az argumentum sorozat elemeit befoglald legsziikebb {Y;}-beli boxot jeloli. Az
egvmasba agvazottsag feltételezése emiatt nem jelent megkotést, ugvanakkor tobb
esetben egyszeriibb vizsgalédast tesz lehetové.

Egy z € R" pont a {Z,;},, Z; € I" sorozat torlédasi pontja, ha létezik olyan
{n:}2,, n; € Z; pontsorozat, melynek z torlédasi pontja. Mivel Y; C Xy minden
i-re, tovdbbd X korldtos, ezért {Y;}2°,-nek van legaldbb egy torl6ddsi pontja.

9. DEFINC1O. Tekintsik az {Y ;}22, sorozat (egymdsba dgyazott boxokbdl dlld) kon-
vergens részsorozatainak hatérértékeit. Legyen ezen hatarértékek halmazdnak unidja
A C Xy. Ekkor a vizsgalt algoritmus vdltozatra azt mondjuk, hogy az az A halmazhoz
konvergal.
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1.6.2 Befoglal6 fuggvények és derivaltak

A befoglalé fiiggvények megadésa az értekezés legtobb numerikus vizsgalataban ter-
mészetes intervallum-kiterjesztéssel torténik. Amennyiben a célfiiggvény legaldbb
egyszer, illetve legalabb kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor a derivaltbél, il-
letve a Hesse-matrixbdl szarmazé informéciot is felhasznalhatjuk a szamitasok soran.
Ez esetben a befoglald fliggvények értékeit a kozépérték formula alapjan pontositjuk.
A derivaltak befoglalé fiiggvényértékeit, tekintettel arra, hogy a célfiiggvény az imple-
mentdcidéban egy fliggvényhivas (pontosabban egy kifejezés) képében explicit médon a
rendelkezésiinkre all, az automatikus differencidlds médszerével [22, 49] szamithatjuk
ki. Ez a moédszer a szimbolikus, illetve numerikus differencidlasi modszerek mel-
lett nyijt djabb lehetoséget azzal, hogy a derivéaltértékek szubrutinokon keresztiil,
kozvetleniil a kivant boxra vonatkozolag keriilnek kiszamitdsra a derivaltfiiggvény-
kifejezések meghatarozasa nélkiil. A hasznalt adattipus lehetdséget biztosit arra, hogy
a tekintett boxon a célfiiggvény, a gradiens, és a Hesse-matrix befoglaldsanak kiszami-
tasa egy lépésben, egyszerre torténjen meg, azaz szubrutinhivisok egy sorozataval
az Osszes kivant befoglalds egvidében megkaphatd. Az értekezésben alapul vett C—
XSC Toolbox intervallumos csomag az in. elérefelé torténd (forward) automatikus
differencidlast bocsatja rendelkezésre. Az elnevezés arra utal, hogy a tekintett kife-
jezés derivaltjainak kiértékelési miiveletei ugvanabban a sorrendben hajtodnak végre,
mint ahogy magdnak a kifejezésnek a kiértékelése torténik. (A visszafelé torténd
automatikus differencidlas gyorsabb, de nehezebben implementalhaté alternativajat
adja a forward maédszernek.)

1.6.3 Az intervallum-felosztasi irany valasztasa

Az 1. Algoritmus 4. 1épése az aktudlisan a Munkalistdbdl kivett boxra (leading box),
Y -ra hatdrozza meg azt a koordindta irdnyt (vagy a tovdbbfejlesztett modszerek
esetén irdnyokat), amelyre merélegesen a box felosztasra keriil [15, 54]. Altaldnossig-
ban, az Y n-dimenziés box felosztiasdhoz meghatarozzuk a

k;:min{j|je{1,2,...,n}, D(j):m%xD(z’)} 2)

i=1
értéket, ahol D(i)-t az alkalmazott stratégia definidlja:
‘A’—stratégia: A klasszikus [42, 51, 58] eljards szerint

D(i) == w(¥)),

azaz k azon iranyok egvike lesz, amely mentén Y a legszélesebb. Ez a stratégia azon a
meggondolason alapul, hogy az indulé Xy boxot ily médon felosztva tart a részboxok
szélessége a leggvorsabban a 0-hoz. Az ‘A’ szabaly el6nye, hogy nem igényel Y -rél
sok és nehezen meghatarozhaté informéciét.

‘B’—stratégia: A Hansen és Walster [24] dltal leirt feloszté médszer 1ényege a kovet-
kezo: valasszuk azt a koordindta irdanyt, melyre a
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- Itrel]i/nf (m(}fl)a et m( Ji—l)a ta m(}fiJrl)a T 7m(}7n))
kifejezés értéke maximalis. A W; érték annak jellemzésére szolgdl, mennyit valtozik
t € R Y;-n vald véltoztatdsaval f értéke. Wi-t az algoritmusban a w(V;F(Y)) - w(Y;)
kifejezéssel kozelitjiik, a ‘B’-stratégidra tehat

D(i) := w(V;F(Y)) - w(Yy).

A ‘B’ jelt szabalynal igy az Y-on szamitott gradiensre is sziikség van. Ennek
minden felosztas el6tti kiszamitasa jelentosen megnovelné az algoritmus iddigényét.
Vegyiik azonban észre, hogy minden Y # X-ra valamely korabbi iterdcié 8. 1épésé-
ben mér végrehajtottunk bizonyos gyorsité eljardsokat (14sd késébb). Ha ezekhez az
eljarasokhoz kiszamitottuk a gradiens befoglalasat, akkor érdemes mar Y Munkalistd-
ba tételekor meghatdrozni D(i)-t, és azt Y -nal (és mds informdacickkal) egyiitt a
Munkalistaban eltarolni.

‘C’—stratégia: A kovetkezé modszer Kearfott-tol és Ratz-t6l [52] szdrmazik. A cél
ezuttal az aktudlis boxon vett célfiiggvény-befoglalas szélességének minimalizélasa:

w(F(Y)) = w(F(Y) = f(m(Y))) = w(VEY)(Y —m(Y))) =

w (Z ViE(Y)(Y; - m(}ﬂ)) =Y w(ViF(Y)(Y; = m(Y7).
i=1 i=1
Ezek alapjdn tehdt azt az irdnyt kell vélasztanunk, melyre w(V,;F(Y) - (Y; — m(Y})))
maximalis, igy

D(i) = w(V,F(Y) - (Y; - m(¥D).

A gradiens szdmitdsa miatt a D(i) meghatdrozdsira természetesen most is fenndllnak
a ‘B’-stratégianal elmondottak.

‘D’—stratégia: Ez a stratégia sem igényel gradiens szamitdst, csakigy, mint az *A’, és
sokban hasonlit is hozza. A kiilonbség mindossze annyi, hogy mig az ‘A’-stratégianal
a box komponensenkénti szélességeit vizsgaltuk, addig most a relativ szélességeket
vessziik figvelembe. Azaz

D(i) := wya(Y7).

Tekintslink egy olyan felosztasra varé boxot, melynek komponensenkénti szélességei
hasonléak, de az egves komponensek abszolit értékei lényegesen kiilonboznek. Mivel a
lebegbpontos szamabrazolas miatt az origétdl tavolabbi komponensekben ‘ritkdbban’
helyvezkednek el a gépi szamok, a befoglalé fiiggvény tilbecslésének csokkentése miatt
érdemesebb lehet a kis abszolutértéki komponensek menti felosztast valasztanunk.

‘E’-stratégia: Ugvancsak Ratz-tél szdrmazik, és a ‘C’-stratégia tovabbfejlesztett
véltozatdnak tekinthetd [55]. Most w(F(Y))-t masodrendl derivéltak segitségével
kozelitjiik:

w(F(Y)) = w(F(Y) - f(m(Y))) =

w (¥ = () - (VFu(¥)) + JV2F(Y) - (¥~ (¥) ) -
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w (Z(}g —m(Y;)) - (ViF(m Z Vi F Y; - m(yj)))) -

i=1

Zw(y-my)) (ViF(m ZV (Y; —m(}’))))

Az ‘E’-szabaly szerint tehat
D) = w((¥i = m(¥D) - (VEm(Y)) + S VAF(Y) - (¥ = m(¥7).

A stratégia hatranya, hogy Hesse-matrixok kiszamitasat igényli, ezért olvan al-
goritmusokban célszer(i hasznalni, amelyek gvorsité eljarasként az n. intervallumos
Newton-lépést (1.6.5 szakasz) is tartalmazzdk. Emellett D(i)-hez sziikség van az Y
box kozéppontjiban szdmitott gradiens értékére (ami tulajdonképpen egy intervallu-
mos befoglaldsként lesz adott). Ezt viszont nem hasznéljuk mashol az algoritmusban,
igy az ‘E’-stratégiak esetén kiilon ki kell szimolnunk. Amint azt a tapasztalatok mu-
tatjak, ez a tény jelentGsen ranyomja bélyegét a végrehajtdshoz sziikséges gradiens
hivasok szamara, és ezzel a futasi id6 nagysagara.

A kiilonboz6 intervallum-felosztasi szabdlyokat hasznals algoritmusok viselkedését
az ‘A’—'D’ szabdlyokra Csendes és Ratz [15, 54], mig az ‘E’ szabdly esetén Ratz [55]
targvalja. A [15]-beli modelleljards izoton és zéré-konvergens befoglalé fiiggvényeket
vizsgdl az alap algoritmus megallasi feltételének elhagvasaval, gvorsité eljarasként az
1.6.5 szakaszban ismertetett ‘kivagasi’, illetve ‘monotonitasi’ tesztet alkalmazza, mig
a felosztandé intervallumot kivdlaszté szabdly (1.6.6 szakasz) az tin. Moore—Skelboe
stratégia.

10. DEFINICIO. Egy (*) alaki feladat eqy x' globdlis minimumpontja rejtett, ha léte-
zik olyan pozitiv mértéki X' C Xg box, melyre ' € X' és F(X') = f*, ugyanakkor
a tekintelt feladatnak létezik olyan x" globdlis minimumpontja, melyre F(X") < f*
minden olyan pozitiv mértékii X" C X box esetén, mely tartalmazza x"-t.

5. TETEL. Csendes és Ratz [15, 54] alapjan: Jelolje a modellalgoritmus dltal felosz-
tasra kijelolt boxok sorozatat {Y;}30,, és tegyik fel, hogy a tekintett feladat mini-
mumhelyer staciondrius pontok.

(i) Az *A’, ‘D’ felosztdsi stratégidk egyikét alkalmazd modellalgoritmus az 6sszes
nem rejtett globdlis minimumbely halmazdhoz tart, lim;_o F(Y;) = f*, tovdbbd
lim; oo w(Y;) = 0 is teljesil.

(i1) A ‘B’ és ‘C’ stratégidk egyikét haszndld algoritmus vagy az O0sszes nem rejtett
globdlis manimumpont halmazdhoz tart, vagy pedig olyan X C Xy boxok halmazdhoz,
melyekre w(X) > 0, tovdbbd X kizdrdlag nem rejtett globdlis minimumpontokat tar-

talmaz.

1.6.4 Intervallum-felosztasi szabalyok

A prototipus algoritmus 5. lépésében az aktudlis Y box felosztasa torténik meg.
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A hagyomdényos felez6 (bisection) stratégidk esetén az aktuélis boxot egyvszerlien
elfelezziik a D(i) alapjin meghatdrozott k irdnyra mer6legesen. A kérdés, melyet
el6szor Berner [1], majd Csallner, Csendes és Markét [9] vetettek fel, az, hogy va-
jon hatékonyvabban megtaldlhaték-e a feladat globalis minimumbhelyei akkor, ha egy
lépésben nem két, hanem tobb 1Uj boxot hozunk létre. Egyrészt, kettonél tobb
részre vagas esetén kisebb intervallumokat kapunk, igy gvorsabban eljuthatunk a
11. 1épés megallasi feltételét teljesité boxokhoz. Emellett kisebb boxokon a befoglald
fliggvények alapvetd tulajdonsigainak fenndllisa esetén pontosabbak a célfiiggvény,
gradiens, és Hesse-matrix befoglaldsok, ezdltal pedig jobban miikodhetnek a gyor-
sitotesztek. Masrészt viszont, ha egy iteracids 1épésben tobb boxunk van, a gyorsité
eljarasok alkalmazasihoz, illetve a felosztdsi irdny(ok) kiszdmitdsdhoz tobbszor kell
elvégezniink az esetleg sziikséges célfiiggvény, gradiens, illetve Hesse-matrix kiszami-
tasokat, ami jelentGsen megnovelheti a szamitasi igényt. Az értekezés 2. Fejezetében
tulajdonképpen ezt a kérdést tisztdzom empirikus dton () alaku feladatok esetén.

A tobb részre torténd feloszto eljarasok tovabbfejlesztett valtozatai az adaptiv
intervallum-felosztasi szabdlyok, melyek lényege, hogy az algoritmus futisa soran
kiilonboz6 szamu részboxot eredményez6 felosztd stratégidk kozil valasztunk. Az
értekezés 3. Fejezetében (xx) alaki feladatokra vizsgdlom az ilyen adaptiv szabélyokat.

1.6.5 Gyorsité 1épések

Az algoritmus 8. 1épésében torténik meg a korabbiakban mér tobbszor emlitett gyor-
sitétesztek (accelerating devices) végrehajtdsa a felosztds utdn keletkezett boxok
mindegyikére. A tesztek lényege, hogy torlik az aktudlisan vizsgdlt box azon részeit
(esetleg a teljes boxot), amelyek biztosan nem tartalmaznak globélis minimumhelyet.
A bemutatasra keriilé algoritmusokban a felhasznalt tesztek halmaza a megoldandé
feladat tipusatol és a derivaltak befoglaldsainak elérhetoségétol fliggben tobbféle. Az
értekezésben hasznalt tesztek az aldbbiak:

- Lehetséges megolddsok tartalmazdsat vizsgdlo teszt (vagy roviden lehetséges megol-
désok tesztje, (feasibility test), (x*) alakd feladatok esetén: ha egy Y box
biztosan nem tartalmaz lehetséges megoldasokat, azaz G;(Y) > 0 valamely
j€{1,...,r}re, akkor Y teljes egészében torclhets.

- Kozépponti teszt (midpoint test), (x) és (xx) alaki feladatok esetén: ha a fel-
dolgozdsra keriild Y box ¢ kozéppontja (illetve a kozéppontot befoglald in-
tervallumvektor minden pontja) biztosan lehetséges megoldds, akkor F(c)-t
kiszamitva aktualizalhatjuk a globalis minimum befoglalasanak fels6 korlatjat:
f = min{f, F(c)}. Tovébb4, ha egy Y boxrél megillapithatd, hogy legalabb
egy lehetséges megoldast tartalmaz, akkor a frissités az f := min{f, F(Y)}
szabaly szerint is elvégezhet6. Emiatt minden olyan Y box torolhetd a Munka-
listdbol, melyre F(Y) > f &ll, illetve egy Y boxot csak akkor kell Ly-be
tenniink, ha rd F(Y) < f teljesiil. A tesztet a Munkalista dtvizsgdldsa miatt
gyvakran kivagasi tesztnek (cut-off test) is nevezik.
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- Monotonitdsi teszt (monotonicity test), (%) és (xx) alakd feladatok esetén: ha
a vizsgdlt Y garantiltan csak lehetséges megoldasokat tartalmaz, valamint
a célfiiggvény szigoruan monoton valamely valtozdjaban Y-on, akkor Y biz-
tosan nem tartalmazhat globalis minimumpontot a belsejében. Formalisan, ha
VF = (V.F,...,.V,F)T a célfiiggvény V f gradiensének befoglalé fiiggvénye,
és 0 ¢ V,;F(Y) valamely i = 1,...,n esetén, akkor Y a megfelelé als6 vagy
fels6 hataraira redukalhatd, staciondrius optimumhelyek keresése esetén pedig
teljes egészében torolheto.

- Konkavitdsi teszt (concavity test), () és (xx) alakd feladatok esetén: tételezziik
fel, hogy a feladat optimalis megoldésai egyben staciondrius minimumpontok.
fgy, ha az aktuslis Y boxon az f fiiggvény nem konvex, akkor ¥ nem tar-
talmazhat globdalis mininumhelyet. Ha f konvex Y -on, akkor Hesse-matrixa
pozitiv szemidefinit. Ennek egy sziikséges feltétele az, hogy a Hesse-matrix
bsszes diagondlis eleme nemnegativ legyen. Azaz ha H = V*F(Y) € ™™ és

H;; <0 valamely i =1,...,n esetén,

akkor H; < 0. fgy F befoglal6 tulajdonsiga miatt hy; < 0 all fenn minden
y € Y-re, ahol h = V?f(y). Ezért f nem lehet konvex Y-on, tehdt az Y box
teljes egészében torolheto.

A konkavitasi teszt a Hesse-méatrix szamitasa miatt joval koltségesebb, mint a
monotonitasi teszt, rdadasul a teljes keresési téren konvex fiiggvények esetén
teljesen hatastalan. Alkalmazasa mégis célszertinek tlinik azokban az algorit-
musokban, ahol intervallumos Newton-mddszert is alkalmaznak, ez utobbihoz
ugvanis a Hesse-méatrix kiszamitisa mindenképpen sziikséges.

- Intervallumos Newton-1épés, () és (xx) alaki feladatok esetén: amennyiben ismét
csak staciondrius minimumbhelyeket kell keresniink, akkor hasznalhatjuk a kiter-
jesztett intervallum aritmetikét (1asd a 2. Megjegyzést) hasznalé Newton-Gauss-
Seidel-féle iterdcios eljarast a

Vily)=0, yeY

nemlinedris egvenletrendszer megolddsdra (azaz staciondrius pont keresésére)
Y-on [25, 52].

Az aktudlis Y boxra végrehajtott iterdcios 1épés eredménye haromféle lehet.
Eloszor is, megéllapitjuk, hogy Y nem tartalmaz stacionarius pontot, és ekkor
Y -t torolhetjiik. Masodszor, sikeriil Y-t valamely komponensei mentén ‘0ssze-
nyomni’, igy F(Y)-t pontosabban hatdrozhatjuk meg, hatékonyabban miik6d-
het a tobbi gvorsité eljaras. Harmadszor, Y -bdl tobb kisebb boxot allitunk el6
az eredeti box egyes részeinek elhagydsdval (a tobb részre darabolédds egyébként
az intervallumokon értelmezett kiterjesztett aritmetikai osztas miveletnek tud-
haté be). Ha Y n-dimenzids, a teszt sordn legfeljebb n + 1 dj boxot kapha-
tunk (az [52]-beli implementéciét alkalmazva). Az iterdciénak csak egy 1épését
hasznaljuk, mert ez a teszt viszonylag id6igényes, és nem képes megéllapitani,
valéban globalis, vagy csak egy lokélis minimumpontot kozelitiink-e.
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6. MEGJEGYZES. A gyorsildteszteknek az algoritmusba torténd beillesztésekor mindig
figyelemmel kell lenniink az egyes tesztek szamitdsi 1gényére. Pl. eqy Hesse-mdtrizot
haszndlo teszthez csak akkor szdmitsuk ki a mdsodrendd derivalt befoglaldsdt, ha a
tekintett boxrol mdr megdllapitottuk, hogy azt nem tudjuk teljes egészében redukdlni
az ‘olcsobb’ eljarasokkal.

Jelen értekezés 4. Fejezetében olyvan specidlis gvorsito eljarasokat ismertetek, me-
lyek — az altaldnos modszerek nehézkes hasznalata, illetve a hatékonysig megnovelése
miatt — a tekintett feladatosztily specidlis tulajdonsdgait haszndljdk ki. Tovabbi,
esetiinkben nem alkalmazott gvorsitétesztek taldlhaték még [19, 23, 63]-ban.

1.6.6 Intervallum-kivalasztasi szabalyok

Az algoritmus 17. lépése tartalmazza azt a szabalyt, amely a kovetkezé iterdcids
lépésben felosztandé boxot hatdrozza meg (amennyiben az illet6 boxra nem teljesiil a
megilldsi feltétel). Az algoritmusban a Munkalistabeli elemeket ezen szabély szerint
érdemes rendezni (azaz az elemeket £yy-be beilleszteni), igy az intervallum-kivilasztds
soran egyszertien a Munkalista els6 eleme keriil kivélasztasra.

7. MEGJEGYZES. A Munkalista reprezentdldsa — [22] alapjin — egyszeresen ldncolt
listdval tortént a 2. Fejezet algoritmusdban. A 3. és 4. Fejezetekben (Casado javasla-
ta alapjan) fejlettebb, és az ottani algoritmusokban a listamduveletek szempontjdbdl
hatékonyabb kiegyensilyozott bindris kereséfakat, nevezetesen AVL-fdkat haszndltam.
Ennek ellenére a ‘Munkalista’ elnevezést a kereséfds reprezentdcickndl is megtartot-
tam.

A tradiciondlisan hasznalt két intervallum-kivalasztasi szabaly az alabbi:

‘Moore—Skelboe-szabaly: Vilasszuk a kovetkezd 1épésben felosztisra azt az Y
Munkalistabeli boxot, melyre F(Y') minimadlis [42, 51, 58]. Ezen intervallum-kivalasz-
tasi szabéllyal az algoritmus egyfajta ‘elészor a legjobbat’ (best-first) keresést végez.

‘Hansen-szabdly: Valasszuk felosztasra azt a boxot, amely a legrégebben szerepel a
Munkalistan (ezzel ‘szélességi keresést’ implementalva) [24]. Ha feltételezziik, hogy a
gyorsito 1lépések csak teljes egészében torolhetnek boxokat, akkor a Hansen-szabdllyal
a legnagyobb térfogati boxot egvikét vilasztjuk ki felosztasra.

A kivalasztas szabalyai jelentésen befolyasoljik az algoritmus viselkedését. A
Moore-Skelboe-, illetve Hansen-szabalyt hasznalé algoritmusok aszimptotikus viselke-
dését dgy tanulmanyozhatjuk, hogy feltételezziik, hogy az 1. Algoritmus 11. lépésében
a megallasi kritérium sohasem teljesiilhet. Az algoritmus gvorsité lépéseinek el-
hagyvasa esetén, valamint a klasszikus ‘A’ felosztasi iranyvalasztds és felezd interval-
lum-felosztas mellett ekkor az aldbbi tulajdonsag igazolhaté:

6. TETEL. Ratschek és Rokne [51]: Ha a célfigguény befoglald figgvénye zérd-kon-
vergens, akkor mind a Moore=Skelboe-, mind a Hansen-szabalyt haszndlé algoritmus-
valtozatok esetén a globdlis minimum alsé becslése a minimum értékéhez tart, azaz
miny . F(Y) — f*.
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A fenti algoritmusvaltozatok tovabbi tulajdonsagairdl a 2. Fejezetben lesz sz6.

A gvakorlati tapasztalatok szerint a két klasszikus moédszer koziil a Moore-Skelboe
valtozat dltaldban gyvorsabb (ezt a 3. Fejezetbeli vizsgdlatok egy ‘mellékhatdsaként’
jelen értekezésben is aldtdmasztom).

Az utébbi években napvilagot latott egy érdekes intervallum-kivalasztasi szabdly,
mely a globalis minimum becsiilt értéke és a feldolgozasra varé boxokon szamitott
célfiiggvényérték alapjan valaszt. A szabdly alapjdul szolgalé mutatoét korlatozas nél-
kiili feladatokra dolgoztdk ki. A moddszertan tovabbfejlesztését korlatozo feltételeket
tartalmazo, azaz a (x*) alaki problémdk esetén részletesen vizsgdlom a 3. Fejezetben,
igy az emlitett mutatérdl abban a részben lesz bévebben sz6.

1.6.7 Megallasi feltételek

Az algoritmus 11. lépésében azt vizsgaljuk, hogy a Munkalistabdl kivalasztott Y
box teljesit-e egy olvan feltételt, amely alapjan joggal feltételezhetjiik réla, hogy
globdlis minimumbhely(ek)et tartalmaz. Ha ez a feltétel teljesiil, akkor a box az 1n.
Eredménylistara keriil. A bemutatott algoritmusokban feltételként a w(F(Y)) < &
osszefiiggést haszndltam. Azaz, ha a boxot egyetlen gyorsito eljaras sem tudta torolni,
de a rajta szamitott fliggvénybefoglalas szélessége mar elég kicsi, akkor az Eredmény-
listara keriilhet. Az ¢ értéke az értekezésben 1072 és 10712 kozott valtozik a konkrét
numerikus vizsgdlat céljatol, illetve a vizsgalt feladatok nehézségétol figgden.

Az irodalomban szamos helyen a vizsgalt box a szélességére vonatkozé Osszefiiggést
haszndlnak (esetleg a fenti feltétellel egyiitt). Ezt a feltételt vizsgdlataimban nem
hasznaltam, aminek az az oka, hogy a tesztfiiggvények kozott szamos olyan szere-
pel, amely ‘lapos’, 4m ezzel egyiitt nagy befoglalé tilbecslést ad a minimumhely(ek)
kozelében. Ezen feladatokon a box szélességére vonatkozd feltevés a minimumhe-
lyek koriili tartomany feleslegesen sok részre torténé feldaraboldsit eredményezné. A
konkrét alkalmazdsokhoz a jelenleg beépitett megallasi feltételek esetleges mddositasa
sziikség esetén konnyen elvégezheto.
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2. Fejezet

Multisection felosztasi szabalyok

Ebben a fejezetben a klasszikus intervallum-felosztasi (bisection) eljardsok azon al-
ternativairdl lesz szo, melyekben az aktudlisan tekintett Y € I Y C X boxot egy
lépésben kettonél tobb részre osztjuk. A fejezet elso részében attekintem a felezést al-
kalmazo algoritmusvaltozatok viselkedésére vonatkozo korabbi eredményeket. Ezutan
az an. szeleteld (multisplitting, egy irdny mentén tobb részre oszt6) felosztdsi szabé-
lyokra Csallner elméleti eredményeit [9] ismertetem. Végiil néhédny, tobb koordindta
irdny szerint feloszt6 (multisection) stratégiat, és az ezekre vonatkozd empirikus vizs-
galataimat mutatom be [39] alapjdn.

2.1 A felezést hasznal6 algoritmusok konvergencia-sebessége

Az elméleti konvergencia-vizsgalatok sordn most is feltessziik, hogy az 1. Algorit-
mus megallasi feltétele sohasem teljesiil. Gyorsitétesztek alkalmazasa nélkil az ‘A’
irdnyvalasztassal kombinalt klasszikus felezés esetén a kovetkezo allitasok igazolhatok
(vo. 6. Tétel):

7. TETEL. Ratschek és Rokne [51]: Ha a célfigguény befoglald fiigguvénye nem izoton,
akkor a Moore—Skelboe-szaballyal dolgozé algoritmus esetén a globdlis minimum alsé
becslése tetszolegesen lassan konvergdlhat a minimumhoz.

Csallner és Csendes [8]-ban legrosszabb eset analizis sordn a minimum és annak
aktudlis als6 becslésének eltérésére adott felsd korlatot a Hansen-féle algoritmusban:

8. TETEL. Csallner és Csendes [8]: Ha a célfigguény befoglald fiigguénye a-konver-
gens, akkor a Hansen-szabalyt haszndlo algoritmusra

J = pamin  F(Z) < e2w(Xo)*(k+ 1), (3)

ahol ¢ a legkisebb pozitiv konstans, amelyre az a-konvergencia teljesul, Y a k-adik
iterdcios lépésben felosztott box, Lyy pedig a Munkalista a k-adik lépés elején.

Tovabba, ha [ befoglald fiiggvénye izoton, akkor ugyanez a felsé korlat a Moore—
Skelboe-szaballyal dolgozé algoritmusra is all.

Jegvezziik meg, hogy £, UY az 0sszes box halmazat adja a k-adik iteracios ciklus
kezdetén, amikor a felosztasra kivalasztott Y box mar nincs Lyy-ben. Tovabbi, a
Moore-Skelboe felosztési szabdly esetén minge .oy F(Z) = F(Y).

19
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2.2 Sgzeletelést alkalmazo algoritmusok viselkedése

A t6bb részre osztd eljardsok felezéssel szembeni lehetséges elényeirdl, illetve hatranya-
ir6l a Bevezetésben mar esett sz6. Eszerint az Y tobb részre osztisa esetén egyrészt
tobb a részboxokbdl kinyverheté informacié, melyekkel a minimum korldtai hatéko-
nyabban javithatok, méasrészt pedig a kisebb részboxok eredményesebben vizsgalhatdk
a gyorsitd eljardsokkal. Mindezek ara a felosztds irdnyainak kiszamitdsa, és a rész-
boxokra meghivott eljardsok dsszkoltségének novekedése lehet (esetlegesen tobb boxot
egvenként torliink, pedig évatosabb felosztasi stratégiaval egyvben is torolhetnénk a
kérdéses tartomdnyt). A multisplitting és a multisection k6zo6tti donté kiilonbség az,
hogy multisplitting alkalmazasaval az els6ként emlitett hatranyt kikiiszobolhetjitk az
elényok megtartasa mellett: egy irdny menti darabolasndl elég — a felezéshez ha-
sonléan — a legkedvez6bbnek tind irdanyt meghataroznunk. Csallner és munkatarsai
[9] Hansen kivélasztdsi szabalyat vizsgdljdk, Y-t pedig a klasszikus ‘A’ szabdly altal
adott irdnyra merélegesen s > 1 egvbevagd részboxra szeletelik. A kezd6 interval-
lumrél feltételezhetjiik, hogy Gn. s-kvazi hiperkocka, azaz minden komponense kisebb,
mint a tobbi komponensének s-szerese. fgy az algoritmus futdsa az alabbi definicié
alapjan szintekre bonthato:

11. DEFINC1O. A k-adik iterdcids lépés az 1 (I > 0) szinten hajtddik végre, ha a k-
adik ciklus feloszto lépése eldtt az Lyy-ben taldlhatd boxok wa marimdlis szélességére
57D (X)) < Wimax < s7w(X ) teljesiil.

Tekintsiik els6ként a gvorsitotesztek nélkiili algoritmusvaltozatot. Az alabbi két
egyszert tétel az [-edik szinten végrehajtott iteracids 1épésekrol szolgdltat informéciot:

9. TETEL. Csallner, Csendes és Markdt [9]: Az l-edik iterdcids szinthez tartozd
iterdcios lépések szdma
s"(s™ — 1)

s—1
10. TETEL. Csallner, Csendes és Markdt [9]: A k-adik iterdcids lépés pontosan akkor
hajtodik végre az l-edik szinten, ha

ky =

Snl_l Sn(lJrl)_l
1<k<——— 4
8—1+ - T s=1 ()

Az algoritmus konvergencia-sebességét a 8. Tételhez hasonldéan f* és annak legjobb
alsé becslésének eltérésével jellemezhetjik. [9] alapjan egyszeriien ldthatd, hogy a
legrosszabhb esetben k egy adott szinthez tartozé utolsé iterdcios lépés (azaz k a (4)-
beli fels6 korlattal egyezik meg). Ekkor az alibbi igaz:

11. TETEL. Csallner, Csendes és Markdét [9]: Ha F a-konvergens befoglald figgvénye
f-nek az Xy boxon, akkor a legrosszabb esetben

= min F(Z) < ew™(Xo)s"(k(s = 1) +1)77", (5)

ahol ¢ a legkisebb pozitiv konstans, amelyre az a-konvergencia teljesul, Y a k-adik
lépésben felosztandd box, Ly pedig a Munkalista a k-adik lépés elején.
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A tétel eredményét a felezést haszndld algoritmus viselkedésével Osszevetve azt
kapjuk, hogy a legrosszabb esetben a (3)-beli O(k~*/") rendii becslés s részre szele-
telés esetén O(s*~D/mg=e/")_re médosul. Mindez s > 2, illetve a > 0 miatt a mul-
tisplitting esetén lassabb konvergenciara utal. Erdemes tovabb4 megjegvezni, hogy
egydimenziés feladatok esetén (n = 1) a konvergencia-sebességet nem befolydsolja a
tObb részre szeletelés.

A fenti algoritmusvéltozat esetében a legjobb becslést akkor kaphatjuk, ha a k-
adik iterdcié egy adott szinten végrehajtott elsd iterdcids 1épés (vagyis k a (4)-beli
alsé korldttal egyezik meg). Ekkor az aldbbi bizonyithato:

12. TETEL. Csallner, Csendes és Markét [9]: Ha F az f a-konvergens befoglalé
fugguénye az X boxon, k pedig valamely | szint elsd iterdcids lépésének indexe, akkor
* . < @ -1 -1 1 —a/n

J* = i P(Z) < cw(Xo)((k - 1(s = 1) + 1), (6)

ahol ¢ a legkisebb pozitiv konstans, amelyre az a-konvergencia teljesul, Y a k-adik
lépésben felosztandd box, Ly pedig a Munkalista a k-adik lépés elején.

Az optimumra adott alsé becslés pontossdga ekkor O((ks)™®/™) rendf, ami s
novelésével csokken, azaz rogzitett k-ra tobb részre osztas esetén pontosabb becslést
kaphatunk.

A kovetkezo lépésben a gyvorsitoteszteket hasznalo algoritmus varidnsokat tekint-
jik. A gvorsitd 1épések hatékonysagdnak jellemzésére bevezetjiik az n-gyorsitott al-
goritmus fogalmat, mely esetén azzal a feltételezéssel éliink, hogy a gyvorsitétesztek
minden iterdciés szinten a végigvizsgdlt boxok legaldbb 1 —n (0 < n < 1) részét
teljes egészében eliminaljak. A feltevés létjogosultsagat empirikus vizsgdlatok sordn
igazoltuk ugyancsak [9]-ben, egy dltaldnosan hasznélt nagy tesztfeladat-halmazon a
monotonitasi, konkavitasi és kivigasi tesztek alkalmazasa esetén.

A k és | értékek kapcesolatanak meghatarozasdhoz sziikségiink van az n-feltevés
mélyebb vizsgdlatara. Vegyiik észre, hogy az [-edik szint iterdcids lépéseinek szama
fiigg attol, hogy az illetd szint mely lépéseiben torliink boxokat. Konnyen lathatd,
hogy az l-edik szinten akkor hajtjuk végre a legkevesebb iterdciét, ha az Osszes
torlendé boxot a szinthez tartozé elsd iterdcios 1épésekben toroljik (legjobb eset), a
legtobbet pedig akkor, ha csak a szint utolsé lépéseiben torliink boxokat (legrosszabb
eset). [9] a két esetre az alabbi korldtokat adja:

13. TETEL. Csallner, Csendes és Markdt [9]: Az n-gyorsitott algoritmus l-edik szint-
jéhez tartozo iterdcios lépések k; szdmdra a legjobb esetben

n

"= sy ),

ky <
s —1

mig a legrosszabb esetben

s -
k <

") N,

ahol [-], illetve |-] az alsd, illetve felsd egészrészt jelenti, N pedig az elsé szint befe-
jezésének pillanatdban a megmaradt (nem térolt) borok szdma.
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A kovetkez6 allitasban a 13. Tétel legrosszabb eset vizsgédlata alapjan egy sziiksé-
ges feltételét adjuk annak, hogy a k-adik iteracié az l-edik szinthez tartozik:

14. TETEL. Csallner, Csendes és Markdt [9]: Ha a k indexd iterdcids lépést az l-edik
szinten hajtjuk végre, akkor (i) [ns™] > 1 esetén

s" —1[ns"]" — lN

<
k_s—l [ps?] —1 7

mig (i1) [ns™] =1 esetén
s"—1

k<
- s—1

(I+1)N

teljestil.

(A [ns™] =1 eset meglehetdsen specidlis, ennek vizsgdlatdt a bizonyitds techni-
kéja indokolja.) Erdemes megemliteni, hogy a gvorsitoteszteket hasznal6 algoritmus
esetén a 10. Tétel analogidjara nem tudunk alsé becslést adni k-ra, hiszen az 7-
feltevés definicidja miatt a szintenként megmaradé boxok szaméra csupan egyiranyu
(fels6) becslésiink lesz. A fenti tételek alapjin az n-gyorsitott algoritmus elméleti
konvergencia-sebességére a legrosszabb esetben a kovetkezo bizonyithato:

15. TETEL. Csallner, Csendes és Markét [9]: Legyen F az f a-konvergens befoglalé
fugguénye az Xy bozon. Tegyik fel tovabbd, hogy a k-adik iterdciot az l-edik szinten
hajtjuk végre. Ekkor az n-gyorsitott algoritmusvaltozatra

(i) [ns™] > 1 esetén

x . - al/n aln—1)/n.—a/n
J* = pmin  F(Z) = On™""s k=), (7)

mig (i1) [ns™] =1 esetén

ff = min_ F(Z)= O(S—al/nk—al/nlal/n) _ O((Sik)al/n). )

A kapott eredmények az aldbbiakban foglalhatdk 6ssze: (7)-ben az s és k paramé-
terek nagysagrendjei megegveznek a gvorsitétesztek nélkiili algoritmus esetén kapot-
takkal (v6. 11. Tétel). A gyorsitétesztek hatdsa (7) /" tényez6jében jut érvényre.
Az n novelésével (azaz a gyorsitétesztek kevésbé hatékony miikddésekor) a tobbi
paraméter valtozatlansiga mellett az optimum becslésének pontossiga csokken; az
n = 1 eset természetesen az (5)-beli konvergencia-sebességet adja. Tovabbd, rogzitett
« és n esetén a befoglalds pontossiaga a szintek emelkedésével n-ban polinomidlisan
javul: minél magasabb iteraciés szinten vagyunk, annal gvorsabb az optimum becslé-
sének konvergencidja.
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2.3 A multisection szabalyok numerikus vizsgalata

A kovetkezékben néhany, a gyakorlatban igéretesnek tiiné multisection szabaly nu-
merikus vizsgdlatdt ismertetem [39] alapjan. Vizsgdlataimban az ‘A’, ‘B’, ‘C’ és ‘D’
irdnyvalasztasi szabédlyok (1.6.3 szakasz) mindegyikét kiilonboz6 intervallum-felosztdsi
stratégidkkal kombindltam. (A kilonbo6z6 irdnyvalasztasi szabdlyok viselkedésére, il-
letve az ezeket haszndlé algoritmusok konvergencidjra vonatkozéan lasd az 5. Tételt.)
Csendes és Ratz ([15, 54]) kordbban numerikus vizsgdlatokkal is elemezte a klasszikus
felezéssel kombinalt felosztasi iranyvalaszté szabalyvokat. Ezek eredményeit és a belo-
likk levont kovetkeztetéseket jelen vizsgalat részeként — némiképp eltérd algoritmus
beallitasok mellett — megerositjik.

Hardver-szoftver kornyezet. A numerikus teszteket tobb kiilonbozo plat-
formon is elvégeztem, a végleges valtozatban hasznalt szamitogép egy 133 MHz-es
Pentium processzorral és 64 MB RAM-mal rendelkez6 PC volt. A futtatis Linux
operdcids rendszer alatt tortént, a B&B algoritmus alapelemeit a Numerical Toolbox
for Verified Computing [22] moduljai alapjin allitottam 6ssze, mig az intervallumos
miiveleteket és adattipusokat a PROFIL/BIAS [31] csomag biztositotta. (Erdekes
adalék, hogyv a Toolbox konyvtar eredetileg az intervallum aritmetikit tamogaté
C-XSC nyelven [29] késziilt. A tesztek futtatdsanak idépontjdban azonban a C-
XSC-nek csupan a DOS alatti, Borland C fordit6é ala késziilt valtozata allt ren-
delkezésiinkre, ez azonban nem biztositott megfelel6 lehetdségeket. Egy tesztsorozat
erejéig a karlsruhei egyvetem HP 9000-730 munkadllomasat is igénybe vehettiik a
C-XSC hasznélatdval egyiitt, végiil azonban a PROFIL/BIAS haszndlata mellett
dontottem. fgy a sziikséges Toolbox modulokat at kellett irnom ez utébbi interval-
lumos kornyvezetbe. Jelen értekezés legtobb numerikus vizsgélata is ezt a ‘vegyes’
alapot hasznalja. Mara a helyzet megvaltozott, a C-XSC-t a legijabb igényekhez
— ¢és forditékhoz — igazodva folvamatosan fejlesztik, igy széba keriilhet a C-XSC
ald torténd visszatérés. Erdemes megemliteni, hogy a C-XSC és a PROFIL/BIAS
altal adott fiiggvénybefoglalasok tilbecslései az el6bbi csomag esetén szamottevéen
kisebbek. A PROFIL/BIAS hasznalataval késziilt programok viszont tapasztalataim
alapjan a standard feladatokon kb. 5-10-szer gyorsabbak voltak.)

A kiilonboz6 hardver—szoftver kornyezetek Osszehasonlitdsara szolgalé Standard
Id6egység (Standard Time Unit, STU [16]), azaz a Shekel-5 tesztfliggvény [62] 1000-
szeri kiértékelésének iddigénye a (4,4, 4,4)T pontban 0.0125 masodperc volt valds
adattipusok (double) haszndlata esetén.

Algoritmus beallitasok. A branch-and-bound algoritmust az aldbbiak sze-
rint specifikdltam: a célfiiggvény befoglald fiiggvényének megaddsa a természetes
intervallum-kiterjesztéssel illetve kozépérték formuldk hasznalataval tortént, a de-
rivalt és Hesse-matrix értékeket automatikus differencidldssal hataroztam meg.

Gyorsitotesztként a kivagasi és monotonitasi teszteket szerepeltettem, emellett
a Newton-1épés végrehajtdsit (és {gy a Hesse-métrix kiszdmitdsdt) csak egy elsé
ranézésre teljesen meglepo feltétel fenndllasa esetén végeztem el: Nevezetesen, ha a
felosztaskor keletkez6 s darab box koziil csak egy boxot nem lehetett teljes egészében
torolni az ‘olesébb’ tesztek valamelyikével, akkor az egyetlen megmaradt box nem
torolt teriileteit befoglald boxra kiszdmitottam a Newton-iterdcié egy 1épését. (Ezutdn
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a mar rendelkezésre all6 Hesse-matrix alapjan érdemes volt elvégezni az egvszertien
kivitelezhet6 konkavitdsi tesztet is.) fgy a Newton-lépés végrehajtasa azokban az ese-
tekben tortént meg, amikor a t6bbi teszt mikodott jol. A médositds lényege az, hogy a
felosztds utdn kapott részboxok szdmatdl fiiggetleniil maximalni lehet (egy iterdcién
beliil) a Hesse-métrix befoglaldsok kiszamitdsinak koltségét. Ennek az otletnek a
kovetkeztében az alkalmazott algoritmus hatékonysiga meglepé médon megnétt a
Newton-lépést mindig elvégzo, vagy egyvaltaldn nem hasznalé valtozatokhoz képest.

A gyorsitétesztek elvégzése utan megmaradé Y7 box a w(F (V7)) < 0.01 megalldsi
feltétel teljesiilése esetén keriilt Lg-be. Emellett Lg méretét 100-ban korlatoztam
(ennek elérésekor az algoritmus megallt), mivel néhény tesztfeladat esetén a globdlis
minimumhelyek szama igen magas, igy az algoritmusok futasideje a fenti megalldsi
feltétellel ardanytalanul nagy lett volna. (Emlékezziink ré, az algoritmus futdsa alatt
nem torliink minimumbhelyet tartalmazoé tartomanyt, igy a terminaldskor Lyt is fi-
gvelembe véve megadhatok az 6sszes minimumpont, illetve a minimum garantélt be-
foglaldsai.) Az algoritmus megalldsa utan az Ls-beli elemekre lefuttattam egy ugvanc-
sak az intervallumos Newton-iterdcién alapulé ellenérz6 1épést [52, 53], melynek célja
a tekintett boxban taldlhaté minimumpont unicitdsanak és staciondrius mivoltanak
vizsgalata. A legtobb feladat eredmény boxai esetén ez az ellen6rzés a kivanalmaknak
megfelelden sikeres volt, és a Newton-iteraci6 sokszor tobb nagyvsagrenddel csokkentet-
te a minimumhely befoglalasanak pontossigat.

Az algoritmus intervallum-kivilasztasi szabalya a Moore-Skelboe stratégia volt,
jelen vizsgdlat f6 targyva, a boxok felosztasa pedig az aldbbi szabalyok szerint tortént:

- /2 szabdly: a klasszikus felezés médszere (s = 2);

- /3 szabdly: 'Y 3 részre osztdsa torténik meg (s = 3); el6szor az irdnyvalasztdsi
szabaly szerinti legigéretesebb irdnyban feleziink, majd az egvik kapott boxot
tovabb felezziik a méasodik legigéretesebb irdnyban;

- /4 szabély: ez esetben a két legjobbnak vélt irdnyban egyvidejileg feleziink, ezzel
s = 4 részboxot létrehozva.

Erdemes hangsilyvozni, hogy a 2.2 szakaszban targvalt szeleteld eljardsok s = 3-
ra, illetve s = 4-re adédo6 valtozatait is vizsgaltam numerikus uton. A tobb irdnyt
hasznalo6 feloszté eljarasok ez utébbiaknal azonban szdmottevéen jobbnak bizonyul-
tak, igy az értekezésben a fenti szabdlyok bemutatdsdra szoritkozom. (s = 2 esetén a
természetesen a szeletelés megegyezik a klasszikus felezd /2 szaballyal.)

A numerikus teszteket egy, a széles szakmai kor altal tanulmanyozott és elfogadott
feladatcsoporton hajtottam végre. A feladatok [15, 24, 54, 62]-b6l szdrmaznak, és
jorészt megegyeznek az irdnyvélasztdsi szabdlyokat vizsgdld [15]-ben hasznaltakkal:
ez utébbi publikacio feladatcsoportjabdl kivettiink néhdny nem kétszer folyvtonosan
differencidlhaté problémdt, ugvanakkor bevontunk néhiny Ratz [54] altal definiélt
nehezebb feladatot. A hasznalt, Osszesen 37 feladat a kovetkezd, zardjelben a feladat
dimenziészaméval: Shekel-5, 7, 10 (4), Hartman-3, 6 (3, ill. 6), Goldstein—Price (2),
Six-Hump-Camel-Back (2), Branin RCOS (2), Rosenbrock-2, 5 (2, ill. 5), Three-
Hump-Camel-Back (2), Levy-3 (2), Levy-5 (2), Levy-8-12 (3-10), Levy-13-18 (2-7),
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Schwefel-2.1 = Beale (2), Schwefel-3.1 (3), Schwefel-3.1p (3), Schwefel-2.5 = Booth
(2), Schwefel-2.18 = Matyas (2), Shwefel-3.2 (3), Schwefel-3.7/5, 3.7/10 (5 ill. 10),
EX1 (2), Griewank-5, 7 (5, ill. 7), Ratz-4 (2), Ratz-5, 6 (3, ill. 5).

Numerikus eredmények. A kiilonbo6z6 intervallum-felosztési szabalyokat az
‘A’—D’ szabalyok mindegyikével egyiitt hasznaltam, vagyis minden feladatot 6sszesen
12-szer oldottam meg. A kapott egvedi algoritmus véaltozatokra az irdnyvalasztasi,
illetve felosztasi szabdly roviditésének Gsszekapesoldsival hivatkozom, tehdt pl. B/2 a
‘B’ szaballyal kombinalt klasszikus felezést jelenti. Az 1. Tdblazat harom hatékonysa-
gi mutatd értékeit tartalmazza: az egyves oszlopcsoportok az Osszesitett idoigényt
(CPU, mésodperchen — Sum), a térigény jellemzéséhez a Munkalistdk feladatonkénti
maximédlis hosszainak dtlagat (MLL — Av.), valamint az intervallumos célfiiggvény
kiértékelések Osszes szdmdat (NFE — Sum) mutatjdk. Mindhdrom mutaté esetén
a tdblazat tartalmaz két viszonyszdmot is; az AoP (average of percentages) osz-
lop az A/2 médszerhez képest az egves feladatokon szdmitott szdzalékos ardnyok
atlagét, a /(A/2) oszlop pedig az illetd mutatd aggregélt értékeinek az A/2 szabalyhoz
viszonyitott ardnyit mutatja. Az AoP mutatd esetén tehat minden tesztfeladatot
ugyvanakkora sillyal vesziink figvelembe, mig a /(A/2) értékek inkdbb azt jellemzik,
hogvan viselkednek az egves algoritmus valtozatok nehéz feladatokon. fgy ez utobbiak
fontosabbnak tekinthetok az elemzés soran.

A legfontosabb numerikus jellemz6 a futids CPU ideje, mely legtobb esetben a
célfiiggvény, gradiens, illetve Hesse-matrix kiértékelések szamdval ardnyos. Kivételt
a nagy memodriaigényl feladatok jelenthetnek, melyeknél a listakezelés miiveletei is
szamottevo idot vehetnek igénybe. Az 1. Téablazat alapjan megéllapithatjuk, hogy
a ‘B’ és ‘C’ iranyvalasztasi szabalyok minden feloszté stratégia esetén kedvezobbek
a masik két szabdlyndl. (A felezés esetén kapott értékek megerésitik a [15, 54]-beli
eredményeket a ‘B’ és ‘C’ szabdlyok altalinos el6nyeire vonatkozéan.) A futdsiddk
/(A/2) oszlopa alapjin az ‘A’, ‘B’ és ‘C’ szabdlyokra az s = 3 vilasztds tiinik a
legjobbnak, mig a ‘D’ (legkevésbé javasolhatd) irdnyvilasztdsi médszer esetén a felezés
a kedvezébb. A két legkevesebb id6t a C/3 és C/4 véltozatok esetén mértem, ezek
egyarant 88%-kal voltak gvorsabbak az alapul vett A/2 varidnsndl. Fontos megje-
gvezni, hogy a két multisection felosztasi szabaly hasznalataval a felezéshez képest a
‘C’ szabdly esetén 22%, mig a ‘B’ esetén 17%, illetve 18% szdzalékos javuldst tapasz-
talhatunk. Az AoP mutaté szerint a futdsidé tekintetében a C/3, valamint C/2
variansokat taldltam a legkedvezébbnek 80, illetve 81 szazalékkal. Az AoP értékek a
‘B’ és ‘C’ szabaly minden véltozata esetén lényegesen nagyvobbak a /(A/2)-nél, ami
ezen stratégiak nehezen megoldhaté feladatokon mutatkozé elényét jelenti.

A Munkalistdk maximélis hosszai (MLL) az egyes algoritmus-valtozatok tarigé-
nyét jellemzik. Hasonldéan a CPU idokhoz, a listahosszak atlagat, illetve ezeknek az
A/2 véltozathoz képest szamitott ardnyait dontéen a nehezebb feladatok hatdrozzak
meg. Az AoP, Av., és /(A/2) mutatdk szerint a multisectiont haszndlé algoritmusok
egy kivételével minden esetben némiképp tobb tarat igényeltek a felez6 szabalyokhoz
képest. Ez a tobblet tarigény azonban az alacsony listaméretek miatt nem jelent
szamottevé hatranyt. (Erdemes megjegvezni, hogy a maximalis listahosszak jelen
tesztsorozatban kb. 50%-kal alacsonyabbak, mint a valamivel egyszer(ibb, kevesebb
gyorsitotesztet alkalmazd [15]-beli algoritmusok esetén.)
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Szabaly CPU MLL NFE
AoP Sum /(A/2) | AoP Av. [(A/2) | AoP Sum  /(A/2)
/2 4 180 228 502 360

A /3| 101% 4134 99% | 125% 276 121% | 103% 411 439 82%
/4| 110% 5613 134% | 147% 360 158% | 113% 434 574 87%
/2| 82% 675 16% | &89% 71 31% | 83% 131822 26%
B /3| 8% 951 13% | 104% 78 34% | 86% 107 046 21%
/4 | 100% 562 13% | 130% 92 40% | 104% 105 036 21%
/2| 81% 666 16% | &% 71 31% | 82% 132395 26%
C /3] 8% 518 12% | 103% 73 32% | 84% 102674 20%
/4| 9% 921 12% | 128% 84 37% | 101% 98 950 20%
/2 | 136% 5369 128% | 142% 299 131% | 129% 664 474 132%
D /3] 112% 8830 211% | 141% 409 179% | 112% 741 433 146%
/4 | 110% 12 871 308% | 148% 579 254% | 111% 801 293 160%

1. Tablazat: 37 tesztfeladat megoldisinak eredménye kilonbozé irdnyvalasztasi, illetve
felosztasi szabdlyok esetén. A tdblizat Szabaly oszlopa az alkalmazott stratégidkat, mig
CPU a futasi idore, MLL a munkalista maximalis hosszara, NFE a célfiggvény kiértékelések
szamdara vonatkozo adatokat mutatja: ezeken belil Sum az egyes feladatokon kapott ada-
tok Osszegét, mig Av. az dtlagdt jelenti. Az AoP oszlop az A/2 mddszerhez képest az
egyes feladatokon szdmitott ardnyszamok atlagat, a /(A/2) oszlop pedig a mutaté aggregélt
értékeinek az A /2 szabdlyhoz viszonyitott ardnydt jeloli.

A célfiiggvény-szamitasok alakuldsa nagyvrészt megegyvezik az idéigényeknél ta-
pasztaltakkal. Itt is a ‘C’ és ‘B’ irdnyvalasztdsi szabalyok voltak a leghatékonyabbak,
a Sum és /(A/2) mutaték alapjin pedig megéllapithatjuk, hogy nehéz problémdk
megoldasakor a tobb részre osztis lényegesen csokkenti a fliggvényhivasok szamét.
A C/2 és C/4 valtozatokat Osszevetve ez a csOkkenés t6bb mint 25 szazaléknyi. Az
Osszes algoritmus varidnst tekintve az A/2 szabdlvhoz képest a C/3, C/4 véltozatok
jelentették a legnagyobb, mintegy 80%-os csokkenést. Masrészt az ‘A’, ‘B’, ‘C’ irdny-
valasztds esetén a multisection az AoP értékek tekintetében (azaz a konnyebb és ne-
hezebb feladatoknak egyvforma silyt adva) nem jelent el6nyt. (A felhaszndlé sziméra
nyilvan a nehéz feladatok megoldasakor jelentkez6 javuldsok a fontosabbak.)

A 2. Téblazat a gradiens, illetve Hesse-métrix szamitasok, valamint az iteracios
lépések szamanak alakulasat foglalja Ossze az 1. Tablazat felépitéséhez hasonléan.
Figyveljiik meg, hogy az NFE, NGE és NHE Sum értékek kiillonbozoek az egyes algo-
ritmus valtozatokon beliil is. Ennek az az oka, hogy — a kordbban emlitettek alapjan
— minden vizsgalt boxon el6szor mindig a csak célfliggvény-szamitast igényl6 kivagasi
tesztet hajtottam végre. Ha a box nem volt torolhetd, akkor a tovabbi gvorsitd
lépések hivasakor keriilt sor (esetleg ismételt célfiiggvény kiértékelés mellett) a ma-
gasabbrend derivaltak kiszamitasara. Figyeljiik meg, hogy a Sum mutatdk esetén
az NGE/NFE, illetve NHE/NFE ardnyok meglehetésen stabilan alakulnak: el6bbi
56-65%, utébbi 3-8% kozotti az egves valtozatokon. Ez ismételten a 2.2 szakasz-
beli n-feltevés empirikus bizonyitékdnak tekinthetd (jéllehet az ardnyokat esetiinkben
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Szabély NGE NHE IT
AoP Sum /(A/2) | AoP Sum /(A/2) | AoP Sum /(A/2)
/2 289 016 39 243 79 422

A /3| 108% 254 050 88% | 96% 24 809 63% | 88% 57 964 73%
/4 | 123% 283 938 98% | 86% 15852 40% | 88% 58 545 4%
/2| 84% 76 234 26% | 82% 10185 26% | 81% 19 151 24%
B /3| 92% 66296 23% | 6% 7071 18% | 71% 13511 17%
/4 | 114% 69 046 24% | 5% 5344 14% | 8% 12501 16%
/2| 84% 76 794 27% | 82% 10500 2T% | 81% 19 053 24%
C /3| 89% 63629 22% | 4% 6860 17% | 0% 12 863 16%
/4 | 110% 64 918 22% | 70% 5123 13% | 78% 11628 15%
/2 | 126% 373 084 129% | 119% 44 789 114% | 137% 112 829 142%
D /3] 118% 440675 152% | 101% 41 943 107% | 98% 104 188 131%
/4 | 121% 522 237 181% | 78% 21592 55% | 8&T% 114 472 144%

2. Tablazat: 37 tesztfeladat megolddsdnak eredménye kilonbozd irdnyvalasztasi, illetve
felosztasi szabdlyok esetén. A tdblizat Szabdly oszlopa az alkalmazott stratégidkat, mig
NGE a gradiens, NHE a Hesse-méatrix kiértékelések szamadara, 1T pedig a végrehajtott
iteracios lépések szamara vonatkozo adatokat mutatja: ezeken belil Sum jelenti az egyes fe-
ladatokon kapott adatok dsszegét. Az AoP oszlop az A /2 mddszerhez képest az egyes felada-
tokon szdmitott ardnyszamok dtlagit, a /(A/2) oszlop pedig a mutaté aggregilt értékeinek
az A /2 szabdlyhoz viszonyitott ardnyat jeloli.

tobb mas tényezd, pl. a Newton-lépés bekapcesoldsdnak stratégidja is befolydsolja).

A gradiensszamitasok Osszes szama sok hasonlésagot mutat a célfiiggvényhivaso-
kéval: e mutato tekintetében is a ‘C’ és ‘B’ irdnyvalasztasok a legkedvezobbek, a két
legjobb varidns pedig a C/3 és C/4 valtozat (22% A/2-hoz képest). A ‘C’ szabdly
esetén az s = 3 vélasztds (C/3) 17%-o0s relativ javuldst eredményezett a felezéshez
(C/2) képest. A /(A/2) és az AoP oszlop adatait Osszevetve azt litjuk, hogy a
gradienshivisok szdmanak csokkenése a nehezebb feladatokon szamottevo.

A Hesse-méatrix szamitasok alakuldsa némileg eltérd tendencidt mutat: Osszessé-
gében most is a ‘B’ és ‘C’ szabalyokat javasolhatjuk, viszont a multisection szabalyok
hasznélatinak elénye itt méar nem csak a /(A/2), hanem az AoP ardnyokat tekintve
is kimutathaté mind a négy irdnyvalasztasi modszer esetén. A két legkisebb Sum
értéket a C/4, illetve B/4 varidnsokndl talalhatjuk, tovabbd a legjobb C/4 mintegy
51% javuldst mutat az felez6 C/2 véltozattal 6sszehasonlitva. Az NHE értékek ilyen
alakuldsa azért is biztato, mert magasabb dimenzids feladatokon az eréforrasigény
java részét a Hesse-matrix szadmitdsok teszik ki. [1] vizsgalatai szerint a Hesse-métrix
szamitasok szama s novelésével sok esetben még tovabb csokkenthetd.

Az iterdcidos lépések szama kozvetleniil ugvan nem befolyasolja az algoritmus
komplexitisit, mégis sok esetben értékes lehet a felhaszndlé szédmdra (a 4. Fejezet
egy modszerében pl. a végrehajtott iteraciés lépések szamaban korldtozom az algorit-
mus futdsit). Az ‘A’, ‘B’, ‘C’ szabélyokra s = 3 haszndlata s = 2-hoz képest kevesebh
iteracids lépést eredményez. Ez egvbevag azzal az intuitiv meggondoldssal, hogy a
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keresési tér kell6en finom felosztasahoz kevesebb lépés sziikségeltetik, amennyiben egy
lépésben tobb részre osztunk. Ugvanakkor az iterdcios lépések szaméanak csokkenése
az s = 3-16l s = 4-re vald attéréskor mar nem figyelheté meg ilven egyvértelmiien.

Az eredmények Osszegzéseként megdllapithatjuk, hogy a bemutatott multisection
szabalyok nehezen megoldhaté feladatok esetén szamottevé mértékben javithatnak az
alapalgoritmus hatékonysigan. Osszességében a C/3, illetve C/4 stratégisk tekinthe-
tok a legkedvezébbnek. A multisection elénye ugyvanakkor mind a ‘B’, mind a ‘C’
szabalyok esetén fenndll, azaz a tradiciondlis A/2 mddszerhez képest az 14j tipusi
irdnyvalasztési szabdlyok, illetve a tobb részre osztd szabalyok erdsitik egyméas hata-
sat. Ez kiilonosen figvelemremélté annak fényében, hogy az algoritmusokban kifi-
nomult gvorsitéteszteket alkalmaztam. Nehéz feladatokon a multisection hasznélata
a legjobb felezd szabalyokhoz képest kb. 22, illetve 25 szazalékkal csokkentette az
id6igényt, illetve a célfiiggvényhivasok szamat. Emellett a multisectiont hasznalo
modszerek tarigénye nem nétt jelentés mértékben a bisection valtozatokhoz képest.

Befejezésiil érdemes néhany sz6t szolni az 1.6.3 szakaszbeli ‘E’ irdnyvalasztassal
kombinalt multisection médszerekrél. A bemutatott tesztsorozat nem tartalmazta
az ‘E’ szabalyt, mert az minden felosztandé box esetén igényelné a Hesse-matrix
kiértékelését. Egy kordbbi vizsgalatomban, ahol mindig kiszamitdsra keriilt a Hesse-
matrix, az E/3, illetve E/4 szabdlyok viselkedése lényegében megegyezett a ‘B’ és ‘C’
stratégiaval kombinalt multisectionnel. A most bemutatott algoritmus-véaltozatok
hatékonysiga azonban lényegesen jobbnak bizonyult e korai algoritmusokénal.



3. Fejezet

Egy 4j heurisztikus mutaté vizsgalata

A fejezetben az egyenl6tlenség alaki korldtokat tartalmazd () alakd feladatok meg-
oldasaval foglalkozom. Az attekinthetdség kedvéért alljon itt Gjra a vizsgalt feladat
altaldnos felirdsa:

min f(x)
st. gi(x) <0, j=1...,r (xx)
T e XO-

Egy « € X, pont lehetséges megoldds, ha g;(x) < 0,Yj = 1,...,r, illetve szi-
goriian lehetséges megoldds, ha g;j(x) < 0,Vj = 1,...,r. Jelolje G; : I" — T a g;
befoglalé fiiggvényét Xg-on (j = 1,...,r). Egy Y C X boxrdl azt mondjuk, biz-
tosan kielégiti a g;(x) < 0 korldtot, ha G;(Y) < 0, illetve biztosan nem elégiti ki a
széban forgd korldtot, ha G;(Y) > 0. Egy Y C X, box biztosan csak lehetséges
megolddsokat tartalmaz, ha biztosan kielégiti az Osszes korlatot, biztosan nem tar-
talmaz lehetséges megolddst, ha legaldbb egy korlatot biztosan nem elégit ki, illetve
meghatdrozatlan a lehetséges megolddsokra nézve minden egyéb esetben. (A fenti
definicik bevezetését a G, fiiggvények esetleges tilbecslése indokolja.)

3.1 Az alapul vett mutato

Az ut6bbi években Casado, Csendes, Garcia és Martinez korlatozas nélkiili — (x) alakd
— feladatok megoldésa esetére javasolta a

paraméter haszndlatat, ahol f* a globdlis minimumot jelenti. A pf* mutaté (il-
letve becslései) branch-and-bound algoritmusok intervallum-kivalasztési [6, 11] il-
letve felosztési [3] szabédlyaiban, memdriakorlitozott B&B eljardsokban [4], tovdbba
parhuzamos intervallumos optimalizdlé algoritmusok vezérlésében [2] kapott szerepet.

A fenti mennyiség a globdlis minimum relativ elhelyezkedést mutatja a tekintett
boxon vett célfiiggvény-befoglalis értékén beliil. fgy, ha azzal a feltételezéssel éliink,
hogy az F' befoglalé fiiggvény hozzavetoleg ugvanakkora tulbecslést ad az alséd és
fels6 korlatjaban, akkor pf* egyv heurisztikus becslést szolgaltat arra nézve, hogy a

29
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vizsgdlt box mennyire igéretes a globalis minimumbhely tartalmazasa szempontjabol.
Kisebb pf* értékkel rendelkezé boxok kevésbé igéretesek, mig magasabb pf* értéket
add boxok esélyesebbek.

8. MEGJEGYZES. A pf* mutatd nevezbje a vizsgdlt boxon wvett célfigguényérték be-
foglaldsdnak szélességét tartalmazza. A w(F (X)) # 0 dsszefiggés teljesulése — az
intervallumos szdmitdsok kifelé kerekitései miatt — dltaldban még pontszerd (0 széles-
$égit) boxok esetében is igaz. Midsrészt, a w(F (X)) = 0 esetben X wvagy kizdrélag
szuboptimdlis, vagy kizdrdlag optimdlis célfiggvényértéki pontokat tartalmaz (f* és
F(X) dsszevetésébdl), igy pf*(X) ennek megfeleléen alkalmas mddon definidlhatd.

Jegyezziik meg, hogy a gvakorlatban a globélis minimum értéke, f* altaldban nem
ismert. Ekkor apf *(X) mutaté helyett annak egy kozelitése haszndlhaté f* valamely
f becslése segitségével: )

; f-F(X)
p(fa X) ey
w(F (X))

Egv lehetséges kozelités az f := f médon adhaté, ahol f a globalis minimum aktualis
legjobb felsé becslése, azaz a kivagasi teszt soran hasznalt érték. Amint azt latni
fogjuk, az f értékek megvalasztasa dontd fontossagu lesz az el6allo algoritmusok kon-
vergencidjanak szempontjabol. Konnyen lathato, hogy korlatozas nélkiili feladatok
esetén minden, az Ly-be beillesztett box esetén p(f, X) € [0,1] &ll: p(f,X) < 0
esetén ugyanis a kivigdsi teszt torli X-et, a p( f.X ) > 1 eset pedig f aktualizldsa
miatt zdrhatd ki.

Erdekes médon korlétozdsos probléméknal eléfordulhat, hogy a p( f.X ) érték bi-
zonyos, a lehetséges megolddsok tartalmazisira nézve meghatarozatlan X boxokon
nagvobb lesz, mint 1. Ez akkor allhat fenn, ha nem &llithatjuk teljes biztonsaggal X-
rél azt, hogy legaldbb egy lehetséges megolddst tartalmaz, azaz, amikor a f mutaté
aktualizdldsa nem lehetséges.

Csendes [11] az f értékeket az f* becslésének sokféle lehetésége miatt egy altala-
nos { fr }32, sorozat aktudlis tagjaiként tekintette, ahol a k-adik iterdcids 1épésben egy
fi érték alapjan szamitjuk az aktualis p(f, X) = p(fi, X) mennyiségeket. Az {fi}
sorozat eléallhat futdsi idében a B&B algoritmus ‘belsejében’ (mondjuk f alapjdn),
vagy lehet a felhasznalé altal kiviilrél megadott is.

Az 1. Algoritmus 17. lépésének, azaz a kovetkezd iteracidban felosztandd box
kivilasztdsanak (mely jelen fejezet egyik tdrgya) két klasszikus stratégidja a Beveze-
tésben mar ismertetésre keriilt:

C1: Moore—Skelboe-szabély: vilasszuk L£yy elemei koziil a minimalis F(X) értékkel
rendelkezot.

C2: Hansen intervallum-kivalasztasi szabdlya: valasszuk Ly elemei koziil a listaba
legkordbban beillesztett boxot.

A p(fi, X) mutatét haszndlva az aldbbi 4j szabdlyok konstrudlhatdk:

C3: [11] alapjan a Munkalista elemei koziil a maximalis p(fi, X) értékkel rendelkezd
box legven kivalasztva.
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C4: [6] szerz6i egy hibrid szabély javasoltak: Legven N,, egy rogzitett pozitiv kons-
tans, és minden iterdciéban vélasszuk ki £y elemei kozil a legnagyvobb p(fi, X)
értékkel rendelkezé N, darab boxot. (Ha Ly, hossza kisebb, mint N,,, akkor
véalasszuk ki annak Osszes elemét.) A kivdlasztott boxok alkotjdk az aktualizalt
Munkalistat, mig a tobbi box egy masodlagos listara keriil, és az algoritmus
végén, egy masodik fazisban lesz feldolgozva a hagyvoméanyos C1 szabaly alkal-
mazasaval. A masodlagos lista mérete a kivagasi teszt jovoltabodl természetesen
mar az els6 fazisban is redukalhato.

Csendes [11] a C3 szabalyt részletesen vizsgdlja (x) alaku feladatokon. A leg-
fontosabb elméleti kovetkeztetések az aldbbi tételben foglalhatok ossze:

16. TETEL. Csendes [11] alapjdn: Jelolje F a f célfigguény befoglald figguényét.
Tekintsiik azt az intervallumos BEB algoritmust, mely a C3 stratégidt haszndlja inter-
vallum-felosztdsi szabdlyként.

- Tegytk fel, hogy a célfiggvény izoton és zérd-konvergens. Ha fr — f > f*, és
létezik olyan x € X, pont, melyre f(x) = f, akkor a gyorsitdtesztek nélkili
algoritmusvdltozat eqy nemoptimdlis megolddshoz konvergdlhat.

- Tegyiik fel, hogy a célfigguény zéro-konvergens. Ha f, — f < f*, akkor a
gyorsitotesztek nélkuli algoritmus az X keresési tartomdny osszes pontjihoz
konvergdl.

- Tegyiik fel, hogy a célfiigguény izoton és zérd-konvergens, tovabbd az algoritmus
a kivagasi, monotonitdsi, intervallumos Newton-, illetve konkavitdsi teszteket
haszndlja gyorsité eljardsokként. Annak szikséges és elegendd feltétele, hogy
az algoritmus globdlis minimumpontok eqy halmazdihoz konvergal, az, hogy az
{fx} sorozat a globdlis minimumhoz, f*-hoz tart, valamint { fy} véges sok eleme
kisebb, mint f*.

Fentiekre és tovabbi [11]-beli eredményekre a korldtozdsos feladatokra javasolt
algoritmus-valtozatok vizsgdlataban tobbszor hivatkozom.

A kivélasztott box felosztasdt illetGen (1. Algoritmus 4. és 5. 1épése), amint arra a
Bevezetésben rdmutattam, a legelterjedtebb megkozelités a box két részre osztasa (bi-
section) annak legszélesebb komponensére merdlegesen. Korldtozas nélkiili problémdk
esetén azonban sokszor nem ez a leghatékonvabb megkozelités. A felosztasi irdny
megaddsdra Csendes és Ratz [14, 15, 54, 55] dltal, az s érték megvilasztdsara pedig
Berner, Ratz, Csallner, Csendes és Markét [1, 9, 39, 55] altal ismertetett dj, eredmé-
nyesebb stratégidk leirasaval és diszkusszidjaval az értekezés Bevezetésében és a 2.
Fejezetben részletesen foglalkoztam.

A korlatozasos feladatok jelenlegi vizsgalatdban az irdnyvalasztasi szabalyok koziil
a hagvomdnyos, a box legszélesebb oldaldra (oldalaira) vonatkozd szabélyt (‘A’-straté-
gia) alkalmazom. Az s értékek és a kiilonboz6 szami felosztdsi irdny alapjan a kiin-
dulédsul tekintett intervallum-felosztasi médszerek az alabbiak:
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S1_/2: klasszikus bisection a legszélesebb komponensre merdlegesen:

S2_/4: felezés a két legszélesebb komponensre merdlegesen, azaz 4 részboxra osztds
(/4 multisection);

S3_/9: hirom egyforma részre darabolds a két legszélesebb komponensre merdlege-
sen, tehat 9 részboxra torténd felosztas (/9 multisection).

Az S1-S3 szabilyok mindegyike un. statikus szabdly, azaz az algoritmus futdsa
alatt a felosztas szabalya valtozatlan marad. Ahogy azonban kordbban arra méar
utaltam, szamos esetben igéretes lehet az, ha a keresési tér egyes részein (tipikusan a
minimumhelyektdl tavol) ‘évatosabb’ felosztdsi szabélyt alkalmazunk kevesebb részre
osztassal. Ekkor ugyanis abban bizhatunk, hogy a keletkezé nagyobb részboxokat is
elimindlni tudjuk az eredeti box sziikségteleniil sok részre osztasa nélkil. Méasrészt,
a minimumhelyekhez kozelebb érdemes lehet tobb részre osztani, hogy minél el6bb
juthassunk olvan boxokhoz, amiket az Eredménylistara tehetiink.

Az ismertetett p( f , X)) mutaté lehetGséget biztosit arra, hogy heurisztikusan jelle-
mezhessiik azt, melyik esetben milyen felosztést érdemes alkalmazni. A Casado
és munkatdrsai [6] dltal ismertetett adaptiv intervallum-felosztdsi szabély alkalmas
0 < P < P, <1 koszobértékek megadisaval a kovetkezo alakot olti:

S4_pf_/2,4,9:

(a) ha p(fi, X) < Py, akkor X-et vigjuk két részre a legszélesebb komponens
szerint (klasszikus bisection);

(b) ha P, < p(fi, X) < Py, akkor X-et vigjuk négy részre a két legszélesebb
komponensre merélegesen felezve (/4 multisection);

(¢) ha p(fx, X) > P,, akkor X-et vigjuk kilenc részre a két legszélesebb kom-
ponensre mer6legesen harmadolva (/9 multisection).

3.2 Az 1ij heurisztikus mutato

A kovetkezékben a J. Ferndndez Herndndez 4ltal javasolt heurisztikus mennyiséget
bemutatom be. Ez képezi az alapjat a korlatozasos feladatok esetén hasznalatos 1j
modszereknek. A mutaté becslést ad arra, hogy a tekintett box milyen mértékben
tartalmaz lehetséges megoldéasokat, ily médon a korlatok elhelyezkedésébdl adodo
tobbletinforméacidt is kihaszndlhatjuk az algoritmusokban.

Kiinduldsul tekintsiink egy korldtozé feltételt, g;(x) < 0-t. Szamitsuk ki a

X) = mind %) 9
S e ) o

mennyiséget, ahol G(X) a g(x) fiiggvény befoglalé fliiggvénye. A tovabbiakban
G(X)-t a korlatozé feltétel (vagy korldt) befoglals fiiggvényének nevezem. (Ez az
elnevezés némiképp pontatlan ugvan, de a feltételek &ltalanos alakja miatt nem
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félrevezetd.) A w(G;(X)) = 0 eset kezelésére a 8. Megjegyzésben F-re leirtak igazak
az alabbi kiegészitéssel: ha a nevezd 0 értéket venne fel, akkor X-en a g; fiiggvény
konstans. Ekkor, ha a g;(X) € R értékkészlet pozitiv, akkor X torélheté a lehetséges
megoldasok tesztjével, ellenkezo esetben legyen pqu(X )=1.

Vegyiik észre, hogy ha pug,;(X) < 0, akkor X biztosan nem tartalmaz egyetlen
lehetséges megolddst sem, amennyiben pedig pug,(X) = 1, akkor X minden pontja
lehetséges megoldds. (Az implementdcié sordn az els esetben a G;(X) > 0, mig a
mésodikban a —G;(X) = w(G;(X)) feltételt kell vizsgdlnunk, hogy a (9)-beli nem
intervallumos tipusi osztds esetleges pontatlansigait elkeriilve megbizhaté kivetkez-
tetésekre jussunk!)

Tekintsiik most a («*) lehetséges megolddsainak halmazdit leiré korldtok halma-
zat: gr(x) <0,...,g9.(x) <0. Azon boxok, melyekr6l megallapithaté, hogy biztosan
nem tartalmaznak egvetlen lehetséges megoldast sem, azonnal torolhetok, igy ezekre
nem definidljuk a lenti indexet. A tobbi boxra legven a lehetséges megoldasok tartal-
mazasat leiré heurisztikus index a

pu(X) = Hpqu(X)-

formulédval adott. A definicié alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy
e pu(X) =1« X kizdrdlag lehetséges megolddsokat tartalmaz, valamint
e pu(X) € [0,1) & X meghatdrozatlan a lehetséges megolddsok tartalmazdsédra
nézve.
A pu(X) index haszndlatdval a p( X ) mennyiség aldbbi mddositdsa javasolhat:
pup(f, X) = pu(X) - p(f, X),

ahol f-t ismét valamely f, értékek sorozata altal tekintjiik adottnak. Az dj mutaté
tehdt ugy miikodik, hogy a kordbbi p( f , X)) értéket korrigilja a lehetséges megolddsok
tartalmazasara vonatkozo faktorral: egy box minél nagyvobb részérdl sejtjiik, hogy nem
tartalmaz lehetséges megolddsokat, a hozzd tartozé pup( f,.x ) érték anndl kisebb lesz.
Fentiek alapjan a felosztasra keriilé box kivalasztasara a kovetkezd szabalyok konstru-
alhatok:

C5: Vilasszuk felosztédsra a legnagyvobb pup(fi, X) értékkel rendelkezd boxot.

C6: Alkalmazzunk egy a C4-hez hasonld hibrid szabélyt, de ezittal p(f, X) helyett
pup( fi, X)-t haszndlva.

Végezetiil, a Moore-Skelboe-szabaly és az 4j szabaly kombindcidjaként vilaszt-
hatjuk felosztdsra az egyszerre alacsony F (X)) értékkel és magas pup( fi, X) értékkel
rendelkezé boxot. Ehhez definidljuk a

_ | E(X)/pup(fr, X) ha pup(fy, X) #0,

mennyiséget, ahol M egy eldre bedllitott nagy pozitiv szam.
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C7: Valasszuk a legkisebb pupb( fi, X )-vel rendelkezd boxot felosztésra.

C8: Haszndljuk a C4 hibrid szabdlyt, de ezittal a minimdlis pupb(fi, X) értékkel
rendelkez6 boxot valasztva.

A pup( f,x ) index alkalmas 4j tipusu adaptiv multisection szabalyok el6allitdsira
is. Ez azon a feltételezésen alapul, hogy minél kisebb mértékben tartalmaz egy box
lehetséges megoldasokat, anndl kevésbé lehet sziikség arra, hogy nagvobb s értéket
valasszunk, azaz tobb részre osszuk a boxot (bizva abban, hogy a box lehetséges
megoldasokat nem tartalmazé részintervallumai igy kevesebb munka aran lesznek el-
dobhatdk). A [6]-beli, esetiinkben S4-gvel jelolt szabily alapjin az ottani p(fg, X)
érték helyett pup( f,x )-t tekintve, alkalmas 0 < P; < P, < 1 koszobértékek megada-
saval a kovetkezo intervallum-felosztasi szabaly javasolhato:

S5 _pup_/2,4,9:

(a) ha pup(fr, X) < Py, akkor X-et vigjuk két részre a legszélesebb komponens
szerint (klasszikus bisection);

(b) ha P; < pup(fi, X) < Py, akkor X-et vigjuk négy részre a két legszélesebb
komponensre merélegesen felezve (/4 multisection);

(¢) ha pup(fr, X) > P, akkor X-et vigjuk kilenc részre a két legszélesebb
komponensre merélegesen harmadolva (/9 multisection).

Az el6z6 szakaszban rdmutattam, hogy p( f.X ) bizonyos boxok esetén 1-nél na-
gvobb értéket is felvehet. Ez az intervallum-kivalasztasi szabalyok hasznalatakor a
kivantnal korabbi kivalasztast, az adaptiv multisection szabalynal pedig a kelleténél
tobb részre vagast eredményezhet. A probléméat elkeriilend6, minden olyvan boxra,
melyre egyébként p(f, X) > 1 teljesiil, a p(f, X) := 1 médositést alkalmazom. (Azaz
az 1 index ez esetben a pup(f, X) = pu(X) formuldval lesz adott.)

3.3 Konvergencia vizsgalatok

3.3.1 Az 1ij tipusi intervallum-kivalasztasi szabalyok konver-
gencia-tulajdonsagai

A tradiciondlisan hasznélt C1, illetve C2 szabdlyok konvergencidjit [8, 13, 51]-ben
vizsgéltak, mig a C3 tulajdonsigainak vizsgélata [11]-ben taldlhaté meg. Aldbbiak-
ban a C5 és C7 szabilyokat haszndlé algoritmusok konvergencia-jellemzdit mutatom
be [40] alapjian. A bizonyitdsok alapjdul tobb helyiitt Csendes [11] médszereit alkal-
maztam és fejlesztettem tovabb a korldtozdsos esetre, illetve az 1j heurisztikdkra.
Az algoritmusokrol a konvergencia-vizsgalat sordn feltételezziik, hogy a megallasi
feltételeknek egy box sem tehet eleget. Az egves moddszereket gvorsitotesztek nélkiil
vizsgdlom, kivéve azokat az eseteket, ahol az alkalmazott tesztek hasznilatat kiilon
kiemelem, illetve a lehetséges megolddsok tesztjét, amelyet minden esetben alkalma-
zok.
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Jeloljiik fi-val az f* kozelitését az algoritmus k-adik iterdcidjaban, ekkor tehat egy
vizsgalt X boxhoz a p( fi, X ) paramétert rendelhetjiik hozza. Jegvezziik meg, hogy az
fr értékek megadasi moédjara semmilyen kikotést nem tesziink, azok szamithatok akar
az algoritmus miikodése sordn (pl. az fp = f esetben), vagy lehetnek a felhaszndlé
altal az algortimuson kiviilrél adottak.

Az els6ként ismertetett tétel megadja, miképp viselkedik a C5 szabalyt hasznalé
algoritmus, ha az { fi} sorozat a globélis minimumndl nagyobb szdmhoz konvergal:

17. TETEL. [40] Tegyiik fel, hogy a célfigguény befoglald figgvénye izoton, zéré-kon-
vergens, a korldtok befoglald figgvényei ugyancsak izoton tulajdonsdgiak, a p(fr, Z)
paraméterek pedig egy {fr}3,, fx — f > [* sorozat segitségével adottak, ahol f =
f(@) valamely & € X lehetséges megoldds esetén. Akkor az intervallumos BéDB
algoritmus, mely minden lépésben a legnagyodbb pup(fi, Z) értékkel rendelkezd inter-
vallumot vdlasztja ki felosztdsra (azaz a C5 szabdlyt haszndlja) konvergélhat egy olyan
& € Xy lehetséges megolddshoz, melyre f(&) > f* dll, azaz, amely nem globdlis mini-
mumhelye a megoldandd feladatnak.

B1zoNYITAS. [11] 1. Tétele hasonld &llitdst bizonyit korldtozo feltételek nélkiili felada-
tok, valamint a C3 kivdlasztdsi szabaly esetére. Az emlitett tétel a célfiiggvény be-
foglalé fiiggvényének egy alkalmas konstrukciéjén alapul: ehhez definidljuk a d(X) =
max(f(X) — f,f — f(X)) mennyiséget minden X C X, boxra. Legyen a kiin-
dulé boxra a célfiiggvény befoglalisa az F(X,) = [f — 9d(X,), f + d(X,)] for-
muldval adott, valamint minden olyan X; boxra, mely tartalmazza @-et, legyen
F(X;) = [f —9d(X;), f +d(X;)]. Minden mis Y boxra a befoglalds az F(Y) =
[f — d(Y), f + d(Y)] formuldval legyen adott. Az igy definidlt fiiggvény teljesiti az
intervallumos befoglalé fliggvény tulajdonsdgét, izoton, és (minden &-ot tartalmazé
végtelen boxsorozat esetén) zéré-konvergens. Tovabbd, mivel f; az f—hoz tart, ezért
egy bizonyos iterdcids lépésszam elérése utan a Munkalistan 1év6, #-et tartalmazd
X boxra a p(fy, X) érték elegendden kozel lesz 0.9-hez, valamint a Munkalistan 1évé
Osszes tobbi Y boxra a p(fi, X) értékek elegendden kozel lesznek 0.5-h6z ahhoz, hogy
a C3 szabdlyt alkalmazd algoritmus X-et valassza ki felosztasra. Azaz, egy megfeleld
iterdcios 1épéstol kezdve az algoritmus minden alkalommal a #-et tartalmazé boxot
valasztja ki, vagyis az algoritmus @-hoz konvergdl.

Korlatozasos feladatokra és a C5 szabalyt alkalmazé algoritmusra a fenti konst-
rukcié egvszerlien kiterjesztheté: alkalmazzuk a célfiiggvény befoglaldsinak meg-
adasara a fenti Osszefiiggéseket, és definidljuk a korlatozo feltételeket gy, hogy az
osszes X g-beli pont szigordan lehetséges megoldds legven. Ezutan képezziik a korla-
tok befoglald fliggvényeit a természetes intervallum-kiterjesztéssel (1.3 szakasz), igy
azok a 1.4 szakaszban leirtak szerint izoton tulajdonsaguak lesznek, és tegyviik fel,
hogy pu(X,) = 1. Ez utébbi feltétel az esetleges intervallumos tilbecslés ellenére
is biztosithatd. Ekkor pup(fy, Z) = p(fx, Z) teljesiil minden Z C X boxra, hiszen
a korlatok befoglalé fiiggvényeinek izotonitasabol pu(Z) = 1 kovetkezik. Azaz, a
kivalasztott részboxok sorozata megegvezik azzal, amit a C3-at hasznalé algoritmus
generalna. O
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A kovetkezd tételben megmutatom, hogy az algoritmus akkor is konvergalhat
nemoptimalis pontokhoz, ha a korlatok befoglalé fiiggvényei a-konvergensek:

18. TETEL. [40] Tegyiik fel, hogy a célfiggvény befoglald figguénye izoton, zérd-
konvergens, a korldtok befoglald fliggvényei a-konvergensek (és akdr nem is izoton
tulajdonsdgiak) a p(fe, Z) paraméterek pedig egy { fe}ol1, fr — f> f* sorozat segit-
ségével adottak, ahol f = f(&) valamely & € X lehetséges megoldds esetén. Akkor
az intervallumos BE&B algoritmus, mely minden lépésben a legnagyobb pup(fi, Z)
értékkel rendelkezd intervallumot vdlasztja ki felosztdsra (azaz a C5 szabdlyt haszndlja)
konvergilhat egy olyan & € X lehetséges megolddshoz, melyre f(&) > f* dll, azaz,
amely nem globdlis minimumhelye a megoldandd feladatnak.

Bi1zoNYiTAS. A bizonyitds az eléz6 tételhez hasonldan most is egy alkalmas konst-
rukcién alapul. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiink egy olvan korlatozasos globdlis
optimalizdldsi feladatot, amely mindossze egy korlatot, a g(a) < 0 feltételt tartal-
mazza. Tegyiik fel, hogy g(x) raciondlis és a teljes X -on értelmezett. Allitsuk el§ a
célfiiggvény F' befoglalé fiiggvényét az el6z6 tételben megadottak szerint, a korlatozd
feltétel befoglalo fiiggvénye pedig legven az aldbbi eljaras altal meghatarozott: képez-
ziik el6szor a G befoglald fiiggvényt természetes intervallum-kiterjesztéssel. A kapott
fliggvény izoton és a-konvergens o = 1-gyvel (1d. 3. Tétel), azaz w(G(X))—w(g(X)) <
cw(X) egy alkalmas ¢ pozitiv konstanssal. G(X)-bdl eldéllitjuk a korldt egy olyan
befoglalé fiiggvényét (K-t) minden X C X boxra, amely megfelel§ lesz a tétel
bizonyitasahoz:

(1) Ha G(X) > 0, akkor legven K(X) = G(X). (Amennyiben az algoritmus futdsa
soran el6all egy ilyen tulajdonsigi X box, az azonnal torolve lesz a lehetséges
megolddsok tesztjével.)

(2) HaG(X) < 06sG(X) > 0, akkor G(X) legnagyobb abszolit értéke (1.2 szakasz)
alapjan legyven

K(X) = [-9G(X)],|G(X)]|], amennyiben & € X (azaz ekkor pu(X) =
0.9 teljesiil), illetve

K(X) = [-]|G(X)],|G(X)]}, ha X nem tartalmazza &-t (ekkor pedig
pu(X) = 0.5 teljesiil).

(3) Ha G(X) < 0, akkor legyen a befoglalas a K (X ) = G(X) médon adott (nyilvan
minden ilyen X-re pu(X) = 1).

Mindhdrom ismertetett esetben a definidlt befoglalisra G(X) € K(X), azaz K
val6ban befoglalé fiiggvénye a korlatozo feltételnek. Tovabbd, K a-konvergens (o =
1-gvel) az aldbbiak miatt: mivel a korldtot raciondlisnak és a teljes X y-on értelmezett-
nek valasztottuk, ezért a természetes intervallum-kiterjesztés definiciéjanak egyszert
kovetkezményeként (lasd pl. [50]) G Lipschitz-folytonos egy m pozitiv konstanssal:
w(G(X)) <mw(X), VX C Xy, X €I"
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Mivel minden X C Xg-ra w(K (X)) < 10w(G(X)) teljesiil, igy G a-konvergenci-
aja miatt

w(K(X)) = w(g(X)) < w(G(X)) - w(g(X)) + 9 (G(X)) <

< ew(X) 4+ 9w(G(X)) < (c+9Im)w(X),

azaz, K a-konvergens o = 1-gvel.

Jegvezziikk meg, hogy a K fiiggvény egyszeriien mddosithatd igy, hogy ne legyven
izoton tulajdonsdgu: kivélasztva véges sok X C Xy-t, melyre K definicidjanak (2)
pontja teljesiil, majd az ezekre adott befoglalé intervallumokat alkalmas szamokkal
megszorozva elérheté a modositott befoglald fliggvény izotonitdsanak sériilése. A
fenti médositds ugyanakkor nem lesz hatéssal a K a-konvergencidjara: a w(K (X)) —
w(g(X)) kifejezés tudniillik csak a kivélasztott véges sok boxra viltozik; ezeket djra
kiértékelve az a-konvergencidra imént kapott konstans konnyen moédosithato.

A bizonyitas hatralévé része az el6z6 tételben megfogalmazottakhoz hasonléan
torténik: a célfliggvényre és a korldtozé feltételre definidlt befoglalé figgvényeket
hasznalva azt allithatjuk, hogy egyv megfelel iterdcids szam elérésétol kezdve a -t
tartalmazé X boxon a pup(fi, X) = p(fi, X) - pu(X) érték elegendden kozel lesz
0.9-0.9 = 0.81-hoz, vagy 0.9 -1 = 0.9-hez ahhoz, hogy az algoritmus az X-t vilassza
ki felosztasra szemben a Munkalistan 1év6 Osszes tobbi Y box-szal, melyekhez 0.5 -
0.5 = 0.25-hoz, vagy 0.5 -1 = 0.5-hez kozeli pup(fy,Y) értékek tartoznak. Azaz az
algoritmus @-hez fog konvergalni. O

9. MEGJEGYZES. A kivdgdsi teszt és a célfigguény befoglald fiigguényének zéré-kon-
vergencidja elegendd lehet az algoritmus globdlis minimumpontokhoz torténd konver-
gencidjdhoz még abban az esetben is, amikor f,, nem tart f*-hoz: a felosztdsra kijelolt
bozok tetszdleges, eqy f*-ndl nagyobb értékhez tarto X o, X1, ... részsorozata esetén a
zéré-konvergencidabol E(~Xj) > f* adddik valamely j-re, azaz, ha f oly mdédon kizeliti
f*-ot, hogy F(X,) > f ugyancsak fenndll, akkor az ilyen boxok a kivdgdsi teszttel
torolhetok.

Az alabbi lemma karakterizaciéjat adja egyvmasba dgvazott boxok egy olyan soro-
zatdnak (azaz a felosztdsra kijelolt boxok valamely részsorozatdnak), amely specidlis
esetként jelentkezik a konvergencia-vizsgélatokban.

1. LEMMA. [40] Tételezziik fel, hogy a korldtok befoglald fiiggvényei izoton tulajdonsd-
guak. Legyen { X }52, az algoritmus dltal generdlt egymdsba dgyazott boxok egy olyan
sorozata, mely az x lehetséges megolddshoz konvergal. Akkor az aldbbi hdrom dllitds
ekvivalens:

1. Egy alkalmas i indezre pu(X;) = 0.
2. Egy alkalmas i indexre pu(Xy) = 0 Vk > i.

3. Egy alkalmas i index és Yk > i esetén X nem tartalmaz szigorian lehetséges
megolddsokat, tovdbbd létezik olyan s indext korldtozd feltétel, melyre gs(x) =0,
valamint a G befoglald fiiggvény az alsé korldtjaban pontos minden X esetén.
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BizonviTAs. 1. = 3. : Amennyiben a lemma 1. éllitdsa teljesiil, akkor pu(X)
definicidja miatt G4(X;) = 0 teljesiil valamely s (1 < s < r) index esetén. Mivel
az { X} sorozat Osszes eleme tartalmaz legaldbb egy lehetséges megoldist (x-t),
valamint Gy izoton, ezért sziikségképpen G4(X ;) = 0 és igy G4(X ) > 0 teljesiil min-
den k > i esetén is. Ez épp azt jelenti, hogy az i-edik itericiotol kezdve a boxsorozat
elemei nem tartalmaznak szigordan lehetséges megoldasokat. Masrészt, azon box-
okra, melyek tartalmaznak legaldbb egy lehetséges megoldast, de nem tartalmaznak
egyvetlen szigordan lehetséges megolddst sem, g;(X ) = 0 is teljesiil minden k > i-re.
Ebbol az alapvetd tartalmazasi tulajdonsdgok miatt g,(x) = 0 kdvetkezik, valamint
az, hogy G5 minden k esetén pontos (tilbecsléstél mentes) az alsé korlatjaban.

3. = 2. : Tegyiik fel, hogy a lemma 3. allitasa teljesiil. Ha G 4-nek nincs tiilbecslése
az alsd korlatban olyan boxokon, melyek nem tartalmaznak szigorian lehetséges
megoldast, de tartalmazzdk x-t, akkor G4(X ) = 0, és ezért pu(X,) = 0 all Vk > 4
esetén.

2. = 1. : Ez az implikacié nyilvanvaléan teljesiil. O

A tovabbi tételek pontos megfogalmazasihoz az alibbi fogalmakat és jeloléseket
hasznéljuk: Az algoritmus dltal felosztdsra kivélasztott boxok konvergens { X},
részsorozataival foglalkozunk. (Az 1.6.1 szakasz értelmében ezen részsorozatokrol az
altaldnossag megszoritasa nélkiil felteheto, hogy egymésba dgvazott boxokbdl allnak.
Ezt a tulajdonsdgot bizonyos esetekben felhasznaljuk.) Egy ilven részsorozatrol felté-
telezhetjiik, hogy az elemei rendre a ki, ko, ... iterdcios lépésekben lettek felosztasra
kivélasztva, azaz a hozzajuk tartozé p(fi, Y) és pup(fi, Y') értékek a p(fy,, X,), illetve
pup( fr,, X,;) formuldk &ltal meghatérozottak { = 1,2, ... esetén.

A kovetkezd tétel azt az esetet vizsgélja, amikor az {fi} sorozat a globélis mini-
mumnal kisebb értékhez tart:

19. TETEL. [40] Tegyiik fel, hogy a célfigguény és a korldtok befoglald figgvényei
zérd-konvergensek, tovdbbd nem létezik olyan { X} ,, X € Xo bozsorozat, mely-
nek valamely konvergens { X, } részsorozatdra limy_,o pu(Xy,) = 0 teljesil, valamint
az fi értékek sorozata egy f < f* szdmhoz konvergdl. Akkor az intervallumos BB
algoritmus, mely minden lépésben a legnagyobb pup(fy, Z) értékkel rendelkezd Z
intervallumot vdlasztja ki felosztdsra, a maximdlis pup(fi, Z)-vel rendelkezd boxok
kézil pedig a mazimdlis p(fx, Z) értékit vdlasztja, a felosztdsra kijelolt boxok olyan
részsorozatait dllitja eld, melyek az X keresési tartomdny minden lehetséges megol-
ddsdhoz konvergadlnak, figgetlenil az azokban szamitott célfigguényértékektdl.

BizoNYiTAs. Elészor [11] alapjdn megmutatjuk, hogy az algoritmus éltal felosztédsra
kivélasztott boxok tetszéleges, valamely @ € X ponthoz tarté { X} részsorozatira a
{p(fx,, X,)} sorozat minusz végtelenhez tart. F' zéré-konvergencidja, valamint fj, —
f < frés f* < f(z) miatt fo — E(X)) — f — f(x) < 0. Mésrészt, ugyancsak F
zéré-konvergencidja miatt w(F (X)) — 0, azaz p(fx,, X;) = —oc.

Vizsgaljuk most a pup(f,, X ) értékeket a fenti boxsorozatra. Azt éllitjuk, hogy
limy_, o, pup(fi,, X,) = —oo. Ennek igazoldsdhoz tekintsiik az aldbbi két esetet:
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1. Ha { X} a szigortan lehetséges @ megolddshoz tart, akkor —G4(X,) — —g;(z)
> 0 minden j-re (j = 1,...,r) a G, fliggvények zéré-konvergencidja miatt,
amib6l pug, (X ;) — 1,Vj, és igy lim_opu(X;) = 1 adédik. Kovetkezésképpen

limy o0 pup(fi,, X 1) = im0 p(fi,, X1) = —o0.

2. Tegyiik most fel, hogy {X,} egy olvan lehetséges megolddshoz tart, melyre az
el6z6 pont nem teljesiil, azaz létezik a korlatok indexeinek egy olyan nemiires J
halmaza, melyre g;(z) = 0, Vj € J. Mivel feltevésiink szerint lim;_, pu(X,) #
0, ezért pup(fi,, X,) definiciéja és 0 < pu(X,;) < 1 miatt limy_,o pup(fi,, X,) =
—00.

(Jegvezziik meg, hogy az imént tdrgyalt 1. illetve 2. pont minden szdmunkra rele-
véans lehetéséget lefed: az { X} részsorozat ugyanis nem tarthat egy nem lehetséges
megoldashoz a korladtok zéré-konvergencidja, illetve a lehetséges megoldasok tesztjé-
nek alkalmazdsa miatt.)

A fentiek kovetkezményeként minden, a Munkalistan tartozkodd tetszoleges box
valamely késébbi iterdcids lépésben biztosan felosztasra kerill, azaz az algoritmus
a keresési tartomany Osszes lehetséges megoldasahoz tart. Ezzel igazoltuk a tétel
allitasat. O

A 19. Tétel kovetkezményei az aldbbiakban foglalhatok 6ssze: ha az { fi} sorozat
egy, az optimumnél kisebb értékhez tart, akkor az algoritmus (a) vagy minden lehetsé-
ges megoldashoz generdl az adott ponthoz tarté intervallum részsorozatot, vagy pedig
(b) néhdny olyan konvergens X, részsorozatot allit eld, melyek mindegyike egy-egy
nem szigorian lehetséges megolddshoz tart: az (a) esetben a pup(fi,, X;) értékek
minusz végtelenhez tartanak minden konvergens {X,} esetén, mig a (b) esetben
létezik a felosztasra kijel6lt intervallumoknak néhany olvan { X} részsorozata, melyre
limy o pu(Xy,) = 0, valamint lim;_, o pup(fy,, X;) véges. Ez utébbi eset jellemzi
példaul — izoton és zéré-konvergens G-k esetén — az olyan boxsorozatokat is, melyekre
az 1. Lemma valamely &llitdsa teljesiil (hiszen ekkor pup(fy,, X;) = pu(X,) = 0 véges
sok 1épés eltelte utan).

Meglep6 kovetkezményei vannak annak, hogyv az f, — f < f* esetben az al-
goritmus konvergencidjira a fenti (a), illetve (b) pont is teljesiilhet. Az 1. Lemma
segitségével példaul olyvan feladatok konstrudlhatok, melyek esetén a keresési tar-
tomany, vagy az intervallum-felosztdsi szabédly médositasa (a feladat, illetve az algo-
ritmus tobbi részének valtozatlanul hagyisa mellett) az algoritmus konvergencidjinak
megvaltozasat vonja maga utdn.

A kovetkez6 éllitasban egy elegendd feltételt mutatok be (ez esetben mér gyor-
sitéteszteket is feltételezve) az algoritmus globdlis konvergencidjara vonatkozdan. A
feltétel az { fr} sorozat alkalmas megvilasztisdn alapul:

20. TETEL. [{0] Tegyik fel, hogy mind a célfigguény, mind a korldtok befoglald
fugguényei izoton tulajdonsdguak és zérd-konvergensek. Tekintsik azt az interval-
lumos BB algoritmust, amely a lehetséges megolddsok tesztje mellelt esetlegesen a
kivagdsi, illetve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza, és amely minden lépésben a
legnagyobb pup(fi, Z) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja ki felosztdsra, a mazimdlis
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pup( fi, Z)-vel rendelkezdé boxok kozil pedig a legnagyobd p(fi, Z) értékit vdlasztja.
Ha az {fy} sorozat a globdlis minimumhoz, f*-hoz tart, tovdbbd { fr} véges sok eleme
kisebb, mint f*, akkor az algoritmus globdlis minimumpontok eqy halmazdihoz tart.

BizoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy bar az { f; } sorozatra tett feltételek fenndllnak, mégis,
az algoritmus dltal felosztdsra kijel6lt boxok sorozatdnak van olvan { X} részsorozata,
mely egy nemoptimdlis &' ponthoz tart (f(2') > f*). Vegyik észre, hogy @'-r6l felte-
hetd, hogy lehetséges megoldds, ellenkezé esetben ugyanis G;(X,) > 0 fog teljesiilni
valamely j-re, illetve [-re a G zéré-konvergencidja miatt, azaz X, torolve lesz a
lehetséges megoldasok tesztjével.

Vizsgéljuk el8szor azt az esetet, amikor az 1. Lemma nem teljesiil {X,}-re, azaz
pu(X;) > 0 all fenn minden [ > 1-re. Az F zéré-konvergencidjinak kovetkezménye-
ként F(X,) — f(a) teljesil. Mivel f, — f* és F izoton, ezért létezik olyan i
pozitiv egész, melyre F(X,) > f, teljesill, valahdnyszor [ > 4. Mindez azt jelenti,
hogy valamely 7' iterdciés 1épéstdl kezdve az {X;} részsorozat azon elemére, mely
aktudlisan a Munkalistdn van, mindig p(fx,, X;) < 0 all. Ezt pu(X,) > 0-val egy-
bevetve pup(fy,, X;) < 0 is teljesiil az '-edik 1épéstél kezdédéen. (Jegyezzitk meg,
hogy i = i/ nem mindig igaz: i’ az algoritmus egy iterdcids indexét jelenti, ¢ pedig azt
mutatja, hogy az { X} sorozat hanyadik eleme tartézkodik épp a Munkalistdn.)

Masrészt, konnyen belathatd, hogy a Munkalistan barmely idépontban rajta kell
lennie egy olvan Y boxnak, amely tartalmaz egy x* optimalis megoldast. Ez abbdl
a ténybdl addédik, hogy az alkalmazott gvorsitotesztek definicidik értelmében nem
torolhetnek egvetlen optiméalis megoldést tartalmazoé intervallumvektort sem. Meg-
vizsgilva a megfelels pup(fy,Y) értékeket, F befoglalé tulajdonsiga miatt f* —
EF(Y) > 0-t kapjuk. Emiatt f, — F(Y) > 0, ha fp > f*, azaz p(fi, Y ) nemnegativvd
vélik valamely * iterdcids indextél kezdve. Azaz i*-tdl kiindulva pu(Y') > 0-t figve-
lembe véve pup(fi,Y) > 0 teljesiil.

Fentieket Osszefoglalva, a max(i’,i*) index{ iterdciétdl kezdve minden lépésben
az aktudlis X; box (mely a'-t tartalmazza, és negativ pup értékkel rendelkezik) lesz
osszehasonlitva (t6bbek kozott) egy olvan Y box-szal, amely x*-ot tartalmazza és
amelvhez nemnegativ pup érték tartozik. Az elsddleges kivilasztasi kritérium mi-
att az algoritmus nyilvanvaléan ezutan nem fogja X -t kivalasztani felosztisra, ami
ellentmond a kezdeti indirekt feltevésiinknek.

Mésodikként vizsgdljuk azt az esetet, amikor a feltételezett nemoptimalis x’-hoz
tarté {X,} részsorozatra teljesiil az 1. Lemma valamely &llitdsa. Akkor valamely ¢/
iterdcids 1épéstél kezdve pu(X,) = pup(fi,, X1) = 0, illetve p(fy,, X;) < 0 teljesiil a
Munkalistan aktudlisan jelenlévé X; boxra.

Hasonldan az els6 esetben targyaltakhoz, a Munkalistian ezuttal is jelen kell legven
egy optimalis &* megoldast tartalmazd, nemnegativ p(fi, Y), illetve pup(fi, Y) érté-
kekkel rendelkez6 Y box, amennyiben az iteraciés szamlalé elér valamely @* értéket.
Ekkor max(7,4*) lépés utan a pup(fy,, X;) = 0 értékkel rendelkez6 X, box lesz
osszehasonlitva egvebek kozott egy nemnegativ pup-vel rendelkezo, x*-ot tartalmazo
Y box-szal. Konnyen lathatd, hogy X ez esetben sem lesz preferdlva az algoritmus
kivalasztd lépése altal: ha pup(fi,,Y) > 0, akkor az elsédleges kivdlasztdsi szabdly
jobbnak taldlja Y-t X ;-nél, mésrészt pedig, ha pup(fy,,Y) = pup(fi,, X;) = 0, akkor
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a mésodlagos kritérium (azaz a C3 szabély) értelmében p(fi,Y') > 0 > p(fi,, X;) mi-
att Y ugvancsak kedvezébb vélasztas az algoritmus szaméra, mint X,;. Ez esetben
is ellentmonddsra jutottunk azzal a kezdeti feltevéssel, hogy az algoritmus {X,}-en
keresztiil egy nemoptimalis ponthoz konvergalhat. Azaz, ha az f; értékek sorozata f*-
hoz konvergdl, és csak véges sok fi érték kisebb, mint f*, akkor a targyalt algoritmus
kizarélag globalis minimumpontok egy halmazahoz tart. O

Az el6z6 tétel feltételei mellett a felosztdsra kivalasztott boxok sorozatanak torld-
dési pontjai a feladat globélis minimumbhelyeinek egy részhalmazat alkotjak. A meg-
talalt és a valédi minimumhelyek halmazanak egvenlGsége az esetleges rejtett mini-
mumhelyek miatt (10. Definicié) az dltalinossdgban nem teljesiil. A 20. Tételben f*
legéltalanosabban hasznalt kozelitését, a globdalis minimum aktualizdlt legjobb fels6
korlatjét (f-t) hasznalva az aldbbi korollariumhoz jutunk:

1. KOROLLARIUM. [40] Tekintsik azt az algoritmust, amely a lehetséges megolddsok
tesztje mellett esetlegesen a kivdgdsi, illetve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza,
és amely minden lépésben a legnagyobd pup(f, Z) értékkel rendelkez6 boxot vdlasztja
ki felosztdsra, a mazimdlis pup( 1, Z)-vel rendelkezd boxok kézil pedig a mazimdlis
p(f, Z) értékit vdlasztja. Ha biztosak lehetiink abban, hogy az f értékek sorozata
f*-hoz tart, akkor az algoritmus dltal felosztdsra kijelolt intervallumok konvergens
részsorozatai a globdlis minimumpontok eqy halmazdhoz tartanak.

[11]-t kovetve megvizsgdlhatdk azok a mddszerek, melyekben egy heurisztikus
intervallum-kivélasztdsi szabalyt (jelen esetben C5-t) a C1 szabdllyal kombinéljuk egy
u : R% — R fliggvény segitségével, mely azutdn a maximalis u(pup(fx, Z), —F(Z))
értékkel rendelkez6 boxot valasztja ki felosztasra.

21. TETEL. [{0] Tegyik fel, hogy mind a célfigguény, mind a korldtok befoglald
fugguényei izoton tulajdonsdguak és zérd-konvergensek. Tekintsik azt az interval-
lumos BB algoritmust, amely a lehetséges megolddsok tesztje mellett esetlegesen a
kivagdsi, illetve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza, és amely minden lépésben a
legnagyobb u(pup(fe, Z), —F(Z)) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja ki felosztdsra,
a mazimdlis u(z,y) mennyiséggel rendelkezd boxok kézil pedig a legnagyobb p(fi, Z)
értékit valasztja.

(a) Ha az {fix} sorozat a globdlis minimumhoz, f*-hoz tart, ezen sorozat véges sok ele-
me kisebb, mint f*, valamint u szigorian monoton novd mindkét valtozdjdban,
akkor az algoritmus a globdlis minimumpontok eqy halmazdihoz tart.

(b) Mdsrészrél, ha fr > f*+0 valamely 6 > 0-ra, akkor az algoritmus még az (a)-beli
tulajdonsdggal rendelkezd u fiigguények esetén is konvergdlhat egy nemoptimdlis
ponthoz.

BiZONYITAS.

(a) Tegyiik fel, hogy bér f — f* és véges sok fi érték kisebb f*-ndl, az algoritmus
altal felosztdsra kijelolt boxoknak mégis létezik olvan { X} részsorozata, amely
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egyv nemoptimalis 2’ ponthoz tart. A bizonyitdsban felhaszndlhatunk néhény, az
el6z6 tételben ugvanilyen feltételek fennalldsa esetén mar igazolt allitast. Ezek
az aldbbiak:

— a'-r6l feltehetd, hogy lehetséges megoldds;

— a Munkalistin minden lépésben létezik egy globdlis minimumpontot tartal-
maz6é Y box, melyre pup(fi,Y) > 0 teljesiil véges sok iterdcids lépés eltelte
utan;

— véges sok 1épés eltelte utdn pup(fi,, X;) < 0, azaz a vizsgdlt részsorozat
aktudlisan Lyy-ben taldlhatd eleméhez nempozitiv pup érték tartozik. Ponto-
sabban, pup(fi,, X;) < 0, ha az { X} sorozatra nem teljesiil az 1. Lemma, illetve
pup(fr,» X;) = 0 egyébként — a 20. Tétel bizonyitdsanak két esete alapjan.

Tovabba, ugvancsak egy megfelel iteracios 1épéstol kezdve az x*-ot tartalmazd
aktudlis Y és az @'-t tartalmazé aktudlis X, boxok kozott az F(Y) < F(X)
Osszefiiggés 4ll fenn (F zéré-konvergencidja, valamint @’ és x* viszonya miatt),
amibol

u(puP(fku Y)a _E(Y)) > u(pup(fku Xl)7 _E(Xl)) (10)

kovetkezik w szigord monotonitdsa miatt. (Vegyvik észre, hogy amennyiben
mind pup(fy,, X,), mind pup(fy,,Y) 0-val egyezik meg, akkor u mésodik ar-
gumentumai garantaljik a szigoru egyenldtlenséget (10)-ben.) Azaz, véges sok
1épés utdn az algoritmus nem fogja t6bbé felosztdsra kijeldlni az { X} sorozat-
nak a Munkalistin 1év6 elemét, {X,} tehdt nem tarthat @’-hoz. A kapott
ellentmondds igazolja a tétel (a) allitdsat.

(b) Elészor megmutatjuk az allitds teljesiilését korldtozé feltételek nélkiili felada-

tok és u(p(fe, X), —F(X)) tipust figgvények esetén. Konnyen igazolhatd,
hogy létezik olyan optimalizdldsi feladat, amelyen az algoritmus egy @’ nemop-
timalis ponthoz tart, ahol f(x') = f*+ ¢ (Id. [11]). Egy ilyen konstrukcié
— hasonléan a 17. Tételben targvalthoz — az F befoglald fiiggvény alkalmas
atdefinidlasan alapul (az izotonitds és zéré-konvergencia megtartdsa mellett)
oly médon, hogy a p(fi, Z) értékeket megnoveljik azon Z C X, boxokra,
melyek tartalmazzak x’-t. Ha most egy olyvan u(p(fx, X), —F (X)) figgvényt
tekintiink, amelyre tetszélegesen nagy fiiggvényérték allithato el6 az els6 argu-
mentum valtoztatasidval, akkor elérhetjiik azt, hogy az algoritmus elegendden
sok iterdcios lépés eltelte utdn minden 1épésben az x'-t tartalmazé boxot vélasz-
sza ki felosztasra.

A fenti eljaras az értekezés 17. Tételében alkalmazott médszer alapjan konnyen
kiterjeszthetd korlatozasos feladatok, valamint u(pup(fi, X ), —F (X)) alaki ki-
valasztasi figgvények esetére. Vegviik az iménti konstrukeié célfiiggvényét
és annak befoglalé fiiggvényét, majd ebbdl allitsunk elé egy olyvan korldto-
zasos feladatot, melynek minden pontja szigorian lehetséges megoldas, valamint
pu(Xy) = 1. A korldtok befoglalé figgvényeinek izotonitasabol ezért p(fy, X) =
pup(fi, X), és fgy u(p(fr, X), —F(X)) = ulpup(fi, X), —F(X)), VX C X,,
X € I" adédik, azaz az algoritmus el6éllitja ugvanazt a nemoptimalis ponthoz
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konvergalé boxsorozatot, mint amelvet a korlatozd feltételek nélkiili feladatra
kaptunk. Ezzel a tétel dllitdsdnak (b) részét is igazoltuk. O

Térjiink most 4t a C7 szabdly vizsgalatara. Vegyiik észre, hogy bar formailag a
C7 alapjaul szolgalé F(X)/pup(f, X) mennyiség az u(x,y) formuldval adott (azaz
u = —pupb(fr, X) maximuma alapjin torténhet a kivélasztds), rd a 21. Tétel nem
hasznalhaté, mert F(X)/pup(f, X) altaldban nem szigorian monoton névé mindkét
valtozéjaban: Ha feltessziik, hogy F(X) csak negativ értékeket vehet fel, akkor
pozitiv pup(fi, X) értékek esetén az

-F(X)
pup(fi, X)

fiiggvény a masodik valtozojaban szigorian monoton csokkend lesz.

u(pup(fi, X), —F(X)) = —pupb(fi, X) =

10. MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a 20. Tétel sem alkalmazhatd vdltozatlan for-
maban a C7 stratégidra; ez egyrészt a tétel bizonyitasabdl fakadd tényezokre vezet-
hetd vissza (hiszen pupb(fy, X, ) eldjelét F(X) eldjele is befolydsolja), mdsrészt pedig
eqy eqyszert példaval is meguilagithato: Konstrudljunk eqy feladatot egyetlen op-
timdlis ®* megolddssal, és legyen &' eqy nemoptimalis lehetséges megoldds. Teqyiik
fel, hogy mondjuk az elsd intervallum-felosztds sordn x' szepardlodik x*-t6l, és a
kapott részbozokra az aldbbiak dllnak: egyrészt legyen pup(fi, Y) = pu(Y) =0, és igy
pupb(fe, Y) = M az x*-ot tartalmazd boxra (az 1. Lemma alapjdn ez a konstrukcid
kénnyen kivitelezhetd). Mdsrészt legyen pupf(fi, Y) < 0 az 't tartalmazd boxra, és
annak minden, x'-t befoglald részboxdra (a 20. Tétel alapjdn). Amennyiben F(X) > 0
minden X C Xy, X € I" esetén, akkor pupb(fx,Y) < 0 minden, az aktudlisan Lyy-
ben lévd, és x'-t tartalmazd boxra. fgy nyilvan a x*-ot tartalmazoé box sohasem keril
kwdlasztdsra.

Amennyiben az algoritmusban el6irjuk a kivagési teszt hasznalatat az f értékek
alapjdn (a numerikus vizsgdlatokban alkalmazott algoritmusainkban is ez volt a hely-
zet), akkor egy dltaldnos, az Osszes ismertetett kivdlasztdsi szabélyra érvényes konver-
gencia-feltétel fogalmazhatd meg (vo. 9. Megjegyzés):

22. TETEL. [{0] Tegyuk fel, hogy mind a célfigguény, mind a korldtok befoglald
figguényei zéro-konvergensek. Tekintsik azt az intervallumos B&B algoritmust, mely
a lehetséges megolddsok tesztje mellett a kivdgdsi tesztet (illetve esetlegesen a mono-
tonitdsi tesztet) is tartalmazza, és tetszbleges intervallum-kivdlasztdsi szabdlyt haszndl
(pl. a C1,...,C8 szabdlyok valamelyikét). Ha az f;, értékek sorozata f*-hoz tart,
valamint véges sok iterdcids lépés kivételével minden lépésben fi = f(xy) teljesil
valamely xp € Xy lehetséges megoldasra, akkor az algoritmus dltal felosztdsra kijelolt
intervallumok konvergens részsorozatai a globalis minimumpontok eqy halmazdhoz tar-
tanak.

BizoNYiTAs. A konvergencidnak az éllitdsban megfogalmazott mésodik feltétele any-
nyit jelent, hogy (véges sok esettdl eltekintve) a kivdgdsi teszthez haszndlt f aktudlis
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értéke az fi-nal nem nagyvobb értékre allithaté a k-adik lépésben, azaz, minden olyan
Y box torlése lehetséges a kivigdsi teszt segitségével, melyre F(Y) > fp.

Tegyiik fel, hogy bar f, — f* és az i-edik 1épéstol kezdve a kivagasi teszthez
hasznalt kiiszobértékek a fentiek szerint alakulnak, mégis, az algoritmus altal felosz-
tasra kivdlasztott boxok sorozatdnak létezik olyan { X} részsorozata, mely a nemop-
timalis &’ ponthoz (f(2') = f' > f*) konvergdl. A korlitok zéré-konvergencidja
alapjan x’ lehetséges megoldds, a célfliggvény zéré-konvergencidja miatt pedig az
{X}-en vett befoglalé fiiggvényértékek sorozatira F(X,) — f' teljesiil. Ekkor vi-
szont valamely ¢/, i' > i lépésben F(X;) > fo teljesill, azaz az {X;} sorozatnak
a Munkalistan tartézkodo6 elemét torli a kivagasi teszt. Az algoritmus tehdt nem
tarthat x’-hoz, a kapott ellentmondds pedig a tétel igazolasét jelenti. O

11. MEGJEGYZES. A 22. Tételben a konvergencia elegendd feltétele valdjdban a 20.
Tétel elegendd feltételének egy erdsebb megfogalmazdsa: a 22. Tételbeli fi, = f(x)
feltételt kielégitd xy sorozat létezésébol ugyanis fi > [* kovetkezik véges sok [épés
kivételével, azaz, az fi sorozatnak legfeljebb véges sok tagja kisebb f*-ndl. A 22. Tétel
ezen erdsebb feltétele teszi lehetové a konvergencia bizonyitdsat dltaldinos intervallum-
kivalasztdsi szabalyok esetére.

A globélis minimum mindenkori legjobb fels$ korldtjanak (azaz az aktualizalt f
értékeknek) a sorozatdra nyilvanvaldan teljesiil a 22. Tétel f; sorozatdra tett mdsodik
feltétel. Azaz ha biztosak lehetiink abban, hogy az f értékek sorozata f*-hoz tart,
akkor a 22. Tétel feltételei mellett a C1-C8 szabalyokat hasznéld algoritmusvaltozatok
a globélis minimumpontok egy halmazihoz tartanak. Jegyezziik meg, hogy az f — f*
el6feltevés ugvan elég erdsnek tiinik, mégsem feltétleniil ekvivalens az optimalizdlési
feladat megoldasaval. Szamos esetben pl. ismert optimumérték mellett kell megke-
resnlink a globdlis minimumhelyek halmazat.

Amint azt az ismertetett tételekben lattuk, a targyalt algoritmus globalis mini-
mumpontokhoz torténd konvergencidjihoz elengedhetetlen egy, a globdlis minimum
értékéhez tartd sorozat megadasa. A kérdés az, hogvan allithatdk el6 ilyen sorozatok.
A globdlis minimum egy hagvomanyosan hasznalt becslése az

fr == min{ f_, F(YY),...,F(Y*)} (11)

formuldval adott, ahol Y, ..., Y* a k-adik iterdcids 1épés intervallum-felosztasa soran
el64ll6 boxokat jeldlik, valamint fy = F(Xy). A globdlis minimum egy masik szokésos
becslése a felosztasra kivalaszott boxokon szamitott célfiiggvényértékek also korlatja-
val, azaz az

Jo = E(Xy) (12)

modon adott, ahol X a k-adik iteracios lépésben felosztandé box.

A 6. Tétel szerint a { F(X )} sorozat a C1 szabély esetén alulrdl tart f*-hoz. A C1
szabalyra egyszeriien igazolhaté ([51]) tovabba az, hogy a { fi} sorozat pedig feliilrél
tart f*-hoz. Csendes [11] ugvanakkor igazolta, hogy a C3 szabély esetén a (11) és
(12)-beli becslések nem feltétlenil tartanak f*-hoz. Hasonld — negativ — eredmény bi-
zonyithato a korlatozasos feladatok esetén bevezetett intervallum-kivalasztasi szaba-
lyokra:



3.3. KONVERGENCIA VIZSGALATOK 45

2. KOROLLARIUM. [{0] Tegyik fel, hogy mind a célfigguény, mind a korldtok be-
foglalo figguényei izoton tulajdonsdgiak és zéro-konvergensek. Tekintsik azt az inter-
vallumos BB algoritmust, amely a lehetséges megolddsok tesztje mellett esetlegesen
a kivdgdsi, illetve a monotonitdsi tesztet is tartalmazza, valamint az alabbi szabalyok
egyike alapjan vilasztja ki a felosztandd intervallumot:

o mazimdlis pup(fx, X) érték (C5 szabdly),
o mazimdlis u(pup(fi, X), —F(X)) érték,
o minimdlis pupb(fi, X) érték (C7 szabdly).

Ekkor mind a (11) dltal adott { fi}-ra, mind pedig a (12) dltal definidlt {F(X)}-ra
1gaz az, hogy az illeté sorozat nem feltétlendl tart f*-hoz.

BizoNYiTAs. A C5 szabdlyra a 17. Tételbdl, az u(z, y)-t hasznéld szabdly esetén a 21.
Tételbdl, a C7 szabalyra pedig a 10. Megjegvzésbol adédik, hogy az adott szabalyt
hasznélé algoritmus konvergdlhat kizdrdlag egy vagy tobb nemoptimadlis ponthoz (pl.
valamely @'-hoz, ahol f(2') = f' > f*). Mindhdrom szabély esetében az f, értékek
sorozata vagy valamely f'-ho6z tart vagy pedig véges sok 1épés utdn valamely f’ alatti
konstans értéket vesz fel. (Az utébbi helyzet akkor dllhat el6, ha az algoritmus nem
haszndlja a kivigasi tesztet és az elsd iterdcios 1épések sordn sikeriil néhany f' alatti
értéket kinyerniink a felosztaskor kapott részintervallumokbdl — ezt azonban az al-
goritmus nemoptimdlis pont(ok)hoz valé konvergencidja miatt nem tudjuk tovabb
javitani.) Azaz fy — f* nem feltétleniil teljesiil.

Mésrészt ha az algoritmus nemoptimdlis pont(ok)hoz konvergdl, akkor F' zérd-
konvergencidja miatt az {F (X )} sorozat minden konvergens részsorozata valamely
nemoptimélis fiiggvényértékhez tart. Azaz F(Xy) — f* sem teljesiil minden esetben.
O

A targvalt becslések mellett természetesen szamos mas eljards is kidolgozhaté
az optimumnak az algoritmus futdsa kozben torténd kozelitésére (pl. lokdlis keresok
alkalmazdsival, vagy az el6dll6 boxokbdl szamitott mas mennyiségekkel). Az 1j
szabalyok esetén is haszndlhat6 garantaltan konvergens pontsorozatok megadéasdnak
maédszerei a kapesol6dé kutatdsok egyik fontos irdnyat képezik (ldsd pl. [12]).

3.3.2 Az intervallum-felosztasi szabalyok konvergencia-tulaj-
donsagai

Az adaptiv multisection szabdlyokat Casado [3] és munkatdrsai ismertették a p( f.X)
értéken alapul6 dontések esetére. Jelen szakaszban az tjonnan javasolt pup(f, X) mu-
tatd dltal irdnyitott adaptiv intervallum-felosztasi szabalyt (1dsd 3.2. szakasz) vizsga-
lom. Az f becsléseinek sorozatit a (11) osszefliggés alapjan éllitjuk eld.

23. TETEL. [{0] Tekintsik azt az intervallumos BE&B algoritmust, amely a Munkalis-
tabdl minden iterdcids lépésben a legkisebb F(X) értékkel rendelkezd boxot vdlasztja
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ki felosztdsra (azaz a C1 szabdlyt alkalmazza). Ekkor léteznek olyan (xx) alakd opti-
malizdlast feladatok, melyekre a célfiigguény és a korldtok befoglald figguényei izotonok
és a-konvergensek, és amelyekre a kovetkezd dllitasok teljesulnek:

1. Tetszélegesen nagy rogzitett N > 0-ra az algoritmus daltal N db egymas utani
lépésben felosztasra kivdlasztott boxok egyike sem tartalmaz globdlis minimum-
helyet, és minden ilyen boxon vett pup(f,X) érték nagyobb, mint eqy eldre
rogzitett Py < 1 szdm.

2. Megadhatd az algoritmus dltal felosztdsra kijelolt boxok sorozatdnak egy olyan,
globdlis minimumhelyhez tartd részsorozata, melynek minden elemére pup(f, X)
< Py, egy elore rogzitett O < Py esetén.

Bi1zoNYITAS. A tétel bizonyitdsa alkalmas konstrukciok megaddsdval torténik. Ehhez
el6szor tekintsiink egy olvan (x*) alakd feladatot, melynek két kiilonbozé globdlis
minimumhelye van: x* € X, és © € X, ahol f(x*) = f* = f(2'), =" # o,
valamint a lehetséges megolddsok halmaza tartalmaz egy & € X nemoptimalis meg-
olddst: f(&) > f(a*). Tegyiik fel tovibbd, hogy az x* &', & pontok mindegyike
szigoruan lehetséges megoldds.

1. A bizonyitds sordn a célfiiggvény befoglald fiiggvényének megaddsira a [3]-ban
definialt fiiggvényt hasznalom, majd ezt kiegészitem a korlatozd feltételekre megadott
alkalmas befoglalé figgvényekkel.

Jelolje {X ;3NN =1 az algoritmus &ltal felosztasra kivalasztott boxok azon hal-
mazat, melyre £ € X,;, Ny pedig egy olvan konstans, hogy legfeljebb Ny 1épés
elteltével & a Munkalistan szeparaldédik mindkét globalis minimumponttél, azaz a
Munkalistan kiilonboz6 elemek tartalmazzak &-et, illetve x*-ot és @’-t. (Jegvezziik
meg, hogy a lentebb megadott konstrukeié révén { X ;X0 V=1 egyértelmiien meghaté-
rozottd valik.)

Az f befoglald fiiggvénye legven az alabbi médon meghatarozott: el6szor képezziik
az F' figgvényt természetes intervallum-kiterjesztés segitségével minden X C X,
boxra, majd az {X;}Yo ! halmaz elemeire definidljuk &t F' értékét a

K(Z) = [E(Z) - dw*(Z), ],

formula szerint, ahol f > F(Xy), d pedig egy alkalmas nagy érték. A fenti befoglald
fuggvény a-konvergens (o = 1-gyel) és izoton [3], valamint, K (Z) als6 korlatainak
megaddsa miatt az algoritmus altal kivalaszott Ny + N box éppen { X ;1Yo less.
Masrészt, a definidlt fels6 korlatok miatt f =7, {gy az ezen boxokon szamitott p( .z )
érték mindenhol 1-gvel lesz egyenld.

Konstrudljuk meg a korlatozo feltételek befoglald fiiggvényeit a természetes inter-
vallum-kiterjesztéssel. Ez implikdlja a G;-k izotonitdsit és a-konvergencidjat o =
1-gvel, ezért, mivel @' feltevésiink szerint szigortan lehetséges megoldds, pu(Z) =
pup(f, Z) = 1 teljesiil {Xz}fvzoﬁojfr_ll minden elemére egy alkalmasan rogzitett Ny
esetén (Ny megaddsakor tehdt £-nak a minimumpontoktdl vals szepardlodasat, illetve
a G-k viselkedését kell figvelembe venniink).
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ésszefoglalva a kapott eredményeket, az algoritmus altal az els6 Ny + N lépésben
kivalasztott box { X; 1YoV ! lesz, melyek koziil az utolsé N darab box nem tartalmaz
globdlis minimumhelyet, de a rdjuk szamitott pup érték minden esetben 1. Ezzel
igazoltuk a tétel allitasanak 1. részét.

2. A masodik allitas bizonyitasdhoz az el6z6 rész konstrukceiéjat folytatjuk: a célfiigg-
vény befoglald fiiggvénye legven most

K(Z)=[{(Z) - cw*(Z), F(Z)],

hax' € Z, de & ¢ Z, ahol f(Z) a kordbbiakhoz hasonléan f értékkészletét jeloli Z-n
(és igy f(Z) = f*), a ¢ és « valds konstansok pedig az F' a-konvergencidjabol adédé
értékek.

Masrészt azon boxokra, melyek tartalmazzak x*-ot, de nem tartalmazzdk sem

2'-t, sem z-ot, az Gjradefinidlt befoglalds legven
K(Z) =[f(Z) — cw®(Z), E],

ahol E = K(Z) +6(f — K(Z))/P, valamely alkalmas § > 1-re. Ez utébbi osszefiig-
gésbdl egyszerii szdmolds utdn p( f.z ) < P; adédik. A fenti K izoton és a-konvergens
[3], tovabba K alsé korldtja és az a-konvergencia miatt elegendéen sok iterdcids 1épés
utdn az algoritmus valtakozva valasztja ki felosztasra az @'-t, illetve x*-t aktudlisan
tartalmazo boxokat.

Ami a korlatozo feltételek befoglalasainak megadasat illeti, vegyiik észre, hogy
az 1. pontban alkalmazott természetes intervallum-kiterjesztés hasznalata elegend6
a bizonyitashoz. Ekkor ugyanis a G-k izotonitdsa, a-konvergencidja és &’ valamint
x* szigorian lehetséges megoldas mivolta miatt véges szamu iterdcids 1épés elérése
utdn pu(Z) = 1, azaz pup(f, Z) = p(f, Z) &ll minden, az algoritmus &ltal felosztasra
kivalaszott boxra. Kovetkezésképpen, a felosztasra kijelolt boxoknak létezik olyan
részsorozata, melynek elemei tartalmazzik x*-ot, és amelyekre pup(f, Z) = p(f, Z) <
P, teljesiil. Ezzel igazoltuk a tétel allitdsanak 2. részét is. O

A tétel kovetkezménye az, hogy még a befoglalé fiiggvények tulajdonsigaira tett
eros kikotések ellenére is el6fordulhatnak olyan esetek, amikor a kivalasztott boxok
tetszOlegesen sok (N szadmi) iterdcids lépésen keresztill nem tartalmaznak globdlis
minimumhelyet, és amelyekre mégis a legtobb darabra torténd felosztast alkalmazzuk.
Jegvezziikk meg azonban, hogy ez csupan a legrosszabb esetet jelenti; a gvakorlatban,
amint azt latni fogjuk, ennél 1ényegesen kedvezébb a helyzet.

3.4 Szamitégépes vizsgalatok

3.4.1 Elhelyezési feladatok

A J. Fernadndez Hernandez altal a numerikus vizsgalatokhoz javasolt feladatosztaly,
a ‘taszitdson alapuld elhelyezési problémdk’ (obnoxious facility location problems)
[17, 18, 19, 34] lényege az aldbbi: egy foldrajzi teriileten kell elhelyezniink egy olyan



48 3. FEJEZET, EGY UJ HEURISZTIKUS MUTATO VIZSGALATA

objektumot, mely az adott régié lakosaibdl valamiféle ellenszenvet valt ki, azaz sze-
retnék azt a sajat telepiilésiiktol minél messzebb elhelyezni. A cél tehat az objektum
egy olyan poziciéjanak meghatarozisa, amely minimalizilja a régiéban é16k aggregalt
ellenszenvét. Ugvanakkor az elhelyezésnél a teriilet geografiai jellemzdit is figvelembe
kell venni, azaz az elhelyezés bizonyos teriileteken tiltott.

A probléma az aldbbi médon modellezheté: m darab véarost tekintve, ha az ob-
jektumot az £ € R? pontban helyezziik el, akkor az a; € R? pontban 1év6 vérost
jellemz6 ellenszenvérték az

B 1
rp(ai7 :B) T 1 4 eeitBidi(@,T)

mdédon adott, ahol a; € R és 3; € R, 8; > 0 el6re rogzitett paraméterek, d;(a;, x)
pedig a varos és az objektum tavolsaga. Célunk ezek alapjan az

fla) =3 wi- plas @),

fliggvény minimalizdldsa, ahol w; € R az i-edik varos silydt (pl. lakosainak szdmét)
jelenti. A feladat korlatozo feltételeit a tiltott teriiletek adjak meg, ezek egyrészt a
varosok koriili, w;-vel ardnyos sugard korok, masfeldl pedig az un. védett teriiletek,
valamint a foldrajzi régié hatarait leird feltételek. A vizsgdlt modellben a védett
teriiletek és a hatirok egvenesek, korok, ellipszisek, illetve parabolak altal adottak.

A javasolt feladathalmaz 6sszesen 300 problémat tartalmazott: a keresési tarto-
méany minden esetben ugyanakkora volt, a tiltott teriiletek pedig ezen beliil véletlen-
szerten helyezkedtek el. A tekintett varosok szdma 5 és 45 kozott, az Osszes korlatozd
feltétel szama pedig 10 és 105 kozott valtozott.

Inkabb csak érdekessége miatt, illetve a feladat nehézségének demonstralasara is-
mertetek egy példat, ami az elhelyezési feladatok gvakorlati hasznat mutatja. Egy
egyszerti modellben Magyvarorszag teriiletén a legnépesebb 20 varos figvelembe véte-
lével probaltam elhelyezni egy ellenszenvet kivaltd objektumot. Az orszaghatirokat
48 linedris korlattal kozelitettem. Mivel a kapott poligon nem konvex, igy a korliatok
kezelése sem az altaldnosan targvalt moédszerrel tortént, azokat nem lehet ugyanis
logikai ES kapcsolatban figvelembe venni, mint a (#*) formuldban. A hatdrokat
megadd szakaszokat — a poligonok konvex burka meghatdrozdsanak jol ismert modsze-
réhez hasonléan — meredekségiik monotonitasa alapjan osztalyokba sorolhatjuk, és
ezeket egyv-egy osztalyvon belill VAGY kapcsolatban kezelhetjiik. fgy a lehetséges
megoldasok halmazat azon pontok jelolik ki, melyek minden korlatozo feltételesoport
szerinti lehetséges megolddsok (azaz az egyes csoportokat szimbolikusan az ES opera-
torral kothetjiik 6ssze). A hatdrokon beliil tiltott régiéként a Budapest kézéppontja
koriili 30 km-es, mig a tobbi varos kozéppontja koriili 15 km-es kor alakd teriileteket
tekintettem. A célfiiggvényben szereplo silyok a figvelembe vett varosok népességével
voltak ardnyosak. Az optimalizalé médszer a Moore—Skelboe-féle intervallum-kiva-
lasztasi szabalyon és a statikus felez6 felosztason alapult, a cél pedig az dsszes globalis
minimumpont meghatirozasa volt. Az eredményt a 2. Abra szemlélteti, amelyen az
algoritmus dltal generdlt felosztdsokat tiintettem fel (a varosok koriili tiltott régidk
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2. Abra: Az elhelyezési feladat egy egyszeri modelljének megoldasa.

jelolését a jobb dttekintés miatt melléztem, csupdn a varosok kozéppontjat jeldltem).
Amint megfigvelhetd, a mdédszer rendkiviil hatékonyvan miikodott, néhany tizedméa-
sodperc futasi id6 alatt megtalalta az orszag északkeleti hatiaran talalhatd globalis
minimumhelyet. A minimumhely befoglaldsdnak pontossidga a valdésagban koriilbeliil
10 méternek felel meg, ami a gvakorlati alkalmazasokban megfelels.

Elkeriilendd az orszdghataron torténd elhelyezést (pl. a kornyezd orszdgok igényei
miatt), a kévetkezé modellben azt is kikotottem, hogy az objektumot a hatartél
legalabb 30 km-re kell elhelyezni. A kapott eredményt a 3. Abra mutatja. A feladat
lényegében nem vélt nehezebbé, a minimumhely (esetlegesen minimumhelyek) ezittal
a déli régidban, a médositott lehetséges tartomdny hatdrdn 1évé boxban taldlhat6 (k).

A fenti modell nyilvan sok tekintetben tovabb finomithaté, de mar a bemuta-
tott egyszerti megkozelitések is jol mutatjik a jelen vizsgalatokhoz generalt feladatok
legfontosabb tulajdonsagait.

3.4.2 Standard globdlis optimalizalasi feladatok

A tesztfeladatok halmazdnak kibévitése egy dltaldnosan hasznalt (pl. [15, 39, 54])
korlatozo feltétel nélkiili standard feladatcsoport alapjan tortént. Ezen feladatokbol
kivalasztottam a legnehezebbeket a kiilonboz6 tipusok szerint, majd ezeket véletlen
modon generdlt korldtokkal lattam el. A feladathalmaz valasztdsianak egy tovabbi
fontos indoka az volt, hogy Csendes [11]-ben ugyanezeket a feltétel nélkiili feladatokat
vizsgdlta a jelen moédszerek egyik kiindulépontjanak tekintett pf-tipusd eljardsok
esetén. A kivélasztott 6 feladat az alabbi volt: Shekel-10 (4-dimenziés), Hartman—
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3. Abra: Az elhelyezési feladat egy masik modelljének megolddsa.

6 (6-dim.), Goldstein—Price (2-dim.), Levy-3 (2-dim.), Ratz—4 (2-dim.) és EX-2
(5-dim.). A feladatok definiciéi és a javasolt keresési tartomanyok megtaldlhatok
[62]-ben, illetve [15]-ben. Erdemes megemliteni, hogy az alapul vett standard fel-
adathalmaz tartalmaz néhdny tovéabbi nehéz feladatot is (pl. Levy-8, ..., Levy-12,
Schwefel-2.7, Griewank-5). Ezekr6l azonban egyszeriien lithat6, hogy a kivigdsi
teszt és fr = f* haszndlatakor p(f*, X) = 0 és igy pup(f*, X) = 0 teljesiil a keresési
tartomany osszes X boxara. Azaz ezen feladatokon a C3-C8 mutatok mindegyike
minden felosztasra kivdlasztott boxra ugvanolyan értéket ad, igy a nekik megfelel
intervallum-kivalasztasi szabalyok kozott nincs kiilonbség. Mivel az implementalt al-
goritmusokban masodlagos, illetve harmadlagos kivalasztdsi szabdlyként az alapveto
C1-t alkalmazom, a C3-C8 stratégiak minden futasi mutatéja a klasszikus Moore—
Skelboe stratégia eredményét szolgaltatja.

A standard feladatokhoz generalt korlatozo feltételek linearis, illetve kvadratikus
korlatok voltak, dimenzidészamuk minden esetben a tekintett célfiggvény dimenzio-
javal egvezett meg. A korldtok sziama r = 15,30 és 45 volt, az egves r értékekhez
pedig 5-5 kiilonboz6 feltételhalmazt (azaz minden egyes kivélasztott célfiiggvényhez
15 kiilonboz6 korldtozasos feladatot) dllitottam eld. A korlatokat minden esetben oly
mdédon generdltam, hogy az eredeti (korlatozds nélkili) feladat globélis minimuma
megegvezzen a kapott korldtozdsos feladat minimumadval (ezzel azt kivintam elérni,
hogy a célfiiggvény tulajdonsigai — és igy a feladatok nehézsége — megmaradjanak,
legaldbbis a minimumhelyek kornyezetében).
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3.4.3 Az intervallum-kivalasztasi szabalyok vizsgalata

A numerikus teszteket egy PC-n (Intel Pentium IV. 1400 MHz processzor, 1 Gbyte
RAM) hajtottam végre Linux operdcids rendszer alatt. A 2. Fejezet programjaihoz
hasonldéan az intervallum aritmetika, az intervallumos adatszerkezetek és a standard
fliggvények megvaldsitisa Kniippel [31] PROFIL/BIAS kényvtdrdbol szarmazott, a
B&B algoritmusok elemei pedig a C-XSC Toolbox kényvtar alapjin [22, 29] késziltek.
A kilonbo6z6 hardver és szoftver kornyezetek Osszehasonlitasdra szolgalé Standard
Idéegység (2.3 szakasz) valés adattipusok hasznélata esetén (‘real’, ‘double’)
0.00076 masodperc, természetes intervallum-kiterjesztés és intervallumos adattipusok
(‘interval’) hasznédlatakor pedig 0.00674 masodperc volt.

Befoglal6 fiiggvények konstrualdsihoz a természetes intervallum-kiterjesztést al-
kalmaztam (a kozépérték formuldkra tehat ezittal nem tdmaszkodtam), gyorsititeszt-
ként pedig a lehetséges megolddsokat vizsgdld, a kozépponti (kivigdsi) és monotonitdsi
teszteket épitettem be az algoritmusba. Mindez azt jelenti, hogy a célfiiggvény és a
korlatok befoglalé fliggvényei mellett bizonyos boxokra a célfiiggvény gradiensének
befoglaldsat is szamitottam. A tesztek alkalmazdsakor természetesen ezuttal is fi-
gvelembe kellett venni azt, hogy a gvorsito lépések a fenti sorrendben igényelnek egyre
tobb és tobb szamitast; tehdt ha valamely teszttel a teljes vizsgalt box torolhetd, akkor
a tovabbi vizsgalatokhoz sziikséges szamitasok elkeriilhetok. fgy példaul amennyiben
a tekintett boxban garantaltan nincsenek lehetséges megoldasok, akkor a célfiiggvény
és a gradiens befoglalé értékeit nem kell kiszamitani.

A Munkalistat egyfajta kiegyvensilyozott bindris keres6fdval (AVL-fival) imple-
mentaltam: az egyves csomépontokhoz az elsédleges kivalasztasi szabaly szerinti egy-
forma értékekkel rendelkezé boxok voltak hozzarendelve, melyeket minden csomé-
pont esetén egy-egy egyszeresen ldncolt listdban taroltam (a masodlagos, harmadlagos
dontési szabédlyok szerint rendezve). A fa csomépontjai a hozzdjuk tartozd kivilasztasi
érték szerint voltak rendezve, megkonnyitve ezzel a hasznalt listamiiveletek (besziras
és torlés) végrehajtasit.

A vizsgalatok sordn megéllasi feltételként az aktudlis boxra teljesild w(F (X)) < &
osszefiiggést alkalmaztam az ¢ = 107" vélasztassal. [11]-at kovetve az {fi} sorozat
valasztasa fi = f*, £k =0,1,... volt, azaz a globalis minimum értékét elére adottnak
tekintettem. (Erre amiatt volt sziikség, mert — amint arrdl az eléz6 szakaszban szd
volt — a vizsgalatok id6pontjaban az Uj médszerek esetén nem volt ismert olyan, futdsi
idében elbéllithatd pontsorozat, amely f*-hoz tart (vo. [12]). Mésrészt a gyakorlatban
is taldlhatunk olyan feladatokat, amelyekre a globdlis minimum értéke (vagy annak
jo kozelitése) ismert, és a minimumbhelyeket kell meghataroznunk: lényegében ilyenek
a 4. Fejezetben ismertetend6 korpakoldsi feladatok is.) Konnyen lathatd, hogy is-
mert f* esetén, ha az Osszes optimumhely meghatdrozdsa a cél (azaz az algoritmust
Ly kitiriiléséig futtatjuk), akkor a felosztott boxok halmaza megegyezik az Gsszes
intervallum-kivalasztasi szabaly esetén. fgy az egves eljarasok minden fontos futasi
jellemzdje is megegvezik. Emiatt jelen Fejezet numerikus vizsgalataiban az algorit-
musokat az elsd jelolt Ls-be tételekor megéllitottam (hasonléan [11]-hoz).

A C4, C6 és C8 hibrid szabdlyok esetén az N, értékeket egvforman 100-ra valasz-
tottam. Casado és munkatdrsai [6] részletes vizsgdlatot végeztek a korlatozas nélkiili
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| Szabdly | CPU  rel. | MLL rel. | NFE  rel. | NGE  rel |
C1 289.15 5 962 56 639 21 743

C2 322.57 112% | 5057 85% | 64 488 114% | 24 947 115%
C3 (pf 75.27  26% | 2794 47% | 17412 31% | 3780 17%

(pf)
C4 (pf) 295.38 102% | 5430 91% | 60 311 106% | 22 572 104%
(pup) | 110.31 38% | 3496 59% | 22956 41% | 6383 29%
C6 (pup) |297.28 103% | 5455 91% | 60 651 107% | 22 739 105%
CT7 (pupb) | 105.14  36% | 3969 67% |21 480 38% | 5381 25%
C8 (pupb) | 300.05 104% | 5478 92% | 60 664 107% | 22 736 105%

3. Tdbldzat: 300 elhelyezési (facility location) feladat megolddsdnak eredményei a kiilonb6zé
intervallum-kivilasztasi szabdlyokat hasznilé algoritmusok esetén. A tablazat a futdsok
CPU idejének dsszegét (CPU), a maximélis Munkalistahosszak 6sszegét (MLL), valamint a
célfiiggvény, illetve gradiens kiértékelések szdmdnak dsszegét (NFE, NGE) mutatja. Minden
oszlop a Cl mddszer eredményéhez viszonyitott relativ értékeket is tartalmazza, szdzalékos
forméban.

feladatokon alkalmazott C4 hibrid szabdly esetén a megfelel6 N,, értékek megaddsa-
hoz; ez alapjan N, = 100 megfelelonek tlint a jelen feladatok esetére is.

Erdemes hangsilyozni, hogy az egves intervallum-kivilasztdsi szabalyok az algo-
ritmusokon beliil kiilonb6z6 intervallum-felosztdsi szabalyokkal kombinalhatok. Mivel
a kivalasztas és felosztas hatasat kiilon kell vilasztanunk, ezért az intervallum-kiva-
lasztasi szabdlyok vizsgalata soran egységes felosztasi szabdlyt kell haszndlnunk. A
numerikus teszteket probaképpen elvégeztem a 3.1 szakaszban ismertetett statikus
felosztasi szabalyok mindegyikével kombindlva, és azt tapasztaltam, hogy a felada-
tok dontd tobbségében a negyedeld mddszer (felezés a két legszélesebb komponensre
mer6legesen) a legkedvez6bb az Gsszes kivdlasztasi modszer esetén. Az alibbiakban
ezért a statikus négy részre osztdssal kombindlt intervallum-kivalasztasi szabdlyokra
kapott eredményeket ismertetem.

Az els6ként bemutatott tesztsorozatban az elhelyezési feladatok 300 generalt prob-
lémapéldanyat oldottam meg a C1-C8 intervallum-kivalasztési szabalyok mindegyiké-
vel. A tovabbiakban egy adott kivilasztasi szaballyal miikoddé algoritmusra egyszerii-
en az illetd szabdly jelolésével hivatkozom. Az eredményeket a 3. Tablazat tartal-
mazza. A tédbldzatban a futdsok CPU idejének dsszegét (CPU), a Munkalistdk fel-
adatonkénti maximélis hosszainak Osszegét (MLL), valamint a célfiiggvény, illetve
gradiens kiértékelések szdmanak osszegét (NFE, illetve NGE) adtam meg. Minden
stratégianil a kapott mutatok relativ értékeit is feltiintettem a Cl-gvel jelzett Moore—
Skelboe-féle kivalasztasi szabdllyal kapott adatokhoz viszonyitva.

A 3. Tablazat eredményeit a futasi id6 szempontjabol értékelve megallapithatjuk,
hogy a C3, C5, C7-tel jelzett szabdlyok lényegesen gvorsabbnak bizonyultak az alapul
vett Cl moédszernél. Hozzad kell azonban tenniink, hogv a leggvorsabb a korabbi
p(fx, Z) mutatén alapulé C3 szabdllyal miikods eljards volt: ez az algoritmus 26%-
at igényelte a C1 dltal felhaszndlt CPU idének, mig a pupb(fi, Z)-n alapulé C7 és
a pup(fx, Z)-n alapulé Cb mddszerre ugyvanez az érték 36%, illetve 38%. Mésrészt
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a vizsgalt hibrid szabélyok (C4, C6, C8) és az alapmddszer kozotti eltérés kevéshé
jelentos, rendre 2, 3, illetve 4 szazalékos tobblet idofelhasznalas Cl-hez képest.

A tarigényt jellemz6 MLL mutatdkat megfigvelve azt taldljuk, hogy a C2-C8 algo-
ritmusok mindegyike kevesebb memériat hasznalt fel, mint az alapmddszer. Koziiliik
is C3 tiinik a legjobb valasztdsnak, a Cl-hez képest kapott 43%-os tarfelhasznaldssal,
majd a tovabbi nem-hibrid szabélyokkal vezérelt algoritmusok kovetkeznek, 59 (C5),
illetve 67 szazalékkal (C7). A hibrid szabalyokkal dolgozé mddszerek ugvanakkor
csupan 8-9%-kal hasznéltak kevesebb memdriat, mint C1.

Az Osszes fliggvény- és gradienshivasok relativ értékei az idéigényhez nagvon ha-
sonlé mintat mutatnak: ez azt jelenti, hogy a futasidét dontéen az NFE és NGE
értékek hatdroztak meg, a listahosszak mérete miatt a listakezelésre forditott id6
nem volt jelentés. Ezért ismét a C3 szabdly a legjobb vilasztds (31% az NFE és
17% az NGE mutaté esetén). A C5 és C7 szabalyok ennél némileg tobbet szdmoltak
(41% és 38% a fiiggvényhivdsokra valamint 29% és 25% a gradiensszamitdsokra az
alapmddszerhez képest). A hibrid szabédlyok a Moore-Skelboe-szabdlyhoz képest 6-
7%-kal tobbszor szamitottdk ki a célfiiggvény befoglalé fiiggvényének értékét, és 4-
5%-kal tobbszor a célfiiggvény gradiensének befoglald fiiggvényértékét.

ésszefoglalva a kapott eredményeket, a vizsgilt elhelyezési feladatokon a korabbi
C3 tipusi szabaly volt a leghatékonyabb, de ettél nem sokkal maradtak el az 4j tipusd
(nem-hibrid) C5 és C7 eljardsok sem. A feladatosztdly nehézsége ugyanakkor jol
jellemezhetd a kapott abszolit mutatoszamokkal: a 300 feladatot a Moore-Skelboe
modszert hasznald algoritmus is atlagosan 189 fliggvény- és 72 gradiensszamitassal
oldotta meg. Amint azt latni fogjuk, a standard tesztfeladatok modositott valtozatai
kozott ennél 1ényegesen nehezebben megoldhaté feladatok is eléfordultak.

Tekintsiik most a Shekel-10 fliggvény korlatozasos valtozatain kapott eredmények
osszefoglalasat (4. Tablazat). A futdsidSket megvizsgilva legfontosabb megéllapita-
sunk az, hogy az Osszes heurisztikus algoritmus valtozat (azaz a C3-C8 szabélyok)
gvorsabban dolgozott, mint a C1 szabdly, igaz, a relativ javulds minden esetben
csupan néhdny szizalékos; a két leghatékonyabb mddszer (a pf-tipusa C3, illetve
a pup-tipusi Ch szabdlyt hasznald eljards) az alapul vett Cl-hez képest egyardnt 4
szazaléknyi javulast eredményezett. A listahosszak mutatéit elemezve szembedtld,
hogy az MLL értékek minden esetben igen alacsonyvak: valdjdban minden egves
problémapéldanyt az osszes algoritmusvaltozat meg tudott oldani egvenként maximéa-
lisan 2 vagy 3 tarolasi egység hasznalataval. Ez arra utal, hogy a bemutatott algo-
ritmusok rendkiviil kifinomultak, bizonyos feladatokon szinte nem is hajtanak végre
a Munkalista méretét megnoveld sziikségtelen intervallum-felosztasokat.

A figgvény- és gradiens kiértékelések relativ szamanak alakuldsa kozelitoleg a
futasidok adatait koveti: az NFE értékekben a C3 és C5 bizonyult a legjobbnak
(96%-kal), a gradiens befoglaldsit pedig minden mddszer nagyjabol ugvanannyiszor
szamitotta ki a 15 feladaton.

Az 5. Téblazat a korlatozdsos Hartman—6 feladatokon elvégzett szamitasok ered-
ményét mutatja. Amint a futtatasok outputjaibdl és a korlatozas nélkiili Hartman—6
feladatra kapott kordbbi eredményekbdl (pl. [11, 39]) kideriil, a hozzdadott korlatok
sokkal nehezebbé tették a tekintett 15 feladat nagy részét. A két leghatékonyabb
modszer egyértelmien a pf-tipusu hibrid C4, illetve az djonnan javasolt hibrid C6
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| Szabdly | CPU  rel. |[MLL  rel. [ NFE  rel. | NGE  rel. |

C1 3.20 31 2 618 1534
C2 3.20  100% 31 100% | 2618 100% | 1534 100%
C3 (pt 3.07  96% 33 106% | 2523  96% | 1529 100%

(pf)
C4 (pf) 311 9% 31 100% | 2618 100% | 1534 100%
C5 (pup) 3.06  96% 33 106% | 2523  96% | 1529 100%
(pup) 311 9% 31 100% | 2618 100% | 1534 100%
C7 (pupb) | 3.13  98% 31 100% | 2618 100% | 1534 100%
C8 (pupb) | 3.12 98% 31 100% | 2618 100% | 1534 100%

4. Tablazat: 15 korlatozdsos Shekel-10 feladat megolddsdnak eredményei a kiilonbozd
intervallum-kivéilasztasi szabdlyokat haszniléd algoritmusok esetén.

|Szabaly |  CPU  rel.[  MLL rel] NFE rel.] NGE rel|
C1 35 022.20 2 559 703 25 293 057 3 761 838
C2 31 683.30 90% |1 436 597 56% |26 102 840 103% |3 911 177 104%

C3 (pf) 2866.24 8% | 712566 28%| 2138638 8% | 272999 %
C4 (pf) 195.01 1% 31402 1% 149 647 1% 32913 1%
C5 (pup) | 3280.22 9% | 225776 9% | 2515313 10%| 368 425 10%
C6 (pup) 191.50 1% 22 453 1% 144 329 1% 39133 1%
C7 (pupb) |32 986.40 94% 6 636 0% |26 102 840 103% |3 911 177 104%
C8 (pupb) | 46 728.90 133% |2 558 641 100% |25 293 094 100% |3 761 838 100%

5. Tablazat: 15 korldtozdsos Hartman—6 feladat megolddsdnak eredményei a kiillonbozo
intervallum-kivéilasztasi szabdlyokat haszniléd algoritmusok esetén.

stratégidt haszndld eljards, melvek egvardnt mintegy 99%-os (két nagysdgrendnyi)
javuldst adtak Cl-hez képest az Osszes vizsgalt mutaté tekintetében. A C4 és C6 sorok
abszoldt mutatdészamait dsszevetve azt kapjuk, hogy az Uj pup-tipusi szabaly 2%-kal
kevesebb CPU-id6t hasznalt C4-nél, illetve 4%-kal kevesebb célfiiggvény kiértékelést
végzett, ugvanakkor mintegy 19%-kal tobbszor szamitott gradienst, mint a C4 eljaras.

A korlatozo feltételeket is figvelembe vevd szabdlyok esetén a gradiens-kiértékelé-
sek szamdnak megnovekedése mas tesztfeladatokon is megfigyvelhet6. A jelenség oka
az, hogy a gradiens befoglaldsidnak kiszdmitdsa (a monotonitési teszt alkalmazdsakor)
csak olvan boxokra torténik meg, melyek minden pontja garantiltan lehetséges meg-
oldés. Tekintsiink két, a Munkalistdn jelenlévd boxot azonos (vagy koriilbeliil azonos)
p(fi, Z) értékkel tigy, hogy az egvik box minden pontja biztosan lehetséges megoldds,
mig a mésik boxra ez nem teljesiil. Akkor a pup(fy, Z) definiciéja miatt a C5, C6,
C7, C8 szabalyok esetén az elébbi box lesz preferalva a kivalasztasra, majd felosztasra
— ellentétben a C3 és C4 szabdlyokkal, amikor a két box kozti vilasztas nem fiigg a
lehetséges megoldéasok tartalmazisatol.

Visszatérve a Hartman—6 feladatokhoz, fontos megemliteni, hogy a legnagvobb
eltérés a C6 és C4 mobdszer kozott a tarigény tekintetében jelentkezett: az uj C6
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| Szabdly | CPU  rel. | MLL  rel. | NFE  rel. | NGE  rel |

Cl 79.51 24 188 423 612 323 000
C2 75.91 95% | 30 979 128% | 423 717 100% | 323 105 100%
C3 (pf) 137 2% | 2519 10% | 7833 2% | 4055 1%
C4 (pf) | 18.31 23% | 14035 58% | 100 896 24% | 67079  21%
C5 (pup) | 1.13 1% | 1976 8% | 6415 2% | 3423 1%
C6 (pup) |18.14 23% | 13442 56% | 99698 24% | 67927 21%
CT (
C8 (

pupb) | 76.73 97% | 18 984  78% | 414 548  98% | 319 840  99%
pupb) | 78.03 98% | 23 145  96% | 423 612 100% | 323 000 100%

6. Tablazat: 15 korldtozdsos Goldstein—Price feladat megolddsanak eredményei a kiillonbozo
intervallum-kivéilasztasi szabdlyokat haszniléd algoritmusok esetén.

oOsszességében 28 szazalékkal kevesebb memoéridt igényelt a 15 feladaton, mint a C4
eljards, ami igen biztaté a pup mutatot hasznald szabalyokra nézve.

Megvizsgalva a tovabbi szabalyok miikodését, az ugvancsak parba allithaté nem-
hibrid C3 és C5 médszerek is igen hatékonynak (bar a C6-hoz képest lényegesen
rosszabbnak) bizonyultak, 90-93% kozotti javulast adva Cl-hez képest a CPU, NFE,
NGE mutatokban. Ezekben az értékekben a C3 mutat némi elényt CbH-tel szemben.
A tédrfelhaszndldsban azonban mdar nagyobb kiilonbséget, 68%-o0s relativ javuldst fi-
gvelhetiink meg C5-ben C3-hoz képest. Még egy érdekes adatra érdemes felhivni a
figvelmet, ez pedig az ugyvancsak tUjonnan javasolt C7 szabdly memoriaigénye, ami
messze a legkedvezobb az Osszes eljards kozott. Tehat a Hartman-6-hoz hasonld
tipusu feladatok esetén, ha a feladat nehéznek tinik, de a rendelkezésre all6 memoria
kevés, a C7 szabdly alkalmazasa lehet a célszeri valasztas.

A Goldstein—Price probléma korlatozasos valtozatain kapott numerikus eredmé-
nyek (6. Tabldzat) értékelésekor elséként a C3 és Ch szabdlyoknak a C1 alapmddszer-
hez képest kimutathaté jelentés elényét kell hangsilyoznunk: 1-2% az alapul vett
100%-hoz képest a futdsi id6kben, illetve az NFE és NGE mutatékban, valamint
8-10% a tarfelhaszndlds tekintetében. Fontos ldtnunk, hogy az 0j C5 szabdly ezen
beliil joval kedvezdbb a C3-nal: a Ch algoritmus Osszességében 18%-kal kevesebb pro-
cesszorid6t (bar az abszolit futdsi id6kben csak kis kiillonbséget), atlagosan 22%-kal
kisebb Munkalistdkat és 18%-kal, illetve 16%-kal kevesebb célfiiggvény- illetve gradi-
ensszamitast tud felmutatni, mint a C3. A megfelel6 hibrid intervallum-kivalasztasi
szabalyokkal rendelkezé moddszerek, C4 és C6 nagvjabol egyforman viselkedtek: a
Moore-Skelboe-szabdlyt hasznalé alapalgoritmushoz képest 23% CPU idét és 56-58%
memoriat haszndltak. A tovdbbi algoritmusvaltozatok, nevezetesen C2, C7 és C8
tobbségiikben nem til jelentds, 2% és 5% kozotti javulast mutattak Cl-hez képest a
vizsgalt mennyiségek tekintetében. A kedvezd kivételt a C7 modszer memoriaigénye
jelentette: bar C7 futasi ideje a Cl-gyvel kozel azonos, mégis, C7 az alapmoddszer
tarfelhasznaldsahoz képest csupan 78 szazaléknyi memoriat igényelt.

A Levy-3 probléma korldtozasos véltozatain kapott eredményeket a 7. Téblazat
mutatja. A felhaszndlt CPU-id6, a célfiiggvény- illetve a gradiensszamitisok te-
kintetében az egves algoritmus varidnsokra kapott eredmények hasonldéak: mind a
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| Szabdly | CPU  rel. |[MLL  rel. [ NFE  rel. | NGE  rel. |

C1 2.11 276 5 006 2 964

C2 2.08 99% | 277 100% | 5003 100% | 2 961 100%
C3 (pf) 096 45% | 232 84% | 2315 46% | 1380 47%
C4 (pf) 2.10 100% | 300 109% | 5006 100% | 2 964 100%
C5 (pup) 096 45% | 156 57% | 2303 46% | 1467  49%
C6 (
C7 (
C8 (

pup) 210 100% | 297 108% | 5006 100% | 2 964 100%
pupb) | 2.12 100% | 110 40% | 5004 100% | 2 962 100%
pupb) | 2.12 100% | 268 97% | 5004 100% | 2962 100%

7. Téablazat: 15 korldtozdsos Levy-3 feladat megoldisinak eredményei a kiillonbozd
intervallum-kivilasztasi szabalyokat hasznéld algoritmusok esetén.

| Szabdly | CPU  rel. |[MLL rel. | NFE  rel. | NGE  rel. |

C1 1.41 790 12 036 6998

C2 1.48 105% | 618 78% | 12672 105% | 7163 102%
C3 (pf) 023 16% | 389 49% | 1866 16% 853  12%
C4 (pf) 1.50 106% | 718 91% | 12582 105% | 7073 101%
C5 (pup) 021 15% | 366 46% | 1982 16% | 1097 16%
C6 (
C7 (
C8 (

pup) 1.53 109% | 678 86% | 12582 105% | 7073 101%
pupb) | 1.51 107% | 206 26% | 12920 107% | 7367 105%
pupb) | 1.56 111% | 554 70% | 12920 107% | 7 367 105%

8. Téablazat: 15 korlitozdsos Ratz—4 feladat megolddsdnak eredményei a kiillonbozo
intervallum-kivéilasztasi szabdlyokat haszniléd algoritmusok esetén.

C3, mind a C5 szaballyal dolgozé algoritmus 45%-at hasznalta a Cl-re kapott CPU
idének, illetve 46-49%-ot eredményezett az utébbi két mutatéban. A CPU, NFE
é¢s NGE mennyiségekben C1 és a tobbi eljardsvéltozat kozott nem mutathaté ki
szamottevo kiillonbség. A tarigény tekintetében ellenben més a helyzet: az 4j C7
valtozat hasznalta a legkevesebb meméridt (40% az alapmddszerhez képest), a maso-
dik legjobb az ugyancsak 4j Cb eljards (57%) volt. A leggyorsabb C3 és C5 koziil
tehat az utébbi lényegesen kisebb, C3-hoz képest 33%-kal kevesebb tarral dolgozott.

A Ratz—4 feladatokra a futdsi eredmények (8. Tébldzat) sok tekintetben meg-
egyeznek a Levy-3 feladatéval. Ismét az Gjonnan javasolt (nem-hibrid) C5 eljirds
bizonyult a leghatékonyabbak, bar nem sokkal maradt el téle a C3 véltozat sem:
15% és 16% az id6igényben, 16-16%, illetve 16% és 12% az NFE illetve NGE meny-
nyiségekben. E mutatdk tekintetében a tovabbi valtozatok némileg gyvengébbnek bi-
zonyultak az alapmodszernél, a CPU id6kben 5-11 szazalékkal, a célfiiggvény, illetve
gradiens kiértékelések szimaban pedig 57, illetve 1-5 szazalékkal. A tarfelhasznélas-
ban azonban a C2-C8 valtozatok mindegyike hatékonyabb volt C1-nél: ismét maga-
san a C7 eljards volt a leggazdasdgosabb (26%), ezt kovette a Ch-tel, majd a C3-mal
jelzett médszer (46% és 49%).
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[Szabdly [Sol.]  CPU  rel.] MLL rel ] NFE rel.] NGE rel ]
C1 2] 9 058.98 225 595 10 873 257 7 909 806
C2 3112 971.40 143%| 589 317 261%|19 580 523 180% |8 677 571 110%

C3 ( 6 866.43 10%| 81422 36%| 1129690 10%| 318 501 4%
C4 ( 4| 4615.08 51%|115 571 51%| 5447 346 50%|3 960 092 50%
C5 (pup) | 10| 1360.74 15%| 60383 27%| 1840579 17%| 909 877 12%
C6 ( 4| 4462.79 49%|115 372 51%| 5448 385 50%|(3 961 576 50%
C7 (pupb)| 9| 2857.86 32%|532 712 236%| 4361 676 40%|2 033 400 26%
C8 (pupb)| 2| 8905.02 98%|225 595 100% |10 873 257 100% |7 909 806 100%

9. Téablazat: 15 korldtozdsos EX-2 feladat megolddsanak eredményei a killonbozd kiva-
lasztési szabélyok esetére. A tabldzat a megoldott problémapélddnyok szamét (Sol.), a futdsi
id6k &tlagit (CPU, mdsodperchben), a Munkalistdk maximdlis hosszainak dtlagat (MLL),
valamint a célfiiggvény- és gradienshivdsok dtlagos szdmét (NFE, NGE) tartalmazza, a
megoldott feladatokra vonatkoztatva. Az utolsé négy mutatd esetén a C1 eljardshoz viszo-
nyitott relativ mutatdszamok (rel.) is fel lettek tiintetve.

Az alapul vett standard tesztfeladatok korlatozasos valtozatai kozott a legnehezeb-
bek kétségteleniil az EX-2 feladat példanyai voltak. A valasztott futasi limittel a fel-
adatokat szdmos esetben nem sikeriilt megoldani (a Munkalistadk maximalis hosszat
2 000 000-ban hataroztam meg — ez a hasznalt tarolasi reprezentacioval kb. 300 Mbyte
helyfelhasznélast jelent, mig id6korldtot nem allitottam fel). Az eredményeket a 9.
Téblazat mutatja, melynek felépitése némiképp eltér a korabbiaktol: kiilon jeleztem
a megoldott problémapéldanyok szamat (Sol.), illetve a megoldott kiilonboz6 szami
feladat miatt most minden mutatéra egy dtlagos értéket adtam meg. Jegvezzik
meg, hogy az igy addédo osszehasonlitds nem teljesen preciz: mindossze két felada-
tot oldott meg minden médszer, igy a bemutatott értékek esetenként kiilonboz6 (az
aktudlis médszerrel sikeresen megoldott) feladatokbdl szarmaznak. A legfontosabb
mutaté mindenképpen a megoldott feladatok szdma, melyben két Gj tipusud interval-
lum-kivalasztasi szabaly, a C5 illetve C7 magasan a két legjobbnak bizonyult 10, il-
letve 9 megoldott feladattal. Oket a C3 szabdllyal vezérelt algoritmusvéltozat koveti
6 feladattal, a tovabbi eljirdasok pedig 2-4 feladatot oldottak meg. A futési out-
putok dttanulményozisakor kideriilt, hogy 4 feladattal (ezek mindegyike 45 korlatozé
feltételt tartalmazott) egyik mddszer sem tudott a megadott memoériakorldton beliil
megbirkézni. Emellett mindossze egy esetben fordult el6 az, hogy a javasolt C5 al-
goritmus sikertelen volt, mig valamely méasik algoritmus varians sikeresen megoldotta
az illet6 feladatot.

Fentiek fényében a bemutatott tovabbi futasi jellemzok kisebb hangsilyt kapnak:
ezekben mindeniitt a C3 és C5 kiemelt hatékonysagat figvelhetjiik meg. A CPU,
NFE és NGE mutatokban a C3 5-8 szazalékponttal volt jobb, ami ez esetben annyit
tesz, hogy a megoldott feladatokon atlagosan ennyivel miikodott eredményesebben
a pf tipusi szabdly. Nyilvdnval6an, volt azonban néhdny (egészen pontosan 4) ne-
hezebb feladat, amit C3 nem oldott meg, mig C5 igen, és ez utébbiak bekeriiltek az
osszevetésbe. Az MLL mutatok azonban még igy is C5 eldnyét jelzik C3-mal szemben.
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4. Abra: A C4 (balra) és C6 (jobbra) szabdlyok &ltal vezérelt algoritmusok miik-
dése a Goldstein—Price feladat egyik korlatozdsos véltozatin, a globdlis minimumhely
kornyezetében.

A tovabbi eljarasvaltozatok koziil C7-et kell még kiemelniink, ami ugyan sok fe-
ladatot oldott meg, de — a redlisabb Osszevetést add Cbh-tel szemben — jéval tobb
memo6riat hasznalt. Emellett érdemes megfigyvelni, hogy a C8 eljaras tulajdonképpen
teljesen azonosan dolgozott az alapmodszerrel.

Az intervallum-kivélasztasi szabalyok numerikus vizsgalatanak osszefoglaldsaként
megallapithatjuk, hogy a Cbh, C6, C7, C8-cal jelzett djonnan javasolt szabdlyok a
korlatokbdl fakadd informacié felhaszndlasaval jelentésen megnovelhetik az algorit-
mus hatékonysagat. Ez a javulds a nehezen megoldhaté feladatokon, a klasszikus
maodszerekhez képest mar az 6nmagukban igen hatékony p( fx, Z)-tipusi szabalyokhoz
viszonyitva is megfigvelhetd (ilvenek a bemutatott korldtozasos Goldstein—Price, il-
letve Hartman—6 feladatok). Sét, ahogyan azt az EX-2 feladat tobb problémapéldé-
nya mutatja, szimos esetben kizardlag a korlatokat figvelembe vevd kivalasztési sza-
balvokkal rendelkezé algoritmusokkal valt lehetévé a feladatok megolddsa az egyéb-
ként igen magasra valasztott memoriakorlaton beliil.

Az 14j mddszerekre kapott pozitiv eredmények egy szemléletes példajat a 4. Abra
mutatja: az egyik korlatozdsos Goldstein—Price problémara lathatjuk a C4 (balra) és
C6 (jobbra) médszereket hasznalé algoritmusok dltal generdlt intervallum-felosztdso-
kat a globélis minimumbhely, (0, —1) kozelében. A kinagyitott tartomanyban elhe-
lyvezked6 korlatok ugvancsak szerepelnek az abrdkon. Amint a bal oldali 4bra mu-
tatja, a korldtozé feltételeket a kivdlasztas sordn figvelmen kiviil hagyé p( fi, Z)-tipust
szabaly rengeteg sziikségtelen felosztast hajtott végre az egyvik linedris feltétel hatdrdn
elhelyezked6 boxokra. Mindez amiatt torténhetett meg, mert a C3 szabdaly ebben a
kornyezetben (de mér valahol a nem lehetséges megoldasok tartomdnyédban) alacsony
célfiggvényértéket ‘sejtett’, igy a fenti boxokhoz magas p(fx, Z) értéket rendelt.

Ezek a sziikségtelen felosztdsok elkeriilhetévé véltak a pup(fi, Z) szabély alkal-
mazdsival (jobb oldali dbra): ekkor a hatdron 16v6 boxokra (pu(Z) < 1 miatt) a
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pup értékek lecsokkentek p(fi, Z)-hez képest, gy mintegy eltaszitva az algoritmus
altal generdlt felosztdsokat a feltétel hatdratol a (0, —1) korili, szigorian lehetséges
megoldasokat tartalmazé tartomanyt preferdlva.

A korlatozo feltételekbol adédé informacié felhasznaldsanak elénye a vizsgalt fe-
ladatokon egyrészt a felhasznédlt CPU id6 (és az ezzel szoros kapcsolatban 116 célfiigg-
vény-hivisszdm) tekintetében, f6ként pedig a lecsokkent tdrigényben figyelhet6é meg.
A Hartman—6, Goldstein—Price, Levy—3, Ratz—4 és EX-2 feladatok esetén (azaz a ne-
hezebb problémakndl) a pup( fi, Z)-t, vagy pupb( fy, Z)-t haszndlé médszerek e tekin-
tetben jobbak voltak a p(fy, Z)-tipusi szabdlyokndl; ezen beliil hirom feladatcsoport
esetén a C7 szabdly meméria-felhasznalasa volt a legkedvezobb.

Erdemes szem el6tt tartanunk, hogy bar a vizsgalt feladathalmaz korladtozott mé-
retd, a kapott eredmények még igy is nagy valtozatossigot mutatnak. Példaul az
elhelyezési, Goldstein—Price, Levy—3, Ratz—4 és EX-2 feladatokon a nem-hibrid C3,
Cb valtozatok hatékonyabbnak bizonyultak, mint a megfeleld hibrid C4, C6 varidnsok,
de a Hartman—6 feladatvaltozatok esetén épp forditott volt a helyzet. Ez valdszintileg
annak a jelenségnek tudhaté be, hogy a hibrid szabdlyok igen érzékenyvek az N,
paraméter megadasara. Az N,, értékek tanulmanyozisa korlatozasos feladatok esetén
ezért egy fontos jovobeli feladat lehet.

Ugvancsak érdemes a tekintett algoritmusok megéllasi feltételére (vagyis az els6,
optimumhely(ek) tartalmazdsinak szempontjdbdl {géretes box megtaldldsa utdni ter-
mindldsra) is felhivni a figyelmet. Ez a feltétel feltehetéleg az inkdbb mélységi jellegii
keresést megvalosité heurisztikus szabalyok szaméra kedvez6. A garantéltan a mini-
mumbhoz tarté {f} sorozatok [12] szerinti el6éllitdsdval a jovében fontos lehet egy
erosebb megdllasi feltétel mellett is megvizsgalni a javasolt intervallum-kivalasztési
szabalvokat.

3.4.4 Az adaptiv intervallum-felosztasi szabalyok vizsgalata

Néhany javasolt felosztasi szabalyt is megvizsgaltam mind az elhelyezési, mind a
korlatozasos standard tesztfeladatok megoldasa esetén. Minden egyves feladatot 6tszor
oldottam meg a kordabban ismertetett S1-Sb felosztasi stratégidk (3.1 és 3.2 szakasz)
hasznalataval, azaz az alabbi szabalyokkal:

S1_/2: klasszikus bisection a leghosszabb irdnyra merdlegesen;

S2_/4: felezés két koordindta irdny mentén (/4 multisection);

S3_/9: hérom egyforma részre darabolds két irdnyban (/9 multisection);

S4_pf_/2,4,9: adaptiv multisection ap(f, X)) érték alapjan, a /2, /4 és /9 szabdlyok
hasznélataval ([6] alapjan);

S5_pup-/2,4,9: adaptiv multisection, mint S4-ben, de ezittal a pup(f, X)) értékek
alapjan.

Mind az 6t esetben a klasszikus Moore—Skelboe intervallum-kivalasztdsi szabalyt
alkalmaztam (igy a most S2_/4-gvel jelolt algoritmus az el6z6 szakaszban Cl-gyel
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Feladat S4 (pf) S5 (pup)

fac. loc. 0.000000 0.278475 | 0.000000 0.199556
Shekel-10 0.001669 0.522521 | 0.000561 0.600309
Hartman-—6 0.040979 0.576613 | 0.015952 0.998564
Goldstein—Price | 0.138963 0.304043 | 0.002206 0.982160
Levy-3 0.019173 1.000000 | 0.000000 0.984546
Ratz—4 0.000000 0.438942 | 0.000000 0.411167

10. Tabldzat: Az S4, illetve S5 intervallum-felosztasi szabalyokhoz javasolt P és P
paraméterek.

jelolt mdédszerrel egyezik meg). A numerikus tesztek hardver-szoftver kornyezete,
az alkalmazott adatszerkezetek és gvorsité 1épések, valamint az algoritmus megalldsi
feltétele ugvanaz volt, mint az intervallum-kivalasztasi szabalyok vizsgalatakor.

Az adaptiv mddszerekhez szitkséges P és Py értékeket a [3]-ban ismertetett elja-
rashoz hasonlé médon adtam meg: A 300 elhelyezési feladat koziil 30-at, a korlato-
zasos standard feladatok koziil minden tipus esetén a 15 feladatbdl 6t6t-0tot valasz-
tottam ki véletlenszertien. Pi-et és Pp-t az SASS [59] sztochasztikus keresd segitségé-
vel hataroztam meg, a kivdlasztott feladatokat az S4 és SH mddszerekkel kiilonboz6
Py és P, paraméterek hasznalataval megoldva, és a célfiiggvényhivisok szamat mini-
malizdlva. A kapott eredményeket (melyeket a 10. Tdblazat tartalmazza) hasznaltam
azutan a megfelel6 feladattipus Osszes probléméjanak megoldasakor.

A Py és P, ily moédon torténd elézetes meghatarozasa nyilvanvaléan nem alkal-
mazhaté akkor, amikor egy adott tipusid feladatbol csak egy példanyt kell megolda-
nunk. Azonban pl. az ismertetett elhelyezési feladatok esetében, amiket az alkal-
mazasok sordn esetleg sokszor oldunk meg ugvanolyan jellegii célfiiggvénnyel, de
kiilonboz6 korlatokkal, a kordbban megoldott feladatok tapasztalatai alapjan javasol-
hatunk megfelelé P, és P, értékeket. Nehézségekbe titkozik a megfelelé paraméterek
el6allitasa akkor is, ha a tekintett feladattipus egves elemei til nehezek ahhoz, hogy
az SASS futtatisa soran akar tobb tizszer vagy szazszor meg tudjunk Sket oldani. Je-
len esetben az EX-2 feladat esetén is ez volt a helyzet (lasd a C1 felosztési szabéllyal
kapott eredményeket az el6z6 szakaszban). Emiatt az EX-2 véltozatokon nem vizs-
galtam az egyes intervallum-felosztasi szabalyokat.

A futési eredményeket a 11. Tablazat foglalja 0ssze. A tablazat felépitve meg-
egvezik az intervallum-kivalasztasi szabalyoknal bemutatottakkal. A relativ mu-
tatészdmokat ezattal a klasszikus statikusan felezé (S1./2) eljardshoz viszonyitva
képeztem.

A kapott eredmények szerint a CPU id6 és a célfiiggvény-szamitasok szamaban
minden feladatcsoportndl a pf mutatét hasznalé adaptiv, Sd-gvel jelzett médszer bi-
zonyult a legjobbnak. Ez a vizsgalt algoritmus bedllitdsok esetében is aldtamasztja
a [3]-ban az S4 stratégidra kapott eredményeket. A pup mutatét haszndlé S5 a
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futdsidok tekintetében 4-11 szdzalékponttal, a fliggvényhivasok szamaban pedig 2—
10 szazalékponttal maradt el S4-t6l. Az egyetlen mutatdszam, ahol S5 elonyét figyel-
hetjiik meg S4-gvel szemben, az elhelyezési feladatokon kapott gradienshivasok szama
(113%, illetve 116%).

A pup tipusi intervallum-felosztasi szabélyra kapott zomében negativ eredmények
oka nagy valdszintiséggel a Py és P, értékek bedllitasa. Elképzelhet6 példaul, hogy az
SASS eljaras a pf szabalyt alkalmaz6 médszerre ugvanakkora eréforras-felhasznilas-
sal megbizhatébb eredményt ad, mint a pup stratégia esetén (az SASS algoritmus
bedllitdsai megegyeztek mindkét paraméterpir szamitasakor). Egy mésik, az el6z6vel
részben Osszefiiggd ok az lehet, hogy a korldtok bevondsdval kapott pup( fg, Z) meny-
nyiségek feladatrdl feladatra véltozatosabb értékeket mutatnak a p(fx, Z) mennyisé-
geknél, igy nehezebb altalanossigban is jénak bizonyul6 Py, P, paramétereket el6al-
litani. Ennek ellenére a korlatozé feltételek elhelyvezkedését kiakndzd intervallum-
felosztasi szabalyokat a jovoben érdemes lesz még részletesebben vizsgdlni.
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| Sezabdly | CPU rel.] MLL rel] NFE rel.| NGE  rel |
facility location

S1_/2 394.65 6 643 77 981 21 854

S2_/4 289.15 73% 5962 90% 56 639 73% 21 743 99%

$3_/9 321.08 81% 5445 82% 62 748 80% 32 738 150%
S4.pf/2,4,9 | 277.25 70% 5728 86% 54 606 70% 25 385 116%
SH_pup_/2,4,9| 291.79 74% 5773 8% 55 892 72% 24 738 113%

Shekel-10

S1_/2 3.69 35 3108 1519

S2_/4 3.15 85% 31 89% 2618 84% 1534 101%

$3_/9 4.05 110% 22 63% 3 356 108% 2 336 154%
S4_pf_/2,4,9 3.00 81% 21 60% 2561 82% 1527 101%
S5_pup_/2,4,9 3.14 85% 31 89% 2603 84% 1536 101%

Hartman—6

S1_/2 57 456.6 3997 926 37 880 483 2 588 570

S2_/4 35 022.2 61%|2 559 703 64%|25 293 057 67%| 3 761 838 145%

$3_/9 69 117.6 120%]|3 046 386 76% |49 158 875 130%|12 523 206 484%
S4_pf_/2,4,9 |30 242.9 53%|2 376 171  59% (20 594 716 54%| 2 713 321 105%
S5_pup-/2,4,9|33 652.3 59%|2 634 512 66% |24 103 404 64%| 3 467 623 134%

Goldstein—Price

S1_/2 108.26 28 083 578 040 362 759

S2_/4 80.61 74%| 24188 83%| 423612 73%| 323000 89%

$3_/9 93.17 86%| 18 584 64%| 486 023 84%| 421 350 116%
S4pf_/2,4,9 | 7630 T0%| 22176 TT%| 397732 69%| 327142 90%
S5_pup-/2,4,9| 8817 81%| 25114 87%| 446 097 T7%| 340832 94%

Levy-3

S1_/2 2.47 235 6 252 2 827

S2_/4 2.11 85% 276 117% 5006 80% 2 964 105%

$3_/9 2.48 100% 263 112% 5820 93% 4151 147%
S4_pf_/2,4,9 2.05 83% 276 117% 4890 78% 2 856 101%
S5_pup_/2,4,9 2.11 85% 276 117% 5006 80% 2 964 105%

Ratz—4

S1_/2 2.04 878 17 349 7525

S2_/4 1.41 69% 790 90% 12 036 69% 6 998 93%

$3_/9 1.57 7% 679 7% 12 733 73% 8 777 117%
S4_pf_/2,4,9 1.37 67% 671 76% 11228 65% 7237 96%
S5_pup_/2,4,9 1.55 76% 732 83% 12190 70% 7 887 105%

11. Téblazat: Az intervallum-felosztasi szabilyok eredményei a vizsgdlt feladatok szerint
csoportositva. A relativ értékek ezuttal az S1_/2 mddszerhez vannak viszonyitva.




4. Fejezet

Korpakolasi feladatok megoldasa

A geometriai ihletésti optimalizalasi feladatok gvakorlati szempontbdl is fontos cso-
portjat teszik ki az dgynevezett pakolasi problémak. Ezek kozos jellemzije, hogy ge-
ometriai alakzatokat kell elhelyezniink a sikon (illetve a 3-dimenzids feladatok esetén
a térben), vagy annak valamely részhalmazin gy, hogy a kitéltés valamilyen szem-
pontbdl optimélis legven. Ez az optimalitas vonatkozhat példiul az alakzatok szama-
ra, vagy az el6allé kitoltés stirliségére (azaz a kitoltott és ki nem toltott teriilet
vagy térfogat nagysdgdnak ardnydra). A probléma alkalmazési lehetGségeinek szima
igen nagy, a legkézenfekvébb alkalmazdsok a szabds, illetve raktdrozas teriiletérol
szarmaznak, de pl. a 3. Fejezet ‘facility location’ feladatai is kapcsolatba hozhatdék
pakolasi feladatokkal.

A pakolési feladatok egy torténetileg is érdekes tagja az egvbevigd korok zart
egységnégyzetbe torténd elhelyezésének probléméja a korok atmérdjének maximali-
zalasaval. Az utobbi 40 évben sokan és sokféleképpen probalkoztak ezen felada-
tok megoldasdval, az igazi attorést azonban az jelentette, amikor a hagyomanyos
“kézi” tton torténd megoldasi kisérletek helyét atvették a szamitégépes megoldd
algoritmusok (‘computer-aided proofs’). Csak egy példa a mddszerek fejlédésének
érzékeltetésére: 10 kor optimalis pakoldsdnak problémaja 1990-ig megoldatlan volt,
ekkor sziiletett ra az elsé szamitégépes modszeren alapulé megoldés, a hagyomanyos
uton torténo igazolas azonban mdig nyitott probléma. Mara mar tobb szaz kor esetére
is 1éteznek kozelité (de még nem bizonyitottan optimélis), szdmitégéppel eléallitott
megoldasok. Ezzel megné a szerepe a kapott eredmények numerikus megbizhatésagat
vizsgalo, illetve onmagukban is megbizhatéan dolgozé optimalizalé eljarasoknak.

Ebben a fejezetben a feladatosztaly alkalmas megfogalmazasanak segitségével fel-
épitett garantalt megbizhatdsigi — intervallumos B&B tipust — optimalizaldsi algorit-
musokat ismertetek. Az els§ algoritmus alkalmas a legtobb mér ismert optimélis (vagy
optimdlisnak feltiintetett) megolddsok nagy pontossigi lokilis, illetve globdlis ellen-
Orzésére. Az algoritmus tovabbfejlesztett valtozatdnak segitségével sikeriilt megol-
danom az eddig nyitott, 28, 29 és 30 kor optimdlis pakolasiara vonatkozé feladatokat.

4.1 A korpakolasi feladatok megfogalmazasai

Ebben a szakaszban a tekintett feladat szobajoheté megfogalmazisait és a hozzdjuk
tartozé optimalizdlasi feladatok felirdsait tekintem at n > 2 kor (pont) esetén. A
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legkézenfekvébb megfogalmazas az alabbi:

1. Helyezziink el n szamu egybevdgo kort az egységnégyzetben dtfedés nélkil gy, hogy
a korok sugara mazimdlis legyen.

Ez a megkozelités az alabbi médon formalizdlhaté: Legyen az egységnégyzet a [0, 1]2
halmaz, és jeloljik a kordk kozéppontjait ((x1,41), ..., (Tn, yn))-nel (a toviabbiakban
a kozéppontok halmazat a tomorebb (z,y) € [0,1]*" formdban adom meg), a korok
sugardt pedig r-rel. Az (z;,y;) és (xj,y;) pontok tdvolsdgnégyzetét jeloljik d;j-vel,
azaz dz‘j = (:CZ - :Cj)Q - (yz - yj)Q, 1 <i# 75 <n. (A dz‘j m djz‘ azonossag miatt
a gvakorlatban mindeniitt elegendd az 1 < ¢ < 5 < n feltétel alkalmazisa. Az
1 <1 # j < nfeltétel egy késébb ismertetendd vizsgdlat technikdja miatt indokolt.)
Ekkor a feladat a kovetkezo:

max T,

st diy > (2r)? 1<i#j<mn (13)
TSQJi,ZIz‘Sl‘T, Z:17277na
0<r.

Az elso feltételcsoport a korok atfedésmentességét, a masodik pedig a koroknek
az egységnégyzetben torténd elhelyezését fejezi ki, ahogyan az az 5.a) Abran lathato.

2. Helyezziink el n szami pontot az egységnégyzetben gy, hogy a pontpdrok kézotti
tdavolsdgok minimuma mazximdlis legyen.

A fenti jel6lésekkel a 2. megfogalmazashoz tartozé feladat az 5.b) Abran l4thato
modon szemléltethetd, maga az optimalizalasi feladat pedig a kovetkezo alakot olti:

max minj<jzj<y, v/ dij, (14)
st. 0< a2,y <1, 1=1,2,...,n.

A gvakorlat alkalmazas szempontjaboél azok a megfogalmazasok tekintheték gyvako-
ribbnak, amelyekben az elhelyezend6 objektumok szama mellett azok mérete is adott,
és a feladat a minél kisebb helyet igényl6 pakolas megadasa:

3. Adjuk meg azt a legkisebb oldalhosszusdgi négyzetet, amelyikben el tudunk helyezni
n darab eqységnyi sugari kért dtfedés nélkil.

Az s oldalhosszisagu négyzet egyvik csicsat az origdba téve, magat a négyzetet pedig
a pozitiv siknegvedbe elhelyezve:

min s,

st dy > (2r)r=4, 1<i#j<mn
1<,y <s—=1, 1=1,2,...,n
0<s.

(15)

4. Adjuk meg azt a legkisebb oldalhosszusdgu négyzetet, amelyikben el tudunk helyezni
n pontot ugy, hogy bdarmely két pont tdvolsaga legaldbb két egységnyi legyen.

Az ehhez a feladathoz tartozd optimalizalasi probléma:
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a) b)

5. Abra: A korpakoldsi feladat 1. (a), illetve 2. (b) megfogalmazdssnak abrazoldsa.

min s,

st dyy>22=4, 1<i#j<m
OSQJz‘,ZIz‘SS, Z:17277na
0<s.

(16)

A bemutatott 1. és 2. megfogalmazdsra egyszertien megmutathaté pl. [61] alapjén
a kovetkez6: a két feladat ekvivalens abban az értelemben, hogy az 1. feladat és 2.
feladat optimalis megoldasai kolesonosen egvértelmiien megfeleltethetok egymasnak.
Tovabba, ha egy rogzitett n esetén r jeloli az 1. feladat optimumaét, akkor a megfelel6
2. megfogalmazashoz tartozé feladat optimuma di = 2r; /(1 — 2r7).

Mivel az 1. és 3., illetve 2. és 4. megfogalmazasok nyilvanvaléan ugvanazt a problé-
méat modellezik, a bemutatott négy kiilonbozo felirds tehat egymast helyettesitve
hasznalhatd. Vegyiik észre, hogy egvrészt a pontok kezelése egyszeriibb a korok
reprezentalasanal, masrészt, a 2. megfogalmazas kivételével minden probléma a vélto-
z0k korlatain kiviil tovabbi, egvenlétlenség alaka korlatozd feltételeket is tartalmaz. A
legkonnyebben kezelhet6 megfogalmazas igy a masodikként ismertetett. A tovabbiak-
ban tehdt egységnégyzetbe torténd pontpakoldsokkal foglalkozom (azonban a szemlé-
letesség kedvéért a feladatot gyakran tovabbra is ‘kérpakoldsi feladat’ néven emlitem).

(14) célfiggvényének kiszdmitdsa a paronkénti tdvolsdgok miatt négyzetgyokvond-
sokat igényel. Mivel azonban az alkalmazasok soran rendkiviil fontos a célfiiggvény be-
foglalasanak minél gyorsabb kiértékelése, a gvakorlatban a gyvokvonasok kiszamitasat
— a négyzetgvokfiiggvény monotonitisiat kihasznalva — megtakarithatjuk:

max miﬂlgi?gjgn dij; ' (17)
st. O0<z,y; <1, 2=1,2,...,n.

A (14) és (17) feladatok optimalis megolddsainak halmazai megegyeznek, az el6bbi fel-

adat optimuma pedig az utobbi négyzetgyvoke. Igy a négyvzetgyvokvonast csak specié-

lis helyzetekben (amikor valéban tavolsdgértékekre van sziikség) kell elvégezniink. A
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2. Algoritmus B&B globélis optimalizalasi algoritmus korpakolasi feladatokhoz

fr a célfiggvény,

— Zy: a keresési tartomany,

— &: tolerancia érték a megdllasi feltételhez.
Output: — Mazximum: a globdlis maximum befoglalisa,

— Ls (Eredménylista): az 6sszes globdlis maximumbhely befoglaldsait
tartalmazo lista.

1: Z = Zy; Ly := {(Z,F(Z))}; inicializljuk az f kivdgasi értéket;
2: while (£yy nemiires) do
valasszunk egy (Z, F(Z))-t Lyy-bél;
toroljiik (Z, F(Z))-t Ly -bél;
osszuk fel Z -t az U' és U? boxokra;
for »:=1to 2 do
aktualizaljuk (noveljiik) f-t, ha lehetséges;
gyorsitétesztek végrehajtdsa U'-re;
if (U " teljes egészében torolhetd) then kovetkezd i;
10: jelslje Ut C U? az U’ -b6l nem t6r5lt tartomdnyokat befoglalé boxot;

L — A

11: if (w(F(U") < ) then tegyiik (U?, F(U"))-t az Lg-be;
12: else tegyiik (U, F(U")) -t az Ly -be;

13: end for

14: end while

15: Mazimum = [f, max{F(Z) | (Z,F(Z)) € Ls}]; Return Mazimum, Ls;

Input:

vizsgalt pontpakoldsi feladat teljes megolddsa tehdt (17) dsszes optimumhelyének és
az optimum értékének megadasaval ekvivalens.

12. MEGJEGYZES. A probléma vizsgdlatdnak kezdeti fazisdban a negyedik, ugyancsak
pontpakoldsi modellre épitett eljardst implementdltam. Az eredmények jelentdsen
elmaradtak a jelenlegi algoritmusok eredményességétol; ennek oka épp a korlitozo
feltételek kezelésének nehézkessége volt. FElképzelhetd azonban, hogy a 3. Fejezetben
ismertetett eredmények igéretessége miatt érdemes lesz eqy vizsgdlat erejéig a 4. meg-
fogalmazdsra visszatérni.

Az alkalmazott branch—and-bound eljards prototipusat a 2. Algoritmus mutatja.
Az eljaras lényegében a Bevezetésben ismertetett 1. Algoritmus maximalizalasi fe-
ladatok megolddsdra alkalmas viltozata. (Az 1. Algoritmushoz képest a {6 ciklus
elejére keriilt az intervallum-kivalasztasi lépés; jelen fejezetben kényelmi szempontok
miatt érdemes azt feltételezniink, hogy minden iterdcids ciklus végén az Osszes még
nem torolt box vagy Lyy-ben, vagy Ls-ben taldlhatd.)

4.2 A négyzetbe torténo korpakolas eddigi eredményei

A korpakoldsi problémak kutatiasinak kezdeti irdnyvait az elméleti vizsgilatok je-
lentették: ez egyrészt adott n esetén n kor optimalis pakolasainak ismertetését és
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az optimalitds igazolasat, illetve nehezebb esetekben az optimumértékre vonatkozd
alsé és felso korlatok megadésat jelenti. A szamitégépes modszerek céljai hasonloak,
csupan az eljaras mas. Ezen mddszerek bizonyito erejének sarkalatos pontja — az alkal-
mazott algoritmusok korrektségének vizsgalata mellett — a pontossag és megbizhato-
sag kérdése. Az eddigi kutatasok legfontosabb eredményei kronolégiai sorrendben a
kovetkezok:

A feladatosztily felvetése — L. Moser (1960) [43].

Optimalitds n = 2,3, 4,5, 8, 9-re elméleti dton — J. Schaer, A. Meir (1965) [56, 57].

Optimalitds n = 14,16, 25, 36-ra elméleti dton (a terilet-elimindciés mddszerek
megjelenése) — K. Kirchner, G. Wengerodt (1983, 1987) [28, 64, 65, 66].

Optimalitds 20 korig szdmitogépes eljardssal (a teriilet-elimindcié algoritmikus imp-
lementdldsa, csempézés) — R. Peikert, D. Wiirtz, M. Monagan, C. de Groot
(1990, 1992) [21, 48].

Optimalitds n = 6 esetén elméleti dton — H. Melissen (1994) [41].

- “J6 pakoldsok” szamitégépes megaddsa (az optimalitds igazoldsa nélkiil):

n = 30-ig — nemlinedris optimalizalo eljarasokkal, C.D. Maranas, C.A. Floudas,
P.M. Pardalos (1995) [35];

n = 52-ig és n = 54,56,60,61,62,72,78-re — a ‘billidrd-szimulacié’ nevi
eljarassal és ismételt mintakitoltéssel, R.L. Graham, B.D. Lubachevsky
(1996) [20];

n = 50-ig — energiafliggvény-minimalizalassal, K. Nurmela, P.R.J. éstergérd
(1997) [45].

- Optimalitas 27 korig szdmitogépes eljdrassal, Peikert és tarsai modszere alapjan —
K. Nurmela, P.R.J. Ostergard (1999) [46, 47].

- “J6 pakolasok” n = 100-ig a TAMSASS-PECS véletlenkeres6 algoritmussal — L.G.
Casado, I. Garcia, P.G. Szab6, T. Csendes (1999) [5].

- Az utébbi idészakban: tovabbi megkozelitések az ismert legjobb pakolasok javitasa-
ra és az optimalitds igazolasara n > 27 esetén, pl.

g-optimalis megoldasok: az ismert legjobb pakolasi értékek optimalitdsa az
¢ = 107 tolerancia értéken beliil (az 6sszes optimalis megoldds felderitése
nélkill) n = 28,...,35,38,39-re, valamint az eddigi legjobb pakolds meg-
addsa n = 37-re — Locatelli és Raber (2002) [33].

Jegvezziikk meg, hogy a szamitdégépes optimalitasi bizonyitasok mindegyike alap-
vetoen hagvomanyos gépi aritmetikat hasznalt. A megbizhaté eredmények eldallitasat
célzé mobdszerek ezekben az algoritmusokban nehézkesek és az alkalmazott gépi arit-
metika pontossagatol fliggdek voltak, s6t, véleményem szerint helyenként nem biz-
tositottak minden szempontbol kielégité megoldast a kerekitési problémdkra. Ezen
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modszerekkel szemben célom egy teljes egészében intervallumos szamitasokon alapuld
eljaras kidolgozasa volt.

4.3 Intervallumos befoglald fliggvény megadasa

Az intervallumos eljaras felépitéséhez a legfontosabb teend6 egy alkalmas befoglald
figgvény konstrudliasa a korpakoldsi (illetve ez esetben pontpakoldsi) feladat cél-
fliggvényére. Az (17) feladathoz tartozo célfiiggvény tehdt az aldbbi:

fo(z,y) = 1;?;2%71(% —z)’ + (i —yy)’ = 151;2%71 dij, (18)
amelyet a [0, 1]*" kiindul keresési tartomanyon kell mazimalizdlnun.

Legven adott egy, a szdmitdsok sordn el6allé 2n-dimenziés (X,Y) box; ehhez
keresiink olyan Fj, : [?" — T fiiggvényt, hogy barmely (z,y) € (X,Y)-ra f,(z,y) €
F.(X,Y) teljesiiljon, azaz F, az f, befoglalé fiiggvénye legven az (X,Y’) boxon. Az
alabbi tétel egy ilven tulajdonsagokkal rendelkez6 és konnyen kiszamithatd interval-
lumos fliggvényt ad meg.

24. TETEL. [36] Legyen (X,Y) C [0,1]*", és legyen

D;; = (X, — Xj)2 +(Y; — Yj)Q, minden 1 < i # j < n —re.

Ekkor az a = min<jzj<, Djj, a € R, valamint a b = min <2<, Dij, b € R érté-
kekkel definidlt F,(X.,Y) :=[a,b] intervallum az f,(x,y) célfigguény értékkészleté-
nek befoglaldsat adja az (X,Y) 2n-dimenzids intervallumuvektoron.

B1zoNYITAS. Legyven (z1, ..., %0, y1,-- -, ¥n) = (2, y) € (X,Y) C [0, 1]*" tetszbleges.
Az intervallumokra kiterjesztett aritmetikai miiveletek és elemi fiiggvények befoglald
tulajdonsigai (Id 1. Fejezet) miatt dij = dij(azi,mj,yi,yj) & Dij all fenn minden
1<1# 75 <n esetén, azaz

Dy < dij < Dy, V(1<i#j<n), (19)

Jelslje (1,7) azt az indexpart, melyre d;; minimélis. (Ha tobb ilyen par van, akkor
legven koziilik (z,7) az egyik.) Ekkor a definicidja és (19) alapjin a kovetkezd
osszefiiggésekhez jutunk:

a= min D. < D= < d= = min d.;. 20
IiZjen—2L — M= W ggizjen (20)

Most jeldlje (z,j) azt az indexpért, melyre D;; minimalis. (Ha tobb ilyen par van,
akkor legyen koziilik (z,7) az egvik.) Most (19)-t, majd b definici6jit felhaszndlva
kapjuk:

Ly M= Y= Py T R, (21)

Innen (20) és (21) két-két oldalat Gsszevonva adddik, hogy

a < min d; < b,
1<i#j<n
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ami épp a befoglalé fliggvény helyességét igazold Osszefiiggés. O

A definidlt befoglal6 fiiggvény legfontosabb tulajdonsigai az aldbbiakban foglal-
hatok oOssze:

1. Az F,(X,Y) fuggvény kiszdmitdsa (hasonldan f,(x,y) kiértékeléséhez) ©(n?) mi-
veletigényd (amennyiben nincs elézetes informéaciénk az egyes ((X;,Y:), (X;,Y5))
komponensparok relativ elhelyezkedésérdl): a D;; értékeket ugyanis minden
parra ki kell szimitanunk. Az egves komponensparok esetén az intervallumos
miiveletvégzések szidma konstansszorosa a valds tipusi miiveletvégzésnek (az
intervallumos miveletek és standard fiiggvények definiciéi alapjin), az a és b
értékek képzése pedig ©(n) Gsszehasonlitdssal elvégezhetd.

2. F,(X,Y) azn =2 esetben pontos (az intervallumos miveletvégzés kifelé kerekité-
seit6l eltekintve), hiszen ekkor egy D;; értéket kell kiszdmitanunk (D, = Dy,
felhaszndldsaval), azaz [a,b] = Dy = (X1 — X5)* + (Y1 — Y3)%, melynek értéke
az 1. Tétel értelmében nem eredményez tilbecslést.

n > 3 esetén viszont F,(X,Y) csupdn az alsd korldtjdban pontos, a felsd
korldtban tulbecslést eredményezhet: F,(X,Y) = minj<jz;<, D;; valéban min-

den esetben az (i, j) parokhoz tartozé d;; tavolsdgnégyzetek minimuma. Ami F,
felsé korlatjat illeti, tekintsiik az n = 3 esetben az (X1,Y7) = ([0,0.5],[0,0.5]),
(X2,Y3) = ([0,0.5],]0.5,1]), (X35,Y3) = ([0.5,1],]0,0.5]) boxot, ami tehdt a
[0,1)%-ben elhelyezett 3 téglalapot jelent. Egyszerti szamitassal F3(X,Y) =
1.25, ugyvanakkor az f3(X,Y") értékkészlet felss korlitja — ami nem mds, mint
a 3 pont optimdlis pakoldsihoz tartozd, a (17) feladat szerinti optimumérték
— =~ 1.072. A feladat nehézségének tiikkrében nyilvin nem meglepd a felsd
korlatban kapott tilbecslés: ha f,(X,Y)-t F,(X,Y) kiszdmitdsdval ponto-
san meg tudnank adni, a feladat egvetlen intervallumos fiiggvénykiszamitassal
megoldhatéva valna.

3. F,(X,Y) teljesiti a befoglald figguényektdl elvdrt egyik j6 tulajdonsdgot, az izo-
tonitdst. Tekintsiik ugyanis az (X, YW) (X@,v®) C [0,1)> boxokat, és
legyen (X Y@) c (X, yW), A D;; kifejezéseket természetes intervallum-
kiterjesztéssel kapjuk, igy azok az 1.4 szakaszban leirtak miatt izotonok, vagyis
a két boxra szamitott intervallumos tavolsdgnégyzetekre Dg) - DS) minden

1 <i#j <n-re. Emiatt D} < D! minden 1 <i# j < n-re és igy

F(XWyW)= min DY < min D = F,(X®,Y®),

— 1<i#j<n T 1<igj<n —2

Hasonl6 szamitéssal a fels6 korlitokra F, (X, Y M) > F (X? Y?) adédik,
azaz F,(X@,v®) C F (X, yW),

4. F,(X,Y) teljesiti a befoglald fliggvényektdl elvdrt mdsik jé tulajdonsdgot, a zérd-
konvergencidt. Tekintsiik az (X,Y) C [0,1]*" boxok olyan sorozatit, melyre
w(X,Y) — 0. Ez azt jelenti, hogy minden komponensre w(X;) — 0, illetve
w(Y;) — 0 teljesiil. A D;; fiiggvények zéré-konvergencidja (1.4 szakasz) miatt
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w(Dy;) = 0, V1 <4 # j < n, azaz a {D;;} intervallumsorozatok mindegyike
egy-egy d7; ponthoz tart. Emiatt pedig

valamint min D;; = min d;;,
Lo S ¥
L<iF#j<n L<iF#j<n

min D;j; -+ min d p

£3
1<igj<n—=  1<igj<n Y

azaz a vizsgalt boxsorozatra w(F,(X,Y)) — 0 teljesil.

4.4 A kifejlesztett algoritmus els6 valtozata

Az alabbi szakaszokban attekintem az optimalizalé kereteljaras tovabbi részeit. Elso-
ként monotonitasi tulajdonsidgokon alapulé gvorsitéd eljardsokat, majd egy konnyen
implementalhatd, un. terulet-elimindcics gyorsitotesztet ismertetek. Végiil a keresés
globalis fazisdnak kérdéseit veszem szemiigyre.

4.4.1 A célfiiggvény monotonitasi tulajdonsagai

Az intervallumos optimalizal6 eljarasok talan leghatékonyabb gvorsitotesztje az un.
monotonitasi vizsgalat. Amint azt a Bevezetésben ismertettem, folytonosan differen-
cidlhat6 célfiiggvények esetén a gradiensek befoglaldsdnak szamitdsai (pl. [9, 22, 27,
39]) j6 médszert kindlnak ennek a tesztnek a végrehajtdsira. A korpakolasi feladatra
felirt f,(x, y) célfiiggvényrdl azonban konnyen ldthatd, hogy nem differencidlhaté (igy
nem is folytonosan differencialhaté) mindeniitt a [0, 1]*"-n; a min() fiiggvény ugyanis
nem bir ezzel a tulajdonsiggal. (A célfiggvény szdmitdsakor hasznélt fiiggvények,
{igy a min() fiiggvény folytonossiga miatt a folytonossig tulajdonsdga viszont fennéll
a teljes keresési térben.) Mivel a célfiiggvény nyilvanvaléan monoton bizonyos tar-
tomanyokban, igy a monotonitast valamilyen eszkoztar segitségével mindenképpen
érdemes lenne kihaszndlnunk. Ezen eszkozok megtalalasdhoz jé kiindulépontot kinél-
nak a feladat geometriai jellemz6i. Az aldbbi tétel egy 4j és igen egyszeriien elvégezhe-
t6 monotonitdsi tesztet ismertet, mely nem igényel gradiensszamitast:

25. TETEL. [36] Legyen (X,Y) C [0,1]*" tetszbleges 2n-dimenzids box. Ha valamely
k indexre (k € {1,2,...,n}) fenndll, hogy minden j(# k) esetén vagy

X < Xj,  wagy pedig (22)

Dy; > F,(X,Y) (23)

teljesil, akkor f, monoton csékkend (X,Y)-n az xyp vdltozdjiban. Ekkor az Xy-t
[ X, Xi]-ra modosithatjuk.

B1zoNYiTAs. Tekintsiik a 6. Abra két részét, mely egy-egy tipikus esetet mutat az
n = 3-ra vonatkozé probléma megoldasa soran, a k = 1 vélasztias mellett. A boxok
itt a korabbiakat kovetve az X; és Y; intervallumokkal vannak megadva; mindharom
téglalapbdl egyv-egy pontot kivilasztva jutunk egy lehetséges megoldashoz.

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy a tétel feltételeinek teljesiilése esetén az
fnl(z,y) célfiggvény értéke nem csokkenhet z, Xp-ban torténd csokkentésével.
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=%
l_ -Yl Y, X, |:|Y2
! X, ‘ X, ! Iﬁ =
. X Y, |z|Y3
1 A3 1
a) b)

6. Abra: Monotonitdsi vizsgalatok.

(i) El8szor vegyiik észre, hogy minden olyan j, j € {1,2,...,n}, j # k indexre,
melyre (22) teljesill, az (z;,y;) és (ak, yp) pontok kozotti tdvolsdg nem csokken, ha
zx-t csokkentjiik Xg-n beliil. A 6. Abra a) részén ez a helyzet j = 2,3, a b) részen
pedig j = 2 esetén.

(i) Azon j indexek esetén, melyek nem teljesitik (22)-t, az (x;,y;) és (2k, i)
kozotti tavolsag csokkenhet x, € X csokkenésével; lasd j = 3-t a 6. Abra b) részén.
Az 4j tavolsag négyzete azonban mindenképpen legaldbb Dy; kell legven, ami viszont
(23) miatt nagyobb, mint a boxon szamitott célfiiggvényvérték. Méas szavakkal, az
ilven j és k indexii téglalapokbdl vilasztott pontok tavolsdgnégyzetei kiviil esnek a
célfiiggvény befoglaldsin, azaz a di; tavolsdgnégyzetek valtozdsanak nem lesz hatédsa
az fn(x,y) célfiiggvény értékére.

(iii) Azon pontpédrok tdvolsiga, melvek egyik tagja sem a k indexil téglalapbdl
valasztott, nyilvan valtozatlan marad z; modositasaval. O

Ha tehat a fentiek alapjan egy boxon a célfiiggvény monoton valamely valtozéja-
ban, akkor a kérdéses valtozét tartalmazo intervallumot egy ponttd, pontosabban egy
0 szélességll intervallumma szlikithetjiik le, a 6. Abran lathaté esetekben példaul az
Jyl—t )(1—1'6.

13. MEGJEGYZES. Mivel az értelmezési tartomdnyok hatdrai, a 0 és az 1 lebegépontos
mdodon pontosan dbrdzolhatok, valamint az algoritmus futdisa sordn eloallo dsszes in-
tervallum hatdra is gépi szdm, ezért ez a modszer a gyakorlatban is pontosan, €s az
intervallumos algoritmusokra jellemzd megbizhatiosdggal fog mikodna.

14. MEGJEGYZES. Az ismertetett médszer valdjdban a célfigguvény monotonitdsdt, és
nem szigoru monotonitdsdt teszteli, igy haszndlatakor nem feltétlenil kapjuk meg az
osszes optimumbhelyet, ha a célfiigguény az optimumdt eqy végtelen halmazon veszi
fel (lisd a kévetkezd szakaszt); helyette ebbél a halmazbdl pusztdn egy vagy tobb
reprezentdnst szolgdltat a maodszer. Fontos megjegyezni, hogy legaldbb egyet viszont
mindenképpen fog, azaz a fenti gyorsité modszer az optimumérték megaddsdt illetéen
helyesen viselkedik.
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7. Abra: 7 kér optimélis elhelyezése.

A célfiiggvény monoton novekedésének vizsgdlata hasonldéképpen torténik:

26. TETEL. [36] Legyen (X,Y) C [0,1]*" tetszbleges 2n-dimenzids box. Ha valamely
k indexre (k € {1,2,...,n}) fenndll, hogy minden j(# k) esetén vagy

Xi > Xj,  vagy pedig (24)
Dy; > F,(X,Y) (25)

teljesiil, akkor f, monoton névekvé (X,Y)-n az x;, vdltozéban. Ekkor Xy-t [Xg, Xi|-
ra modosithatjuk.

Természetesen X és Y szerepének felcserélésével az y, véaltozokra is igazak a
fenti tételek, ezért az algoritmusban a monotonitasi vizsgilatot az Osszes valtozora
elvégezhetjiik, mind a monoton novekedés, mind a monoton csokkenés tesztelésével.

A bemutatott monotonitasi teszt egyszerd és gvors végrehajtasa mellett érdemes
kiemelni annak hatékonysigat is. Az optimalis korpakolasok esetén tobb kor érinti az
egységnégyzet oldaldt (illetve pontpakoldsok esetén tobb pont az oldalakon helyezke-
dik el). Tapasztalataim szerint az intervallumos monotonitdsi teszt alkalmazasival
ezek az esetek gyvorsan felderithetok, ezzel a keresési tartomany mérete mar a kezdeti
iteracios lépésekben jelentosen redukalhaté.

4.4.2 A “szabad korok” kezelésének modszere

Tekintsiik a 7. Abrat, mely 7 kor optimalis elhelyezését mutatja ([46, 61]). Az dbrén
megfigvelhetd, hogy mely korok érintik egyvmast, illetve az egységnégvzet oldalat.
Vegyiik észre, hogy bar a megoldas optimalis, csak hat kor helye rogzitett pontosan,
a hetedik szabadon mozoghat (a megegyvezd struktirdji optimélis pontpakoldsban
is ugvanez a helyzet: hat pont helye rogzitett, egy pedig “szabad”). Az optimadlis
pontpakolasokban talalhaté “szabad” pontokat az alabbi médon definidalhatjuk:

12. DEFINIC1O. Tekintsik az (17) dltal adott pontpakoldsi feladatot valamely régzitett
n > 2 esetén. Tekintsik tovdbbd az (x,y) = (x1,...,Tn, Y1, ..., Yn) optimdlis pont-
pakoldst, amelyre tehdt f, mazximdlis. A py = (g, ux), k € {1,...,n} pontot az
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(@, y) pakolds szabad pontjinak nevezziik, ha létezik olyan py végpontid H félegyenes,
és létezik valamely pozitiv € valos szam, hogy

fn(m7y) :fn(:l:l’"'733;{;7"'7$n7y17"'7y],§;7"'7yn)

teljesil minden (x,,y,) € H N A:(px) esetén, ahol A (py) jeloli a py pont  sugari
kornyezetét.

A kor- és pontpakoldsi feladatok ekvivalencidjabol konnyen lathato, hogy egy op-
timalis pontpakoldsban talalhatd szabad pontok a megfelel6 optimélis korpakolasban
olvan korok kozéppontjait adjadk meg, amelyek valamely irdnyban elmozdulhatnak a
korok atfedésmentességének sériilése nélkiil. Mivel a szabad pontok egy-egy végtelen
(és altaldban pozitiv mértékii) halmaz tetszdleges elemei lehetnek, ésszerii gondolat
az ilven halmazokat egy-egy pontjukkal reprezentalni, és igy kontinuum sok, tulaj-
donképpen ekvivalens optimélis megoldast egyszeriibben kezelni.

Egvszeri észrevétel, hogy a szabad korok kezelése a monotonitis egy specialis
esete, hiszen a pg szabad pontot a H N A.(py) halmazon mozgatva a célfiggvény
konstans. Amennyiben pg-t az aktudlisan vizsgdlt (X,Y") boxbdl szdrmazé (Xj, Y%)
téglalapon mozgatva is konstans a célfiiggvény, akkor egy a monotonitasi teszthez
hasonlé vizsgédlatot alkalmazhatunk.

Eddigiek osszefoglaldsaként megfogalmazhatd az alabbi tétel, mely a szabad pon-
tokat tartalmazd boxok létezésére vonatkozoan ad meg egy elegendd feltételt:

27. TETEL. [36] alapjin. Legyen (X.,Y) C [0,1)*" tetszéleges 2n-dimenzids box. Ha
valamely k indexre (k € {1,2,...,n}) fenndll, hogy minden j(# k) esetén

Dy; > F,(X,Y),

akkor az (X, Y)-ben esetlegesen létezd Gsszes optimdlis (x,y) pakolds esetén a pakolds
(xx, yx) pontja szabad, és ez a pont szabadon mozoghat (X, Yy)-ban. Ezért a box
tovdbbi vizsgdlatdhoz elegendd az (X, Yy) egy pontjdnak, valamint az (X, Yy) kizdro-
lag szabad pontokat tartalmaz’ informdcionak a taroldsa.

BizoNYiTAs. Legyen (z,y) € (X,Y) egy optimdlis pontpakolds. Ekkor f,(z,y) <

Fo.(X,Y) < Dyj. Az (zi, y) elhelyezkedése (Xy, Yy)-n belil tehdt nem befolydsolja
a pakolashoz tartozo célfiiggvényértéket, vagyis

fn(m,y) :fn(a;'l’"'73:;{;7'"73:77»71/17"'71/;{:7"'71/”)
minden (z},,y;) € (X, Yi) esetén. O

A monotonitasi teszthez hasonléan a szabad korok felderitése is az eljaras minél
korabbi fazisdban sziikséges. A probléma azonban az, hogy azok a teriiletek, melyeken
valamely pont szabadon mozoghat a célfiiggvény értékének megviltozasa nélkiil, sok-
szor nem reprezentdalhatok intervallumokkal. Ilyen példaul a 7. Abra alapjan 7 pont
optimalis pakolasakor a szabad pont mozgasi tartomdnya, mely a négvzet két oldala,
illetve a szabad pont ‘szomszédsigiban’ 1év6 pontokbdl irt korivek altal meghatéaro-
zott zart, konkav sikidom. A probléma egy lehetséges megolddsa az algoritmus egyes
lépéseiben a még megvizsgdlandd (tehdt nem torolt) tartomanyok specidlis kezelését
vetiti elére, amely a kovetkezd szakasz targva. A szabad pontok kezelésének egy
kifinomultabb médszerére a 4.5.1 szakaszban még visszatériink.
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8. Abra: Az aktiv pontok mddszere.

4.4.3 Az aktiv pontok moddszere

Szintén a feladat geometriai interpretaciéjan alapul az ebben a szakaszban ismertetett
modszer, melyre a tovabbiakban az ‘aktiv pontok moddszere’ néven hivatkozom. Az
eljards el6szor Kirchner és Wengerodt [28, 64, 65, 66] elméleti jellegii bizonyitdsaiban
jelent meg, és ezt alkalmaztik az eddigi meghatarozé szamitégépes megoldd eljara-
sokban is [46, 47, 48]. A mddszer alapjin kidolgozott garantdlt megbizhatdsagu
eljarasok bizonyultak a kifejlesztett algoritmusok leghatékonyabb gvorsitétesztjének.
A modszer alapelve a kovetkezo:

1. Tegyiik fel, hogy a (14) feladat maximumadra ismert egy fo alsé korldt (pl. egy
optimumhoz koézeli, tin. ‘jé’ pakoldshoz tartozé verifikalt érték). Az aktudlisan
vizsgélt keresési tartomdnyt — ez az intervallumos mdédszerekben egy (X,Y) C
[0,1]?" box — jelolje (Ay, Ag, ..., A,), ahol az i-edik pakolandd pontot az A;
tartomanybol vélaszthatjuk. Jelen algoritmusban tehat A; egy (X;,Y;) C [0, 1]2
téglalappal egvezik meg.

2. Minden A; tartomdnybdl tordljik azokat a pontokat, amelyek valamely masik,
A; (7 # 1) halmaz dsszes pontjatdl vett tavolsaga kisebb, mint fo.

3. A nem torolt, aktualisan még aktiv teriileteket tovabb hasznalhatjuk a tobbi tar-
tomanybdl vald torlésre.

4. Ha valamelyik tartomany aktiv teriilete tiressé valik, az azt jelenti, hogy a ki-
indulé (X,Y’) box kizdrélag olyan (z,y) pontpakoldsokat tartalmaz, amelyre
fu(®,y) < fo. Ekkor a B&B algoritmus torolheti (X,Y) -t.

Ahhoz, hogy a médszert az intervallumos korlatozas és szétvalasztas tipusu algorit-
musba integralni tudjuk, sziikséges tehat a redukalas sordn az aktiv teriileteknek egy
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specidlis adatszerkezetben torténd tdroldsa. A redukdld 1épést minden (4, j), 1 < i #
Jj < n parra altalaban tobbszor is érdemes elvégezni. A redukdldsok utan megmaradé
aktiv teriileteket (ha egy ponthoz tartozé teriilet sem {iriilt ki) a teriilet legsziikebb
befoglalisat ado téglalapokka kell visszaalakitani, a gyorsito eljaras kimenete ugyvan-
is esetiinkben valamilyen boz kell legven. Egy intervallumokkal dolgozd algoritmus
szamara az aktiv pontok moédszerének magjahoz tehat az alabbi feladatot kell megol-
danunk megbizhaté médszerekkel (8. Abra):

Tekintsik az (X;,Y;), (X;,Y;) € [0,1] kétdimenzids boxokat. Tegyik fel, hogy (i)
(X5, Y:)-nek és (X;,Y;)-nek nincs kézds belsé pontja, tovdbbd (i) X; < X;. Keressiik
azon legnagvobb z* wvalds szdmot, melyre az alabbi dll: -

(X; — [X, )+ (Y; - Y))* < fi, (26)

azaz barmely ([X;,2*],Y;) és (Xi,Yi)-beli pontpdr tdvolsiga legfeljebb fo. Ekkor az
([X;, 27],Y)) torélhetd terilet lesz. (A 8. Abran ez a satirozott rész.)

Jegvezzilk meg, hogy a (26) egyvenl6tlenségben megengedett az egyenléség is,
hiszen a torolt teriilet x komponensének felsé korlitja megegvezik a megmaradd
aktiv teriilet z komponensének alsé korlatjaval, azaz mind a torolt, mind az aktiv
teriilet zart. Ugvanakkor fontos latnunk azt, hogy a megoldandé feladat két feltétele
nem jelent semmilyen djabb megszoritdst: az (i) feltétel elérését a 4.4.5 szakasz
‘csempéz’ eljardsa fogja garantdlni. Ekkor pedig (ii) is biztosithatd, esetlegesen a ko-
ordinata iranyok felcserélésével. Az utébbi feltétel a két téglalap relativ poziciéjanak
rogzitéséhez sziikséges.

A 8. Abrarél az is egyszerten leolvashatd, hogy altaldnos helyzetben a torolheto
teriiletet az (X;,Y;), illetve (X;,Y;) pontokbdl huzott koriveknek az y = Yj, illetve
az y = Y; egyenesekkel vett metszéspontjai hatdrozzdk meg (amennyiben léteznek

ilven megzéspontok). Ez a tény az alabbi, az irodalomban gyvakran emlitett egyszeri
allitason alapul:

2. LEMMA. Nurmela és Ostergird [47]: Ha egy pont kisebb, mint fo tdvolsdgra van
eqy téglalap (dltaldnos esetben eqy poligon) minden csicspontjatdl, akkor az fo-ndl
kisebb tdvolsdgra van a téglalap (poligon) 6sszes pontjdtdl.

Esetiinkben tehét az

(X; — 2%)2 4+ (Y; - V)% = f2, illetve az (27)

(X2 + (Vi -V = f¢ (28)
egyenlet z* > X, feltételt kielégité megolddsai (melyet jeloljiink z3-gal az elsé és
x3-gal a misodik egyenlet esetén) koziil keressiik a kisebbet.

Pontos szdmitdsokat feltételezve z7 az aldbbiak szerint szamithatd ki: (27)-ben,
ha f¢ — (Y; — Y;)? < 0, akkor 27 nem létezik, ellenkezd esetben a5 > X; miatt

gsl_v\/fg (V; - V)% + X,.
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Hasonléan, ha z3 létezik, akkor

vy =\ fE - (Vi =13+ X,

Azaz, ha x7 és 23 kozil egyik sem 1étezik, akkor a teljes (X, Y;) torolhetd, ha pon-
tosan egy z létezik, akkor 2* ezzel lesz egyenld, egyébként pedig 2* := min(a}, 23).

Ha az algoritmusban megbizhaté moédon szeretnénk x*-ot megadni, akkor a fenti
szamitdst intervallumokkal kell elvégezniink. Tehéat valamely X7 € I, XJ € I be-
foglaldsokat kell kiszdmitanunk a (27) és (28) egyenletekbdl intervallumos véltozékkal
és miveletekkel. A célunk a pontos x* garantalt alsé becslésének megaddasa, azaz an-
nak elérése, hogy csak garantialtan inaktiv pontokat toroljiink az eljaras végrehajta-
saval.

Jegyezziik meg, hogy az intervallumos algoritmus miikodésébdl fakaddan X;, X;,Y;
és Y, korlatai, valamint fo is gépi szam, igy intervallumos megfelel6jiik 0 szélességi
lesz. (27) alapjan tehdt, ha a Z, = f2 — (Y; — Y;)? € 1 befoglalds felsé korlatja
kisebb, mint 0, akkor X7 nem létezik, ellenkez6 esetben a gyokvonas elvégzése miatt
Zy = (max{0, Z,}, Z;) -t kell képezniink, és igy 27 befoglaldsira

Xi=vVZi+X;
adodik. Hasonlé gondolatmenettel x5 befoglaldsdra annak létezése esetén
Xo=vV2Z+X;

teljesiil. Azaz, ha X7 és X kozil egyik sem létezik, akkor a teljes (X, Y;) torolheto,
ha pontosan egy X; létezik, akkor 2* := X , egvébként pedig z* := min(X7, X3).

Ezek utdn a megmaradé aktiv teriilet szdmitdsa az aldbbiak szerint torténik:
ha z* > X, akkor a teljes (X;,Y;) eliminalhat, z* < X, esetén nem tudunk
eliminalni, a t5bbi esetben pedig a ([X;, z*],Y;) téglalap elimindlhaté. Az intervallu-
mos befoglaldsok miatt a pontos szamitasokkal el6allé maradék aktiv teriilet minden
pontjat tartalmazza az intervallumos miiveletekkel kapott teriilet, igy a kerekitési és
miveletvégzési hibak miatt nem veszitiink el egyvetlen aktiv pontot sem.

A vézolt eljirds onmagdban méar alkalmas az aktualisan aktiv teriiletparokon
végzett elimindciora, ahhoz azonban, hogy magat a teljes aktiv pontos eljarast haté-
konnya tegyiik, érdemes még néhany dolgot figvelembe venniink. Tekintsiik a 9. Abra
a) részét, ahol az (X1,Y]) teriilet pontjait probédljuk tordlni az (X3, Y5) és (X3,Y3)
téglalapok pontjai alapjan. Az dbra azt a gvakorlatban sokszor eléforduld esetet mu-
tatja, amikor bar mind a 2, mind a 3 indexi téglalappal tudnink bizonyos régidkat
torolni (X1, Y7)-bél, az a torolhetd teriilet téglalapokkal torténd becslése miatt egyik
esetben sem lehetséges. Ugyanakkor az (X5,Y3), illetve (X3,Y3) alapjin elvégzett
egyideji elimindcidé mar eredményezne egy téglalap alakid torolhetd régiét. A tovabbi
célkitlizéseink ezek alapjan kovetkezok lehetnek:

1. Az aktiv teriilet minél pontosabb kozelitése (6sszetett, de megbizhatd miiveletvég-
zést lehet6vé tevs adatszerkezetek megvaldsitdsdval).
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9. Abra: Teriilet-elimindcié cellasorok segitségével.

2. Egy-egy aktiv teriiletnek a tobbi aktiv teriilet egyittes figyelembe vételével torténd
redukeidja.

Az 1. ¢él egy lehetséges megvaldsitisdnak egy lehetéségét [21, 48]-ban vetették
fel, késébb ugyanezt a megkozelitést alkalmaztdk [46] eljardsaiban is. A mddszer az
aktiv teriiletet minden esetben téglalapokkal kozeliti, igy annak meghizhato valtozata
kiilonosebb nehézségek athidaldsa nélkil alkalmas a jelen intervallumos mddszerbe
torténd beillesztésre. A kozelités elve a kovetkezé: minden, kiinduldskor tekintett
téglalapot osszunk fel mindkét koordindta irdnyban t6bb kisebb részre (celldra), majd
a tavolsagaik alapjan relevans cellaparokra hajtsuk végre az alap elimindcids eljarast.
Az eljaras idGigényessége miatt az intervallumos algoritmusban kihasznaltam, hogy
a redukalandé és redukalo teriilet helyzetétol fliggoen elég csak a celldk sorait vagy
oszlopait figvelembe venni (azaz egves cellacsoportok egyviitt kezelheték). Ez alapjian
egy redukalando-redukald teriiletpar esetén a redukalandd teriilet minden cellasordboél
(oszlopdbdl) egy 1épésben pontosan az a teriilet elimindlhaté, melynek minden pontja
fo-nél kisebb tavolsigra van a redukalé teriilet minden cellasoranak (oszlopdnak) tel-
jes, aktualisan aktiv részétol. A cellasorok, illetve oszlopok implementaldsa lehetové
teszi az aktiv, illetve torlendé teriilet pontosabb kozelitését, valamint ez a kozelités
felhasznalhaté akkor, amikor a redukalandd teriiletbdl a tovabbi, még aktiv redukald
teriiletek pontjai alapjan kivdnunk elimindlni. A 9. b) Abran a cellasorokkal térténd
redukcié eredménye ldthaté az (X, Y]) parra. Az eliminéciés 1épés végén az X, kom-
ponens helyett az X intervallum lesz eltdrolva az aktudlis boxban.

15. MEGJEGYZES. A celldzds mddszerének fontos paramétere a haszndlt celldk szdma.
Figyelembe véve a névekvd cellaszam esetén elérhetd pontosabb teriletkozelitést, am a
nagyobb szdmitdsi 1gényt 1s, a tapasztalataim azt mutattdk, hogy 20 x 20 celldra osztds
megfeleld a jelenlegi BB algoritmus esetén. Ugyanakkor a jovdben elképzelhetd a 3.
Fejezetben ismertetett adaptiv felosztdsi mdédszerekhez hasonlé megkozelités vizsgalata,
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azaz a globdlis optimumbhelyek kozelében tébb, attol tdvolabb pedig kevesebb celldra
torténd darabolds alkalmazdsa.

4.4.4 A lokalis ellenorzés numerikus eredményei

A futtatasok soran a korabbrdél ismert optimalis megoldasok, azaz azn = 2,...,27,36-
ra vonatkozé eredmények intervallumos, garantdlt meghizhatésagu ellendrzését tiiz-
tem ki célul. A felhaszndlt eredmények egy részét tehat a hagvomdnyos valds arit-
metikdt alkalmazé modszerekkel érték el. (Az elméleti dton taldlt optimdlis megolda-
sok esetén is érdemes lefuttatni a konstrualt szamitégépes algoritmust a hatékonysig
tesztelése céljabol.) A megoldds sordn a kozolt, dltaldban 16 tizedesjegyre adott opti-
mumértékbdl indultam ki, ezt haszndlva a (14) feladat maximuménak legjobb ismert
als6 korlatjaként (azaz fo-ként). EbbSl az (17) feladat alsé korlatja, a kivagasi teszt-
ben is haszndlt f érték egy intervallumos négyvzetre emelés segitségével, az F' = fg e
I, f:= F médon adédik. Az algoritmus induld keresési tartomanyanak komponen-
seit a kozolt optimalis megoldas megfelel6 komponensét tartalmazé 0.01 szélességii
intervallummal adtam meg, vagyis az indul6é box minden esetben tartalmazta a kozolt
optimélis megolddst. A [0, 1] hatdran fekvé komponensek koré értelemszeriien a fenti
mdédon, de a [0, 1]-gvel valé metszetet véve adtam meg induld intervallumot.

Az algoritmus elemeinek specifikiciéja a Bevezetésben emlitett pontok alapjan a
kovetkezo: a befoglald figgvények megadésa a 4.3 szakasz alapjan keriilt kiszamitasra,
az intervallum-felosztdsi irdny a felosztandd box szélességén alapult (‘A’-stratégia), a
felosztasi moédszer pedig a klasszikus felezés volt. A felosztandé intervallum kivélasz-
tasara a Moore-Skelboe-szabalyt alkalmaztam. Gyorsitétesztként a kivagdasi-teszt,
illetve a feladatosztdlyra kidolgozott Gj monotonitdsi teszt (4.4.1 szakasz), a szabad
koroket felderitd teszt (4.4.2 szakasz), valamint a celldzdson alapulé aktiv pontos
teszt (4.4.3 szakasz) szerepelt az algoritmusban. Egy vizsgédlt X box abban az eset-
ben keriilt az Eredménylistdra, ha rd w(F (X)) < 1072 teljesiilt, azaz igen sziik, a
duplapontossidgi aritmetika abrazolédsi pontossagahoz kozeli intervallumos megoldas,
illetve célfiiggvényérték megaddsa volt a cél. Az algoritmust a Munkalista (Lyy)
kitiriiléséig futtattam, tehat a teljes keresési tartomény feldolgozasra keriilt.

A numerikus vizsgalatokat egy 333 MHz-es Pentium Celeron processzorral ren-
delkez6, 128 MB RAM-ot tartalmazé PC-n végeztem Linux operaciés rendszer alatt.
A megold6 algoritmus kédolasa a kordbbi fejezetek numerikus tesztjeihez hasonléan a
C-XSC Toolbox [22, 29], illetve a PROFIL/BIAS [31] numerikus kényvtarak alapjin
tortént. Az egyes futisok idékorlatjat 2 6raban szabtam meg.

A lokélis ellen6rzd eljards lehetséges eredményei az alibbiak lehetnek (az értelme-
zés megegyvezik a (14), illetve (17) alaki feladattipusok esetén):

e Megerosités: a feladat maximumara kapott befoglalas tartalmazza a kozolt valos
aritmetikaval kapott maximumértéket, illetve L5 egy eleme tartalmazza az elore
megadott optimalis megoldast. Ekkor a feladatnak nem 1étezik a maximum F™
befoglaldsanak felsé korlatjanal jobb célfiiggvényértéki megoldasa a keresési
tartomdnyon beliil, tovdbba a publikalt optimum legfeljebb w(F*) < 107 2-vel
tér el a pontos optimumértéktol.
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e Elvetés: mind Ly, mind Lg iires az algoritmus terminéldsakor. Ekkor a feladat-
nak nem létezik a publikalt maximumértékkel rendelkez6 megolddsa a keresési
tartomanyon belil.

A megoldott feladatokon kapott eredményeket a 12. Tabldzat tartalmazza, az
egves oszlopokban rendre a korok szamat, a feladat dimenziéjat, a futids masodpercben
mért CPU idejét, a Munkalista maximalis méretét, a célfiiggvényhivasok szaméat, a
teriilet-elimindcidés modszer alkalmazasainak szamat és az iterdcidszamot feltiintetve.

Amint az a tablazatbdl kiolvashatd, a bemutatott eljaras néhany kivételtol elte-
kintve az 0sszes jelenleg ismert optimalis megoldas ellenorzését elvégezte. A feladatsor
mintegy prébaként tartalmazta a ‘21 (-)’-szal jeldlt feladatot, amiben 21 kor esetére
a [35]-ben hibdsan megadott pakoldsi értéket kellett megvizsgalni. Ezt az értéket az
algoritmus a megadott futasi adatok mellett elvetette — helvesen. A tobbi feltiintetett
feladat esetén az ellendrzés megerdsitette az optimalisként publikilt eredményt. A
feladatcesokor tartalmazta a 21 korre kozolt korrigalt optimummal indulé feladatot is,
azonban ezt — a 22, 26 és 27 kor optimalis pakolasara vonatkozé feladatokkal egyiitt
— nem sikeriilt a rendelkezésre 4116 id6 alatt megoldani.

A futasi mutatokkal kapesolatban a legfontosabb észrevételeink az aldbbiak: a di-
menzidészam novekedése nem eredményezi egyértelmiien a feladat nehézségének nove-
kedését, az ellendrzés azokban az esetekben volt igazdn nehéz, amelyekben az opti-
malis pakolds nem valamilyen szabalyos mintat kovetett. A futdsi idét dontd mérték-
ben a legkoltségesebb, ugvanakkor leghatékonyabbnak bizonyulé aktiv pontos mdd-
szer alkalmazdsainak szama hatirozta meg, mig a tarigény meglepden alacsonynak
bizonyult, legalabbis a megoldott esetekben.

A bemutatott mddszer hatékonysiganak egy jellemzését megadhatjuk a futtatas
el6tti és utani bizonytalansagi tartomany Osszehasonlitdsiaval, azaz a kiindul6 tar-
tomany térfogatanak és az Eredménylista elemei ossztérfogatanak osszevetésével. Mi-
vel a megoldasok minden komponensét a kezdeti, kb. 0.01-r6l minden esetben kb.
10~ *-re redukaltuk, a nehezebb n > 10 problémakon is legalabb 200 nagysdgrendnyi
térfogatcsokkenést értiink el a megbizhatd numerikus eljarassal.

4.4.5 A globalis ellen6rzés numerikus eredményei

A korpakolasi feladatosztaly egves példanyainak megolddsdhoz, illetve a publikdlt
valds tipust optimélis megolddsok globdlis ellenérzéséhez (a globalitdson ez esetben a
teljes egységnégyzeten torténd keresést értem) egy tjabb eszkozzel kell kiegésziteniink
az el6z6 szakaszokban ismertetett eljarast. Felmeriil ugvanis egy tovabbi nehézség,
nevezetesen a geometriailag ekvivalens, ugvanakkor az optimalizaldsi modellekben
kiilonb6z6 megoldasok hatékony kezelése. Ilyen jellegli problémat jelentenek pl. a
szimmetria-transzformdcidkkal kapott optimélis megoldasok, illetve a korok (pontok)
indexelése miatt az algoritmusokban megkiilonboztetett, de geometriai értelemben
azonos pakolasok. Vegyviik észre, hogy a lokalis ellendrzés soran megkeriilhettiik ezt
a problémdt, hiszen mindvégig feltételezhettiik azt, hogy a vizsgalt (X,Y) C [0,1]*"
box (X;,Y;) komponense az i-edik pakolanddé pontot tartalmazza, és ezen kompo-
nensek a specifikdlt keresési tartomanyon beliil nem, vagy csak kevéssé atfeddek.
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n [ din=2n| CPU| MLL | NFE | NMAA | IT |
2 4 0.01 1 4 1 1
3 6 0.11 1 36 12 8
4 8 0.05 1 24 8 8
5 10 0.09 4 126 27 24
6 12 0.69 4 142 56 28
7 14 0.74 6 116 46 23
8 16 0.41 4 114 44 23
9 18 1.19 16 116 78 39
10 20 3.98 8 317 126 63
11 22 2.52 6 270 106 54
12 24 19.96 15 | 1023 407 204
13 26 77810 | 726 | 44969 | 17641 | 8908
14 28 2.71 4 143 56 29
15 30 2.37 6 146 58 29
16 32 0.88 2 42 28 14
17 34 33.04 24 | 1659 662 331
18 36 50.35 20 | 1627 648 324
19 38 3637.25 | 1095 | 82862 | 32945 | 16 538
20 40 4.65 4 165 66 33
21 (-) 42 1269.68 | 1902 | 28 755 | 11496 | 5 750
23 46 337.09 92 | 7039 | 2796 | 1401
24 48 5.37 4 91 60 30
25 50 3.16 2 67 40 20
36 72 16.87 8 141 96 43

12. Téblazat: Korpakolasi feladatok megolddsainak lokdlis ellendrzése. A tabldzat egyes osz-
lopai a kordk szamat (n), a feladat dimenzidjat (dim), a futdsi idét (CPU, masodpercben),
a Munkalista maximdlis méretét (MLL), a célfiiggvényhivdsok szdamat (NFE), a teriilet-
elimindciés mddszer alkalmazdsainak szdmdt (NMAA) és az iterdcidszamot (IT) tartal-
mazzik.

Az ekvivalens megoldasoknak a B&B eljaris sordn torténd kiszirése legegyszerib-
ben a lehetséges megoldasok lexikografikus rendezésével oldhaté meg: ez alapjan csak
olyan lehetséges (z,y) € [0,1]*" megolddsok vizsgdlatdra szoritkozunk, amelyekre

ahol < C R? x R? a ‘lexikografikusan kisebb, vagy egvenld’ relaci6 (azaz tetszdleges
a,b,c,d € R esetén (a,b) < (c,d) akkor és csak akkor teljesiil, ha vagy a < ¢, vagy
pedig a = ¢ és ezzel egyiitt b < d). Jegyezzilk meg, hogy < tranzitivitdsa miatt adott
pont n-esre a (29) feltétel legfeljebb n — 1 lexikografikus dsszehasonlitdssal ellendriz-
heto.

A fenti megkozelités az algoritmusban vizsgalt boxokra egyszeriien alkalmazhato.
Vezessiik be a <7 C I x T2 reldciot az aldbbiak szerint: tetszbleges (A, B), (C, D) € I?
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esetén (A, B) <1 (C, D) akkor és csak akkor teljesiiljon, ha léteznek olyan (a,b) €
(A, B) ¢s (e,d) € (C, D) pontok, melyekre (a,b) < (¢,d). Ezen definicié alapjin, ha
az (X,Y) C [0,1]* boxra

(X;,Y) =1 (X;,Y;) V1<i<j<n esetén, (30)

akkor (X,Y) tartalmazhat olyan pont n-eseket, amelyekre (29) dll. Ha (X,Y)-ra
nem teljesiil (30), akkor a box a tovdbbi vizsgdlatokbdl kisziirhets. A gvakorlatban
(30) tesztelése <y komplementere alapjan torténhet: Legyen (X;,Y;) > (X;,Y)) &
(X3, Y0) 41 (X;,Y)), azaz (X;,Y;) »1 (X;,Y;) akkor és csak akkor teljesiil, ha

X; < X;, vagy

X=X sV <Y

A (30) tulajdonség ellenérzésének miiveletigényét vizsgdlva egyszer(ien beldthatd,
hogy — ellentétben a pontokra alkalmazott =< relidciéval — <; nem tranzitiv: pl
X; = [0.5,1.0], Xy = [0.0,0.5], X3 = [0.0,0.25],Y] = Y, = Y3 = [0.0,1.0] esetén
(X1,Y1) =1 (X9, Y2) és (Xy,Y2) =1 (X3,Y3), ugvanakkor (X1,Y)) #Ar (Xs,Y3). Ha-
sonl6 konstrukciéval tetszéleges n esetén megadhatod tovabba olyan (X,Y) C [0, 1]*
box, melyre (30) teljesiil, ugvanakkor az (X,,,Y},) komponens megvéltoztathat6 oly
mdédon, hogy a kapott boxra (30) csupdn az (n—1, n) indexpdrban nem &ll. Mindez azt
jelenti, hogy a (30) tulajdonsdgot a komponensparok sszehasonlitdsdval ellendrizve
a legrosszabb esetben n(n — 1)/2 6sszehasonlitast kell végezniink.

Szamitogépes vizsgalataim azt mutatjik, hogy — a [0, 1]*" vektort megadva induld
keresési tartomanyként — a fenti lexikografikus mddszer csak kb. n = 5-ig szolgaltat
elfogadhat6 idén beliil megoldast. A lexikografikus rendezésnek létezik azonban egy
olvan alternativaja, melyet a korpakolasi feladatok kordbbi megoldd modszereihez
fejlesztettek ki [21, 48], és amely a jelen algoritmussal egyiitt is alkalmazhaté. Az
eljrdsra a szakirodalom ‘csempézés’ (‘tiling’) néven hivatkozik.

A csempéz eljards lényege az alibbi: tegyiik fel, hogy (valamely rogzitett n
esetén) a (14) feladat maximuménak valamely f; alsé korlatja ismert. Osszuk fel az
egységnégvzetet zart sikidomokra, in. csempékre ugy, hogy semelyik két kiilonbozo
csempének nincs kozos belsé pontja, tovabba barmely csempében barmely két pont
kozotti tavolsag kisebb, mint fy. Ekkor minden olyan lehetséges megoldésra, melyhez
tartozo célfiiggvényérték legaldbb fo, igaz az, hogy minden egyes csempe a megoldés-
nak legfeljebb egy pontjat tartalmazza. Az optimdlis pakolasok felderitése igy az
osszes lehetséges n elemi csempe-kombindcio dtvizsgalasaval végezheto el. Esetiink-
ben ez annyit jelent, hogy egvenként minden egyes csempe-kombindciéra (azaz az
altaluk definidlt indulé tartomdnyokra) lefuttatjuk a 2. Algoritmust.

Erdemes megemliteni, hogy a csempézés azon esetekben is hasznalhatd, amikor
nem célunk, vagy a feladat nehézsége miatt nem lehetséges az optimalis pakolashoz
tartozo célfiiggvényértéknek, illetve annak befoglaldsanak pontos meghatarozasa, ele-
gend6 csupan annak megallapitiasa, hogy a feladat optimuma kisebb egy adott fo
értéknél. Amennyiben az 6sszes csempe-kombinéicié minden pontja tordlhet6 a 2. Al-
goritmussal (a gyvorsitétesztekben fo-t haszndlva), akkor a tekintett problémapéldany
optimuma bizonyosan kisebb, mint f’O.
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Onmagsban is érdekes feladat a rogzitett n-hez és a pillanatnyilag ismert legjobb
fo-hez tartozé minimélis szdmu csempét eredményezd felosztds megtalalasa. Az in-
tervallumos adatszerkezetek miatt azonban esetiinkben célszerii az egyes csempéket
téglalap alakidra valasztani. Bar a csempék szdmédban vald optimalitidsa nem aldta-
masztott, mégis, egyszertisége miatt a csempézés leggvakrabban hasznalt modszere az
egységnégyzet k x [ (uniform) részre torténé felosztdsa (ezt haszndlja a legtobb eddigi,
az irodalomban fellelheté mddszer is). A k X [-es felosztds esetén az dtvizsgilandd
csempe-kombinéaciok minimalis szama igy

min{(’;’l'l) | k1> 1 egészek, (1/k*+1/1%)Y?% < fg}.

Bar a csempe-kombinacidk egy részét szimmetria okok miatt figvelmen kiviil hagy-
hatjuk, az n > 27 esetek globalis megoldasanak elsédleges akadalya a kiindulé csempe-
kombindciok igen magas szdma: n = 27 esetén a k = [ = 6 vélasztds (3¢) ~ 9.4 - 107
kiindul6 csempe-kombindciét eredményez. [47] nem prezentdl a futtatds idSigényére
vonatkoz6 szamitdsi részleteket, annyi azonban kideriil, hogy a 27 kor optimalis
pakoldsat megadd eljards kb. egyhavi CPU id6t vett igénybe (pusztin lebegSpontos
szamitasokat alkalmazva a 4-szer-35-szor lassabb intervallum aritmetika helyett). 28
kor esetén viszont legalabb 7 x 6-0s csempézésre van sziikség, azaz (32) = 5.3 - 100
kombinaciot kellene végigvizsgalni.

A globdlis ellendrzés numerikus vizsgalatainak hardver-szoftver kornyezete meg-
egvezett a 4.4.4 szakaszban bemutatottakkal, azzal az eltéréssel, hogy a futdsi id6t
ezuttal 4 6rdban korlatoztam. Az ellendrizend6 optimumok és optimélis megolddsok
ismét az n = 2,...,27,36 esetén ismertek voltak. A B&B algoritmus beallitdsai meg-
egveztek a lokdlis vizsgdlatokban targvaltakkal, Am a gvorsitétesztek alkalmazasaban
végrehajtottam egy modositast, nevezetesen, a 2. Algoritmusban a kiindulé Zy boxra
még annak felosztisa elott elvégeztem az aktiv pontos gyorsitdtesztet.

A globdlis ellen6rzés a csempézés miatt tehdt a B&B algoritmus tobbszori le-
futtatasabodl all, azaz az eredmények értékelésekor mind a futdsi hatékonysagi mu-
tatokat, mind pedig az egves Eredménylistdk tartalmat osszesiteni kell. A megoldott
feladatok esetén kapott eredményeket a 13. Téblazat mutatja, az egves oszlopok-
ban rendre a korok szamat, a feladat dimenzioszamat, a felosztas formajat &k x [
alakban, a megvizsgdlt csempe-kombindcidk szdmat, a futds idejét (masodperchen),
a Munkalistdk maximdélis méretét, a figgvényhivasok szamat, a teriilet-eliminacios
modszer alkalmazasainak szamat és az iteraciészamot feltiintetve. A futasidot, vala-
mint az utolsé 3 mutatészamot az egyes csempe-kombinaciok vizsgalata sordn kapott
értékek oOsszegeként, a tarigényt jellemz6 MLL szdmot pedig ez egvedi futasi adatok
maximumaként képeztem.

Az eredmények Osszegzéseként megallapithatd, hogy a publikdlt optimalis pako-
lasok globalis ellendrzésére a csempézési mddszer lényegesen hatékonyvabb a lexiko-
grafikus rendezésnél. Az idékorlaton belil az n = 2,...,20 értékekre 3 kivétellel
minden esetben sikeriilt ellendrizni (megerdsiteni) a megadott optimalis megolddsok
és optimumeértékek helyességét. A ‘megerosités’ eredményének értelmezése a 4.4.4
szakaszban leirtak szerinti. A meg nem oldott esetek mindegyikében egv-egy egvedi
kombindacié vizsgalata iitkozott nehézségbe, ezt n > 21 esetén csak tetézte a csempe-
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| » | dim=2n] Comb. | Tilesnr | CPU|MLL| NFE| NMAA| IT
2 4 2x2 6 0.02 1 8 8 2
3 6 2x2 4 0.61 1| 170 66 36
4 8 2x2 1 0.09 1 27 10 9
5 10 3x2 6 0.14 1 68 26 16
6 12 3x3 84 11.65 2| 1897 813 | 386
7 14 3x3 36 15.99 8| 1588 660 | 312
8 16 3x3 9 0.84 1 75 41 16
9 18 3x3 1 0.51 1 30 18 10
10 20 4x3 66 | 127.67 | 11| 4923| 2231 | 1099
11 22 5x3 | 1365 | 625.72| 48 17395 | 9414 | 4065
12 24 4x4 | 1820 | 15334 | 14| 3665| 3281 | 736
14 28 ox4 | 38760 | 108892 | 14| 4246 | 40698 | 986
15 30 oxd | 15504 | 454.14 6| 668| 15792 | 147
16 32 oxd | 4845 |  196.85 1 33| 4866 11
19 38 5x5 | 177 100 | 13 415.15 | 326 | 48 762 | 197 757 | 10 562
20 40 5xH | 53130 | 3914.12 2| 316] 53311 97

13. Tébldzat: Globélis ellen6rzés csempézéssel. A tdbldzat a kordk szdmét (n), a feladat
dimenzi6jit (dim), a csempézést adéd felosztdst (Comb.), a csempe-kombindcidk szadmét
(Tiles_nr), a futdsok osszidejét (CPU, mdsodpercben), a Munkalistdk maximélis mére-
tét (MLL), az Osszes fliiggvényhivisok szamdt (NFE), a teriilet-elimindcids modszer alkal-
mazdsainak Osszes szamat (NMAA) és az Osszes iterdciészamot (IT) tartalmazza.

kombindcidk nagy szama. J6néhdny esetben (pl. 16 és 20 pont pakoldsakor) viszont
az aggregalt MLL, NFE és IT mutaték nagvon alacsonyvak, ami az aktiv pontos
modszer erejét jelzi az optimumhelyveket nem tartalmazo kombinaciok eliminaldsakor.
Jegvezziik meg, hogy a tablazat tobb sordban az IT érték kisebb, mint a csempe-
kombinacidk szama. Ez a Z; boxokra azonnal elvégzett teriilet-eliminacios gyorsito-
teszt eredménye: ha ugvanis Z-t azonnal tordlni tudjuk, akkor nem kell az interval-
lum-feloszto 1épést végrehajtanunk. Ekkor az algoritmus futisa még az elsé iteracids
ciklusba valé belépés elott befejezddik.

4.5 A tovabbfejlesztett algoritmus

Tovabbi kutatdsaim [37, 38] eredményeként a 4.4 szakaszban ismertetett algoritmus
tovabbfejlesztésként egy olvan mdédszer jott 1étre, amely mar nem csupan a kordbban
publikalt szamitogépes eljarasok eredményének ellenérzésére, hanem az eddig megol-
datlan n > 28, n # 36 esetek koziil néhany tjnak a megoldasara is alkalmas,
kizarolag megbizhaté szamitasok alkalmazasaval. Az aldbbiakban a szabad korok
kezelésének, majd a 4.4.3 szakasz teriilet-eliminaciés modszerének Gj valtozatat is-
mertetem, végiill bemutatom annak az eljirasnak az elvét, amely a 4.4.5 szakaszban
emlitett szekvencidlis csempekombindcid-vizsgalat alternativaja. Jelen szakaszban az
dsszes optimadlis pakolds megaddsa a cél, {gy a (nem szigori) monotonitdson alapuld
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modszerek nem, vagy csak modositott forméaban lesznek alkalmazhatok.

4.5.1 A szabad korok moaddszerének kifinomultabb valtozata

A 4.4.2 szakaszban sz6 esett a szabad pontokat tartalmazé optimdélis pakoldsok egy-
fajta kezelésérol. Amint arra korabban méar kitértem, az eljards hatranya az, hogy
csak olvan téglalap alaku teriileteket redukal egy pontra, melyek minden pontja biz-
tosan szabad pont. Ugyvanakkor a szabad pont elhelyezkedésének tartoménya Alta-
laban néhdny koriv (és esetlegesen az egységnégyzet oldalai) dltal kijeldlt konkdv
sikidom. A szabad pontokat tartalmazé tartomanyok a gvakorlatban az optimalis
megoldas tobbi komponensét befoglalé téglalapokndl lényegesen nagyobbak és igy
esetleg sziikségteleniil sokszor keriilnek felosztasra. Masrészt a szabad pontokhoz tar-
tozd komponensek felosztasival nem nyerheté ki szamottevd tobbletinformacio pl.
az aktiv pontos modszer szimara, hiszen a célfiiggvény értéke a szabad pont moz-
gatasaval valtozatlan marad. Az alabbi eljaris lényvege az, hogy ha egy esetlegesen
szabad pontot tartalmazé komponensben talalunk olyan pontot, amely ‘elegendéen
tavol” helyezkedik el a pakolds tobbi pontjatol, akkor a szébanforgé komponenst ideig-
lenesen a talalt ponttal helyettesithetjik:

1. Legyven az (Xy,...,X,,Y1,...,Y,) = (X,Y) € I box a Munkalistiban és
az Eredménylistaban tarolt 6sszes box befoglalasa a 2. Algoritmus futtatasakor
tetszOleges szam iterdcids 1épés elvégzése utdn. (Tegyiik fel, hogy vagy az Ly
Munkalista, vagy az Ls Eredménylista nemiires az adott pillanatban.) Legyen
f az aktudlisan hasznalt kivagasi érték.

2. Tegyiik fel, hogy léteznek olvan pg,, ..., pr,, Pr. € (Xe, Y2.), s € {1,...,t} gépi
pontok az (X,Y) box t kiilonboz6 tartomédnydban gy, hogy

Q(pks7 (‘Yﬁ YJ)) > F(X7 Y)> f (31)

minden s € {1,...,t}, és minden j # ks, j € {1,...,n} esetén. Jeldlje K a
{k1, ...k} indexhalmazt.

3. Cseréljiik az (X;,Y;) komponenseket a p; pontszerli intervallumokra minden
i € K-ra. Futtassuk az gy el6allé (X', Y”’) boxon a 2. Algoritmust, kihagyva
az f-t javité 1épést (azaz a kordbban taldlt f-t hasznalva), és éllitsuk meg az
algoritmus futasat valamely iterdcids 1épés elvégzése utan.

4. Tartalmazza (X", Y") € I?" a megdllds pillanatdban megmaradt osszes boxot.
Az eljards output boxa az alabbi médon adott: (X;,Y;), hai € K és (X7,Y/),
ha j ¢ K. Az utébbi komponensek bizonyos teriileteit tehdt (X, Y)-ban t6rol-

hetjik.

A javasolt eljards mogott az aldbbi otlet all: tegyiik fel, hogy létezik optimélis
pontpakolds (X,Y)-ban. Akkor F(X,Y) > f* all az (17) feladat f* globalis maxi-
mumdra. Tekintsik a {p;|p; € (X;,Y)), j € K} halmazt Ggy, hogy a pontpdrok
kozotti tavolsdg legaldbb f*. Vegyiik észre, hogy (31) miatt a fenti ponthalmaz



4.5. A TOVABBFEJLESZTETT ALGORITMUS 85

kiegészithet {p;, i € K}-val ugy, hogy egy optimdlis pakoldst kapjunk. Tovdbba,
ha d : R? x R? — RT jeloli az euklideszi tavolsdgnégyzet fiiggvényt a sikon, akkor
d(pi,p;) > F(X,Y) > f* teljesiil minden i € K, j € {1,...,n}, i # j esetén.
Tehdt 1étezik olyan ¢ > 0, hogy d(p},p;) > f*, Vp, € A(pi). Azaz, a 12. Definicié
értelmében p; a pakolds szabad pontja.

28. TETEL. [38] A fenti eljdrds korrekt, azaz az elédlld output box az (X,Y) -ban
elhelyezkedd osszes optimalis megolddst tartalmazza.

B1zONYITAS. Vezessiik be az aldbbi jeloléseket: Z = (X,Y), Z' := (X", Y'). Te-
kintsiink egy tetsz6leges W' C Z' boxot, amelyet a 2. Algoritmus futtatdsa sordn
toroltiink (a gyorsitd lépésekben f-t hasznélva) a fenti eljaras 3. 1épésében. Emlékez-
tetiink ra, hogy W/ = p;, Vi € K. Legyen W C Z az aldbbi médon adott: W := W,
ha j ¢ K, valamint W; := Z; a tobbi komponens esetén. A tétel igazolasdhoz elegend6
azt megmutatnunk, hogy W is elimindlhaté a 2. Algoritmussal f-t hasznélva. (A
targvalt tovabbfejlesztett algoritmus csak az aktiv pontos eljarast, valamint a kivagasi
tesztet tartalmazza gyorsitétesztként, igy elegendd ezeket sorra venniink.)

ElSszor tegyiik fel, hogy W'-t az aktiv pontos médszerrel toroltiik. Vegyiik észre,
hogy (31) miatt teriilet-elimindlds csak a ji,j» ¢ K index{i komponensek kozott
lehetséges. fgy nyilvén, ha egy W/ téglalap teljes egészében redukdlhaté ily médon,
akkor az teljes egészében torolheté W -ben is, hiszen W -ben az 0sszes széba joheto
redukalé komponens jelen van.

Maésodszor, tekintsiik azt az esetet, amikor W'-t a kivagési teszt hasznalatdval
toroltitk. A bizonyitdshoz sziikségiink van (31) aldbbi két egyszerl kovetkezményére:

D(pi, Z) > [ = D(Z,W;) =D(W;, W,;) > f (33)

minden i € K, j#i, j€{l,...,n}, W;C Z; és W; C Z; esetén,

Mindkét allitas egyszeriien igazolhato6 azt kihasznalva, hogy D a d tavolsagnégyzet
fiiggvény befoglalé fiiggvénye. Ha feltessziik ugvanis, hogy a két allitas konklizidinak
ellentettje teljesil, akkor a d(p;, (z;,y;)) < f allitashoz jutunk, ahol (x4, y;) tetszole-
gesen vélaszthaté Wi-bol (32) esetén, illetve W;-bol (33) esetén. Ez viszont ellent-
mond mind (32), mind (33) premisszdjanak.

Felhaszndlva, hogy W’ -t a kivagasi teszttel toroltiik, az alabbi dsszefiiggésekhez
jutunk:

f>F(W)= min DOW,W))= min D(W,Wj)= min D(W;W;)=
<iFj<n i éK,j] e iéK,j]éK

= min D(W;,W,) = F(W).

1<i#j<n

Itt a (32) és (33) allitdsok konklizidit a mésodik, illetve negvedik egyenléség sordn
hasznaltuk, mig a harmadik egvenléség W konstrukci6jabol kovetkezik. A lanc els6
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és utolsé kifejezésébél F(W) < f adédik, azaz W oaz f kivagasi értéket hasznalva
torolhetd. Ez pedig épp a bizonyitani kivant allitas. O

A javasolt eljardst a gvakorlatban az alibbi médon alkalmaztam: minden (X;, Y;),
i € {1,...,n} komponens esetén véletlen kereséssel meghatdroztam egy olyan p; €
(X;,Y;) gépi pontot (vagyis két gépi szambdl 4ll6 vektort), amelyre

g(i) = min_ D(p;, (X;,17))

a lehetd legnagyobb. Jelen algoritmusban keresési eljarasként a GLOBAL sztochasz-
tikus optimalizal6t [10] haszndltam. Amennyiben g(i) > F(X,Y) > f teljesiil a
legjobb taldlt g(i) értékre és a hozzd tartozd p; pontra, akkor biztosak lehetiink benne,
hogy (31) ugvancsak teljesiil p;-re. Jegvezziik meg, hogy a kapott p; pont megbizhatd,
hiszen ¢(i)-t minden esetben intervallumos miiveletvégzéssel szamitjuk. A szabad
korok kezelésére vonatkozoé Gj moédszer tobb nagysagrendnyi javuldst eredményezett az
ujonnan megoldott pakolasi feladatok optimumhelyei befoglaldsanak pontossdgdaban.

4.5.2 Az aktiv pontos mddszer tovabbfejlesztése: teriilet-eli-
minalas poligonokkal

Bér a javasolt intervallumos algoritmus kezdeti valtozatanak leghatékonyabb eleme
a cellazast haszndlo teriilet-elimindcids eljaras volt, vizsgalataim sordn felvetddott az
aktiv teriiletek kozelitésének egy tovabbi moédja. A valds szdmabrazolast hasznalo
szamitogépes “bizonyitd” eljardsok eddigi leghatékonyvabb véltozatiban Nurmela és
éstergérd az aktiv teriileteket poligonokkal kozelitve adott optimalis pakolasokat n =
27-ig [47]. Mindez arra utalhat, hogy a jelen algoritmusokban is eredményesebb lehet
ez az Otlet, nem konny{ azonban egy olyan intervallumos adattipusokon alapulé 6ssze-
tett adatszerkezetet konstrudlni, amely poligonokkal valé kozelitést tesz lehetové a
korabbi cellasorok és cellaoszlopok helyett.

A poligon-kozelitéses eljaras eredeti valtozata a 2. Lemman, illetve az aldbbi Téte-
len alapul:

29. TETEL. Nurmela és Ostergdrd [47]: Tekintsik az A és B poligonokat a sikon.
Tegyiik fel, hogy p1,pa,...,pr @ B poligon hatdran fekvé kilonbdzo pontok gy, hogy
pipiv1 (2 < i < k—=2) a B élei, a p1py, illetve pp_1py szakaszok pedig B-nek a
felsoroltaktdl kulonbiozd élein fekszenek. Ha a p; (1 <1 < k) pontok mindegyike kisebb,
mint fo tdvolsdgra fekszik A Gsszes esiesdtdl, akkor a p; pontok dltal meghatdrozott
poligon pontjai eliminalhatok B-bol.

A Tétel alkalmazésat a 10. Abra szemlélteti. A feladat tehdt a redukdlandé poligon
olvan egymas utani ps,...,pr_1 csucsainak megtalalasa, melyek mindegyike kisebb,
mint fy tdvolsdgra van a redukalé A poligon osszes cstesatol. A redukdlé poligon
sszes cstcsatdl kisebb, mint fo tavolsagra elhelyezkedd csicsok nem feltétleniil B
egymadst kovetd csicsai [47]. Ekkor a tobb lehetséges csicssorozat egyike keriil ki-
valasztasra. Ha a B poligon Osszes csticsara igaz a fenti feltétel, akkor a teljes B
torolheto, ellenkezé esetben a hatralévo feladat a p; és p, pontok kiszamitasa: jelolje
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10. Abra: Teriilet-eliminalds poligonokkal (k = 6).

po, illetve ppiq a kivalasztott csicssorozatot megelozo, illetve kovetd csicsot. A popo,
illetve pg_1pgs1 szakaszokon keresiink egy-egy (nyilvdn, az A-t6l minél ‘tavolabbi’)
pontot, mely az A dsszes csicsatol kevesebb, mint fy tdvolsdgra van. A kapott két
pont lesz py, illetve pp. Az aktiv pontos mddszer egy elemi torl6 1épése utan meg-
marado teriilet nyilvan a p1, pr pontok és a B poligon po, .. ., px_1 cstcsaitol kiillonbozo
csicsok altal meghatarozott.

A vérzolt eljaras tobb helyven is kritikus a szamitogépes szamédbrazolas szempont-
jabol. Magdban [47]-ben is felvetddik ennek kérdése, a szerzok az elvégzett szimitasok
kerekitési hibaira adott fels6 korldtokkal szdmolnak. Ez a médszer azonban a rogzitett
hibakorlatok miatt nem teszi lehet6vé tetszoleges pontossagi megolddsok megadésat,
fiigg a hasznalt lebegbpontos aritmetika tipusatol, és nehezen ellendrizhetové teszi
az alkalmazott algoritmus korrektségét. Tovabbi problémat okoz, hogy bar egzakt
szamitasok feltételezése esetén konvex aktiv teriiletekbol kiindulva az aktiv pontos
eljards minden 1épésében a megmaradd teriiletek konvexek [47], a gvakorlatban épp a
szamabrazolasi pontatlansagok miatt konkdv, s6t, akar onmagukat metsz6 poligonok
is el6allhatnak; az ilyen helyzetek elemzésére [47] — véleményem szerint — nem fordit
elegendd figyelmet.)

A fenti problémak megolddsira javasolt megbizhatd szamitasokon alapulé eljaras
az aldbbiakban foglalhat6 6ssze (a modszer részletes algoritmikus leirdsa és helyesség-
igazoldsa a jelenleg publikdlds alatt 4116 [38]-ban taldlhaté):

- Az intervallumos aktiv pontos eljaras soran el6allé minden poligon 0sszes csicspont-
ja gépi szam. A kiindulé aktiv teriiletekre, az (X;,Y;)-kre ez nyilvinvaléan
teljesiil. Az eljards outputja vagy a teljes vizsgdlt box torlése (amennyiben az
egyvik aktiv teriiletb6l minden pontot torliink), vagy az aktudlis megmaradé
poligonok legsziikebb befoglald téglalapjai altal definialt box.
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- Az eljaras soran minden poligonparra iterativan tobbszor végrehajtjuk a 29. Tételen
alapulé elemi torl6 eljaras intervallumos valtozatat.

- A B redukélandé és A redukalé poligonok kozotti elemi torld eljards soran egy al-
kalmas po, ..., pr_1 sorozatot intervallumos tavolsigszamitisokkal hatdrozunk
meg. Az eredeti eljards p;, illetve p, pontjai helyett azok P, P, € I? be-
foglalasait szamitjuk ki intervallumos miveletekkel. A redukcié sordn kapott
B poligonra igaz az, hogy az tartalmazza az dsszes olyan megmaradé poligont,
amelyet egzakt miveletvégzéssel kaphatndnk az Osszes lehetséges p; € Py, illetve
pr € P pontok segitségével. Ily médon garantiltan nem veszitiink egyvetlen
aktiv pontot sem.

- A poligonok fent emlitett, esetlegesen rendkiviil nehezen kezelhetd alakjainak elke-
riilése érdekében minden koztes 1épésben el6allo poligon vagy egy pont, vagy egy
szakasz, vagy egy un. egyszeri (6nmagdt nem metsz8, és nem érinté) poligon
lehet. Ha azt taldljuk, hogy a P, és P, alapjan kapott megmaradé poligonra ez
nem teljesiil biztosan, akkor az dn. biztonsagi outputként az eredeti redukalandé
poligonnal tériink vissza. Ez a megkozelités jelentésen megkonnyiti a program
kédjanak olvasdsit és ellendrzését (ne feledjiik, hogy szidmitégépes bizonyité
eljarasrol van szd!), és meggyorsitja az elemi redukeiés 1épések végrehajtasat.

4.5.3 Rész-csempekombinacidok vizsgalata

Amint arra a 4.4.5 szakaszban rdmutattam, az n > 27, n # 36 esetek megoldasdnak
legnagvobb akadalya a végigvizsgilando csempe-kombindcidk nagy szama. A szekven-
cidlis médszer mintegy 3 nagysdgrenddel tobb processzoriddt (Osszességében tobb
évtizedet) igényelne n = 28-ra a 27 kor pakoldsi problémajihoz képest.

A csempe-kombinacidk szekvencidlis feldolgozasa helyett javasolt eljaras lényege
az aldbbi: a teljes (n elemi) csempe-kombindcick helyett tekintsiik azok bizonyos
részhalmazait. Ha valamely rész-csempekombinaci6 torolheté az optimalizald eljaras-
sal (azaz nem valaszthatd ki a vizsgdlt részhalmazban olyan pontpakolds, amelyben a
paronkénti tivolsdgnégyzetek minimuma egy aktuélis f értéknél nem kisebb), akkor
az osszes olyvan n elemi csempe-kombindciét torolhetjiik, amelyek tartalmazzik a
tekintett részkombinaciot. A csempék elhelyezkedésébol adodd lokdlis informécidt
hasznaljuk tehit kombinacio-csoportok egyvideji eliminaldsiara. Amennyiben a rész-
kombindacié csak részben torolheto, akkor az egves csempékbol torolt régickat hagy-
hatjuk figvelmen kiviil az eredeti, teljes kombinaci6 vizsgalatakor. A tovabbiakban
jeloljiik a pontpakoldsi probléma egyfajta dltaldnositdsinak egy példanyét P(n, X,
oo X, Yy, . Y,) -nel, ahol noa pakolandé pontok szdma, (X;,Y;) €12, i =1,...,n
a keresési tartomany komponensei, a feladat célfiiggvénye pedig (18) dltal adott. Az
aldbbi tétel azt mutatja, hogvan lehet egy 2m-dimenzios pakolasi feladaton kapott
eredményt egy 2n-dimenziés feladatra alkalmazni n > m > 2 esetén:

30. TETEL. [38] Legyenek n > m > 2 egészek, és tekintsik a

Pyo=P(m,Z1, ..., 2, Wi, ..., W) = P(m, (Z,W)), illetve
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Pn e P(naxyla---7‘Y7H 7177}771) == P(n’ (X’Y))

pontpakoldsi feladatokat (X;,Y;, Z;, W; € I; X;, Y3, Z;, W; C [0,1]). Futtassuk Py,-re a
2. Algoritmust egy [ kivdgdsi értéket haszndlva a gyorsitétesztekben, de kihagyva az
f-t aktualizdld lépést. Allitsuk meg az algoritmus futdsdt tetszoleges szamai iterdcios
lépés elvégzése utan. Jelolje (Z7,..., 21 W], ..., W) = (Z',W') az Lyy-ben és
Ls-ben taldlhaté boxokat befoglals intervallumuvektort. Tegyik fel, hogy létezik egy
invertdlhatd tdvolsdgtartd geometriai transzformdcid, amelyre ¢(Z;) = X;, o(W;) =
Y;, Vi =1,...,m. Ekkor minden (x,y) € R?" pontpakoldsra, melyre (x,y) € (X,Y)
és fn(x,y) > [ dll, egyidejiileg az aldbbi Gsszefiiggés is teljesiil:

(®,y) € (P(Z1), -, 0(Z3) s, X p(W]) o0 (W), o, Ve o= (XL YY),

BizonviTAs. Indirekt bizonyitdst alkalmazunk: tegyiik fel, hogy P, egy (x,y) €
R*™, fu(z,y) > f lehetséges megoldésat ‘elveszitjiik’ a P, keresési tartomanyanak
moédositasakor, azaz, (z,y) € (X,Y), de (z,y) ¢ (X', Y'). Legyen (z,w) =
(@ @)y (@) 0 (1), 9 Hym)) € R, Vegyiik észre, hogy (z,y) ¢
(X, Y")-b8l (2, w) & (Z', W') kovetkezik az indirekt feltevés miatt, valamint

fs fn(m7y) S fm(l'la"')mmayla"'ym) - fm(z7w)' (34)

A (34) mésodik egyenlStlensége a célfiiggvény (18) definicijabdl, mig az egvenldség ¢
tavolsdgtartd tulajdonsdgdbol kovetkezik. (34) alapjin tehdt a 2. Algoritmus torolte
a P, azon (z,w) lehetséges megolddsat, melyre f< fm (2, w) teljesiil. De ez ellent-
mondds, hiszen az 2. Algoritmus csak azon pontpakoldsokat torli, amelyekhez tartozé
célfiiggvényérték kisebb, mint f. O

A 30. Tétel jelentése az aldbbi: tegyiik fel, hogy képesek vagvunk egy S’ csempe-
halmaz valamely tartomanyait torolni. Amikor egy masik feladatot oldunk meg egy
olyan S csempehalmazon, amelyre |S| > |S’|, tovabba ¢(S’) C S (azaz S tartalmazza
az S ¢ melletti képét), akkor S-ben elegendd a ¢(S") komponensek esetén az S’-ben
megmaradt teriiletek ¢ melletti képeit vizsgalni. A tétel alkalmazdsat a 11. Abra
szemlélteti. Az dbrdn a ¢ transzformadcid egy tengelves tikrozéssel egvezik meg.

A 30. Tétel kdvetkezményeként, ha bebizonyosodik, hogy S’ kizardlag f -nél kisebb
célfiggvényértékl pontpakoldsokat tartalmaz, akkor azonnal elimindlhatjuk (valto-
zatlan f hasznalataval) az Gsszes olyan n elemii S csempe-kombindciét, melyre S C
S fenndll. Ez utébbi tény az aldbbi médon formalizdlhatd (a 30. Tétel jeloléseit
haszndlva):

3. KOROLLARIUM. [38] Legyen ¢ az identitds transzformdcid és tegyuk fel, hogy a
2. Algoritmus vres Munkalistaval és tres Eredménylistdval termindl, azaz a teljes
(Z,W)=(Zy,..., 2 Wi, ... . W) = (X1, ..., Xon, Y1,..., Y0) keresési tartomdny
elimindlhatd az [ érték haszndlatdval. Ekkor (X,Y) nem tartalmaz olyan (z,y) €
R?™ vektort, amelyre fn(x,y) > f teljesil.
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11. Abra: A 30. Tétel alkalmazssa.

16. MEGJEGYZES. Ahhoz, hogy a 30. Tételt numerikusan megbizhatd formdban tudjuk
hasznalni, az alabbi megfigyeléseket kell tennink:

(1) A w(Z) = w(X;) és wW;) = w(Y;), Vi = 1,...,m dsszefiggéseket gépi arit-
metika esetén is biztositanunk kell, mdas széval egybevdgo csempéket kell elballi-
tanunk lebegdpontos szdmabrdzolas mellett. A megoldds az eqységnégyzet fel-
nagyitdsa oly mddon, hogy a csempék hatdrai gépi szamok (pl. kis egészek)

legyenek.

(ii) A ¢ transzformdcicként az identitds mellett pl. eltoldsokat, forgatdsokat és ten-
gelyes tikrozéseket alkalmazhatunk. FEzen egyszerd miuveleteket 1s intervallu-
mos szamitasokkal kell azonban implementdlni ahhoz, hogy a transzformdciok
eredményeinek garantalt befoglaldsait kapjuk.

4.5.4 Az optimalitasi bizonyitasokban hasznalt eljarasok

A bemutatasra keriilé optimalitasi bizonyitasok elve a 4.5.3 szakasz 30. Tétele alapjan
a kovetkezo: induljunk ki viszonylag alacsony dimenziéji, konnyen feldolgozhato rész-
csempekombindciokbol, és lépésrol lépésre térjiink At egyre nagyobb csempehalma-
zokra. Az eljaras utolsé lépésében az 6sszes n elemii kombindacid helyett csupan a meg-
maradt (még aktiv pontokkal rendelkez$) kombindcidk kordbban nem eliminalt tar-
tomanyait kell megvizsgalnunk. Maga a teljes eljaras tehat egymasra épiil6 fazisokbdl
all. (Ez a megvaldsitdsban nem okoz nehézséget, az egves fazisokban végrehajtandé
miiveletek kisméreti parancsillomanyokkal vezéreltek.)
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A csempehalmazok ‘novesztésének’ természetesen tobb modszere is lehet. Az
értekezésben egy viszonylag egyszerd eljardst mutatok be, amelynek soran a csem-
pehalmazokat balrdl jobbra haladva, mindig egy vagy tobb tGjonnan bevont oszlopba
tartozo csempehalmazzal bovitjik. A minél kisebb eréforrasigényi koztes csempe-
vizsgalatokbdl felépitett tobbfazisu eljarasok kutatasa a jovo egyik fontos feladata.

Vezessiik be a kovetkezo roviditéseket és jeloléseket: n pont pakolasaval és az
egységnégyzet k x [-es uniform felosztasdval (k sorral és [ oszloppal) foglalkozunk.
Jelen bizonyitasokban n = 28, 29, illetve 30, k = 7, [ = 6. Az oszlopokat balrol jobb-
ra haladva sorszamozzuk. Minden fazis kezdetén meghatdrozunk bizonyos csempe-
kombindcidkat (és azok még aktiv teriileteit) a kordbbi fizisok eredményeibdl, il-
letve teljes csempék alapjan. Ezen csempe-kombindcidk halmazit az S{", modon
jeloljik, ahol s < f, s, f € {1,...,1}, m € {0,1,...,n} azt szimbolizélva, hogy
m darab csempe aktiv teriileteit tekintjiik, ahol a csempék az s, s+ 1,..., f osz-
lopokbdl szdrmaznak. Tovdbbd, egy M = {mq,...,mi} € {0,1,...,n} halmazra
legyen SY; = Ui, 57" Az ST, halmazok elemeit ezutan szekvencidlisan feldolgoz-
zuk a branch-and-bound algoritmussal. Ennek eredményeképp bizonyos csempe-
kombinacidkat részben vagy egészben elimindlunk: a kapott halmazokat — feliil-
vondssal megkiilonboztetve a kiindulé halmaztdl — S™ s -vel jeloljik. (Fontos meg-
jegvezni, hogy a koztes fazisokban felesleges az algoritmus eredeti megallasi feltételét
hasznalni; ehelyett az utolso fazis kivételével az algoritmust valamely rogzitett itera-
ciészdmig futtattam.) Az S™  halmazokbol szarmaztatjuk a tovabbi fazisokban fel-
dolgozandé kombinacidkat. A teljes algoritmus magvardzatdhoz egy tovabbi jelolés
bevezetése sziikséges: Zz.h fpl<s<s i fZL0<m <m<n
jeloli 57", azon elemeinek halmazdt, amelyek pontosan m; tartoményt tartalmaznak
az si,...,f1 oszlopokbdl. Jegvezziik meg, hogy a bizonyité eljardsok soran el6alld
S, Sy ST, 0 ST, halmazok természetesen a megfelel$ egzakt megmaradé
tartomanyok befoglalasait adjik.

A felhasznalt két elemi algoritmus dsszefoglaldsa a kovetkezd (az algoritmusok
pszeudokodjait és diszkusszidjat [38] tartalmazza):

- Grow() (1j oszlop hozzdadésa): az algoritmus inputja S7”, valamely 1 < m/ < ck
esetén, azaz, az Osszes olvan még nem elimindlt csempe-kombindcié halmaza (az egyes
csempe-kombindciékhoz tartozd aktudlisan aktiv teriiletek megaddsdval egyiitt), ahol
pontosan m’ csempe szarmazik az elsé ¢ oszlopb6l. Grow() outputja chSﬁ'EC 1) €8Y
adott m” esetén, ahol m; < m” < min(m' + k,n) egy alkalmas m; alsé korldttal
(m; megadédséhoz I1d. a 17. Megjegyzést). Vagyis ST, minden eleméhez az Osszes
lehetséges médon hozzdadunk m” — m’ csempét a ¢ + 1. oszlopbdl. Mivel a csempe-
kombindcidkat balrél jobbra haladva ‘ndvesztjiik’, a Grow() eljards hivdsakor mér
ismerni fogjuk az dsszes ST, 0 < m < ck halmazt. Ezek elemeire a 30. Tétel
alapjan egy eltoldst alkalmazva megkapjuk S7'..-t, amelyet azutdn S7” -vel egyiitt
az 1,...,c+ 1 oszlopokbdl valaszthaté aktiv teriiletek meghatarozasiara hasznalunk.

17. MEGJEGYZES. Ami az my korldt megaddsdt illeti, m, := m’ alkalmas vdlasztds,
azonban, ha a ¢+ 2,...,1 oszlopokban elhelyezhetd csempék szamdardl van valamilyen
informdcionk, ennél magasabb my értékkel is dolgozhatunk. Nevezetesen, ha igazolni
tudjuk, hogy S, , =0, vagy S¥,., , = 0 minden ty > t esetén (azaz minden (z,y) €
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R, f(z,y) > f pontpakoldsban legfeljebb t pont lehet a ¢+ 2,...,1 oszlopokban,),
akkor mq :=mn —t korrekt valasztds.

A gyakorlatban Grow()-t az Osszes szébajohet6 m’, és minden egyves m' esetén az
osszes m”, my < m” < min(m’ + k,n) érték esetén alkalmazzuk.

- Join() (két csempehalmaz Osszeillesztése): tegyiik fel, hogy ismertek az 7{.‘.'65;”“1(6 )

halmazok egy rogzitett m/, 0 < m/ < ck, és az m'-hoz tartozd Osszes lehetséges
my, m' < my < nesetén (pl. a Grow() eredményeképp). Hasonléképpen, tételezziik
fel, hogy a ?Cj:{‘)'lgznf halmazok is adottak minden n —m’ < my < n-re. A gvakor-
latban az utobbi halmazokat 71‘“_(71'6)5‘;%_6 ) -bol kaphatjuk meg, minden elemet a
teljes keresési tartomany kozéppontja koriil 180 fokkal elforgatva. A két halmazrend-
szerbdl szarmazd csempe-kombinaciok paronként Osszeilleszthetok, az aktiv teriilete-
ket a ¢, illetve ¢ + 1 oszlopok csempéin tesztelve. Join() végrehajtisdnak eredménye
az 7 S™ , halmaz lesz.

A Join() eljaras dltaldnosithaté ¢ = 0,...,1 — 1 k6zds oszloppal rendelkezd kom-
binaciok osszekapcsoldsara. Jelen esetben azonban az ¢ = 2 valasztis mar elegenddnek
bizonyult a vizsgalt problémapéldianyok megoldisihoz.

4.5.5 Numerikus eredmények: 28, 29 és 30 kor optimalis
pakolasa

Hardver-szoftver kornyezet. Az optimalitast igazolo eljardsokat egy Intel Pentium
IV, 1400 MHz-es processzorral és 1 Gbyte RAM-mal rendelkez6 PC-n futtattam, a
4.4.4 és 4.4.5 szakaszok vizsgalataihoz hasonléan Linux operdcids rendszer alatt. Az
algoritmus megvaldsitdsa most is a PROFIL/BIAS [31] és a C-XSC Toolbox [22] inter-
vallumos konyvtarakon alapult. Emellett felhaszndltam a PROFIL/BIAS t6bbszoros
pontossagt intervallumos miiveletvégzést biztosité csomagjat [30] a kezdeti f értékek
megaddsdhoz, és ugvanez a csomag biztositotta a kifelé kerekitést haszndlé 1/0 ruti-
nokat az eredmények decimilis megjelenitéséhez. (Az eljards koztes fazisaiban a
csempe-kombindcidkat bindris formaban reprezentdltam, az ezekre meghivott be- és
kiviteli eljirdsokban természetesen nem volt szitkség kifelé kerekitésre.)

A teljes eljaras. A megoldd eljaras egvik fontos eleme a kivagasi tesztben, illetve az
aktiv pontos gvorsitétesztben hasznalt f érték minél jobb (nagvobb) megvélasztisa.
A vizsgalt esetekhez tartozé eddigi legjobb pakoldsokat [20] (n = 28-ra) illetve [45]
(n = 29, illetve n = 30 esetén) ismertette. A megolddsok koordindtdi, illetve az ismert
legjobb célfiiggvényértékek [60]-ban taldlhatok 12 tizedesjegy pontossdggal megadva.
A nagvobb pontossagu kozelité megoldasok eléallitasat a pakoldsok strukturaja alap-
jan (azaz figvelembe véve, hogy mely pontok helyezkednek el a négyzet valamely
oldalan, illetve mely pontparok kozott minimdlis a tdvolsdg) végeztem. Minden
pakolds esetén a fenti struktira formalisan egy nemlinearis egyenletrendszerrel adott.
Ezen egyvenletrendszer egzakt megoldasa 28 és 29 pont esetén nem ismert, igy a Maple
szimbolikus algebrarendszerrel 20 jegy pontossiagu kozelité megoldast allitottam el6.
A kapott kozelité megoldashoz tartozé célfiiggvényérték garantdlt befoglalasat a 4.3
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szakaszban targyalt befoglalé fliggvény alapjin (négyszeres pontossigu intervallumos
szdmitasokkal) kaptam meg.

A 30 pontra ismert eddigi legjobb pakolis a fenti két esettel szemben szabalyos
struktirdt kovet, a pontok koordindtdi a (¢d + par(p+1)(1 —4d), pa) médon adottak,
ahol d = (20— +/10)/75, a = 1/5, par a paritasfiiggvény, valamint ¢ € {0,...,4}, p €
{0,...,5}. Ezen pakoldshoz tartozo célfiiggvényérték pontosan d, aminek befoglaldsat
a d-t megadé kifejezés intervallumos kiszdmitdsdval kaphatjuk. A (14) feladat opti-
mumara adott alsé korlat kezdeti értéke tehat mindharom feladat esetén a szadmitott
célfiiggvényérték-befoglalas alsé korlatja volt:

fozs = 0.2305354936426673,
fo20 = 0.2268829007442089,
0.0 = 0.2245029645310881,

mely értékekhez a 4.4.5 szakaszban leirtak alapjan a keresési tartomany 7 X 6-os
csempézését rendelhetjiik.
A 16. Megjegyzés (i) pontjdnak értelmében az egységnégyzetet a [0,42] x [0, 42]

négyzetté nagyitottam, igy a csempék korldtai gépi szamok lettek. A fy értékek
transzformdldsa és a (17) feladatra vald dttérés utdn kapott f korlatok a kovetkezdk:

fas = 93.7506267944766227,
fa0 = 90.8034005467881010,
fa0 = 88.9083890308478496.

A branch-and-bound algoritmus elemeinek specifikdcidja nagyvrészt megegvezett
a 4.4.5 szakaszban hasznalt bedllitasokkal: a befoglalé fiiggvény tovabbra is a 4.3 sza-
kaszban targvalt, az intervallum-felosztasi irany a klasszikus ‘A’-stratégia, a felosztdsi
modszer pedig a klasszikus felezés volt. A felosztando intervallum kivalasztdsa a
Moore-Skelboe-szabaly alapjan tortént. Gyorsitotesztként a kivagasi-teszt, illetve
a poligonkdzelitésen alapulé aktiv pontos médszer (4.5.2 szakasz) szerepelt az al-
goritmusban. A 4.4.5 szakaszhoz hasonldan, a B&B algoritmus kezdetén a teljes
aktudlis keresési tartomanyra még annak felosztdsa el6tt végrehajtottam az aktiv
pontos eljarast. Az algoritmus megallasi feltételeként — ahogy arrél korabban mar
volt sz6 — a végso fazis kivételével egy rogzitett iteracidoszam elérését allitottam be
(az algoritmus output boxa ekkor az Lyy U Lg elemeit tartalmazd legsziikebb box).
Ez az iterdcidszam az elsé hdrom fizisban 3, mig a negyedik fizisban (amikor a cél a
megmaradt kombindciék maradék teriileteinek finomitdsa volt) 10 000 1épés volt. Az
utolsé fazis megallasi feltételeként a w(F(UY)) < le — 10 6sszefiiggést hasznéltam.

Mivel a bizonyité eljaras egyes fazisai igen hasonléak mindharom tekintett pakolési
problémapélddnyra, annak miikodését [37] alapjdn az n = 28 esetre mutatom be.
Mindharom feladat esetén ismertetem azonban a szdmitdsok és az eréforrasigények
osszefoglalasat a 14., 15. és 16. Téablazatokban.

1. fdzis: Az eljaréds elsd lépésében S, -t szdmitottam ki néhdny m esetén. Ehhez
a kiindulé 57", kombindciokat teljes csempékbol kell felépitentink, hiszen ekkor még
nincs el6zetes informdacionk a relevans aktiv tertiletekrol. Vegyiik észre, hogy az ST,
halmazokat nem érdemes kiszamitani ‘kis’ m-ekre, mivel ekkor virhatéan nem ériink
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| fazis S S| CPU NFE NMAA S 5] |
1. S, 116 280 958 54 846 60249 S, 17 799
S15, 54 264 139 4 401 16 658 5%, 1082
s1s, 20 349 24 27 5253  Si6, 0
513, 203490 2526 232 268 174995 513, 77 852

2. 1B.GIT 588703 57072 4641519 3004399 13,817 390 402
13, G18 632289 47620 2843863 2214934 13,518 226 564
13 _glo, 43729 1174 56 620 81812 13,519 3044
105574 0 - - - 1235¢% 0
14 glT © 438207 35565 2734521 1894823 14,517 231820
14.g18 354167 22466 1312522 1090923 14,518, 103 582

14,619, 88 508 2 909 143 263 177 416 14,51, 9 478
14,820, 2 540 13 12 2550 14,8%, 0
14 g21 0 _ _ . la g: 0
1..3~1..4 1..3~1..4
15,817, 21 844 1276 95 333 74306 1°,5917, 7 816
15,518, 26 904 1230 66 376 65169 1°,518%, 4 962
15,812, 14 134 312 13 370 22 543 1°,51°, 853
15,820, 2 870 24 530 3217 i?@f% 31
123570, 0 - - - 17557 0
15§22 0 _ _ . 15 g22 0
1..3~1..4 1..3~1..4
3. 18,828, 243 762 2 147 6 910 249 347  13,8%, 56
14,878, 998 204 9 107 38614 1028665 14,578 506
\ 4. 838, 562 4 248 213 692 125 743 S8, 6 \
| 5 S8, 1 1854 139 334 72 982 S8, 1 |
| 3 3 850 807 190 664 12 598 021 10 365 984 1075 854 |

14. Téablazat: A 28 pontra vonatkozd pakoldsi probléma megolddsinak részletei. A bal
sz61s6 oszlop az eljaras fazisait, a kovetkezd két oszlop az adott fazisban a B&B algoritmus-
sal feldolgozott halmazok nevét és elemszamat mutatja. A kovetkez6 oszlopesoport az input
halmazok szekvencidlis feldolgozdsahoz szitkséges Gsszes CPU id6t (CPU, masodpercben),
célfiiggvényhivdsok szdamat (NFE), illetve az aktiv pontos mddszer hivdsainak szadmét
(NMAA) tartalmazza. A jobboldali két oszlop a feldolgozds utdn kapott halmaz nevét
és méretét mutatja.

el jelentSs redukciot a csempékben. Maésrészt, S7"4 = (-bdl a 3. Korollarium mi-

att S7'y = (0 Vm > mg kovetkezik. Ez utébbi két megfigyelés alapjan az aldbbi

stratégiat alkalmazhatjuk: szdmitsuk ki az S["5%1 SI"/*1*1 . sorozat elemeit ad-

dig, amig S/"/?"™ = @-t kapunk. Ezutén szémitsuk ki az S/™* (ha n paratlan),
ST ST sorogatot. Az mo= 28 esetben [n/2] = |n/2] = 14, igy
csak SMi M, = {14,15,16,13} lett kiszdmitva, ugyanis S!%, minden elemét teljes
egészében elimindlni lehetett. A tovébbi fdzisokban az S7",, m < 12 halmazokat
teljes csempékbdl allo kombinaciok halmazainak tekintettem.

Gyorsitdsok az 1. fazisban. Vildgos, hogy a S, feldolgozdsinak erdforrasigénye
jelentésen csokkenthetd, ha S7";-ben az egymdshoz képest szimmetrikus eseteket
csak egyszer vizsgdljuk. Ehhez az alibbi szimmetria-transzformaciokat alkalmaztam:
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| fazis S S| CPU NFE NMAA S 5] |
1. 510, 54 264 305 14 928 22 758  §1°, 4194
518, 20 349 50 395 5518  S5i%, 40
Si7, 5 985 8 0 1574 87, 0
Si4, 116 280 1618 104 620 86 973 S}, 33 794
S, 203 490 3 454 338 771 230 121 513, 112 824
2. 8,518, 318042 42945 2660219 1712120 13,81%, 221087
13,81, 111 682 8 323 475178 391266 1°,51°, 35833
13 g20 0 _ _ . 13 _g20 0
1..3~1..4 1..3%1..4

14 618 © 601320 77284 4638570 3182171 14,518 383148
14 619 248 188 18399 1049402 848 878 14,51% 80553

14,830, 20 685 492 15 298 31861 14,87, 520

i35t 0 - - - 145t 0

15818, 113 761 10 142 605 305 448 297 1°,818, 49 428

15,81, 73 971 4 357 241 322 216 327 15,51, 18 064

15,870, 20 303 605 21 069 34290 15,57°, 1137

103574 652 3 2 654 1557, 0

1035124 0 - - - 1957 0

16,518, 689 33 1839 1742 18,818, 130

16,819, 855 20 999 1471 16,800, 60

16,570, 557 4 55 601 16,57°, 0

1%35%4 114 0 0 114 {5,587, 0

1035724 0 - - - 1557 0

1%35%24 0 - - - 1587, 0

3. 13,97% 2 349 17 67 2400 17,58, 1

14,839, 860 709 6 875 21 410 878 061 14,87, 180
| 4. 579, 181 3785 157 168 80731  S7, 4 |
| 5 529 1 3 166 107 582, 1|
| v 2864 427 178 722 10 346 783 8 178 035 940 998 |

15. Tabldzat: A 29 pontra vonatkozd pakoldsi probléma megolddsanak részletei. A tabldzat
felépitése megegyezik a 14. Téablazatéval.

tengelyes tiitkrozés az r = 10.5, illetve y = 21 tengelyekre és kozéppontos tiikrozés
a (10.5,21) pontra. Mivel minden, teljes csempékbdl 4ll6 kombindcié egy bindris
sztringgel azonosithato, igy a szimmetrikus esetek kiszilirése ezen sztringeken végzett
egyszerd muveletekkel végrehajthatd. Természetesen a megmaradt kombinéciok aktiv
teriileteire a megfelel6 inverz transzformacidkat végre kell hajtanunk ahhoz, hogy az

ST, output halmazok Osszes elemét megkapjuk.

2. fdzis: Az 1. fazis eredményeként rendelkezésiinkre &llt S™, minden 0 < m < 21
esetén. Ebben a fizisban 7",8™,-t szamitottam ki két lépésben: elészor az 7", ST,
halmazokat kellett meghatarozni a Grow() eljardssal, majd ezen halmazok elemeit
a B&B algoritmussal végigvizsgdlva kaptam az 7S, kombindcickat. Az m’ és
m” paraméterek meghatirozisa a kovetkez6 moédon tortént: Nyilvan elegendd az
m' € M, = {13,14,15} értékekkel dolgoznunk, ahol M, az 1. fizis eredményeibél
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| fazis S S| CPU NFE NMAA S 15|
1. S15, 54 264 499 27 566 30132 S5, 7974
516, 20 349 91 1 561 6318  S§1%, 255
si7, 5 985 13 20 1590  SI7, 0
Sia, 116 280 2 248 146 498 109 752 §H4, 47 003
2. 11,805, 0 - - - 14515, 0
14,819, 414511 40089 2298205 1685461 14,519, 182441
14,620, 53774 3110 117 194 129 588 11,520, 7 146
14558, 0 - - - 14,51, 0
15,518, 53490 7289 432 161 281 500 15,818, 37167
15,619, 191328 14536 814390 653867 15,819, 63213
i?_3512?4 58 757 3 602 133 421 141 579 i§_3§12_0_4 8 R12
15,621, 3 899 45 564 4357 15,821, 7
155582, 0 - - - 1512, 0
16,518, 3055 311 17 255 12708 16,518, 1 359
16,519, 7170 368 19 367 18519 16,819, 1 359
16,620, 4 697 153 4 878 7983 16,820, 263
]1‘?_3512}4 1186 13 206 1 342 i?_3§12}4 7
165572, 20 0 0 20 19,5872, 0
185582, 0 - - - 15,88, 0
3. 1,830, 16 799 104 10 16 807 14,830,
15,630, 239430 2 068 3197 242002 15,830, 36
| 4. 530, 36 1391 79 916 39935 S0, 2
| 5. 530, 1 0 18 7 5, 1
| Z 1245031 75930 4096 427 3 383 467 357 045 |

16. Tabldzat: A 30 pontra vonatkozd pakoldsi probléma megolddsanak részletei. A tabldzat
felépitése megegyezik a 14. Téblazatéval.

adddik. A 17. Megjegyzés értelmében az m” paraméter m; alsé korlatjat az 1. fazis
vizsgalatdhoz hasonlé moédszerrel hatdroztam meg: Si%, iiresnek bizonyult (viszont
S11. nem), amivel igazoldst nyert, hogy minden legaldbb fos célfiiggvényértékii pont-
pakoldsoknak legalabb m; = 17 pontot kell az els6 4 oszlopbdl tartalmaznia. Az m”

fels6 korldtja minden m’ esetén m' + 7 volt.

3. fazis: Lathato, hogy az eljarast tovabb lehetett volna folytatni djabb oszlopok
hozzdadasaval. Tapasztalataim azonban azt mutattik, hogy a tekintett 7 X 6-0s
csempézés esetén a 2. fazis végén mar elegendo lokalis informécio all rendelkezésre az
aktiv teriiletek lehetséges elhelyezkedésérdl ahhoz, hogy a Join() eljards végrehajtdsa
utdn mér csak kis szami teljes (2n-dimenziés) kombindciét kelljen vizsgélnunk.

A 2. fzis eredményeként ismertek az ¢ ;57" halmazok minden 17 < m; <
28, i € My esetén. (Emlékezziink ra, hogy a 2. fizis vizsgdlata alapjin nem kell
az i < m; < 17 eseteket vizsgdlnunk.) Mivel a fenti halmazok csak mi3 € Mz =
{17,18,19}, myy € My = {17,18,19}, valamint my5 € M5 = {17,18,19,20} esetén
nemiiresek, elegendd ezen m; értékeket tekinteniink Join() futtatdsakor. Ahogy arra a
Join() eljards ismertetésekor utaltam, a 3, ..., 6 oszlopokbdl vett csempe-kombindcidk
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maradék teriileteit (vagyis az % (Si%, i € M, halmazokat) ¢ ,SMi -bsl kaphatjuk,
minden kombindcié maradék teriileteit a (21,21) kozéppont koril 180 fokkal elfor-
gatva.

A 3. fizis sordn tehat egyrészt Ossze kellett kapesolni 2,571 minden elemét

1555 elemeivel (ezen eljdrdst a tovabbiakban Join(13,15)-tel jeldljiik), majd az
M SMu &g 14 S Hlletve az 12,501 és 13 SM3 halmazokra kellett hasonlé miiveletet
elvégezni (Join(14,14), illetve Join(15,13)). A kapott 13,528, 14,628 ¢és 15,528 hal-
mazok elemeit a szokasos mdédon az optimalizdld algoritmussal egvenként dolgoztam
fel. Mivel az 1. fazis sordn igazoldst nyert, hogy az dsszes, legalabb fos fiiggvényértéki
pontpakolds 13, 14 vagy 15 pontot tartalmazhat a négyzet mindkét felében, a 13,578, U
1,528 U 12,82 halmaz S2;-ként tekinthetd.
Gyorsitasok a 3. fdzisban. Ismét lehetdség nyilt arra, hogy szimmetria tulajdonsagok
figvelembe vételével csokkentsiik a sziikséges szamitasok mennyiségét. Egyrészt, az
altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden optimélis pakoldsban a
négyzet bal fele legalabb annyi pontot tartalmaz, mint a jobb (a négyzet fiiggdleges
kozépvonalan esetlegesen elhelyezkedd pontokat mindkét félhez tartozénak tekinthet-
jik). Ekkor Join(13,15) nem sziikséges, ha Join(15,13)-t végrehajtottuk. A szim-
metria kihaszndldsdnak madsik mddja paros n esetén lehetséges: Join(14,14) sordn
feltételezhetjiik, hogy minden optimalis pakoldsban a négvzet 3. oszlopa legalabb
annyi pontot tartalmaz, mint a 4. oszlop (az oszlopokat természetesen most is zart tar-
tomdnyokként tekinthetjiik). Azaz, Join(14,14)-ben elegendé 14,5¢ , minden elemét
1457 minden elemével Gsszekapesolnunk, ahol 4, j € My, és j > 4. Az n = 30 eset-
ben hasonlé megkozelitést alkalmaztam Join(15,15)-ben. (Az ismertetett két modszer
elénye, hogy viszonylag konnyen implementalhaté. Rajtuk kiviil természetesen tovab-
bi, kifinomultabb eljirdsok is kidolgozhatdk.) A fenti szimmetria tulajdonsigok fel-
hasznéldsaval kapott SPs-ra igaz, hogy szimmetrikus esetektdl eltekintve tartalmazza
a 28 pont Osszes optimalis pakolasat.

4. fazis: Az el6z6 megéllapitdsok alapjan S2, = 13,528,114,528 . Mivel a megmaradt
kombinacick még mindig sok geometriailag ekvivalens megoldast tartalmazhatnak,
ezért érdemes azok aktiv teriileteit tovabb finomitani az egy-egy kombindciéra végre-
hajtott iterdcids lépések szamdanak 3-rél 10 000-re novelésével. Ennek eredményeként
sikeriilt a tovabb vizsgdlandd kombinéciok szamat n = 28 esetén hatra, n = 29 esetén
négyvre, n = 30 esetén pedig kettore redukdlnom.

5. fdzis: Most mar lehet6ségiink volt a megmaradt kombinécidk egyvenkénti dtvizsga-
lasdra. (Ezt a 1épést egyelére kézzel végeztem; mivel azonban mds esetekben a
fentieknél joval tobb kombindcié maradhat a 4. fizis végén — pl. ha sok geometri-
ailag kiilonb6z6 optimalis pakolas létezik — a jovében érdemes ezt a fazist is auto-
matizdlni.) A kombindcidk eredeti csempéi elhelyezkedésének elemzésével, illetve a
megmaradt teriiletekre 7 X 6-0s csempézés helyett 6 x 7-est illesztve (hogy a +90 fokos
elforgatdsokbdl fakadé ekvivalens megolddsokat is ki lehessen sz{irni) mindharom fel-
adat esetén sikeriilt igazolni, hogy azok geometriai értelemben ugvanazon optimalis
pakoldsokat tartalmazzdk. Ezzel megkaptuk a vizsgilt feladatokra az elsé fontos
eredményt: Legyen n € {28,29,30}. Ha eltekintink a szimmetrikus esetektdl, akkor
eqy kezdeti csempe-kombindcid (illetve annak megmaradt aktiv terilete) tartalmazza
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1. [0.0000000000000000, 0.0000000000000142] , [0.0000000000000000,0.0000000000000182]
2. [0.0000000000000000, 0.0000000000000723] , [0.2833357019511142,0.2833357019512377]
3. [0.0000000000000000, 0.0000000000000617] , [0.5138711955937813,0.5138711955939050]
4. [0.0000000000000000, 0.0000000000000689] , [0.7444066892364485, 0.7444066892365722]
5. [0.0000000000000000, 0.0000000000000094] , [0.9999999999999859, 1.006000060000000000]
6. [0.1818703764471228,0.1818703764471709] , [0.1416678509755570,0.1416678509756246]
7. [0.1996495939685054, 0.1996495939687475] , [0.3986034487723758, 0.3986034487725656]
8. [0.1996495939685047, 0.1996495939686531] , [0.6291389424150430, 0.6291389424152327]
9. [0.1918713858351473,0.1918713858351900] , [0.8722033446182193,0.8722033446182866]
10. [0.3637407528942488, 0.3637407528964056] , [0.0000000000000000, 0.0000000000015377]
11. [0.3815199704156590,0.3815199704157629] , [0.2569355977967746, 0.2569355977969572]
12. [0.3992990052060252, 0.4023815131388759] , [0.5089492733445356, 0.5138712298523256]
13. [0.3915209798036835, 0.3915209798037213] , [0.75669355977968880, 0.7569355977969508]
14. [0.3837427716702937,0.3837427716703746] , [0.9999999999999370, 1.0000000000000000]
15. [0.5633903468627852, 0.5633903468641770] , [0.1152677468208971,0.1152677468228100]
16. [0.5839312817244451,0.5839312817244956] , [0.3672817571470099,0.3672817571470896]
17. [0.5911705737722300,0.5911705737722556] , [0.6416678509755755,0.6416678509756131]
18. [0.5833923656388268, 0.5833923656389046] , [0.8847322531786048, 0.8847322531787316]
19. [0.7630399408313210, 0.7630399408318696] , [0.0000000000000000, 0.0000000000001518]
20. [0.7694645063572478, 0.7694645063573329] , [0.2304459563257084, 0.2304459563258553]
21. [0.7727203431310999,0.7727203431311068] , [0.4995893688792053,0.4995893688792224]
22. [0.7830419596073901, 0.7830419596074357] , [0.7694645063572883,0.7694645063573327]
23. [0.7830419596073660, 0.7830419596074357] , [0.9999999999999551, 1.0000000000000000]
24. [0.9935754344739882, 0.9935754344745461] , [0.0000000000000000, 0.00006000000000352]
25. [0.9999999999999152, 1.0000000000000000] , [0.2304459563257084,0.2304459563257429]
26. [0.9999999999999947, 1.0000000000000000] , [0.4609814499683757,0.4609814499684068]
27. [0.9999999999999551, 1.0000000000000000] , [0.6915169436110431,0.6915169436111594]
28. [0.9999999999999316, 1.0000000000000000] , [0.9220524372537104, 0.9220524372539002]

3

17. Tablazat: 28 pont optimalis pakoldsanak befoglaldsa.

az n pont osszes optimalis pakoldsdt. Ezt az eredményt rovidesen tovabb finomitom,
megmutatva, hogy a megmaradt aktiv teriilet rendkiviil kisméretiire zsugorithato.
Mindharom pakolasi feladat esetén az egyik megmaradt kombinaciéra végrehaj-
tottam a szabad pontok kezelésének 4.5.1 szakaszban ismertetett modszerét. Ennek
eredményeként n = 28 esetén a vizsgalt kombinacié 12. komponensét, mig n = 29 -re
az 5. komponenst ideiglenesen egy ponttal helyettesithettem. Az n = 30 esetben
az eljards nem taldlt ‘Osszezsugorithaté’ komponenst. (Ezek az eredmények egybe-
vagnak az ismert legjobb pakolasok szerkezetével, melyekben épp a fenti kompo-
nensekhez tartozé pontok mozoghatnak szabadon.) Ezutdn a mddositott keresési
tartomanyokra lefuttattam az optimalizalé algoritmust a w(F(U?)) < 1070 megélldsi
feltétellel. Ahogy azt a 4.4.4 szakasz vizsgdlatai alapjan sejthettiik, ezen lokalis jel-
legii keresés eréforrasigénye messze elmaradt a korabbi fazisok tar- és idoigényétol.
Az Ls elemeit befoglalé boxot képezve, majd az esetlegesen szabad pontokat tartal-
maz6 komponenseket visszahelyettesitve kaptam az egyves pakolasi feladatok maxi-
mumbhelyének befoglaldsait, (X, Y ):-t, melyeket a 17., 18., és 19. Téblazatok mu-
tatnak. A tablizatokban aldhizissal jeloltem az egves koordinatdk befoglaldsanak
pontossagat. A hiarom feladat maximumainak garantdlt befoglalasai a kovetkezok:
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1. [0.0000000000000000,0.0000000000000246] , [0.0000000000000000, 0.0000000000000393]
2. [0.0000000000000000, 0.0000000000000217] , [0.2268829007442089, 0.2268829007442435]
3. [0.0000000000000000, 0.0000000000000199] , [0.4537658014884179, 0.4537658014884444]
4. [0.0000000000000000, 0.0000000000000136] , [0.6806487022326268, 0.6806487022326528]
5. [0.0000000000000000, 0.0532481705058822] , [0.9073423366158249, 1.0000000000000000]
6. [0.2009548756284472,0.2009548756284715] , [0.1053232576939058, 0.1053232576939296]
7. [0.2009548756284483, 0.2009548756284689] , [0.3322061584381170,0.3322061584381365]
8. [0.2009548756284484, 0.2009548756284683] , [0.5590890591823258, 0.5590890591823453]
9. [0.2009548756284486, 0.2009548756284655] , [0.7859719599265345, 0.7859719599265537]
10. [0.2762399917698153,0.2762399917698536] , [0.9999999999999868, 1.0000000000000000]
11. [0.4019097512568943,0.4019097512569189] , [0.0000000000000000, 0.0000000000000215]
12. [0.4019097512568967,0.4019097512569177] , [0.2268829007442089, 0.2268829007442285]
13. [0.4019097512568968,0.4019097512569169] , [0.4537658014884179, 0.4537658014884354]
14. [0.4019097512568973,0.4019097512569210] , [0.6806487022326 268, 0.6806487022326512]
15. [0.5983961069856828,0.5983961069857054] , [0.1134414503720853,0.1134414503721164]
16. [0.5983961069856840,0.5983961069857049] , [0.3403243511162964, 0.3403243511163233]
17. [0.5983961069856844, 0.5983961069857049] , [0.5672072518605076, 0.5672072518605315]
18. [0.5983961069856861,0.5983961069857088] , [0.7940901526047168, 0.7940901526047401]
19. [0.5031228925140242, 0.5031228925140623] , [0.9999999999999830, 1.0000000000000000]
20. [0.7948824627144688, 0.7948824627144926] , [0.0000000000000000, 0.000000600600000197]
21. [0.7948824627144706,0.7948824627144921] , [0.2268829007442089, 0.2268829007442256]
22. [0.7948824627144710,0.7948824627144921] , [0.4537658014884178,0.4537658014884334]
23. [0.7948824627144749,0.7948824627144919] , [0.6806487022326267, 0.6806487022326419]
24. [0.7290826584835373, 0.7290826584837260] , [0.9795541003348881,0.9795541003356186]
25. [0.9999999999999812, 1.0000000000000000] , [0.0969672447170968, 0.0969672447171463]
26. [0.9999999999999812, 1.0000000000000000] , [0.3238501454613097, 0.3238501454613550]
27. [0.9999999999999820, 1.0000000000000000] , [0.5507330462055206, 0.5507330462055635]
28. [0.9999999999999859, 1.0000000000000000] , [0.7776159469497363, 0.7776159469497720]
29. [0.9550424244530482, 0.9550424244532232] , [0.9999999999999683, 1.0000006006006000000]

18. Tablazat: 29 pont optimalis pakolisdnak befoglalasa.

e = [0.2305354936426673, 0.2305354936426743],  w(Fyy) ~ 71071,
o = [0.2268820007442089, 0.2268829007442240], w(Fjy) ~ 21071,
v = [0.2245029645310881, 0.2245029645310903], w(Fy,) ~ 2- 1071,

A kovetkeztetéseink az aldbbiak: legven n € {28,29.30}. Szimmetrikus esetektdl
eltekintve, n pont optimdlis pakolasinak osszes globdlis maximumhelye az ismertetett
bozokban taldlhats. A boxok komponensei (az esetleges szabad pontokat befoglald tar-
tomdnyoktdl eltekintve) igen szikek. Ez alapjan megdllapithatjuk, hogy a jelenleg is-
mert legjobb pakoldsok célfigguényértékei a w(F}) pontossdgon belil kézelitik az egzakt
optimumokat. Mds szavakkal, a pontos mazimumbhelyeket tartalmazzdk az (X,Y )i,
(X,Y )5y, (X,Y)5, boxok, az egyes mazimumok pontos értéke pedig legfeljebb w(Fy)-
gal térhet el az ismert legjobb célfiggvényértékektol.

A 4.4.4 szakaszhoz hasonléan ismét meghatdarozhatjuk, mekkora novekedést értiink
el az optimdlis megoldés elhelyezkedésének pontossigidban. Jelen esetben ezt a

togw(0, 1)/ [ [ w(X)w(3;)
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1. [0.1019881418756426,0.1019881418756476] , [0.0000000000000000, 0.0000000000000026]

2. [0.0000000000000000, 0.0000000000000026] , [0.1999999999999995, 0.2000000000000022]

3. [0.1019881418756451,0.1019881418756477] , [0.3999999999999989, 0.4000000000000017]

4. [0.0000000000000000, 0.0000000000000025] , [0.5999999999999984, 0.6000000000000011]

5. [0.1019881418756451,0.1019881418756478] , [0.7999999999999978, 0.8000000000000006]

6. [0.0000000000000000, 0.0000000000000045] , [0.9999999999999972, 1.0000000000000000]

7. [0.3264911064067307,0.3264911064067357] , [0.0000000000000000, 0.0000000000000028]

8. [0.2245029645310881, 0.2245029645310907] , [0.1999999999999995, 0.2000000000000022]

9. [0.3264911064067332, 0.3264911064067358] , [0.3999999999999989, 0.4000000000000017]
10. [0.2245029645310881, 0.2245029645310905] , [0.5999999999999984, 0.6000000000000011]
11. [0.3264911064067332,0.3264911064067359] , [0.7999999999999978, 0.8000000000000006]
12. [0.2245029645310881, 0.2245029645310926] , [0.9999999999999972, 1.0000000000000000]
13. [0.4490059290621762, 0.4490059290621788] , [0.1999999999999995, 0.2000000000000021]
14. [0.4490059290621762, 0.4490059290621786] , [0.5999999999999984, 0.6000000000000011]
15. [0.4490059290621762, 0.4490059290621807] , [0.9999999999999972, 1.0000000000000000]
16. [0.5509940709378189, 0.5509940709378239] , [0.0000000000000000, 0.0000000000000025]
17. [0.5509940709378213, 0.5509940709378240] , [0.3999999999999989, 0.4000000000000016]
18. [0.5509940709378213, 0.5509940709378240] , [0.7999999999999978, 0.8000000000000006]
19. [0.7754970354689073, 0.7754970354689120] , [0.0000000000000000, 0.0000000000000024]
20. [0.6735088935932643, 0.6735088935932668] , [0.1999999999999995, 0.2000000000000020]
21. [0.7754970354689095, 0.7754970354689120] , [0.3999999999999990, 0.4000000000000015]
22. [0.6735088935932643, 0.6735088935932666] , [0.5999999999999986,0.6000000000000011]
23. [0.7754970354689095, 0.7754970354689120] , [0.7999999999999981,0.8000000000000006]
24. [0.6735088935932643, 0.6735088935932688] , [0.9999999999999976, 1.00006000000000000]
25. [0.9999999999999955, 1.0000000000000000] , [0.0000000000000000, 0.00006000000000023]
26. [0.8980118581243525, 0.8980118581243549] , [0.1999999999999995, 0.2000000000000019]
27. [0.9999999999999976, 1.0000000000000000] , [0.3999999999999991, 0.4000000000000015]
28. [0.8980118581243525, 0.8980118581243548] , [0.5999999999999987, 0.6000000000000011]
29. [0.9999999999999977, 1.0000000000000000] , [0.7999999999999981,0.8000000000000006]
30. [0.8980118581243525,0.8980118581243570] , [0.9999999999999976, 1.0000000000000000]

19. Tablazat: 30 pont optimalis pakoldsanak befoglaldsa.

osszefiiggéssel szamithatjuk, amely n = 28, 29, 30-ra rendre tobb mint 711, 764, illetve
872 nagysigrendnyi kiilonbséget mutat a kezdeti és az eredmény boxok térfogata
kozott.

Amint a 14., 15., és 16. Tablazatokbdl leolvashatd, a teljes bizonyitasi eljaras
id6igénye rendre kb. 53, 50, illetve 20 6ra volt. Ez lényvegesen kevesebb, mint a
kordbban ismert eljardsok végrehajtdsanak tobb évtizednyire becsiilt ideje. (Je-
gvezziik meg, hogy a bizonyitds tablazatokban nem jelolt részeinek, igy a 2. fazisban
my meghatdrozasanak, illetve a Grow() és a Join() eljardsoknak az sszideje a feltiinte-
tettekhez képest nem szamottevo, a harom feladaton egvenként nagvjabol egvpercnyi
volt.) A moédszer memdria-felhasznilisa az eljirds legnagyobb részében igen kicsi
volt, hiszen az egyes rész-csempekombindciok B&B eljardssal torténd feldolgozdsa
nagyvon hatékonyan elvégezhetd. Az egyszerre sok kombindcié kezelését végzé Grow()
és Join() eljardsok esetenként nagy tdrat igényeltek, azonban a rendelkezésre 4ll6
RAM mindig elég volt az osszes aktualisan vizsgalt kombindcié memoridban torténd
egvideji tarolasahoz és feldolgozisahoz.
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4.5.6 A korabbrél ismert legjobb pakolasokhoz tartozé struk-
turak optimalitasa

Az el6z6 fejezetben numerikus értelemben megoldottam a 28, 29 illetve 30 pont (kor)
optimalis pakolasara vonatkozd feladatokat: mindharom esetben megadtam mind az
optimumeérték, mind pedig — szimmetrikus esetektol eltekintve — az Osszes optimalis
megoldds igen sziik befoglaldsat (F;r-ot, illetve (X,Y):-ot). Tekintettel arra, hogy
maga a probléma geometriai jellegii, geometriai szempontbdl a fenti megoldis nem
feltétleniil kielégits. Ebben a szakaszban teljessé és geometriai értelemben is elfogad-
hatéva teszem az optimalitasi bizonyitasokat: megmutatom, hogy a 4.5.5 szakaszban
mar emlitett, [20, 45]-beli pakolasi struktirdk alapjin adédé pakoldsok optimalisak,
tovdbbd a szimmetrikus esetektSl és a szabad kor mozgdsiatél (n = 28,29 esetén)
eltekintve ezek az egvediili optimélis pakoldsok. Az emlitett struktirakhoz tartozd
pont-, illetve ekvivalens kérpakoldsokat a 12. Abra mutatja. (Egy pakolési struktira
tehat megadja, mely pontok helyezkednek el a négyzet oldalan, mely pontparok kozott
minimdlis a tdvolsig, illetve melyek a szabadon mozgd pontok.) A bizonyitds sordn
(X,Y): és Fy mellett felhaszndltam a 4.5.5 szakaszban az illet6 struktira alapjan
szdmitott nagy pontossagi (&, 4), € [0,1]*", n = 28,29, 30 kozelité megolddsokat. A
bizonyitas két {6 1épésre oszthato:

1. 1épés. Eldszor is tisztazni kellett azt, hogy a 12. Abran jelolt strukturdk mennyiben
feleltethet6k meg egy (vagy tobb) pontpakoldsnak. A tovdbbiakban megkiilonb6z-
tetjiik a teljes pakoldsi struktirdt, illetve annak merev (vagy legaldbbis merevnek
gondolt) részét, azaz a rogzitett, nem mozg6 pontok halmazdt. A merev pontok hal-
mazat leird vektorokat, azok kozelitését, illetve az intervallumos befoglalasok merev
pontokhoz tartozé komponenseibol allé vektorokat az r felsé index-szel jeloljik. A
merev pontokhoz tartozé koordinatak szama tehat n = 28,29, 30 esetén rendre 54,
56, illetve 60. Az 1. lépésben az alabbi allitasokat igazoltam:

(i) Az n ponthoz tartozé pontpakoldsi struktira merev részhalmazdt leird egyenlet-
rendszernek pontosan egy (x,y)! megolddsa létezik (X, Y )5 -ben.

ii) az (x,y) pontpakolisn = 28,29-re valoban kiegészithetd eqy-eqy szabadon mozgo
n
ponttal dgy, hogy az illeté pont (X,Y): megfeleld komponensében taldlhatd.

A kordbbiakban mar emlitettiik, hogy a pakolasi struktirit megadd egvenlet-
rendszerek egzakt megolddsa nem ismert n = 28,29-re. Ezekben az esetekben az
(i) 4llitast a C-XSC Toolbox konyvtardnak [22] nemlinedris egyenletrendszereket
megoldd intervallumos programjaval igazoltam. Az emlitett program az interval-
lumos Newton-iterdcién alapul és a megadott keresési tartomanyban elhelyezked6
osszes megoldas megtaldlasara, valamint azok lokalis unicitasanak ellenérzésére alkal-
mas [25, 52]. (A program egyébként az (X,Y)>” boxnél j6val nagyobb boxon is képes
volt igazolni a megoldds egzisztencidjat és unicitdsit.) Az eljirds az egyvenletrendszer
megolddsaként (x,y)! meghizhatd és igen pontos (X,Y)! befoglaldsit szolgaltatta.
Az n = 30-hoz tartozé egyvenletrendszer megoldhatd szimbolikusan — akar kézzel — is,
a tartalmazas és a megoldas egyértelmiisége itt konnyen ellendrizheto.
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12. Abra: Az ismert legjobb pakoldsok struktirdja, n = 28, n = 29, valamint n = 30 esetén.
A kozéppontok kizotti minimélis tavolsdgot, illetve a négyzet oldaldnak érintését pontozott
vonalak jelolik. A szabad kordket satirozassal jeloltem.

A (i) dllitds a (X, Y")! befoglaldsok alapjin nyert bizonyitdst. A 4.5.1 szakaszbeli
mdédszerhez hasonléan most azt kellett megmutatni, hogy 1étezik olyan, az (X,Y)"
j-edik komponensében taldlhato (z,y) € R? gépi pont, amelyre (X,Y)” minden i # j
komponense esetén

D((z,y), (X, Yi)y) > F,, (35)

teljesiil (n = 28, illetve 29 esetén j = 12, illetve j = 5.) Alkalmas z keresésére ezuttal
mar nem volt sziikség, mivel mindkét vizsgalt n esetén egyszertien ellenérizni lehetett
azt, hogy a 4.5.5 szakasz 5. fazisaban taldlt gépi pont — melyekkel a globalis keresés
sordn a megmaradt box megfelel6 komponensét helyettesitettem — kielégiti (35)-t is.

2. lépés. Ebben a Iépésben megmutattam, hogy (x,y), az egyetlen optimdlis pont-
pakolds (X, Y )" -ben. Ehhez Nurmela és Ostergérd fixponttételekhez hasonlo tételét
hasznaltam. A tétel elodjét a kordbbi, kézzel torténé bizonyitasokban mar tobbszor
alkalmaztak. A tételben d az egyszeriiség kedvéért ezuttal nem a tavolsignégyzet,
hanem a tavolsagfiiggvényt jelol.

31. TETEL. Nurmela és Ostergird [46]: Tegyik fel, hogy az (x,y)! megolddsnak
ismert egy olyan (&,9)! kézelitése, melyre

d((&s, 9i)n, (mi,y)0) < d,  minden i komponensre, (36)

valamely alkalmas d}, esetén. Rajzoljunk minden (&, §;)) pont koré egy-egy (Xi, }A’Z)Z &
12 hibanégyzetet a kovetkezdk szerint: a hibanégyzet teljes egészében az eqységnégyzet-
ben taldlhatd és tartalmazza (X;,Y;):" minden pontjdt, tovdbbd a fenti két tulajdonsdg
akkor is teljesiil, ha egy ugyanekkora hibanégyzetet (x;,y;), koril veszink fel. Vilasz-
szunk egy olyan fn kivagdsi értéket, melyre

Fot2d < £ (37)

teljesul. Futtassuk a terilet-elimindcids (illetve esetinkben a teljes BEB) eljdrast
az (X,Y)! keresési tartomdnyon véges sok iterdcids lépésen dt, mindvégig az f,
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kivagdsi értéket haszndlva. Amennyiben a megmaradt tartomdny minden komponense
T

befoglalhatd egy-egy (i, ;) koré irt (X1, Y])" négyzetbe tgy, hogy

(sz‘g }A;,):z C ()22‘, }“72):“
akkor (x,y)!, az egyetlen optimdlis pontpakolds a kiinduld hibanégyzetek dltal definidlt
tartomdnyban.

A tétel alkalmazdsakor a 4.5.5 fejezetben kiszamitott nagy pontossagi kozelito
megolddsokat haszndltam (&, ¢)r-ként. A (36) feltételt kielégitd d], érték D! € I
befoglaldsat az (x, y)!-re az 1. lépésben szamitott (X,Y)! befoglalds, illetve (&, y)!
befoglaldsdnak komponensenkénti intervallumos tavolsdgai alapjan kaptam. (Jegyez-
ziik meg, hogy (&,¢)" minden komponensének befoglaldsiat tartalmazta (X,Y)!
megfelel6 komponense.) Ugvancsak D) -bol, valamint az f globdlis maximum F
befoglaldsdbol ezutian megkonstrudlhaté volt a (37)-beli fu kivagdsi érték, melynek
az fn < Fr — 2D), osszefiiggést kellett teljesitenie. A kezdeti hibanégyzeteket 2 - 107°
oldalhosszisaginak vélasztottam (sziikség esetén az egységnégyzettel vald metszetii-
ket képezve), ezekre a tétel tovdbbi feltételei egyszeriien ellendrizhetdk voltak. Héla
a maximum nagy pontossiggal ismert befoglaldsinak (és igy a magas fn kivagdsi
értékeknek), 100 iterdcids 1épés mindhdrom feladat esetén elegendd volt a kezdeti és
megmaradt hibatartomanyok kozotti szigoru tartalmazasi relacio igazoldsahoz. Ezzel
megkaptuk a pakolasi feladatok struktirijara vonatkozd eredményt: mindhdrom pa-
koldsi feladat esetén az optimdlisnak sejlett struktira (szimmetrikus esetektdl és n =
28,29-re a szabad pont (kér) mozgdsdtdl eltekintve) az (X, Y )% -beli egyetlen optimdlis
pont(kér-)pakoldst definidlja.
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(")sszefoglalés

Az értekezés targva 4j tipusu intervallumos globdlis optimalizalasi eljarasok elméleti
és empirikus vizsgalata. Az alkalmazott intervallum aritmetika segitségével numeri-
kus szempontbdl megbizhatd, garantalt pontossagi befoglalasokat adhatunk mind az
osszes optimumbhely, mind az optimum értékére. Az 1. Fejezetben részletes attekintést
adtam az intervallum analizis legfontosabb tulajdonsagairdl, a vizsgalt globdlis opti-
malizdlasi problémdk tipusardl, valamint az alkalmazott korlatozas és szétvalasztas
tipusu keretalgoritmus elemeinek altaldnosan hasznalt valtozatairol.

A 2. Fejezetben specialis intervallum-felosztdsi moédszereket, az tn. multisection
szabalyokat vizsgaltam empirikus dton. A multisection szabdlyokban — a klasszikus
felez felosztassal szemben — az aktudlisan vizsgilt boxot kettonél tobb részboxra
osztjuk. Az osszehasonlitd vizsgalatokat standard optimalizalasi feladatok széles
és szakmailag elfogadott halmazin végeztem. Az egyves algoritmusviltozatokban
kiilonbozo, 2, 3, illetve 4 részre osztd szabialyokat kombindltam egyrészt a klasszikus,
masrészt néhany, a kozelmuiltban ismertetett felosztasi iranyvalaszto stratégidval. Az
eredmények a multisection szabalyok elényeit mutatjak a nehezen megoldhaté felada-
tok esetén. A legtobb futisi mutaté alapjan az Gjabb iranyvalasztasi szabélyokkal
kombinalt multisection valtozatok bizonyultak a leghatékonyabbnak. A multisection
hasznalatakor ugyanakkor csak alig nagyobb memdria-felhaszndlasra szamithatunk,
mint a felezés esetén. A vizsgdlat részeként megerdsitést nyertek az 4j iranyvalasztdasi
szabalyok el6nyeire vonatkozo korabbi eredmények, tovabbid megmutattam, hogy
ezen elonyoket a multisection hasznalatiaval még tovabb novelhetjiik: nehéz feladatok
megoldasakor a legjobb multisection algoritmusok esetén varhato relativ hatékonysag-
novekedés — a legjobb felezd mddszerekhez képest — kb. 22% a futdsidé, illetve 25% a
célfiiggvényhivasok szamanak tekintetében.

A 3. Fejezetben egy korlatozasos feladatok esetén alkalmazhaté dj heurisztikus
mennyiség bemutatasara keriilt sor. Az 4j mutaté arra ad becslést, hogy egy box mi-
lyven mértékben tartalmaz lehetséges megoldasokat. Ezzel lehetéség nyilik a korlatozd
feltételekbdl fakads tobbletinformacio felhasznaldsara az algoritmus intervallum-kiva-
lasztdsi, illetve intervallum-felosztasi 1épése soran. A 3.3 szakaszbeli elméleti konver-
gencia-vizsgalatok legfontosabb eredménye az, hogy ha rendelkezésiinkre all f; para-
méterek egy olyan sorozata, amely a globdlis optimum f* értékéhez tart, tovabba,
a sorozat véges sok eleme kisebb, mint f*, akkor a legalapvetébb 1dj intervallum-
kivalasztasi szabalyt hasznilé algoritmus a globdlis minimumhelyek egy halmazdhoz
tart. A javasolt kivilasztdsi stratégia egy alkalmas hasznossagi fliggvény segitségével
osszekapesolhatd a klasszikus Moore—Skelboe-szaballyal. Ha ez a fiiggvény szigortian
monoton n6vé mindkét véltozdjaban, akkor az { fi }-ra tett fenti feltételek teljesiilése
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garantalja a globdlis minimumpontok egy halmazihoz torténé konvergenciat. Vizsga-
lataimban ugvanakkor azt is kimutattam, hogy a globédlis optimum leggvakrabban
hasznalt becslései az 1j szabdlyok alkalmazisa esetén nem feltétleniil tartanak f*-
hoz.

A 3.3 szakasz masodik részében az 4j heurisztikus mutaton alapuld egyfajta adap-
tiv intervallum-felosztasi szabdlyt tanulmanyoztam. A szabdly viselkedését elemezve
megallapitottam, hogy legrosszabb esetként — a befoglalé fliggvények tulajdonsagai-
ra tett erds kikotések ellenére is — eléallhat az a helyzet, hogy az algoritmus altal
kivalasztott boxok tetszélegesen sok iterdcios lépésen keresztiil nem tartalmaznak
globalis minimumbhelyet, de ezen boxokon a felosztasi szabaly mégis a legtobb rész-
boxra torténé felosztast javasolja.

A 3.4 szakasz atfogd numerikus tesztjeibol kideriilt, hogy a korlatozd feltétele-
ket haszndlé kivalasztasi szabdlyok elényos tulajdonsigokkal rendelkeznek, kiilono-
sen nehéz feladatok megoldésa, illetve korlatozott memoria-felhaszndlas esetén. Bar
a kovetkeztetések részben a taszitdson alapuld elhelyezési feladatokon, részben nehéz
standard tesztfeladaton elvégzett kisérletek eredményein alapulnak, mégis, azok érvé-
nyvesek lehetnek olvan mas korlatozasos feladatokon is, amelyekben az optimumpontok
a lehetséges megoldasok halmazanak hatarahoz kozel talalhatok.

Az értekezés 4. Fejezetében egy, a diszkrét geometria teriiletérdl szirmazé op-
timalizalasi feladatot, nevezetesen az egybevagd korok négyvzetbe torténd optimalis
pakoldsainak megadasat vizsgaltam. Az utébbi idészakban napvilagot latott szamito-
gépes megoldd eljardsokkal szemben az ismertetett algoritmusok kizarolag megbizha-
t0, intervallumos szamitasokra tamaszkodnak. A fejezet legnagyobb részében a keret-
algoritmus problémaspecifikus részeinek kidolgozasaval foglalkoztam. A 4.3 szakasz-
ban egy nem-trividlis intervallumos befoglalé fliggvényt és annak legfontosabb tu-
lajdonsdgait elemeztem. A 4.4 szakaszban 1j tipusu gvorsitélépéseket ismertettem:
ramutattam, hogvan hasznosithatok a célfiiggvény monotonitdsi tulajdonsagai, ho-
gvan kezelhet6 a kontinuum sok ekvivalens optiméalis megoldast eredményez6 ‘szabad
korok’ esete, és legféképp, hogvan épithetd fel egy kordbbrdl ismert teriilet-eliminacios
eljarads meghizhat6 valtozata. Az els6 algoritmus alkalmazhatésigat a mar publikalt
valés tipusd optimaélis megoldasok nagy pontossiagi lokdlis és globalis ellendrzésével
demonstraltam.

A 4.5 szakasz a tovabbfejlesztett algoritmus leirasat tartalmazza. Az 4j eljarasban
egvrészt a szabad korok kezelésének meguijitott stratégidjat alkalmaztam, méasrészt
egy igen hatékonynak bizonyuld teriilet-eliminacios médszer intervallumos valtozatat
implementaltam. Az utébbi mddszer a keresési tartomany még vizsgalandd részeit
poligonokkal kozeliti (szemben a 4.4 szakaszban hasznalt cellds kozelitéssel). Az
eljaras taldn legfontosabb része a globélis megoldhatdsag kérdéséhez kotddik: jelen-
leg az Osszes optimalis pakolas felderitésének legigéretesebb médja az eredeti feladat
részfeladatokra osztdsa (a keresési tér alkalmas feldaraboldsaval). A megvizsgdlandé
részfeladatok sziméanak novekedése miatt azonban az eddigi szamitégépes eljarasok al-
kalmatlanok voltak a 27-nél tobb korre vonatkozd pakolési feladatok megoldasara. Az
értekezésben bemutattam egy gondosan felépitett technikat, amely egves részfeladat-
csoportok egvidejli kezelésével athidalja a fenti nehézséget.

A tovéabbfejlesztett algoritmus erejének demonstraldsidra a korabban megoldat-
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lan 28, 29, illetve 30 kor optimalis pakoldsara vonatkozd feladatokat oldottam meg.
Mindharom feladatpéldany esetén megadtam az Osszes globalis optimumbhely, illetve
az optimumérték nagy pontossagi befoglalasat. Végiil megmutattam, hogy mindha-
rom esetben a kordbban optiméalisnak sejtett pakolasi struktira valéban egy optimalis
pakoldsnak felel meg, tovdbbd, hogy ez a pakolds szimmetriatdl (illetve 28 és 29 kor
esetén a szabad kor mozgdsitdl) eltekintve az egyetlen optimélis megoldds.
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Summary

The subject of the dissertation is the theoretical and empirical investigation of new
interval methods for global optimization. Interval arithmetic provides a powerful
tool to produce numerically reliable enclosures of all the global optimizers and the
optimum value with guaranteed accuracy. In Chapter 1 I gave a detailed overview
of interval analysis, the global optimization problem types we are dealing with, and
some of the commonly used variants of the basic elements of the branch—and—bound
frame algorithm.

In Chapter 2 several interval subdivision methods, the so-called multisection rules
were discussed in an empirical way. In contrast to the classical bisection, a multisec-
tion rule divides the leading box into many subboxes. The comparative study was
performed on a wide set of standard test problems. I combined different subdivision
rules producing 2, 3, and 4 subboxes with the traditional and some recently inves-
tigated subdivision direction selection strategies. From the results we can conclude
that multisection is advantageous in solving hard problems. According to the ma-
jority of indicators, the multisection algorithm variants used together with the newer
direction selection rules were the most efficient. On the other hand, multisection
usually means only slightly larger memory complexity than bisection. As a part of
the study, the results of earlier numerical tests showing the advantages of the newer
direction selection rules were confirmed, and moreover, it was shown that multisec-
tion may additionally improve these advantages. For hard problems, the expected
relative improvements of the best multisection algorithm variants are about 22% in
the running time and about 25% in the number of objective function evaluations —
compared to the best bisection methods.

In Chapter 3 a new heuristic quantity for inequality constrained problems was
introduced. The quantity approximates the feasibility degree of a box, thus, it is
suitable to utilize the constraint information both in interval selection and in subdi-
vision rules. The main result of the theoretical investigations (Section 3.3) is that
the proposed new interval selection rule enables the branch-and-bound interval opti-
mization algorithm to converge to a set of global optimizer points if we have a proper
sequence of fp parameter values that converges to the global optimum f* and that
has at most finite number of values smaller than f*. The new interval selection rule
can be combined with the classical Moore-Skelboe selection rule in a suitable utility
function. If this function is strictly monotonically increasing in both of its arguments,
then the above criteria for {fi} guarantee the convergence to a set of global optimiz-
ers. However, I also pointed out that for algorithms using the new selection rules the
commonly used estimators of the optimum value may fail to converge to f*.
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The behaviour of an adaptive interval multisection rule based on the feasibility
index was also studied. As a worst case, it turned out that — even under strict restric-
tions of the inclusion functions — the algorithm may select subboxes not containing
global optimizers for an arbitrary long time, and at the same time the leading boxes
are splitted into the largest number of subboxes proposed by the multisection rule.

Through an extensive computational study (Section 3.4), it has been shown that
the constraint-based interval selection rules have several advantageous features, espe-
cially for harder problems and for computations with memory limitations. Although
these conclusions were in part obtained for a particular obnoxious facility location
model and for standard global optimization test problems, they may be valid for
similar constrained problems for which the optimizers are close to the border of the
feasible set.

Chapter 4 deals with an optimization problem arising from the discrete geometry,
namely, the problem of finding the optimal packings of congruent circles in a square.
In contrast to the recent computer-assisted solving methods, the presented algorithms
are fully based on interval computations. In the bulk of the chapter I discussed the
construction of some elements of the algorithmic frame. These tools were designed
specifically for the considered problem class. In Section 4.3 a non-trivial interval
inclusion function was presented and its properties were investigated. In Section
4.4 some new interval accelerating devices were presented: 1 showed how to utilize
the monotonicity properties of the objective function, how to handle a continuum
number of equivalent optimizers in the case of ‘free circles’, and mainly, how to build
a reliable variant of an earlier known area reduction method. The applicability of the
first version of the developed algorithm was shown by the local and global validation
of the previously published real-type solutions.

Section 4.5 contains the description of an advanced algorithm. On the one hand, [
improved the method of handling free circles, and on the other hand, I developed the
interval version of a very efficient area reduction method representing the remaining
parts of the search regions by polygons (instead of the rectangular representation
discussed in Section 4.4). Probably the most important part of the algorithm is con-
necting to the question of obtaining global optimizers: currently, the most promising
strategy of finding optimal circle packing configurations is the partitioning of the
original problem into subproblems. Still as a result of the highly increasing number
of subproblems, earlier computer-aided methods were not able to solve problem in-
stances where the number of circles was greater than 27. In the present dissertation
I introduced a carefully developed technique resolving this difficulty by eliminating
large groups of subproblems together.

As a demonstration of the capabilities of the new algorithm the previously un-
solved problems of packing 28, 29, and 30 circles were solved. High-precision enclo-
sures of all the global optimizers and the optimum value were given for all the three
problems instances. Finally, it was shown that for all the three cases the conjectured
optimal packing structure really corresponds to an optimal packing. Moreover, apart
from symmetry (and from the movement of a free circle for n = 28,29) this optimal
packing is unique.



Irodalomjegyzék

[1]

2]

[10]

[11]

[12]

S. Berner (1996), New Results on Verified Global Optimization, Computing 57, 323
343.

L.G. Casado and 1. Garcia (1998), New load balancing criterion for parallel interval
global optimization algorithm, Proceedings of the 16th TASTED International Confer-
ence, 321-323, Garmisch-Partenkirchen, Germany.

L.G. Casado, I. Garcia, and T. Csendes (2000), A new multisection technique in in-
terval methods for global optimization, Computing 65, 263-269.

L.G. Casado, I. Garcia, and T. Csendes (2001), A heuristic rejection criterion in
interval global optimization algorithms, BIT 41, 683-692.

L.G. Casado, I. Garcia, P.G. Szabd, and T. Csendes (2001), Equal Circles Packing in
a Square II. New Results for up to 100 Circles Using the TAMSASS-PECS algorithm.
In: F. Giannessi, P. Pardalos, and T. Rapcsak (eds.): Optimization Theory - Recent
Developments from Matrahaza, 207-224, Kluwer, Dordrecht.

L.G. Casado, J.A. Martinez, and 1. Garcia (2001), Experimenting with a new selection
criterion in a fast interval optimization algorithm, J. Global Optimization 19, 247-264.

A.E. Csallner (1993), Global optimization in separation network synthesis, Hungarian
Journal of Industrial Chemistry 21, 303-308.

A.E. Csallner and T. Csendes (1996), On the convergence speed of interval methods for
global optimization, Computers, Mathematics and Applications 31, 173-178.

A.E. Csallner, T. Csendes, and M.Cs. Markdt (2000), Multisection in interval branch—
and-bound methods for global optimization. 1. Theoretical results, J. Global Optimiza-
tion 16, 371-392.

T. Csendes (1988), Nonlinear parameter estimation by global optimization — efficiency
and reliability, Acta Cybernetica 8, 361-370.

T. Csendes (2001), New subinterval selection criteria for interval global optimization,
J. Global Optimization 19, 307-327.

T. Csendes, Generalized subinterval selection criteria for interval global optimization.
Publikaldsra elfogadva a Numerical Algorithms folyéiratban.

111



112

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

IRODALOMJEGYZEK

T. Csendes and J. Pintér (1993), The impact of accelerating tools on the interval sub-
division algorithm for global optimization, European Journal of Operational Research
65, 314-320.

T. Csendes and D. Ratz (1996), A review of subdivision direction selection in interval
methods for global optimization, ZAMM 76, 319-322.

T. Csendes and D. Ratz (1997), Subdivision direction selection in interval methods for
global optimization, STAM Journal on Numerical Analysis 34, 922-938.

L.C.W. Dixon and G.P. Szeg6 (1978), The Global Optimization Problem: An Introduc-
tion. In: L.C.W. Dixon and G.P. Szegd (eds.): Towards Global Optimization 2, 1-15,
North-Holland, Amsterdam.

Z. Drezner (1995), Facility Location: a Survey of Applications and Methods, Springer-
Verlag, Berlin.

J. Ferndndez, P. Ferndndez, and B. Pelegrin (2000), A continuous location model for
siting a non-norious undesirable facility within a geographical region, European Journal
of Operational Research 121, 259-274.

J. Ferndndez and B. Pelegrin (2001), Using interval analysis for solving planar single-
facility location problems: new discarding tests, J. Global Optimization 19, 61-81.

R.L. Graham and B.D. Lubachevsky (1996), Repeated patterns of dense packings of
equal disks in a square, The Electronic J. of Combinatorics 3, 1-16.

C. de Groot, R. Peikert, and D. Wiirtz (1990), The optimal packing of ten equal circles
in a square, IPS Research Report, ETH Ziirich No. 90-12, August, 1990.

R. Hammer, M. Hocks, U. Kulisch, and D. Ratz (1995), C++ Toolbox for Verified
Computing L., Springer-Verlag, Berlin.

E. Hansen (1980), Global optimization using interval analysis — the multidimensional
case, Numerische Mathematik 34, 247-270.

E. Hansen (1992), Global Optimization Using Interval Analysis, Marcel Dekker, New
York.

E. Hansen and S. Sengupta (1981), Bounding Solutions of System of Equations Using
Interval Analysis, BIT 21, 203-211.

R.B. Kearfott (1996), Rigorous Global Search: Continuous Problems, Kluwer, Dor-
drecht.

R.B. Kearfott (1996), Test results for an interval branch and bound algorithm for
equality-constrained optimization. In: State of the art in global optimization, Kluwer,
Dordrecht, 181-199.

K. Kirchner and G. Wengerodt (1987), Die dichteste Packung von 36 Kreisen in einem
Quadrat, Beitrage zur Algebra und Geometrie 25, 147-159.



IRODALOMJEGYZEK 113

[29]

[30]

[31]
32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

R. Klatte, U. Kulisch, C. Lawo, M. Rauch, and A. Wiethoff (1993), C-XSC — A C++
Class Library for Extended Scientific Computing, Springer-Verlag, Heidelberg.

O. Kniippel (1993), A Multiple Precision Arithmetic for PROFIL, Bericht 93.6., Tech-
nische Universitat Hamburg-Harburg.

O. Kniippel (1994), PROFIL/BIAS — a fast interval library, Computing 53, 277-287.

R. Krawczyk (1983), Intervallsteigungen fir rationale Funktionen und zugeordnete zen-
trische Formen, Freiburger Intervall-Berichte, 83/2, Freiburg.

M. Locatelli and U. Raber (2002), Packing equal circles in a square: a deterministic
global optimization approach, Discrete Applied Mathematics 122, 139-166.

R.F. Love, J.G. Morris, and G.O. Wesolowsky (1988), Fucilities Location: Models and
Methods, North-Holland, New York.

C.D. Maranas, C.A. Floudas, and P.M. Pardalos (1995), New results in the packing of
equal circles in a square, Discrete Mathematics 142, 287-293.

M.Cs. Markét (2000), An interval method to validate optimal solutions of the “packing
circles in a unit square” problems, Central European Journal of Operations Research
8, 63-78.

M.Cs. Markdt, Optimal Packing of 28 Equal Circles in o Unit Square — the First Reli-
able Solution. Publikildsra elfogadva a Numerical Algorithms folydiratban. Elérhet6:
http://www.inf.u-szeged.hu/ "markot/opt28.ps.gz.

M.Cs. Markdt and T. Csendes, A New Verified Optimization Technique for the “Pack-
ing Circles in a Unit Square” Problems. Publikdldsra benyidjtva a STAM J. Optimiza-
tion folydirathoz. Elérhet6:

http://www.inf .u-szeged.hu/ "markot/impcirc.ps.gz.

M.Cs. Markét, T. Csendes, and A.E. Csallner (2000), Multisection in interval branch—
and-bound methods for global optimization. II. Numerical tests, Journal of Global Op-
timization 16, 219-228.

M.Cs. Markdét, J. Ferndndez, L.G. Casado, and T. Csendes, New interval methods for
constrained global optimization. Feltételesen elfogadva a Mathematical Programming
folyoiratban. Elérhet6: http://www.inf.u-szeged.hu/ markot/mathprog.ps.gz.

H. Melissen (1994), Densest packing of siz equal circles in a square, Elemente der
Mathematik 49, 27-31.

R.E. Moore (1966), Interval Analysis, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J.
L. Moser (1960), Problem 24 (corrected), Canadian Mathematical Bulletin 3, 78.

A. Neumaier (2001), Introduction to Numerical Analysis, Cambridge University Press,
Cambridge.

K.J. Nurmela and P.R.J. éstergéird (1997), Packing up to 50 equal circles in a square,
Discrete & Computational Geometry 18, 111-120.


http://www.inf.u-szeged.hu/~markot/opt28.ps.gz
http://www.inf.u-szeged.hu/~markot/impcirc.ps.gz
http://www

114

[46]

[47]

[48]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

IRODALOMJEGYZEK

K.J. Nurmela and P.R.J. éstergéird (1999), Optimal packings of equal circles in a
square. In: Y. Alavi, D.R. Lick, and A. Schwenk (eds.): Combinatorics, Graph Theory,
and Algorithms. Proc. 8th Quadrennial International Conference on Graph Theory,
Combinatorics, Algorithms, and Applications, 671-680.

K.J. Nurmela and P.R.J. éstergéird (1999) More optimal packings of equal circles in a
square, Discrete & Computational Geometry, 22 (1999), 439-457.

R. Peikert, D. Wirtz, M. Monagan, and C. de Groot (1992), Packing circles in a
square: a review and new results. In: P. Kall (ed.): System Modelling and Optimiza-
tion, Lecture Notes in Control and Information Sciences 180, 45-54, Springer-Verlag,
Berlin.

L.B. Rall (1981), Automatic Differentiation: Techniques and Applications, Lecture
Notes in Computer Science 120.

H. Ratschek and J. Rokne (1984), Computer Methods for the Range of Functions, Ellis
Horwood, Chichester.

H. Ratschek and J. Rokne (1988), New Computer Methods for Global Optimization,
Ellis Horwood, Chichester.

D. Ratz (1992), Automatische Ergebnisverifikation bei globalen Optimierungsproble-
men, Dissertation, Universitdt Karlsruhe.

D. Ratz (1994), Boz-splitting strategies for the interval Gauss-Seidel step in a global
optimization method, Computing 53, 337-353.

D. Ratz and T. Csendes (1995), On the Selection of Subdivision Directions in Interval
Branch—and-bound Methods for Global Optimization, J. Global Optimization 7, 183—
207.

D. Ratz (1996), On Branching Rules in Second-Order Branch—and-bound Methods
for Global Optimization. In: G. Alefeld, A. Frommer, and B. Lang (eds.): Scientific
Computing and Validated Numerics, 221-227, Akademie-Verlag, Berlin.

J. Schaer (1965), The densest packing of nine circles in a square, Canadian Mathe-
matical Bulletin 8, 273-277.

J. Schaer and A. Meir (1965), On a geometric extremum problem, Canadian Mathe-
matical Bulletin 8, 21-27.

S. Skelboe (1974), Computation of rational interval functions, BIT 14, 87-95.

F.J. Solis and J.B. Wets (1981), Minimization by random search techniques, Mathe-
matics of Operations Research 6(1), 19-50.

E. Specht, www.packomania.com.

P.G. Szabd (2000), Some New Structures for the ”Equal Circles Packing in a Square”
Problem, Central European Journal of Operations Research 8, 79-91.


http://www.packomania.com

IRODALOMJEGYZEK 115

[62] A. Térn and A. Zilinskas (1987), Global Optimization, Springer-Verlag, Berlin.

[63] R. Vaidyanathan and M. El-Halwagi (1994), Global optimization of nonconvez nonlin-
ear programs via interval analysis, Computers & Chemical Engineering 18, 889-897.

[64] G. Wengerodt (1983), Die dichteste Packung von 16 Kreisen in einem Quadrat,
Beitrage zur Algebra und Geometrie 16, 173-190.

[65] G. Wengerodt (1987), Die dichteste Packung von 14 Kreisen in einem Quadrat,
Beitrdge zur Algebra und Geometrie 25, 25-46.

[66] G. Wengerodt (1987), Die dichteste Packung von 25 Kreisen in einem Quadrat, Ann.
Univ. Sci. Budapest Eotvos Sect. Math 30, 3-15.



