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R6vid tartalom

A dolgozat a biotechnolodgiaban jolismert,
plazmidstabilitasnak nevezett problémakdr néhany
matematikai modelljet és azok numerikus  matematikai

kérdéseit vizsgal ja.

Az elsd rész roviden vazolja a szikséges biolodgiai,
biotechnologiai ismereteket., majd bemutat ja a dolgozatban
fontos szerepet jatezd, e tudomanyteriileten kozismert

Monod—-fele differencidlegyenleteket.

A masodik rész az un. pozitiv és negativ sejtek
szaporodasanak és “egymasbaalakulasa—nak egy
differenciaegyenletre vezet.d leirasaval foglalkozik.

Kiindulasi alapunk Kim és Ryu (1984) modell je, amelyet

azzal modositunlk, hogy figyelembe vesgszik azt a
lehet8séget is, hogy — bar nagyon kicsi valdsziniséggel -
a negativ sejtek 1is visszaalakulhatnak pozitivokka. A

kapott altalanosabb modell és a ravonatkozd megéllapitésok

Jjelen értekezés szerzd jének meg publikalatlan, 4j

eredményei.

a.) Bemutat juk, hogy igy valdban Kim és Ryu modell jének
altalanositasahoz jutunk.

b.D> Formulat vezetink le a plazmidstabilitasra jellemzd
hanyadosnak <(negativ ¢és pozitiv sejtek aranya)d
iddbeni alakulasara illetve asszimptotikus
vigselkedésére. Bevezet jik a "sajat novekedési faktor”
fogalmat és megmutatjuk, hogy ha & jeldli a negativ
illetve pozitiv sejtek sajat novekedeée=si faktoranak
kildnbségeét,, P pedig azt az ertéket amihez a

plazmidstabilitast jellemzd hanyados iddben tart,



akkor a S 4+ P figgvénynek &=0-nal Kim és Ryu

modell jében szakadasa van ellentétben a mi

>

altalanosabb modelliink megfeleld S + P folytonos

figgvényevel.

c.2> Numerikus becslést. adunk & azon értékere, amely
mellett a pozitiv és a negativ sejtek kozott

hozzavetdleges egyensuly alakul ki ( P = 1 ),

A harmadik rész ismertet.i Monod differencial-
egyenleteinek azt az - irodalomban egyre terjedd -
altalanositasat, amely megkiilénbozteti a pozitiv és a
negativ sejteket (Imanaka—-Aiba (1981), Parulekar et al.
C(19873>. Megmutat juk, hogy a Kim—Ryu féle illetve az
altalanositott Monod (mas néven Monod—-Aiba) modellben a
szegregaciot jellemzO paraméterek nem ekvivalensek és
gyakorlatban is hasznalhatd becslést adunk a kétféle
szegregacids parameter numerikus eltérésére; ez szintén

még publikalatlan, dj eredmény.

Megallapit juk, hogy a Monod egyenletek C(igy a
Monod—Aiba egyenletek is) stifrf kozdnséges
differencialegyenletek (KDE-k), s a negyedik rész a stiff

KDE—-k numerikus megoldasanak elméleti alapjait tekinti at.

Az O6tddik részben a Monod-Aiba modell szimuldciod jahoz
egy, a Rosenbrock moddszerek csaladjiaba tartozd algoritmust
Jjavasolunk (Kaps—Rentrop C1979>). Az el jaras
lépésvezérlése — kis modositassal ~ Gottwald—-Wanner (1981)
t.echnika jara vezethetd vissza. Tesztfeladaton mutat juk be,
hogy programunk megbizhatdan mikédik ott is, ahol mas, az
irodalombgl ismert program nem teljesiti az eldirt
pontossagot. Demonstral juk az alkalmazott “visszalépéses”
technika mikodéseét, végiil bemutat juk a Monod—-Aiba modell

kapott gzimulacids girbeéit.



A tovabbi matematikai vizsgalatok néhany lehetséges

iranyat vazol juk befe jezésképp. A plazmideloszlas
figgelékben ismertetett modell je alap jan arra az
eredményre  jutunk, hogy érdemes a Monod—Aiba modell

szegregacids ratajat o=e—aN alakban feltételezniink, ahol N
a sejtekben 1lévd Aatlagos plazmid-kodpiaszam, a pedig

modellparaméter.

A fliggelék egy kozlésre még el nem fogadott dolgozat,
amelynek tételei jelen értekezés szerzdjétdl szarmaznak.
Ebben a plazmidok replikacidjara és particidjara egy
sztochasztikus modellt ismertetink, amely — mint erre ott
példat is adunk — explicit eredményei miatt alkalmas arra,
hogy mas hasonlad modellek megfeleld paramétereit

>

megbecsil jik.
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Bevezetés

A biotechnoldéogia az elmilt étvizedekben empirikus
tudomanybdél fokozatosan egyre egzaktabb tudomannya valik,
ennek kdvetkeztében egyre jobban igényli.és felhasznal ja a
matematika lehetdségeit. A matematika, ezen beliil is a
kozoOnséges differencialegyenletek (KDE> numerikus
megoldasa sok motivald problémat kapott az utdbbi években
biotechnoldgusoktdl, vegyészektdl. Példanak elég
megemliteni, hogy a stiff KDE-k megoldiasi algoritmusainak
fejlddésében nagy szerepe volt azoknak az enzimkinetikai
problémaknak, amelyeket Enright et al. (1975) is felvett a
25 probléma kozé, amelyeket a stiff KDE-k megoldasi

algoritmusainak teszteléséhez Jjavasolt; hasonldéan az
A—-stabilitas fogalmanak bevezetdje, E. Dahlquist is
vizsgalt munkatarsaival biotechnoloégiaban felmerilt

problémakat tesztfeladatai kézott (Bjurel et al. 1971). Az
Gjabb és ujabb problémak d4djabb és djabb algoritmusok,
illetve az ismert mddszerek mddositasat, finomitasat
kovetelik meg, s ez a gyimdlcsizd egylittmikdédés az
alkalmazott matematikaval kiilénésen jelentdssé valt azzal,
hogy a személyi szamitdgép mindennapiva valasa nyoman
lehetdség nyilt igen kifinomult szamitasi el jarasok
kidolgozasara egyedi esetekben is.

Ebben a folyamatban az alkalmazott matematikus
feladata kettids: egyrészt. a Dbioldgiai, technolégiai
problémak megértése utan a matematikai modell alkotasa,
illetve régi modellek finomitasa, mdédositasa; masrészt a
matematikai modell numerikus elemzése és hatékony

szamitasi el jarasok kimunkalésa.



Jelen dolgozat is ezt a felépitést koveti: eldszor
ismertet jik azokat a bioldgiai, technoldgiai alapokat,

amelyek elengedhetet.leniil sziikkségesek a matematikai

probléma megfogalmazasdhoz, majd vizsgalatokat. végziink
lehetséges modellekkel kapcsolatban. Végiil elméleti
alapokkal t.amogatva megkisérel jiik kivalasztani a

legmegfeleldbb numerikus mddszert a modell szamitdgépes

szimulacid jahoz.



1. Biotechnoldgiai alapok

1.1. Plazmidstabilitas

A “biotechnoldgiai gyar" alapjat a kivant géntermék
eldallitasara képes se jtek képezik.

A baktériumok és az élesztdk - amelyek a termelés
leggyakrabban alkalmazott alanyal - a mesterséges,
génsebészeti uton be juttatott genetikai informacidt
4ltalaban a benniik levd plazmidokon hordozzak. A plazmidok
a kromoszdmakhoz viszonyitva Kicsiny DNS molekulik,
amelyek a gazdasejttdl tobbé—-kevésbé figgetlen, ©nalléd
replikacidra képesek; szamuk egy sejtben egyt8l ezres
nagysagrendig is ter jedhet.

Se jtosztddasnal tobbé-kevésbé véletleniil
eldéfordulhat, hogy a két lednysejt kézil az egyikbe nem
Jut plazmid; szegregacid torténik. A plazmidmentes, un.
negativ sejt természetesen az "eldirt"” géntermék
eldallitasara nem képes, viszont ugyanugy fogyaszt
szubsztratot., szaporodik (s6t altalaban nagyobb
sebességgel), mint a plazmidhordozd, pozitiv sejt. A
‘plazmidstabilitasi vizsgalatok arra iranyulnak, miként
lehetne megakadalyozni, hogy a termelés szamara értéktelen
negativ sejtek kiszoritsdk a pozitiv sejteket. A folyamat
megismeréséhez és az azt befolyasold paraméterek
szerepének feltarasahoz elengedhetetlen a jelenség

matematikai leirasa.

A negativ sejtek dominanssa valasanak tehat. két f£6

oka van:

1.7 Szegregacid a se jtosztddasnal. A szegregaciod
valdsziniisége kicsiny (10_3 nagysagrendd vagy kisebb),

mégsem elhanyagolhatd.



2.7 A negativ sejtek altalaban gyorsabban ndnek mint a
pozitivok. Specifikus novekedési sebességik a

pozitivokénak 3-szorosat is elérheti.

A dolgozatban a fent leirt, plazmidstabilitasnak
nevezett problémakor néhany matematikai kérdését
elemezziik. Ehhez sziikségiink van még a klasszikus
Monod—modell ismertetésére, amelyre a kodovetkezlkben tériink

ki.

1.2 Sejtpopulacid folytonos tenyészetben; a klasszikus

Monod—modell

A folytonosan tenyésztett homogén se jtpopulacidrsl a
legismertebb matematikai 1leiras az dn. Monod-modell.
Eszerint a folyamatot - itt nem részletezett egyszerisitd
feltételezések mellett - egy bioreaktorban két mennyiség
Jellemzi: az x(t) sejtkoncentracié és az un. limitaléd
szubsztrat S(t) koncentracid ja.

A reaktorba kivilrdl szabdlyozhatd D intenzitassal
(neve: higitasi sebesség) és Sin koncentracidval érkezik a
szubsztratoldat, amely a reaktorban lévo S5(t)
koncentracioju szubsztratoldattal elkeveredik. A
szubsztratot a se jtek novekedésre hasznal jak fel.
Ugyancsak D intenzitassal folyik el a reaktorbdl a
fermentlé, amelyben egyiitt van sejt és szubsztrat.

Tehat a sejtek az osztddas miatt egyrészt szaporodnak
a reaktorban, masrészt ccsidkkennek a kimosdédas miatt.
Jeldl jik p—vel a sejtndvekedés intenzitasat (specifikus
novekedési sebesség). Mind D mind pedig p mértékegységét

[(1/h1—-nak valaszt juk, mig a se jtkoncentracidé mértékegysége



legyen [gr11. (Feltételezzik, hogy minden sejtnek
ugyanakkora a tomege, igy a sejtszam és a sejttomeg koézott

egyszeri linearis kapcsolat van.) Tehat x(t)-re vonatkozd

egyenletink:
dx(t) _ _
=t x(t) D x(E) 1.1.1>
A reaktorban 1lévad S(t) szubsztratkoncentracioét
néveli a D intenzitassal befolyd szubsztratoldat

(koncentracidja: Sin>; csbkkenti a kimosddas (szintén D

intenzitassal), valamint a sejtek taplalasa:

dsS(t) _ M
arraa D «( Sin S(t) ) Y x(t) 1.1.2>
ahol Y az ugynevezett "hozamkonstans': egységnyi témegl

szubsztrat elfogyasztasaval Y egységnyit ndé a sejttomeg.

Az (1.1.1> - (€1.1.2) differencidlegyenlet rendszert
az teszi nehézzé altalanos esetben, hogy a u specifikus
novekedési sebesség nem konstans; elsOGsorban a reaktorban
uralkodd szubsztratkoncentraciotdol fiigg. E kapcsolat
leirasara leggyakrabban az Gn. Michaelis—Menten kinetikat

alkalmazzak:

+lW

HES) = Hiax K ¥ 8 (1.1.3>

ahol Moo, 3 maximalis specifikus novekedési sebesség, K

5
pedig a telitési szubsztratkoncentraciod. Mindkettd a
tenyésztési korilményektdsl Calkalmazott szubsztrat,

baktériumtorzs, hdméréséklet, sth.)> filiggd paraméter.

Hogy numerikus szempontbdl 1is képet kapjunk a
Monod-féle differencialegyenletekrdl, példat adunk a
benniik szerepld paraméterek gyakorlatbhan eléforduld

értéktartomanyara:



D : 0.05 - 1.5 [1/h]
S. : e — 50 [g/1]1
in
“ : 0.2 - 1.5 [1/hKh1]
max
K : 0.001-2 ([g/11]

Jegyezziik meg régtdn, hogy a szubsztratbetaplalas
fajlagos sebessége (vagyis az altalunk valaszthatd D
higitasi sebesség) kisebb kell, hogy legyen mint oo o

kiilonben a se jtek kimosddnak.

A Monod—- illetve Michaelis—Menten kinetikat. igen sok
biralat érte az elmult években d(Heineken et. al. (1967,
Frederickson et al. 1970, Bailey-0llis €1984>)>,
mindazonaltal pontosabbat,, mégis kellden egyszerit nem
sikerilt még adni helyette. Ez az oka annak, hogy a modell
tovabb é1 és plazmidstabilitdsi problémak modellezésénél
szintén Monod szolgaltat ja a kiinduldépontot az irodalomban

(Lauffenburger (1985)> Parulekar et al., (19872>).



2. Egy differenciaegyenlet-modell elemzése

2.1. A modell felallitasa

El6sz6r szikségink lesz az exponencialis ndvekedes
egy tula jdonsagara:

Legyen fit) exponencialisan novd a [to,m)
intervallumban:

f(t>=foe“t (£,20, p>1) €2.1.1)
Belathatd, hogy ha td = 1n2/p , akkor f(t+td)=8f(t)
tel jesil minden t = [to,m) -re. Ez azt a kozismert. tenyt

fejezi ki, hogy az exponencialis ndvekedés duplazasi ideje
konstans. Ugyancsak egyszeri szamolassal adodik, hogy ha

a > O konstans, akkor

fltrat ) = 2%F(0) €2.1.2

Modellinkben felteételezzik a baktériumtenyészet.

exponencialis ndvekedését. Legyen to a kezdeti idopont, és

legyen t>to—ra a tenyeszet pozitiv illetve negativ
- +

se jt jeinek szama N illetve N (t). Legyen td a

pozitiv, t; a negativ se jtek duplazddasi ideje (mas néven:

generacids 1idgd), és tegyiik fel, hogy ezek konstansok.

Legyen t; idomerésiink alapja és igy k=0,1,2,...-re
legyen
+ + +
Nk = N ( to + ktd ) €2.1.3>
ND = N ¢t + kt© ) €2.1.4>
k 0 d T



Tegyik fel, hogy t; id8 alatt a pozitiv sejtek a—ad
réeszében fordul eld szegregacid, ahol a<l1 konstans. Ezt a
kévetkezd Oszefiggeéssel irjuk le:

No,, = aNg + 2(1-a)N| = (2-a)N} €2.1.5)

Vagyis feltételezésiink szerint a pozitiv sejtek
k—dik generacidjanak a-ad része csak egyik leanysejtjét
kdzvetiti at a pozitiv sejtek (k+1)-dik generacidjaba, a
tabbi pozitiv sejt pedig mindkét leanyse jtet.

Az irodalomban megemlitik, hogy bar a negativ sejt is
visgzaalakulhat. pozitivva azaltal, hegy plazmidot vesz
fel a se jtfalon keregztil, azoﬁban ennek valdszinlseége meég
a—hoz képest. ig elhanyagolhatd, igy a modellekben ezt nem
veszik figyelembe, Mi most mégis gzamolunk ezzel a
visszaalakulassal, hogy képet kapjunk az elhanyagolas
jogossagaral.

Tegyik fel tehat, hogy egy negativ sejt a.generéciés
idején belil b <(konstans) valdsziniliséggel alakul vissza

pozitiv sejtté. (2.1.52-hdéz analdg mdodon:

N (to+(k+1)td) = (2-b) N (to+ktd) (2.1.6>

(2.1.2)-t figyelembhe véve kapjuk:

- _ + _ (4. T -
Nk+1 = aNk + (2-b) Nk 2.1.7>
+ -
ahol o = td/td

Hogy (2.1.52-6t 1is kiegésziteik a negativbdl djra
pozitivva alakult sejtekkel, vegyik szamitasba, hogy
€2.1.2> alapjan elvarhatd:

NT o+ N L = et o« 2T ' 2.1.8>
k+1 k+1 k k e



Tehat. modellink a kévetkezd differenciaegyenlettel irhatd

le:
N;+1 = (E—a)N; * BN, (k=0,1,2,...)  (2.1.9)
N, = a N: + g N (k=0,1,2,...) (2.1.10)
ahol « = t;/t; .6 =2, g= (@)% eés 0 b << a << 1 .
Ha b = O (vagyis G = g = 2%, akkor Kim és Ryu

(1984 modell jét kapjuk vissza.

2.2 A differenciaegyenlet megoldasa

a.~ b>0
Vizsgal juk eldszér a g = (2-;h <« 2% =

(vagyis b>0) esetet.

Bevezetve az N = [ N: , N 1T vektort (2.1.9)
€(2.1.10) a kovetkezd alakba irhato: ,

N,y = AN (k=0,1,2,...) €2.2.
ahol

(2-a) (G-g)
A = €2.2.
a g

Nyilvanvaldan

No= AN N (k=0,1,2,...) 2.2,

15

22

32



Ellendrizhetd, hogy A pozitiv definit ha 0 < b < a < 2g/G
amely relacidk esetiinkben természetesen tel jesiilnek. fgy a

sajatértekek is pozitivok.

2 l
0 <« v = fg9reza) / 972*3 1 4 a(B-g) €2.2.4)
) 5
(g+2-a) a+a ° ]
0 < w= -_9—2—"“— - /[g_—a_a.] + a(G-g) €2.2.5)

Definial juk a T matrixot a kdvetkezdképpen:

(v—g) (w—g)
T = 2.2.6D
a a
Belathato, hogy mivel v#w , igy T nemszingularis.
A szamitasok megkdnnyitésére vezessik be az.
c 0]
M = €2.2.7)
0 d
segédmat.rixot es szamitsuk ki M-nek a kovetkezd
figgvenyeét:
1 (v—-g) (w—g) c 0 a (w-g)
Fan = alv—w) :
a a 0} d -a (v—-g)
C2.2.8)
Felhasznalva a (v—g){w-g) = -—-al(B-qg) Osszefliggeést
belathatd, hogy
1 cv-dw-glc—d) (G-g) (c—d)
F(M) = ————— (2.2.9)

a(viW) alc—d) dv-cw+gl(c—-d)



Ez utdbbi egyenliOséggel bizonyit juk, hogy

id -1 1 a -(w—-qg)
T = —— (2.2.10>

alv—w) —a (v-g)

Chelyettesitsink be c=d=1 —et (2.2.8) illetve (2.2.9)-he.?

ii2 v 0
A =T T 2.2.11)>
O w

Cszamol junk c=v, d=w helyettesitési értékekkel (2.2.8),

C2.2.9)—-hben.
Ezek szerint T olyan nemszinguliaris matrix, amely az

A—t. Jordan alakjara transzformal ja: A = TJT-1 , ahol
J = diagiv,w)
iii)

k+1 k+1 k k k k

v ~W -g(v —w ) (G-g) (v —-w )
A% = Fegf = L

vow a(vk—wk) vwk—ka¥g(vk—wk)
€2.2.12)

C(szamol junk c=vk, d=w¥ helyettesitési értékekkel (2.2.8),

(2.2.9>-ben, és vegyik figyelembe, hogy Ak= TJkT_1

(2.2.3>-bol1 és (2.2.12)-bdé1 :

+ 1 K+l k+l ko kYot _ K K.Y
C2.2.13
- _ 1 Kk Yo+ kK Kk Y-
Nk = -(—C:-w—)— [ [B(V w )]No + [VW wv +g(V w )]NO ]

(2.2.14>



+

A plazmidstabilitidsra jellemzd Pk = N;/Nk mennyi—
ségre kapjuk:
a(vk—wk)+[vwk—ka+g(vk—wkil?o
P, = =
k vk+1~wk+1—g(vk—wk)+(6—g)(vk—wk)PO
» k . k k
ol 2 9 4 2 ) Gl - B )
= e ” (2.2.15)

Mivel O < w < v , igy ha k 4+ w akkor

a+(v~w+g)PO
P+ P = (2.2.16>

v—g+(G-gIP

0

A gyvakorlatban oltasnal (t=to) még nincsenek negativ

se jtek, tehat PO=O—val szamolhatunk:

P = a €2.2.17)

2 |
g—-2+a _ _ g-2+a
/["—5‘) + atG-g) =

b./ b=0
Tekintsik most a g=(2-8)% = 29=6 (b=0) esetet,.

id Ha G=g=2-a akkor a fenti meggondolasok nem
alkalmazhatdk mert a két sajatérték egyenld és igy a T

transzformacids matrix szingularis lesz.



Ekkor azonban kézvetleniil levezethetd:

+ +
Ny ,, = GNJ €2.2.18)
N . = aN’  + BN €2.2.19>
k+1 = a k . .
és igy:
NS o= st €2.2.20)
k 0 Lo
- k-1 + k.~ )
N, = kaB Ny + BNy €2.2.21)

amib8l nyer jik:

P, = P, + k(a/G) (k=0,1,2,...) €2.2.22)

ii> Ha b=0, G=g™2~-a, akkor a korabbi megfontolasok
ervényben maradnak.

Ha G>2-a, akkor a sajateértékek: v=G6, w=2-a.
Behelyettesitve (2.2.13)-(2.2.14)-be Kim és Ryu eredményét

specialis esetként kapjuk:

k

+ +
Ny = (8-a) Ny €2.2.23)

- a k_ ok}t k —
N = g=ava |~ ]No + G Ny €2.2.24>

. k Kk
G a G
N =y - 2

Pk [ﬁ—a] Po * G+a—8[[8-a] 1] 2.2.25)



Ebbd&l kitidnik, hogy Pkﬁm (k+w), ami Osszevag azzal, hogy

ha a v=g, PO=O helyettesitéssel élink (2.2.16>)-ban akkor

a/0 alaku hataréertekhez jutunk.
Ha G<2-a akkor v=2-a, w=0. Ezt behelyettegitve

(2.2.12>-be, ugyancsak (2.2.23)-(2.2,25)-6t kapjuk. P_=0

0]
mellett (2.2.25)-ben Pk¢P=a/(8~a—G), s ugyanezt az
eredményt kapjuk (2.2.162>-bdl is.

2.3. Az eredmények elemzése
Szamitdsaink eredményét a - b>0 esetet tikrdozdé -

(2.2.17> és a — b=0 melletti — (2.2.22), (2.2.25) képletek
foglal jak ossze. Tekintve, hogy b=0 mellett g=(2-b)“=2%¢G,
igy a b=0 és b>0 eseteket egyiitt targyalva megallapithato,
hogy a Pk=N;/N: plazmidstabilitast jellemzd hanyados
asszimptotikus viselkedésében a dontd szerepet. a (g-2+a)
mennyiség jatssza.

Emlekezzink ra, hogy g=(E—b)a illetve (2-a) azok a
faktorok amelyekkel a negativ illetve pozitiv sejtek az
idOmérées altalunk valasztott alapja, t; alatt megnévelteéek
sajat alpopulacid jukat.. Nevezziik hat a fenti két
mennyiséget a negativ illetve pozitiv sejtek =sajat

novekedési faktoranak, es jelol jik kildnbségiiket S-val:
. a
& = g+a—-2 = (2-b) - (2-a) (2.3.1>

a.s/ b=0
(2.2.25) szerint a b=0 esetben a generaciok k szamanak
novekedégével

ha &>0 akkor P, 4w exponencialisan

ha &=0 akkor P +x linearisan

k
ha &<0 akkor Pk¢P=—a/é



b.” b>0
Ekkor (2.2.17> atrendezve:

7//~ 5 1° ! S
= 2 2 2
P = [é(G—g)] *' 8= * &3(6-g7 €2.3.25

Ebbdl kitinik, hogy

ha &>0 akkor PkaP > a/(G-g)
ha &=0 akkor Pka a/(G-g)
ha &<0 akkor Pka < a/(G-qg)

]

Az a/(G-g) mennyiség nagysagarol képet. kaphatunk ha
figyelembe vesszik, hogy b kicsi G és g—hez képest, igy
irhatd:

G-g = 2% (2-0)™ % b(a@™ 1) €2.3.3>

vagyis P kritikus értéke (amikor &=0):

a y//81~a a !
pcrit = Gta X p 5 2.3.4>

Minthogy a gyakorlatban o nincs tul messze az

egysegtdl, igy a=zt kaptuk, hogy 4=0 esetbhen elég nagy
generacidszam utan a tenyészetben kdriilbeliil a/b-szer
annyi negativ sgejt lesz mint pozitiv; &>0 esetén ennél
nagyobbnak &<0 esetén ennel kisebbnek varhatd a negativ
sejtek ardnya a pozitivokéhoz képest.

Hogy szemléletes keépet kapjunk arrdl, mennyivel kell
S—nak  kisebbnek lennie O—nal hogy még hasznalhatd

tenyészetink legyen, vizsgal juk meg mikor kapunk



egyensilyt a két se jtpopulacid kozott. A P=1 feltételbdl
rendezés utan kapjuk (2.2.17)>-bd1:

5 =6-g - a (2.3.5)

Mint (2.3.3)-bol kitinik G-g és b nagysagrend je
megegyezik; tehat szemléletesen azt mondhatjuk, hogy a
negativy sejtek - legalabbis nagysagrendben — nem ndvik
tdl a pozitiv sejteket, ha a sajat névekedési faktorok
ko=otti kiildnbseg (&5) és az “egymasbha alakulas” faktorai

kozotti kiildnbhseég (a-b) kézelitSleg kompenzal jak egymast:
. o
& = (2-b) -(2-a) = b-a (2.3.6>

Nyilvanvald, hogy ez 0 < b <KL a miatt csak oll-re
tel jesilhet.

Ha valamilyen modon (pl. mesterséges bheavatkozassal)
elérjik, hogy a negativ sejtek joval lassabban nd jenek
mint a pozitivok ( &<<-a I, akkor (2.3.2)-b0l elsdrendd

kozelitéssel
P = —-a/é

ugyanlugy mint a b=0 esetben. Ez a becslés is bizonyit ja,
hogy a b>0 lehetdség szambavételével mintegy folytonossa
tettik azt a &+P fiiggést., amelynek Kim és Ryu modell jében
a &=0 helyen szakadasa volt. ’
Erdemes megemliteni azt az esetet, amikor a=1. Ekkor

ugyani=s (2.2.17)-bol atrendezés utan a
P = a/b

hatarerték addédik, amely szerint ha a két sejt.tipus azanos
sebességgel szaporodik, akkor szamuk aranya a generacidk

novekedtével az egymasba alakulas valaszinlisaegeinek



P

aranyahoz tart. Ez a mellékeredmény megegyezik mas

populaciddinamikai modellek eredményével.

2.4. A differenciaegyenlet—modell alkalmazhatdsaga

A fenti modell egyszeriibb valtozatat (b=0) Kim es
Eyu (1984) vizsgalta azzal a kilénhseggel, hogy csak
a=t;/t; allandosagat koveteltéek meg; kiilén a t; és t;
generacids iddket nem Ez azt jelenti, hegy a sejtek
novekedési sebessége (u+ ill. ) nem feltétlen
konstans, es igy (2.1.2) nem hasznalhatd fel annak

igazolasara, hogy a pozitiv sejtek egy generacios ideje

alatt a negativ sejtek 6 = 2% —szorosukra novekedtek.
Ezért kellett a joval erdsebb t; , t; = const
feltételezéssel élnink. Ezzel viszont szikitetettik

modelliink érvényességi kérét, s azt csak olyan esetekben
alkalmazhat juk, ahol a novekedeési sebességek allandok.
Ilyen elérhetd példaul a turbidosztat technoldégiaval ahol
a sejtek maximdlis ndvekedési sebességgel szaporodnak, s
igy ez a technoldgia — mint azt Ballagi P. et al. elemzi -
alkalmas lehet. a szegregacios egyﬁtthaté. kisérleti

megallapitasdra a fenti modell segitséegével.



3. A Monod—Aiba modell

3.1. A modell ismertetése

A szegregacid melletti baktériumndvekedés matematikai
leirasa Imanaka és Aiba (1981)> munkdjara nyulik vissza. A
modell azdta elterjedt az irodalomban és széles korben
hasznal jak a Monod—modell szegregacidval valod
modositasahoz hivatkozasi alapként. (Bailey ¢és Ollis
19845, Parulekar et al. (1987)> stb.)>. Ebben a kinetikai

modellben az alap differencidalegyenletek a kdvetkezdk:

+
Qﬁa%il.= (1~ (SCex (t) - DxT(t) <3.1.1)
iia%EL = o (S(EIIxT(t) + 4 (S(t))x (t) — Dx (t)  €3.1.2)
dS(%) . pes. -s(t)) - 1 ptscenxTiry - o uTsie kT (b
dt in + - .
Y Y
€3.1.3)
ahol y+(S) és p—(S) eleget tesznek a Michaelis—Menten
kinetikanak:
psy =t = €3.1.4>
k' + s
S
T(S) = S (3.1.5)
M Hmax - e



A modell iddéfiggd valtozdi:
- Xt , x (t) @ a pozitiv ill. negativ se jtek
koncentracio ja

- S(t) : szubsztratkoncentracisd

Kivilrdl valtoztathatd paraméterek:
- S, _ : befolyd szubsztrat koncentracid ja
- D : higitasi sebesség

Bels$ modellparaméterek:

- o : szegregaciaos rata
+ - . . .
- : ozitiv ill. negativ se jtek
Hoax * Hpax P g J
maximalis novekedési sebessége
+ - L. . , .
- K5 ’ KS : pozitiv ill. negativ se jtek

egyensulyi szubszratkoncentracid ja
-Y , Y : pozitiv ill. negativ se jtek

hozamkonstansail

3.2. Osszehasonlitas a differenciaegyenlet—modellel

A fenti Monod—Aiba modellben elhanyagol juk annak
lehetdségeét., hogy a negativ sejt is visszaalakulhat
pozitivva. Ett8l eltekintve a fenti, Michaelis—Menten
kinetikaval ellatott modell nyilvanvaldan szélesebb korben
alkalmazhato, mint a 2. részben ismertetett
differenciaegyenlet modell d(nem kovetel jik meg ;f- es pf
allanddsagat). Alkalmazzuk (3.1.1>-(3.1.3>—-at az
exponenciilis notvekedés fazisaban § = 0 , D = O
mellett (“"batch” fermentacid), és hasonlitsuk azt Ossze

differenciaegyenlet—modellinkkel.



+ — —_
Ekkor o (s) = ;IF = const, u (s) = g4 = const ,
tehat:
+
2T = amodt KT €3.2.1>
d - + + - —
ar X (t) = o g x () + u x (t) 3.2.2

A differencidlegyenlet rendszer megoldasa:

+
xT(t) = x (o) ellTOIM T (3.2.3>
- + " Tt (1-o) ' t -
x (£)=x (0) —ZH el A + x (o) et
H —(l-o)u
3.2.4>
Bevezetve a plazmidstabilitasra jellemz§ QL) = i:LEL
x (t)
hanyadost, kapjuk (feltéve, hogy x () = 0d:
" (4 —(1-ovu )t *
actr=| —ZH + Qo) e ¥ oH - ¢ -
H —(l-o)u o —(l-o)pu
(3.2.5>
Hasonlitsuk oOssze ezt az eredményt (2.2.25>-tel.
Emlékeztetdidl: ott k Jjelolte a pozitiv se jtek
generacidinak szamat, vagyis t=to+kt; . Idéfiggdvé téve

(2.2.255-06t, tO=O mellett kapjuk:



t/t" t/t
P(t) = [ SCA ] 9 b0y + 2 [ [ A ] d _
(3.2.6)

+
— G I a _ a
P(t)=exp [”” 5-3' Tns t] [m + P‘o’] 6 a2

3.2.7>

Ha ugyanarra a tenyészetre alkalmazzuk a két. modellt, azt

kap juk, hogy a koévetkezd relacidknak kellene tel jesiilniiik:

4 = H_ <2 €3.2.8)>

_!J._ .E___= —-— — +
Tro In 5% o —(l-c)u 3.2.9
Behelyettesitve « definicid jat:
2 = (3.2.10
2% a-2 «
o
1 2
— = = - .2.11D
o5 In 573 (a—1+0) (3.2.1
Egyszerisitve:
o
(a—1)a = (2 2)o (3.2.12>

p-a = 2179 (3.2.13)



Ertelmezzik a

ploy = = 8
-1
fliggveényt az o« = 1 helyen hatarertekeével:
el(1) = 2 1n2

€3.2.12>, €3.2.13>-bdl kapjuk:

pla) o = [2 In2 + 0(a-1) o (3.2.145

By
i

a=2-2 " =([2 1n2 + Ole) 1y (3.2.15>

Az utdbbi Osszefiggésekbdl kiolvashatd, hogy bar nem

talidlhato a =3 o kozott tetszdleges o mellett
érvényes Osszefiggés (hiszen (3.2.12) fiigg a-tol,
€3.2.132 pedig nemd, mindazonaltal mondhat juk, hogy ha
o 1 — ami a gyakorlatban nem ritka eset —, akkor

a = (2 1n2) o €3.2.16>

A fenti teétel jelentOsége abban 4&ll, hogy ha a

differenciaegyenlet—modell 'a' szegregacids egyiutthatdjat

meghatarozzuk Cpl. turbidosztat technologiaval mért
adatokbol), akkor ugyanolyan tenyésztéesi kérilmények

mellett o = x 0.7a gzegregdcids rataval szamolhatunk,

2
21neg ~
ha a Monod—-Aiba modellel dolgozunk.



3.3. A Monod-tipusd egyenletek és a stiff KDE-k

Térjunk vissza az eredeti (szegregdcid nélkilid
1.1>-C1.2> Monod-egyenletekhez. Mint emlitettiik, az
ottani differenciadalegyenletek numerikus megoldasaban a
nehézséget a H=L(S) fuggés okozza. A u—re adott

Michaelis—Menten féle

_ _ S
Ho= opls) = “max K _+S
=)
Osszefiiggés egy enzimkinetikai reakcidkat leird
differencidlegyenlet rendszer pszeudo—allanddsult

allapotanak kozelitésébdl szarmazik (1d. Heineken et al.
19672, Ha ezeket a reakcidkinetikai differencial-—
egyenleteket az altalunk vizsgalt értéktartomanybdl vett
reakcidsebességekkel elemezziik, kideriil, hogy bizonyos
reakcidk a rendszerben nagysagrendben gyorsabban zajlanak
le mint mascok. Ez az dn. stiff tulajdonsag o6roklédik a
Michaelis-Menten Osszefliggés segitségével leirt
Monod-egyenletekre is.

A stiff KDE-k vizsgdalata az 50-60—-as évekre vezethetd
vissza. "Stiff"” angolul “merev'—et jelent.; az elnevezés
onnan szarmazik, hogy a jelenséget eldsz6r kiilénbézd
merevseégl rugdk altal vezérelt mozgast leird
differencidalegyenlet rendszeréknél észlelték.

A stiff-ség problémaja a kévetkezdképpen foglalhatd
Ossze: Legyen adva az alabbi n egyenletbdl allé (nz1)

KDE rendszer és kezdeti feltétele:

viUx) = Flx,y(x)) ( f: S=[a,bIxR"»R"; a,beR )  (3.3.1D>

(3.3.2>

y(a) YO



ahol f kellden sima ahhoz, hogy (3.3.1> (3.3.2>-nek
egyértelmi megoldasa létezzen (ld. pl. Coddington-Levinson

C1953>2).

A fenti kezdeti érték probléma stiff az La,b]
intervallumon, ha minden xela,bl-re a g; Jacobi matrix
xi<x> sajatértékeire:

id Re X, (x) <O (i=1,2,...,n)
iid max |Re hi(x)l >> min |Re hi(x)l

i i

Bar a fenti definicidé matematikailag nem egészen
szabatos, jobbat nem sikeriilt még talalni helyette. Mint
kitdnik, a stiff-ség magatdl a keresett megoldastdl is
filigg: tehat nem csak az f fliggvénytdl, hanem az [a,b]
intervallumtdl és a kezdeti értéktdl is. Elképzelhetd
tehat olyan differencidlegyenlet. rendszer, amely egyik
intervallumon stiff, masikon nem; iletve amely egyik
kezdeti értékre stiff, masikra nem.

A stiffség azt eredményezi, hogy a megoldasock
alaprendszerében vannak gyorsan és nagyon lassan valtozd
tagok, és ereddjik numerikus megolddsanial a 1lépéskoz
meghatdrozasahoz a lassd tranzienst is figyelembe kell
venni — noha az gyakorlatilag alig Jjarul hozza a
megoldashoz. Ez a foloslegesen kicsi lépéskdz a numerikus
el jaras hibajat elviselhetetleniil megndvelheti.

Szamitsuk ki ezek utan az 1.1.1), ¢1.1.2>
Monod—-egyenletek Jacobi matrixanak sajatértékeit a

M(S)=p ———- Michaelis—Menten kinetika mellett:
max KS+S



d
R » o= (!J(S) D) x (3.3.3>
d _ _ _u(S)
e S = D(Sin S) v X (3.3.4>
©(S)-D wS)
7 = at _
ax _ H(8) _X dus)
Y Y 8S
X, = -D
1 L K
- _py - xSy _ 0 Tmax | x s
Mo T S) = D) =G —55— = 7D K+S[YK+S S]
s s
A paramét.ereknek az 1.1, fe jezetben emlitett

értéktartomanyait figyelembe véve megallapithatd, hogy a
(3.3.3) (3.3.4> KDE stiffé valik ha x(t) megnd. Erdemes
tehat a ézimuléciés programokhoz roégtdén stiff KDE-re
késziilt programokat igénybe venni. A fenti KDE-t hasznal ja
Valké-Vajda <(1987> is stiff KDE-re alkalmas - M72 -
programjanak bemutatasara.

Mivel a (3.1.1>-(3.1.3> KDE-k a (3.3.3>-(3.3.4>
egyenleteknek bizonyos értelemben Aaltalanositasai, igy
biztosak lehetiink abban, hogy (3.1.1>-(3.1.3>—at. is

érdemes stiff-ként kezelniink.



4. A stiff KDE-k numerikus megoldasa

4.1. KDE-k numerikus megoldasanak alapjai

Célunk az, hogy a legmegfeleldbb mdédszert valasszuk
ki a Monod-féle egyenletek numerikus megoldasara. Ehhez
eldszor attekint juk a KDE-k numerikus megoldasanak
elméleti alapjait (Stoer—Bulirsch (1980)).

Adott (3.3.1)> (3.3.2)> alakd kezdeti érték problémahoz
egylépéses kozelitd mddszert hataroz meg a @(x,y;ih)
fiiggvény, amennyiben az (xi,ni) pontokat tekintjik a

keresett gorbe kozelitésének, ahol

<4.1.1>
X . =xi+h R ni+1=ni+h¢(xi,ni;h) (i=0,1,2,...)

Legyen (x,y)eS tetszdleges, de rogzitett. Legyen z(t) a

Z(t) = f(t,z(t))
a.1.2>
z(x) = vy
kezdeti érték probléma pontos megoldasa. Legyen
z(x:h)—y (h = O)
Alx,y3;h) = €4.1.3D
fix,y) (h =# 0O)
Ekkor a
T(x,y;h) = Alx,y;h) — @(x,ys3h)
fliggvényt a modszer (x,y)—hoz tartozéd lokalis

diszkretizacidés (vagy képlet—> hibajanak mondjuk. (Mas
szerz8k lokalis képlethibdanak inkdbb a z(x+h)=(y+he(x,y;h))

figgvényt nevezik.)D



Elvarhatd, hogy egy kozelitd mdédszerre tel jesil jon:

T(%,y3;h) » O (h » 0) ({(x,y)eS) 4.1.4>
Ez ekvivalens azzal, hogy

Pix,yih) » fix,y) (h > O) ((x,yres) 4.1.5>

A modszer konzisztens, ha (4.1.5) teljesil minden

feCl[a,b] esetén, ahol

Cyla,bd = {f(x;y):5=[a,bIxR"»R"; f N—-szer folytonosan
differencialhatdé S-—en? 4.1.6>

A médszer rendje p, ha
Ti(x,y;h) = 0(hP) (x,yeS, feC la,b1) €4.1.7>

Legyen a (3.3.1), <(3.3.2) kezdeti érték probléma
pontos megoldasa y(x). Definialjon ¢@(x,y;h) egy egylépéses
médszert (4.1.1) szerint. Legyen n(x) a modszer 4altal
szolgaltatott, a megoldasgdrbét kozelitd poligon:

ni (x=xo+ih)
nixshir= " -7. 4.1.8>
n. t—————— (x-xi) (xo+ih£x<xo+(i+l)h)

Ekkor rogzitett xeS-re az
el(x3;h) = nix;h) — y(x)

figgvényt a modszer x—hez tartozd globalis diszkretizacids

C(vagy képlet-> hibajanak mondjuk. A mddszer konvergens ha

e(x;h) » O th » O) (xeS, feCl[a,b]) 4.1.9>

Bebizonyithatd (pl. Stoer—-Bulirsch (19802>>, hogy p>0 rendii

modszer konzisztens, sdt konvergens; éspedig e(x;h)=0(hp).



Legismertebb egylépéses médszerek az r—pontos

Runge—Kutta tipusu koézelitd el jarasock, amelyek 4&ltalanos

alakja:
-
Pix,yzh) = }: wiki (4.1.10
i=1
ahol
r
k, = f[xn+aih,yn+h§: ﬁijkj] (i=1,2,...7) €4.1.11)>
i=1
(wi’ & s ﬁi, valos paraméterek, wr¢0)

Ha izj-re Bij=o , akkor a mddszer explicit; egyébként

implicit.

Legyen pmax(r) az a maximalis rend, amelyet az r
pontos modszer paramétereinek optimalis valasztasakor

kaphatunk. Bebizonyithatd (pl. Méricz (1981>)>, hogy

a.7 explicit mdédszerek esetében

<
pmax(r) =< r

és egyenldség csak r £ 4 esetén tel jesiil

b.r implicit mdédszerek esetében pmax(r) = 2r mindig

elérhetd.

Az implicit mddszerek hatranya az, hogy egy Gjabb
kézelitd n; érték kiszamitasahoz egy Caltalaban
nemlinearis) egyenletrendszert is meg kell oldanunk. Ez a
futasi id6t igen megnédvelheti, ha f kiszamitasa nagyon
miveletigényes. A nemlinearis egyenletrendszerek iterativ
megoldasanal az egyik nehézség a joé kezdSérték megadasa. A

fenti implicit modszerek esetében azonban az 7 re

i+l
kapott egyenletrendszer iterativ megoldasakor az eldzdo n;
értéket célszerid kiinduldpontként felhasznalni. Ezzel

dltalaban jé kezddértéket biztositunk az iteracidhoz.



Az ismertetett alapfogalmak tobblépéses mddszerekre
természetes médon adaptialhatdk. Itt csak a legismertebb, a

linearis k—-lépéses mdédszer formajat mutat juk be:

k
T’n+1=z 2iMae1-5 Z CFLAE TS SO €4.1.12>

ahol o, Bj valés konstansok, |ak|+|ﬁk|#o. A BO=O esethen
explicit (prediktor), egyébként implicit <(korrektor) a
moédszer. Jegyezziik meg, hogy a mddszer nem “6ninditd’, ha
kz2 , hiszen t6bb korabbi kdézelitd értéket is felhasznal.
Tehat x .=a—nal kiindulashoz mindenképpen egylépéses

0
moédszerre van sziikség.

d4.2. Stiff KDE-k és A-stabilitas

Az A-stabilitas fogalmat G. Dahlquist vezette be
(Dahlquist (1963>>, majd Widlund fejlesztette tovabb,
megalkotva az A(a) stabilitas fogalmat (Widlund (1967)):

Egy mdédszer A(a) stabil (ae(0,n/2)), ha a mddszer
adltal szolgaltatott koézelitd ni(x,h) megoldas tetszdleges
rogzitett h>0 mellett =zérushoz konvergal (x-w), middén a

modszert. az

y'{x) = Ay(x) (y:R-R) 4.2.1>

y(0) = (yoeR) €4.2.2)

Yo

tesztegyenletre alkalmazzuk, ahol

A e Sla) = { zeC: |arg(-z)| < a 2 4.2.3>



S(a) a moédszer stabilitasi tartomanya. Ha o=n/2,
akkor a mddszer stabilitasi tartomanya a baloldali komplex
félsik. Ekkor a mdédszert csak A-stabilnak, vagy abszolut
stabilnak mondjuk.

Az A-stabilitasrdl az alaptételek Dahlquist-tdl

szarmaznak:

a.” Nem létezik explicit linearis tobblépéses
modszer, amely A-stabilis lenne.
b.- Egy implicit, A-stabilis, linearis tObblépéses

modszer maximalis rendje 2

A stiff KDE-k megoldasara az A-stabilis mddszerek a

megfeleld numerikus el jarasok.

Az y'=f(y) alaka, 1dn. autondm rendszerekre igen
hatékony el jarasok stiff esetben a Rosenbrock (1963>
gondolatan alapulé médszerek. Stoer—Bulirsch <(1980) is
kiemeli ezek kézil Kaps—Rentrop (1979) moédszerét (ROV4),
amely viszonylag egyszeriden programozhatd és hatékony
hibabecsléssel rendelkezik. Ezen a mddszeren javasolt
Gottwald-Wanner <(1981) egy ‘visszalépéses” 1l1lépésvezérld
technikat, s igy sziletett a ROVW4A program. Mivel a
Monod—, illetve Monod—-Aiba egyenletek autoném KDE-k igy mi
is egy negyedrendd Rosenbrock mddszert valasztottunk. Az
alkalmazott lépésvezérles a “visszalépéses”™ technika egy
valtozata lesz. Meg jegyezzik, hogy Valké—Vajda (1987 is a
ROV4A mdédszert programozta le BASIC nyelven az M72-es
modulban, igy az 0 progamjuk alkalmas lesz az altalunk
készitett programmal vald 6sszehasonlitdsra. Errdl az 5. 3.

fe jezetben lesz szo.



4..3. A Rosenbrock tipusu modszerek

Legyen adva az

y' o= fly) (f: R™ » R
<4.3.1>

y(xo) = Yy

autoném kezdeti érték probléma, s vizsgal juk az r pontos

r

Nigp =M + wiki (wieR, wr# o) 4.3.2>
i=1
alakd médszert, ahol i=1,2,...,r—re:
1—-1 i
= “+ + » .
[ Y by 5 ] w0y vy gk, a.3.3>
ji=1 j=1
3. ¥.. € R; Jty)= of az f Jacobi matrixad
i3’ iJ g oy

A mdédszer Rosenbrock (<1963)-ra vezethetd vissza,
késébb toébben vizsgaltak (Wolfbrandt (1977), Kaps—Rentrop
(1979)>, Norsett—Wolfbrandt <(1979>, Kaps—Wanner <(1981),
Gottwald—VWanner ((1981>, Kaps—-Rentrop d1984>>. A mdbdszer

alapdtlete a szemi—implicit Runge—-Kutta tipusu
médszerekbbl szarmazik, ahol k.1 nem figg ki+1""’ kr~t6l
(i=1,2,...,7). <(Innen a szemi—implicit elnevezés.) Az

otlet az, hogy f—-et elsdrendd kozelitésével helyettesit jik
(innen a Jacobi matrix megjelenése), és igy végil mégis

explicit formulat kapunk:

i-1 1—-1

(I—hyiiJi)ki = hf(ni+§: Bijkj) + hJi}:yijkj 4.3.4>
J=1 i=1

ahol 1 az n¥n—es egységmatrix, Ji=J(ni) (1=1,2,3,...17).



Vegyik észre, hogy az i-dik lépésben az
Ai(h)=1—hyiiJ(ni) matrixegyitthatdnak elég egyszer
megdllapitani az LU felbontasat, hiszen a kiilénbozd k.1
értékek kiszamitasanal csak a linearis egyenletrendszer
Jjobboldala valtozik. fgy a miiveletigény JjelentGsen
csdkkenthetd.

Ugyancsak érdemes meg jegyezni, hogy elég kicsi h-ra
Ai(h) biztosan nem szingularis, hiszen Ai(h)al (h-+0)

A €4.3.2>-C4.3.4> t.ipusu modszert szokas

Rosenbrock—-%Yanner, roéviden ROW—mddszernek is nevezni.

Ha 4.3.4>-et, az ismert Taylor—sor modszerrel
kiértékel juk, a modszer paramétereire ki116nb6zd
Osszefliiggéseket allapithatunk meg attol figgden,
hanyadrenddi mddszert szeretnénk kapni. Hogy A-stabil
modszeriink legyen minél kisebb miveletigénnyel és minél
hatékonyabb hibabecsléssel, Kaps ¢és Rentrop {1979) egy

negyedrendli médszert javasolt.:

Miep T 03 7Bk * boky * bgkg bk,
ahol
Ai(h)k1 = hf(ni)
Ai(h)ke = hf(ni+a1k1)+c1k1
Ai(h)k3 = hf(r;i+aak1+a3ka)+c8k1+c3ka
Ai(h)k4 = hf(ni+a8k1+a3k8)+c4k1+c5k8+c6k3)

AN =T-hyJ(n);
Caz al’aa’aB’Cl’CE’CB’CQ’CS’Cé’bl’ba’bS’ bq,y
konstansok értékei az 5.2. fe jezetben kozolt

programlistabdl kiolvashatdk.)

A tovabbiakban a fenti mdédszerre ROV4 néven hivatkozunk.



5. A ROW4 el jaras alkalmazasa

5.1. A ROVW4B algoritmus

A 3.3. fejezetben elmondottakbodl kdévetkezik, hogy a
lépésvezérlés a stiff KDE numerikus megoldasanak
pontossagaban dintd szerepet jatszik. Az i—-dik lépésben a
h aktualis 1lépéskéz, az err aktudlis <("ha h 1lépést
tennénk”) becsilt hiba, és az ep eldirt pontossdg (relativ
tolerancia) filiggvényében allapitjak meg &ltalaban a
lépésvezérld el jarasok a hnew 1j lépéskozt.

Valkoé—Vajda (1987)> a ROVW4 mddszer i—-dik lépésében a
kovetkezd hibabecslést alkalmazta .(Kaps—Rentrop 1979>
nyoman) :

Legyen n; Az X, helyen kapott kozelités, és tegyik
fel, hogy kiszamoltuk az

th) _ .

(h)

értéket az aktualis 1épéskodzzel. Ekkor Ni4q relativ

hiba janak becslése:

E]e k,(3)+e_k_(3)+e_k_ (3)+e k (j)l
err = max 11 = g e 3 3 b & ¢5.1.1)
1<j<n 1000 +|ni(3)|+lni+1(3)|

ahol az e, e konstansok értékei az 5.2. fejezetben

27537%4
ko6zd1lt programlistabdl kiolvashatdk.

Legyen
er = max F%%,err] 5.1.2>

Cmelynek szerepérdl késGbb lesz szd), és legyen



4
h = 0.9h =P (5.1.3>
new er
Ekkor azt var juk, hogy az xi+1=xi+hnew helyen
Tie1 © ni+hnew¢(xi’ni;hnew) 5.1.4
értékkel szamolva - itt nem részletezett simasagi
feltételek mellett - annak relativ hibaja az eldirt

hibakorlaton beliil lesz. (A 0.9—-es faktornak biztonsagi
szerepe van.)
Gottwald és Vanner <1981> nyoman a kovetkezd

finomitast végezzik el a ROV4 el jaras lépésszabalyozasan:
iZ1 esetén legyen h =X, =X, (iz1) .

1.7 Ha er=<ep , akkor elfogadjuk az Gj kozelitést i-rél
i+1-re 1lépilnk). Ekkor kénnyen megeshet (éppen stiff
KDE-k esetében), hogy az (5.1.1)~-ben definialt err
sokkal kisebb mint ep, igy (5.1.3) miatt hnew Jjoval

nagyobb is lehetne mint *h. Ezt ellensulyozandd
szerepel %%— (5.1.2> jobboldalan, ami biztosit ja,
hogy

hoo, 0.9 716 n=1.8n €5.1.5>

2.a. Ha er>ep és izl , akkor visszalépiink egyet i-rél
(i-1)—re. (Ekkor az (5.1.3)>-ban szerepld hnew kisebb
mint h .D Ojraszamol juk xi~1—nél az értékeket

h = mln(hold,hnew) 5.1.6>

lépéskézzel, amely tehat kisebb vagy egyenld, mind



az (i—-1)—nél korabban alkalmazott lépéskoznél

(h mind az 4j, Jjavasolt 1épéskéznél (hn ),

old)’ ew

mindpedig az i-nél kiprdébalt h lépéskéznél. Ezzel
biztositva vagyunk affeldl, hogy elég kis lépéskdzt
valasztottunk, hiszen egyszer mar ennél nagyobb
lépést (hold) is elfogadott a hibateszt. Ezt a ﬁ
valasztott lépést nem enged jik megnOvelni a

kovetkezd (i-dik) lépésben.

b.~ Ha i=0 és er>ep vagy éppen egy visszalépést kovetd
elsd lépésnél vagyunk és erd>ep, akkor egyszeriden

~

h=hnew lépéskozzel djraszamol juk az értékeket.;

(5.1.3> biztositja, hogy ekkor h<h

Gottwald es VYanner 19815 Javasolt hasonld
“"visszalépéses” lépésszabalyozast, hogy az el jaras iddben
reagdal jon arra, ha az f figgvény (a kezdeti érték probléma
Jjobb oldalan) hirtelen valtozik. A mi lépés—
szabalyozasunknak is természetesen ez a célja. A kiilonbség
Gottwald—-Wanner ROW4A programjatol az, hogy a mi
algoritmusunkban a visszalépés utani lépésvalasztas
(5.1.6> szerint torténik; valamint, hogy a 2.b pont miatt
visszalépés utan mindenképpen legalabb kettd eldrelépés
kovetkezik. '

Ezzel a lépésvezérléssel késziilt, ROVW4d mbdszert
hasznald programunkat ROW4AB-nek nevezzik.

Az el jarast FORTRAN '77 nyelven programoztuk le,

listajat a kodvetkezd fejezetben kozol juk.

I



5.2.

A ROV4B FORTRAN szubrutin

Az alabbiakban megadjuk a FORTRAN '77 nyelven megirt

ROW4B szubrutin listajat. A program algoritmusa

kio

lvashatd a 4.3. és 5.1. fejezetekbdl, igy azt kiilon nem

reszletezzik.

C

Cx
C**

aogoooonooo00o0o00o0000aaoaoaoonn

O

SUBROUTINE ROW4B(N,T,Y,TE,EP,H,IM,M,P, IER)

* solving stiff system of ordinary differential equations
#* ROW4 algorithm with Backstep
input:
n number of equations
t initial time
y (i) initial values at t
te upper bound of the integration
ep relative tolerance for y(i)
h initial steplength
im maximum number of steps + back steps
m number of parameters
p(j3) parameters
output:
ier error code
O successful return
1 max. number of steps is not enough
2 1initial time is not less then the upper bounc
t time at return
y(1) soluticon at t
h next steplength proposed
user supplied routines:
F t,y(i) —-=> d(1) (right side of the 0ODE)

The next arrays must be dimensioned by means of the value of N;
DIMENSION E(2,2),A(2,2),B((2),1A0(2)

DIMENSION Y(2),YR(2),YB(2),D(2),P(M),
+ RK1(2),RK2(2),RK3(2) ,RK4(2),DD(2),YD(2)
IF (T.LT.TE.AND.EP.GT.0.0.AND.N.LE.4) GOTO 10
IER=2

RE TURN



C
C initial values
)

10 GAMMA=.393500000E+00
Al=.438B00000E+00
A2=.9382484B8E+00
A3=.73079542D-01
C1=-.19434744E+01
CR=.41695753E+00
C3=.1323%94678E+01
C4=.15195133E+01
CS=.13537082E+01
C6=—-.85415150E+00
B1=.72204488E+00
B2=.54106977E-01
B3=.2815993&6E+00
B4=.25000000E+00
El=-.192085887E-01
ER=.25560872E+00
E3=-.86381628E-01
E4=.25000000E+0Q0Q
IP=0
IR=0
ILB=0
LB=0
LE=0

11 DO 12 I=1,N

12 YR(I)=Y(I)

HR=H
TR=T
C

14 CONTINUE
WRITE (2,3) T,IP,IR,ILB,ES
WRITE (%*,1) T,(Y(I),I=1,N)
IF (IP+ILB+IR.LT.IM) GOTO 16
IER=1
RETURN

16 IF (T+H.LT.TE) GOTO 18
LE=1
H=TE-T

C

18 CALL F(N,Y,D,M,P)



0O00ao0n

c
C
c

aO0o0n

This loop to the label 182 computes the Jacobian.
It can be exchanged for its analytical computation:
CAaLL JFY(N,Y,E,M,P)

DO 182 J=1,N
DO 181 I=1,N
181  YD(I)=Y(I)
YDJ=ABS(Y(J))%1.E~3+1.E-7
YD(J)=Y(J)+YDJ
CALL F(N,YD,DD,M,P)
DO 183 I=1,N
183 E(I,J)=(DD(I)-D(I))/YDJ
182 CONTINUE

computing the coefficient matrix

22 DO 24 I=1,N
DO 24 J=1,N
1J=0
IF (I.E@.J) 1J=1
ACI,T)=—GAMMA*H*E(I,J)+1J
24 CONTINUE
CALL MXLU(N,A,IAO,IA,IER,1.E-8)
IF (IER.ER.0) GOTO 26
H=H/2
GOTO 22

solving the linear systems

26 CONTINUE
DO 28 I=1,N

28 B(I)=H*D(I)
CALL SUBST(N,A,IA0,1A,B)
DO 30 I=1,N
RK1(I1)=B(1)

30 Y(I)=YR(I)+A1*RK1(I)

CALL F(N,Y,D,M,P)
DO 32 I=1,N
32 B(I)=H*D(I)+C1%*RK1(I)
CALL SUBST(N,A,lA0,IA,B)
DO 34 I=1,N
RK2(I1)=B(I1)
34 Y(I)=YR(I)+A2*RK1(I)+A3*RK2(1)

CALL F(N,Y,D,M,P)
DO 38 I=1,N
38 B(I)=H*D(I)+C2%RK1(I)+C3*RK2(I)



aao

ao0n
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40

42

44

46

48

54

CALL SUBST(N,A,IA0,IA,B)
DO 40 I=1,N

RK3(I)=B(I)
B(I)=H*D(I)+C4%RK1(I)+CS5*RK2(I)+Co*RK3(I)
CALL SUBST(N,A,1A0,1A,B)

DO 42 I=1,N

RK&4(1)=B(1)

Y(I)=YR(I)+B1#RK1(I)+B2#RK2(1)+B3*#RK3(I)+B4*RK4(I)

T=T+H
error estimation

ES=EP/16.0
DO 44 I=1,N
S1=ABS(E1*RK1 (1) +E2*RK2(I)+E3*RK3(I)+E4*RK& (1))
S2=ABS (Y (I))+ABS(YR(I))+EP/1.E3

S=p%51/52

IF (S.GT.ES) ES=S

CONTINUE

step control

S=.9# (EP/ES)*# .25

IF (LB.EQ.-1.AND.ES.LT.EP) 5=.9
HN=5%H

IF (ES.GT.EP) GOTO 54

accepted step

IP=1P+1
IF (LE.NE.1) GOTO 46

H=HR

1IER=0

WRITE (2,3) T,IP,IR,ILB,ES
WRITE (%,1) T,(Y(I),I=1,N)
FORMAT (E15.6,316,E10.3)
FORMAT(SE15.6)

RETURN

DO 48 I=1,N

YB(I)=YR(I)

YR(I)=Y(I)

TB=TR

HB=HR

HR=H

TR=T

H=HN

IF (LB.LE.O) LB=LB+1

GOTO 14

LE=0

IF (LB.ER.1) GOTO SO
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recomputation with smaller h
IR=IR+1
DO 56 I=1,N
96 YA(I)=YR(I)
T=TR
H=HN
GOTO 22
one step back
S50 CONTINUE
DO 60 I=1,N
60 Y(I)=YB(I)
T=TB
H=MIN(HN,HB)
ILB=ILB+1
IP=1IP-1
LB=-1
GOTO 11
END
SUBROUTINE MXLU(N,A,IAQ0,IA,IER,EP)
#¥#% construction of the LU form of a square matrix A
###% Bauss elimination with partial pivoting
input:
n number of rows/columns
al(i,j) matrix
output:
ier erraor code
O successful return
1 singular matrix ( pivot element < ep
ali,]) LU in concise form
1a0(1) indices referring to the largest elements
columns ( —-—> permutation matrix)
ia sign referring to the permutation matrix
IMPLICIT REAL #8 (A-H,D-2)
The next arrays must be dimensioned explicitly
DIMENSION A(2,2),1A0(2)
IA=1
DO 10 K=1,N-1
M=K
DO 12 I=K+1,N
IF (ABS(A(I,K)).BT.ABS(A(M,K))) M=1
12 CONTINUE

)

in the



14

0

aoocoooaa0anoaon

IAO (K) =M
AS=A(M,K)
IF (M.LE.K)
IA=—1A
A(M,K)=A(K,K)
A(K,K)=AS

IF (ABS(AS).GT.EP)

GOTO 14

ELSE
IER=1
RETURN

ENDIF

DO 15 I=K+1,N

ALL,K)=—A(I,K)*AS

DO 18 J=K+1,N

AS=A(M,T)

A(M, T)=A(K,T)

A(K,J)=AS

IF (AS.EQ.0.0)

DO 16 I=K+1,N

15

GGT0

16
18
10

CONT INUE
CONTINUE
IER=0
IF
RETURN
END

(ABS(A(N,N)) .LE.EP)

41

THEN
AS=1/AS

18

ACI,JI)=A(I,J)+A(1,K)*AS

IER=1

SUBROUTINE SUBST(N,A,IA0,IA,B)

*#% substituting backward to get the sclution of the system
Ax=b where the square matrix A is

*#% of linear equatians
#¥#% given in concise LU

input:
n
ali,)),
b1y

1a0(1),

IMPLICIT REAL
These arrays must
DIMENSION A(2,
DO 10 K=1,N-1

I=IAR0(K)

AS=B(1)

B(I)=B(K)

B(K)=AS

DO 12 I=K+1,N
B(I)=B(1)+A(I,K)*AS
CONT INUE

12
10

*#8 (A-
be dimensioned explicitly
2),B(2),IA0(2) :

form

size of A
see output of MXLU
vector of the right side

H,0-2)



DO 14 K=N,1,-1
B(K)=B(K)/A(K,K)
DO 15 I=1,K-1
15 B(I)=B(I)-A(I,K)*B(K)
14  CONTINUE
RETURN
END

A ROW4B altal hivott MXLU szubrutin egy négyzetes
matrix Ly felbontasat végzi foelemkivalasztasos
Gauss—eliminacidval, a SUBST szubrutin pedig az LU alakban
megadott matrixa linedris egyenletrendszert oldja meg. A
rutinok Valkd-Vajda (1987> kényvében szerepld M14 illetve
M15 BASIC nyelvd modulok FORTRAN valtozatai.

Ezen kivil ROWAB hivja még a felhasznald altal

megadott F szubrutint, amely a differencialegyenlet
jobboldalat szamitja ki. A Jacobi matrixot numerikus
differencialassal allit ja eld a program, de ez

nyilvanvaldan helyettesithetd az analitikus derivalttal;
ebben az esetben még egy felhaszaldi szubrutin megadasa

szikséges.

5.3. ROV4B tesztelése

A ROW4B szubrutin tesztelésére tekintsiitk a kdvetkezd

kezdeti érték feladatot (Stoer-Bulirsch (1980) nyoman):

s o _ 101 79
yl - 2 Y1+ 2 YE (65.3.1>
, _ 99 _ _ 101
yl(a) = o | 5.3.3
(a) = & (5.3.4>



Az (5.3.1>, (5.3.2> KDE y'=f(y) alaku. Jacobi matrixanak
sajatértékei: k1=—1 , xe=—1oo (yl, ya—tél figgetlenild. A
kezdeti érték probléma tehat stiff, filiggetlenil az [a,bl
integralasi intervallumtdl és az o Sy kezdeti

1,
értékektdl. A KDE altalanos megoldasa:

y, 00 =Ce X +cC e 100x <5.3.5)>

_ -x —100x
ya(x) = Cle CEE (5.3.6>

amelybdl a Cl’ C, egylitthatdk behelyettesitéssel adddnak,

2
ha a kezdeti értékek altal meghatarozott partikuldris

megoldast keressiik.

Mi a tesztelés soran kilénbdézd [a,b]l intervallumokon

az
o = e @ 4+ g 100a - (5.3.7>
o = e @ - g 100a ¢5.3.8>

kezdeti feltételekkel dolgozunk, amelyek mellett a
megoldas nyilvan (C1=Ce=1):

y, (x) = e % + o710 <5.3.9)
yo(x) = @ % - e 100% €5.3.10>
. . -100x . .
Lathatd, hogy x<{-l1-re yi(x)z e (i=1,2) x>1-re pedig
vy OO e X (i=1,2).
Tehat., ha az (e—x,e—IOOx} figgvényrendszert tekint jiik

bazisnak, akkor a bal féltengelyen az egyik bazisfiiggvény

a dominans, a jobb féltengelyen a masik.



44 -

Hasonldé dominancia igaz a derivaltakra is:

y;(x) X

P(x) =

Ye —e

=100

—X

-100x
e

(x <

(x >

-1

1)

A megoldasgodrbe derivalt ja tehat rendkiviil gyorsan

valtozik x=0

korial.

Mi

éppen

az

ilyen

tula jdonsagu

megoldasok okozta buktatdkat kivanjuk elkeriilni a ROW4B

program lépésvezérlési

vagy sem,

s ha igen,

kovetkezd tablazatbdl:

a=-0.1

mennyire,

technika javal.

a1=y1(a)=88087.57

e

Hogy ez

sikeriilt

arrol keépet kaphatunk a

=y, (a)=-22025.36

2

_ Pontos Rel.hiba Rel. hiba

x | Rov4B v érték CROWAB) CM72)>
-0.1 .2203E+5 .2203E+5 .2203E+5 0.0E-2 0.0E-2
- .2P03E+5 —.2203E+5 -.2203E+5 0.0E-2 0.0E-2
0.0 .2005E+1 .1990E+1 .2000E+1 0.1E-2 0.1E-2
-.S5180E-2 —-.245S0E-1 .0O000E+0 0.5E-2 2.4E-2
0.1 .904PE+0 .8B93E+0 . Q04 FE+0 0.0E-2 1.6E-2
.9047E+0O .8891E+0 .9048E+0 0.0E-2 1.6E-2
1.0 .3679E+0 .3615E+0 .3679E+0 0.0E-2 0.&4E-2
.3679E+0 .3615E+0 .3679E+0 0.0E-2 0.&6E-2
10.0 L457SE-4 . 449SE—4 .4540E~4 0.4E-2 0.S5E-2
LLSL1E-4 L4472E~4 . 4S40E-4 0.0E-2 0.7E-2




A tablazat a tesztfeladatnak két kiilonbdzd el jarassal
¢ RO¥W4B és . Valké—Vajda (1987> M72 modul jad kapott
numerikus megoldasanak eredményét mutatja be. A helyes

megoldast tudjuk:

yl(X) - e—x+e—100x

ye(x) = e_x—e—loox
Ezen Tlggvények x=-0.1 helyen vett helyettesitlési
értékeit irtuk be mindkét programban 7 helyes jeggyel az
a1=y1(—o.1) illetve °b=y2(_o'1) kezdSértékek helyére. A

masodik illetve harmadik oszlopban a"jelélt x helynek
megfeleld, ROW4AB illetve M72 programok altal szolgaltatott
yqx), yE(X) kozelitések talalhatdk egymas alatt négy
Jegyre kerekitve. A harmadik oszlopban a helyes értékek
vannak szintén négy jeggyel. A negyedik, otddik oszlop a
programok altal szolgaltatott eredmények hibait mutat ja.

Az eldirt relativ pontossag ep=1.E-2 , a lépéskoz
kezdeti értéke h=0.1 volt mindkét programnal.

A ROVAB FORTRAN ‘7T program IBM—kompatibilis
szamitogépen szimpla pontossagd ( =~ 7 tizedes jegydd
aritmetikaval futott, mig az M72-es program ugyanezen a
gépen BASIC interpreterrel, ugyancsak szimpla pontossagu
aritmetikaval dolgézott.

A tablazatokbdl a kovetkezdk olvashatdk ki:

Az eldirt pontossagot M72 nem tudta elérni az x=0.0,
x=0.1 pontokban, mig ROW4B minden kiirt pontban
tel jesitette azt. ROW4B feltiinden pontos eredményt adott

a [0,1] intervallumban.



A fent.iek magyarazata a kovetkezd:

ROVAB és MT2 «csak a visszalépés technikajaban

kulonboznek, Ennek a technikanak kiiléndsen ott van
jelentOsége, ahol a megoldasgdrbe mentén f(y) gyorsan
valtozik; vagyis.— mint. korabban elemeztik — esetiinkben az
x=0 pont kérnyezet.ében. Az altalunk madositott

visszalepésnek tudhatd be, hogy ROYW4AB a hibakorlaton
belili eredményt szolgaltatott a “vegzélyes"” ([(-0.1,0.1]
intervallumon; ellentétben M72-vel, amely pedig ugyanolyan
pontos aritmetikaval dolgozott. Ezt a részletes kiiratasok
is mutattak, amelyekbdl kiderilt, hogy ROVW4AB—-nek ebben az

intervallumban valdban t6bbszér is vissza kellett lépnie.

Hangsulyozandd, hogy M72-nek ~nem az a hatranya
EOV4B-vel szemben, hogy ponﬁatlanabb eredményt
szoalgaltatott., A probafuttatasok mutat jak, haogy pl.
a=0.1-bd1 indulva <(ettdl jobbra mar nincs az eldzdhoz
hasonld “veszélyes" rész) mar nincs lényeges kildnbség a
ROWIRB illetve MT2 altal szolgaltatott output kozott.

M7 Z2-nek az a hatranya, hogy a [(-0.1,0.11]
intervallumban is 1.E-2 alatti relativ hibat becsil, =
ezzel mintegy "“félrevezeti™ a felhasznalot. Lzt kiszoboli

ki ROVW4dB-ben alkalmazott visszalépéses technika.

Meg jegyvezziik, hogy ROVAB duplapontos valtozata — mint
az varhatd volt a fentiek utan - valdban pontosabb

eredményt szolgaltatott barmilyen kezddérték eés=s eldirt

pontossag esetén, mint MT2.
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5.4. A differenciidlegyenlet—modell szimulacidéja a ROW4B

programmal

Tér juink vissza a (3.1.11>-(3.1.3> Monod tipusua
differenciélegyenletekhez, és oldjuk meg azt a ROW4B
el jaras duplapontos valtozatava. |

A megoldandd KDE jobboldalat a ROW4AB altal hivott F
felhasznaldéi szubrutinban, programoztuk le. A szubrutin,

illetve a féprogram listajat az alabbiakban k6zol jik:

C
C#*+ MONROW
C Main program toc solve the Monod-equations
C
IMPLICIT REAL #8 (A-H,0-2)
DIMENSION Y(3),P(12)
OPEN (1,FILE='"MON.PAR")
OPEN (2,FILE='"MON.QUT')
M=9
N=3
READ (1,101) (P(I1),I=1,9)
101 FORMAT(/6F10.3)
READ (1,101) Y(1),Y(2),Y(3),TE
READ (1,101) T,H,EP
IM=35000
CALL ROW4B(N,T,Y,TE,EP,H,IM,M,P, IER)
WRITE (2,103) IER
105 FORMAT(/' IER=',I4)
CLOSE (1)
CLOSE (29
STOP
END
c
SUBROUTINE F(N,Y,D,M,P)
c
C#*# right side of the O0.D.E. y'=f(y)
c
C input:
Cc n number of equations
c y (1) values of the dependent (vector-) variable at t
c m number of parameters
C pt1) vector of parameters
C output:
Cc d(i) values of y'(i1) at vy
c

IMPLICIT REAL *8 (A-H,0-2)
DIMENSION P(M),Y(N),D(N)



SMP=P(3)*Y(3)/(P(3)+Y(3))

SMN=P (&) *Y(3) /(P(4)+Y(3))
D(1)=((1.DO-P(1))*SMP-P(2))%Y (1)

D(2)=P(1)#SMP*Y (1)+(SMN-P(2))*#Y(2)
D(3)=P(2)*(P(7)=Y(3))-5SMP*Y(1)/P(8)-SMN*Y(2)/P(?)
RETURN

END

A futtatashoz az input file képe a kovetkezd Ca
paramétereket és a kezddértékeket az irodalomnak illetve a

gyakorlatnak megfelelSen adtuk meg):

szigma D Ks+ Ks-— mu-+ mu-—
0.0002 0.6 0.008 0.007 1.0 1.2
Sin Y+ Y~
20.0 0.9 0.6
X+(0Q) X-(0) S(0) TE
0.01 0.0 2.0 100.0
TST H EP
0.0 0.1 0.001

A fenti input file elsd két sorabdl kapja a P
paramétervektor az értékeit; a harmadik sorban a flggd
valtozdk kezdbértékei valamint az integracidés intervallum
jobb végpont ja, a negyedik sorban a kezdeti id&épont., a
kezdeti lépéskdz és az eldirt pontossag kaptak helyet.

A futds soran elfogadott 1lépéskdz esetén a ROW4B
program az output file-ba irta az aktualis iddét, a filiggd
valtozdk értékeit, azok pontossagat (| . "m értelemben), a
pozitiv iranyban megtett 1lépések, az djraszamolt lépések
€és a visszalépések szamat. A program = mikodését ol
illusztral ja a futtatas sordn kapott output file néhany

sora Camelybdl most a figgd valtozdk értékeit elhagyjuk):



T P IR ILB ERR

. 16343%E+02 29 ¢) O .H6E-03
. 169998E+02 30 0 O .72E-03
.19E-01

. 16343E+02 29 ) 1 .H6E-03
. 166186E+02 30 0 1 <63E-04
. 168658E+02 31 O 1 .63E-04
' .B4E-01
-166186E+02 30 (0 1= .63E-04

Az el jaras IP=30 lépésben jutott el a T=0.1469998E+2
pontig, ahol a kovetkezd lépés becsiilt hiba ja nagyobb mint
a megengedett 0.1E-1 <digy a lépés eredményét ki sem
irtuk>. Ezért a program visszalépett az IP=29. lépésre
(T=0.16343%E+2-1Te€), és kisebb lépéssel, mindossze
T=0.16618B6E+2-re Kkeriult. Igy a visszalépést szamlald ILB
valtozd tartalma eggyel novekedett. A kdvetkezd lépésnél,
T=.168658E+2-nél ez megismétlddik, amibdl kideril, hogy a
“"veszélyes' szakasz valahol 16.8-17.0 koéril kezdddik.

Az output file-bdl kitidnik, hogy ilyen ‘“veszélyes"
szakasz csak az integralasi intervallum elején van; ennek
illusztralasara 1lassuk az output file néhany sorat az

integralasi intervallum kdzepérdl:

L464647E+02 76 o 15 .68E-03
. 484544E+02 77 O 15 .65E-03
.204478E+02 78 Qo 15 .63E-03
.524608E+02 79 0] 15 .62E-03
- 2435046E+02 80 O 15 .H61E-03
- 56385%E+02 81 (0] 15 .61E-03
.987084E+02 82 V) 13 .61E-03
.608733E+02 83 O 15 .61E-03
.630813E+02 84 0] 15 .61E-03

Késdbb ugyanilyen nagy 1épéskozdkkel szamolhatott a
program; hibakorlaton belil maradt és nem volt sziikség
visszalépésre.

A futtatas output jabdl szimulaciods gorbéket

rajzoltunk ki, amelyek a k&vetkezd oldalon lathatdk.
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KDE-k szimulacids gbérbéi az

A (3.1.1>-(3.1.3>

mertetett input adatok mellett.
hogy T=17 h koriil (ahol ROWAB td6bbszdri

J61 1athatd,
visszalépéssel szamolt) a megoldasck derivaltja valdban

rohamosan valtozik.



6. Tovabbfe jlesztési lehetdségek

A (3.1.13-¢(3.1.3> Monod-tipusu egyenletek gzerint a
folyamat.ot a pozitiv és a negativ se jtek szama
Ckoncentracioja) irja le. Szamunkra azonban még érdekesebb
a sejtekben 1lévd plazmidok szamanak (koncentraciojanak)
alakulasa. Ennek modellezésére éppen az utdbbi iddkben
torténtek kiséreletek (Satayagal—Agrawal (1988), Greenhalf
et al. 1989>, A kritikus kérdés, hogy ha u(t) jeldli a

plazmidok specifikus ndvekedési sebessegét:
BGt) = w(t) p(t)

ahol plt) a plazmidok koncentraciaja (se jtektdl
fuggetlenuld, akkor »» hogyan fugg a modell t6bbi
paramétereitdl (elsdsorban p—tol)d.

A mellékletben talalhatd egy — e dolgozat szerzd jének
részveételével késziilt még meg jelenésre el nem fogadott -
cikk, -amelynek egyik eredménye a kévetkezd:

Jo okunk van feltételezni, hogy a @szegregacio
valdszinlisége a kovetkezdképpen figg az egy pozitiv
sejtbhen lévo N atlagos plazmidszamtdol:

Prob(szegregacid) = e_aN

ahol « valamilyen (kb. % es 1 kozottid konstans. Az

atlagos plazmidszam:

L PLED

N(t) =
+
x (t)



ahol k egy sejt és egy plazmid témegének aranya. Az pedig
a Poisson folyamatot (1d. pl. Kleinrock <1979)) leird
KDE-bAl kovetkezik, hogy a (3.1.1>-(3.1.3>-ban szereplé o
szegregacios rata a szegregacio valoszinliségének
tekinthetd, ha a sejtek osztddasat Poisson folyamatként
kezel jitk. Tehat ésszeri feltételezni a o=e_dN Cat
modellparaméter) dsszefliggeést.

A fenti meggondolasok kisérleti ellendrzése még
hosszd idot vehet igénybe. A mérési adatok értékelésének
problémaja felveti a ROV4B program tovabbfe jlesztésének
igenyét.. Ugyanis a méresek értékelése azt kivanja, hogy
differencialegyenlet paramétereit becsilni tudjuk mérési
adatokbél. Erre a numerikus matematika egyéb teriileteihez
képest jéval kevesebb irodalmi anyag &8l1 rendelkezésre.
Bellman et al. (1967 az un. kvazilinearizalas modszereét
Jjavasolta, amelyet azutan tdbben is finomitottak (pl.
Hwang—Seinfeld (1972 Kalogerakis—-Luus (19833). Stiff
KDE-k paramétereinek becslése természetesen még nehezebb
mint a “gima' differencialegyenleteké; " a KDE
paraméterbecslése nyilvan még pontatlanabb mint maga a KDE
kozelitd megoldasa. Az udjabb vizsgalatok a spline-—
fuggvenyek segitségevel probal jak ezt a nehézséget
lekizdeni (Yermakova et al (1982)>, Varah (1982>)>.

A KDE-k paramétereinek becslése nagysagrendekkel tobb
gépidot vesz igénybe mint csak maga a KDE megoldasa. fgy a
numerikus tovabbfejlesztés iranya adott: a pontossag
novelése, illetve a futasi idO csdkkenteése. Mivel a kettd
egyutt s=zinte biztosan nem megy, optimumot kell az adott

feladathoz talalni. A vizsgalatok ebben az iranyban

Jjelenleg is folynak.
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