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1. Bevezetés

Az értekezés három publikált cikken alapszik, amelyek a matema-
tika következő két területével kapcsolatosak: teljes polinomiális vektor-
mezők és geodetikusok torźıtott szorzat sokaságokon. Az egyes cikkek-
nek megfelelően az értekezés három fő fejezetből áll.

A 2. fejezetben az S := (x1 + x2 + · · · + xn = 1) véges dimen-
ziós szimplexeken értelmezett polinomiális vektormezőket és fixpontja-
ikat ı́rjuk le. Az eredményeket alkalmazzuk genetikai evolúciós model-
lek differenciálegyenletére. Az irodalomban több jól ismert modell ta-
lálható egy IN különböző fajból álló zárt populáció evolúciójával kap-
csolatban ([4], [5], [2]). A teljes populáció a t ≥ 0 időpillanatban a
d
dtvk(t) = Fk(v1(t), v2(t), . . . , rN (t)) (k = 1, 2, . . . , N) differenciálegyen-
letrendszer megoldása, ahol az Fk függvények legfeljebb harmadfokú po-
linomok. Egy ilyen modellekkel kapcsolatos szemináriumon hangzott
el a következő kérdés: milyen következményei vannak annak a felte-
vésnek, hogy az evolúciónak nincs kezdőpontja az időben, és mi álĺıt-
ható az időben állandó eloszlásról ebben az esetben? Ebben a feje-
zetben teljes algebrai léırását adjuk az összes olyan (tetszőleges fokú)
V (x) = (F1(x), F2(x), . . . , FN (x)), az IRN téren értelmezett polinomi-
ális vektormezőnek, amely esetén az evolúciós egyenletnek tetszőleges
t ∈ IR paraméterre értelmezett megoldásai léteznek, amelyek teljeśıtik
a következő természetes növekedési feltételeket: r1(t), r2(t), r3(t), . . .,
rN (t) ≥ 0;

∑N
k=1 rk(t) = 1 amennyiben r1(0), r2(0), . . ., rN (0) ≥ 0

és
N∑

k=1

rk(0) = 1. A kapott explicit formulák alapján léırjuk azon vek-

tormezők zérushalmazának struktúráját, amelyek időben nem változó
eloszláshoz tartoznak.

A 3. fejezet a B := (x2
1 + · · · + x2

n < 1) Euklideszi egységgöm-
bön értelmezett teljes polinomiális vektormezőkkel foglalkozik. Ez a
munka Stachó László egy szép parametrikus formulájából ered, amely
a komplex számok C halmazának IK egységkörén definiált teljes valós
polinomiális vektormezőket ı́rja le. Megmutatta, hogy egy p : C → C
valós polinomiális vektormező akkor és csak akkor teljes IK-n, ha p véges
valós lineáris kombinációja az iz, γzm − zzm+2, (z ∈ C, m = 0, 1, . . .)
és (1 − |z|2)Q függvényeknek, ahol Q tetszőleges valós polinom C-ből
C-be. Ebben a fejezetben bebizonýıtjuk, hogy p : IRIN → IRIN ak-
kor és csak akkor teljes polinomiális vektormező a B egységgömbön, ha
p(x) = R(x)−〈R(x), x〉x +(1−〈x, x〉)Q(x) valamely Q, R : IRIN → IRIN
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polinomokra. Ez a tétel nemcsak általánośıtja a [3]-ban található, IK-re
vonatkozó eredményt, hanem egyszerűśıti is, mivel megmutatja, hogy a
C egységkörén adott teljes polinomiális vektormezők a következő ala-
kúak: [ip(z)z + q(z)(1 − |z|2)] ahol p, q : C → IR tetszőleges valós poli-
nomok.

A 4. fejezetben az IRN
0 × IR téren definiált centrálisan szimmetri-

kus torźıtott szorzat struktúrák geometriáját vizsgáljuk, ahol IRN
0 =

IRN\{0}, amelyek az a‖x‖, a ≥ 0 potenciál-függvényekhez tartoznak, és
amelyeken adott egy 〈·, ·〉 Riemann skalárszorzat a következő tulajdon-
ságokkal:

i) a 〈·, ·〉 Riemann skalárszorzat projekciója IRN -re IR1 irányában ka-
nonikus euklideszi,

ii) IR1 merőleges IRN -re a 〈·, ·〉 skalárszorzatra nézve,
iii) a 〈·, ·〉 skalárszorzat projekciója IR1-re IRN irányában az (a, α) ∈

IRN
0 × IR1 pontban a kanonikus projekció szorozva U(|a|2)-nel, ahol

U : IR+ → IR+ sima.
Figyeljük meg, hogy ezek a tulajdonságok egyértelműen meghatá-

rozzák az (X, ξ), Y (η) ∈ T(a,α)(IR
N
0 × IR1) vektorok skaláris szorzatát,

amely a következő alakba ı́rható:

〈(X, ξ) · (Y, η)〉 = 〈X, Y 〉 + U(|a|2) · ξ · η.
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2. Teljes polinomiális vektormezők szimplexeken

Jelölje IRN := {(ξ1, . . . , ξN) : ξ1, . . . , ξN ∈ IR} az összes valós szám-
N -esek vektorterét; jelölje továbbá x1, . . . , xN a standard koordináta-
függvényeket IRN -en: xk : (ξ1, . . . , ξN ) → ξk. Legyen S az egységszimp-
lex

S : =
(
x1 + · · ·+ xN = 1, x1, . . . , xN ≥ 0

)
=

= {p ∈ IRN : x1(p) + · · ·+ xN (p) = 1, x1(p), . . . , xN (p) ≥ 0} .

Követve [6] terminológiáját, egy S-en értelmezett vektormezőn egy-
szerűen egy S → IRN függvényt értünk. Egy ϕ : S → IR függ-
vényt polinomnak nevezünk, ha a megszoŕıtása az x1, . . . , xN lineáris
koordináta-függvények valamely polinomjának, azaz együtthatók vala-
mely véges αk1...kN

∈ IR (ahol k1, . . . , kN ∈ {0, 1, . . .}) rendszerére
ϕ(p) =

∑
k1,...,kN

αk1...kN
xk1

1 · · ·xkN

N (p ∈ S). Összhangban ezzel a
terminológiával, egy V vektormezőt S-en polinomiális vektormezőnek
nevezünk, ha a komponensei, azaz a Vk := xk ◦ V (tehát V (p) =
(V1(p), . . . , VN (p)) for p ∈ S) függvények polinomok. Egyszerűen be-
látható, hogy bármely két Pm = Pm(x1, . . . , xN) : IRN → IR (m = 1, 2)
polinomra, S-re vett megszoŕıtásuk akkor és csak akkor esik egybe, ha a
P1 −P2 különbség eltűnik az S által generált AS :=

(
x1 + · · ·+xN = 1

)
afin altéren. Később látni fogjuk, hogy egy P = P (x1, . . . , xN ) poli-
nom akkor és csak akkor tűnik el az M :=

(
γ1x1 + · · · + γNxN = δ

)
affin altéren, ha P = (γ1x1 + · · · + γNxN − δ)Q(x1, . . . , xN ) valamely
Q polinomra. Tehát S-en definiált polinomiális vektormezőknek több
kiterjesztése lehet IRN -re, de bármely két ilyen kiterjesztés csak egy
(x1 + · · ·+ xN − 1)W alakú vektormezőben térhet el.

Defińıció. Egy lokálisan Lipschitz (például polinom) V : IRN →
IRN vektormezőt teljesnek nevezünk egy (nemüres) K ⊂ IRN részhal-
mazban, ha bármely p ∈ K pontra létezik egy (szükségképpen egyér-
telműen meghatározott) Cp : IR → K görbe, amelyre Cp(0) = p és
d
dtCp(t) = V (Cp(t)) (t ∈ IR).

Az a célunk, hogy léırjuk a teljes polinomiális vektormezőket S-en,
majd alkalmazzuk az eredményeket genetikai evolúciós modellek diffe-
renciálegyenleteire.

Fő eredményeink a következők.

2.2. Tétel. Egy V : S → IRN polinomiális vektormező akkor és csak
akkor teljes S-ben, ha a

Zk := xk

N∑
j=1

xj(ej − ek) (k = 1, . . . , N)
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vektormezőkre, ahol ej :=(0, . . . , 0,

j︷︸︸︷
1 , 0, . . . , 0) a standard egységvektor,

V =
N∑

k=1

Pk(x1, . . . , xN )Zk

teljesül valamely P1, . . . , PN : IRN → IR polinom-függvényekre.

2.3. Tétel. Ha adott egy V teljes polinomiális vektormező S-en, akkor
léteznek δ1, . . . , δN : IRN−1 → IR V -nél kisebb fokú polinomok úgy, hogy
a

Ṽ :=
N−1∑
k=1

xk

[
δk(x1, . . . , xN−1) −

N−1∑
�=1

x�δ�(x1, . . . , xN−1)
]
ek+

+ (x1 + · · ·+ xN−1 − 1)
N−1∑
�=1

x�δ�(x1, . . . , xN−1)eN

vektormező egybeesik V -vel S-en. V zérushelyei a szimplex alacsonyabb
dimenziós oldalain SK := S ∩ (x1, . . . , xK > 0 = xK+1 = · · · = xN )
(K =1, . . . , N) az alábbi módon ı́rhatók le:

(∗)
SN ∩ (V = 0) = S ∩

N−1⋃
k=1

(
δk(x1, . . . , xN−1) = 0

)
,

SK ∩ (V = 0) = SK ∩ (
δ1(x1, . . . , xN−1) = · · · =

= δK(x1, . . . , xN−1)
)

(K < N).
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Fig1. The fundamental vector fields Z1, Z2, Z3 in the case N = 3.

Concerning the genetical time evolution equation for the distribu-
tion of species within a closed population, in [7] we have the system

(∗∗)

d

dt
xk =

( N∑
i=1

g(i)xi − g(k)
)
xk+

+
N∑

i,j=1

w(i, j)xixj

[ N∑
�=1

M(i, j, �)ε(i, j, �, k)− xk

]

for describing the behaviour of the rates x1(t), . . . , xN (t) at time t of
the N species of the population. Itt g(k), M(i, j, �) és ε(i, j, �, k) nem-
negat́ıv konstansok, amelyekre

∑N
�=1 M(i, j, �) =

∑N
k=1 ε(i, j, �, k) = 1.

Figyeljük meg, hogy ez az egyenlet a

d

dt
x =

N∑
k=1

g(k)Zk + W

alakban is ı́rható, ahol

Zk:=xk

N∑
j=1

xj(ej−ek),

W :=
N∑

i,j,k=1

w(i, j)xixj

[ N∑
�=1

M(i, j, �)ε(i, j, �, k)−xk

]
ek.

A 2.1 és 2.2 Tételek következményeként a következőt kapjuk.

2.4. Tétel. Legyen N ≥ 3. Then the time evolution of the population
can be retrospected up to any time t ≤ 0 starting with any distribution
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(x(0), . . . , xN(0)) ∈ S akkor és csak akkor, ha W eltűnik S-en, azaz ha
d/dt x =

∑N
k=1 g(k)Zk(x1, . . . , xN). Ebben az esetben az idöben állandó

eloszlások a következőképpen adhatók meg:

⋃
γ∈{g(1),...,g(N)}

S ∩ (xm = 0 for m �∈ Jγ) where Jγ := {m : g(m) = γ} .

2.5. Következmény. Ha g(1), . . . , g(N) ≥ 0 és a (**) vektormező teljes
S-ben, akkor

d

dt

N∑
k=1

g(k)xk(t) ≥ 0

teljesül a dx/dt = V (x) evolúciós egyenlet tetszőleges t → x(t) ∈ S
megoldására.
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3. Teljes polinomiális vektormezők
az euklideszi gömbön

Ebben a fejezetben léırjuk azokat a polinomiális vektormezőket,
amelyek teljesek egy véges dimenziós belső szorzat tér egységgömbjé-
ben. Ezt a belső szorzat teret IRN -nel azonośıtjuk.

3.1. Defińıció. Ha adott egy K részhalmaza IRN -nek, a valós szám N -
esek halmazának, és egy v : IRN → IRN leképezés, akkor azt mondjuk,
hogy v teljes vektormező K-ban, ha tetszőleges k0 ∈ K ponthoz létezik
egy x : IR → K görbe úgy, hogy x(0) = k0 és dx(t)

dt
= v(x(t)) bármely

t ∈ IR esetén.

A 2. fejezetben láttuk, hogy a teljes polinomiális vektormezők egy
szimplexen úgy álĺıthatók elő, mint egy harmadfokú teljes vektormezők-
ből álló véges család polinom kombinációi. Ez a gondolat a kiinduló-
pontja a fő eredménynek ebben a fejezetben.

Először fogalmazzuk át Stachó tételét [4] lineáris kombinációk he-
lyett polinom kombinációkra (komplex jelöléssel, azonośıtva IR2-et C-vel
a szokásos módon): egy v : C → C polinomiális vektormező akkor és
csak akkor teljes a IK egységkörlapon, ha véges IR-lineáris kombinációja
az alábbi családhoz tartozó vektormezőknek:

F :=
{
iz, µzn − µzn+2, (1 − |z|2)Q :

n = 0, 1, . . . ; µ = 1, i; Q ∈ PolIR(C, C)
}

.

Valójában F valós lineáris burka (az összes véges lineáris kombináció
családja) egyszerűbben is megadható:

SpanIRF =
{
P · iz + Q(1 − |z|2) :

P ∈ Pol(C, IR), Q ∈ Pol(C, C)
}

.

3.2. Megjegyzés. Idézzük fel, hogy egy v : IRN → IRN leképezést ak-
kor nevezünk polinomiális vektormezőnek, ha v(x) = (p1(x), . . . , pN (x));
x ∈ IRN valamely p1, . . . , pn : IRN → IR N -változós polinomokra (azaz
mindegyik pi véges lineáris kombinációja xm1

1 . . . xmN

N alakú függvények-
nek, ahol mj nemnegat́ıv egész és xj : (ξ1, ξ2, . . . , ξN) → ξj jelöli a j-edik
kanonikus koordináta-függvényt IRN -en).

3.3. Defińıció. Legyen 〈(ξ1, ξ2, . . . , ξN), (η1, η2, . . . , ηN )〉 :=
∑N

i=1 ξiηi

a belső szorzat IRN -en. Könnyű látni, hogy egy polinom (sőt sima) vek-
tormező akkor és csak akkor teljes a B := (〈x, x〉 < 1) egységgömbben,
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ha teljes az S := (〈x, x〉 = 1) gömbfelületen. Továbbá v akkor és csak
akkor teljes S-ben, ha merőleges a sugár vektorra, azaz ha 〈v(x), x〉 = 0
bármely x ∈ S pontra.

Tudjuk a 2. fejezetből, hogy ha F : IRN → IR egy polinom, és
p : IRN → IR tetszőleges olyan polinom, amelyre p(M) = 0 és M ⊂ RN ,
akkor létezik olyan q : IRN → IR polinom, amelyre P = q · F , ha
F (x) = φ1(x)φ2(x) · · ·φN (x), és φi lineárisan független affin függvé-
nyek. Az az eset, amikor f(x) = 1 − 〈x, x〉 fontos szerepet játszik a fő
eredményünkben.

3.4. Lemma. Legyen f : IRN → IR olyan polinom, amelyre f(x) = 0
ha x ∈ S, ahol S := (〈x, x〉 = 1). Ekkor létezik olyan Q : IRN → IR
polinom, amelyre f(x) = (1 − 〈x, x〉)Q(x).

Az ilyen jellegű lemmák nagyon fontosnak tűnnek a polinom-
egyenlőtlenségek által meghatározott tartományok teljes polinomiális
vektormezőinek az elméletében. A komplex esetben hasonló eredmények
vannak, de a bizonýıtásokat nem lehet lemásolni még a gömb esetében
sem.

3.5. Tétel. Legyen P : IRN → IRN egy polinom leképezés. Ekkor P
akkor és csak akkor teljes polinomiális vektormező az S := (〈x, x〉 = 1)
gömbfelületen, ha

P (x) = R(x) − 〈R(x), x〉x + (1 − 〈x, x〉)Q(x)
teljesül valamely R, Q : IRN → IRN polinom leképezésekre.

3.6. Következmény. Legyen Vk : x → ek − 〈ek, x〉x, ahol k =

1, 2, 3, . . . , N . Ekkor bármely, az S :=
( N∑
i=1

x2
i = 1

)
gömbfelületen teljes

polinomiális vektormező megegyezik egy V (x) =
∑N

k=1 pk(x)Vk(x) alakú
vektormezővel (megszoŕıtva S-re) ahol p1, . . . , pn : IRn → IR megfelelő
polinomok.

x1

x2

x3

x1

x2

x3

x1

x2

x3

2. ábra The vector fields Vk : x → ek − 〈ek, x〉x, (k=1, 2, 3) on S ⊂ IR3.
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3.7. Következmény. Az S-en teljes polinom-vektormezők pontosan a

Ṽ : x → xA(x)

alakú vektormezők megszoŕıtásai, ahol A : IRN → Mat(−)(N, IR) tetsző-
leges polinom leképezés az N × N -es antiszimmetrikus mátrixok terébe.

3.8. Megjegyzés. Érdekes kapcsolat van a P := (x1 + · · · +
xN , x1, . . . , xN ≥ 0) egységszimplexen illetve az S := (x2

1+· · ·+x2
N = 1)

gömbön megadott teljes polinomiális vektormezők közt. A

T : (x1, . . . , xN) → (x2
1, . . . , x

2
N)

leképezés a gömb S+ := S ∩ (x1, . . . , xN ≥ 0) pozit́ıv részét egy-egy
értelmű módon felelteti meg P pontjaival. Ha adott egy W : P → IRN

(W (x) = (w1(x), . . . , wN (x))) sima teljes vektormező a P szimplexen,
ennek a visszahúzottja S+-ra

T#V : S+ � (x1, . . . , xN ) → d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

T−1
(
T (x) + τW (T (x))

)
=

=
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

(
[x2

1 + τw1(x2
1, . . . , x

2
N)]1/2, . . . , [x2

N + τwN (x2
1, . . . , x

2
N )]1/2

)
=

=
1
2
(
x−1

1 w1(x2
1, . . . , x

2
N ), . . . , x−1

N wN (x2
1, . . . , x

2
N )

)
.

Speciálisan a T# operáció a következő kapcsolatot léteśıti a P -n adott
Zk(x) := xk

∑N
i=1 xi(ei−ek) of P és az S-en adott Vk(x) := ek−〈ek, x〉x

fundamentális teljes polinomiális vektormezők között:

T#Zk(x) = 1
2xkVk(x) (k = 1, . . . , N) .

Vagyis minden P -ben teljes polinomiális vektormező egy S+-beli teljes
polinomiális vektormező visszahúzottja. Nevezetesen

T#
(∑N

k=1 pk(x)Zk(x)
)

=
N∑

k=1

1
2xkpk(x2

1, . . . , x
2
N )Vk(x).

x1

x2

x3

x1

x2

x3

x1

x2

x3

Figure 3. The vector fields xkVk(x), (k=1, 2, 3) on S+ ⊂ IR3.
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4. Geodetikusok középpontosan szimmetrikus
torźıtott szorzat sokaságokon

Legyen adott egy U : IR+ → IR+ sima függvény. Tekintsük az
IRn

0×IR1 sokaságot, ahol az IRn
0 = IRn\{0} téren adott egy 〈·, ·〉 Riemann

skalárszorzat a következő tulajdonságokkal:

i) a 〈·, ·〉 Riemann skalárszorzat projekciója IRN -re IR1 irányában ka-
nonikus euklideszi,

ii) IR1 merőleges IRN -re a 〈·, ·〉 skalárszorzatra nézve,
iii) a 〈·, ·〉 skalárszorzat projekciója IR1-re IRN irányában az (a, α) ∈

IRN
0 × IR1 pontban a kanonikus projekció szorozva U(|a|2)-nel, ahol

U : IR+ → IR+ sima.

Ezek a tulajdonságok egyértelműen meghatározzák az (X, ξ),
(Y, η) ∈ T(a,β)(IR

n
0 × IR1) tangesvektorok skalárszorzatát, amely a kö-

vetkező:

(1) g(a,β)((X, ξ), (Y, η)) = 〈X, Y 〉 + ξ · η · ∪(|a|2).

ahol 〈X, Y 〉 =
∑n

i=1 Xi ·Yi. Az egyszerűség kedvéért a következő jelölést
alkalmazzuk:

〈(X, ξ), (Y, η)〉∗ = g(a,β)((X, ξ)(Y, η)).

Ez az egyszerűśıtés nem vezet félreértéshez, mivel mindig tudjuk,
hogy az érintővektor melyik ponthoz tartozik. (a, β)-ban β-t úgy tekint-
jük, mint az (n + 1)-edik koordináta.

Egyik fő eredményünk az alábbi tétel.

4.1. Tétel. The Levi-Civita connection of the Riemannian metric
(1) introduced above has the following Christoffel symbols

Γk
i,j(a, β) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 if i, j, k ≤ n
0 if i, j ≤ n, k = n + 1
0 if i, k ≤ n, j = n + 1
0 if j, k ≤ n, i = n + 1
−∂k(U(z))/2 if k ≤ n, i, j = n + 1
∂i(U(z))/2U(z) if j, k = n + 1
∂j(U(z))/2U(z) if i, k = n + 1
0 if i, j, k = n + 1

,

ahol 1 ≤ i, j, k ≤ n+1, z = 〈a, β〉 és ∂s az s-edik koordinátára vonatkozó
deriválás.
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4.2. Következmény. A geodetikusok differenciálegyenletrendszere

β̇ = h/U(Z)

äj = ajh
2U ′(Z)/U2(Z) 1 ≤ j ≤ n

ahol h egy alkalmas konstans, Z = 〈a, β〉, és (a(s), β(s)) az a geodetikus,
amelynek koordinátái {aj}n

j=1 és β.

Ebből a geodetikusok következő léırását kapjuk.

4.3. Tétel Legyen (x(s), ξ(s)) egy geodetikus IRn
0 × IR1-ben az (1)

Riemann metrikára nézve. Legyenek a kezdeti értékek s = 0 esetén
x(0) = x0, ξ(0) = ξ0, ẋ(0) = t0, ξ̇(0) = τ0. Ekkor a következő lehetősé-
gek vannak:

a) Ha τ0 = 0, akkor a (x(s), ξ(s)) geodetikust tartalmazza az
x(s) = t0s+x0, ξ(s) = ξ0 egyenes; ez a geodetikus teljes, kivéve
abban az esetben, ha ξ0 = 0 és a t0 és x0 vektorok kollineárisak.

b) Ha τ0 > 0, akkor a geodetikus projekciója IRn
0 -re egy 0 közép-

pontú ellipszis. Egyenlete a következő:

x(s) = cos(
√

τ0‖x0‖−1s)x0 + sin(
√

τ0‖x0‖−1s)
√

τ0‖x0‖t0.

A megfelelő geodetikus teljes kivéve abban az esetben, ha a t0 és
x0 vektorok kollineárisak és az előbbi ellipszis egy 0 középpontú
szakasszá fajul.

c) Ha τ0 < 0, akkor a geodetikus projekciója IRn
0 -re egy 0 közép-

pontú hiperbola. Egyenlete a következő:

x(s) = cos h(
√

τ0‖x0‖−1s)x0 + sinh(
√

τ0‖x0‖−1s)
√

τ0‖x0‖t0.

Ha a t0 és x0 vektorok kollineárisak, akkor ez a hiperbola egy
félegyenessé fajul. A megfelelő geodetikus teljes.

Most a második esettel foglalkozunk (aKepler-mozgások geometri-
ájának meghatározásához).

Ebben az esetben a metrikát meghatározó függvény U(z) = c
√

z.
A geodetikusoknak a következő léırása adható.

4.4. Tétel. Legyen (a(s), α(s)) egy geodetikus IRn
0 × IR1-ben az (1)

Riemannian metrikára nézve. Legyenek a kezdeti értékek s = 0 esetén
a0 = a(0), α0 = α(0), T = ȧ(0), τ = α̇(0). Legyenek E1, E2 ∈ IRn

0 az
a0 és T által kifesźıtett ortogonális egységvektorok W -ben. Válasszuk az
E1 és E2 vektorokat oly módon, hogy teljesüljön

a0 = a1 · E1, T = T1 · E1 + T2 · E2.

12



Ha T2 �= 0, akkor a geodetikusoknak a következő léırása adható:
A geodetikusok nem lépnek ki a W és IR1 által kifesźıtett térből.

Továbbá, ha T projekcióját IR1-re IRn
0 irányában T3 jelöli, akkor három

lehetőség van.

i) ha |(T, τ)|2∗ = T 2
1 + T 2

2 + c · |a0
1| · T 2

3 < 0, akkor a geodetikus
projekciója W -re egy ellipszis,

ii) ha |T, τ)|2∗ = T 2
1 + T 2

2 + c · |a0
1| · T 2

3 = 0, akkor a geodetikus
projekciója W -re egy parabola,

iii) ha |T, τ)|2∗ = T 2
1 +T 2

2 + c · |a0
1| ·T 2

3 > 0, a geodetikus projekciója
W -re egy hiperbola.

A geodetikus vetületének egyenlete polár-koordinátákban

P (γ) =
2 · |a0

1|3 · T 2
2

−c · T 2
3 · |a0

1|3 + v · cos(ϕ − ω)
,

ahol

v = sgn(c) = ·
√

4 · T 2
1 · T 2

2 · |a0
1|4 + (2 · T 2

2 · |a0
1|2 + c · T 2

3 · |a0
1|3)2,

ω = arc sin
(2 · T1 · a0

1 · sgn(c)
U

)

és p = |a|, cos ϕ = 〈a, E1〉/|a|.

4.5. Következmény. Ha c > 0, akkor a geodetikusok minden ve-
tülete hiperbola, amelynek aszimptotikus egyenesei áthaladnak az origón
és amelyek iránya ω−arc cos(1/ε) és ω+arc cos(1/ε). Az aszimptotikus
egyenesek origóhoz legközelebb eső pontja (ω, |a0| ·T 2

2 /(u− v)). Ezért az
origó nincs a hiperbola belsejében.

4.6. Következmény. Egy geodetikus vetülete akkor és csak akkor
kör, ha c < 0, T merőleges a0-ra és |T |2 + |(T, τ)|2∗ = 0. A kör sugara
2 · |T |2/(−c · τ2). Középpontja az origó.

4.7. Következmény. Ha egy geodetikus projekciója ellipszis (and
for its eccentricity) ε �= 0, akkor a nagytengelyének iránya ω és hosszú-
sága 2·|a0|·T 2

2 ·u
u2−v2 . Két fókuszpontja az origó és

(
ω,

2·|a0|·T 2
2 ·u

u2−v2

)
. kistenge-

lyének hossza 2 · |a0| · T 2
2 .

4.8. Következmény. Ha a geodetikus vetülete egy parabola, ak-
kor ez nyitott ω irányban. Legközelebbi pontja (ω + π,−T 2

2 /(c · τ2)) és
fókuszpontja az origó.
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4.9. Következmény. Ha a geodetikus vetülete egy hiperbola és c <
0, akkor fókuszpontja az origó. Két aszimptotikus egyenesének iránya

ω + arc cos(1/ε)(1/ε) és ω − arc cos(1/ε).

4.10. Tétel. Ha τ > (<)0, akkor α szigorúan növekvő (csökkenő)
és a következő differenciálegyenlet által meghatározott módon függ a p =
|a| értéktől:

(12)
dα

dp
=

sgn sin(ϕ − ω) · |a0| · T2√
p2(v2 − u2) + 2|a0|T 2

2 · u · p − |a0|2 · T 4
2

,

ahol az első tételünk jelölését használtuk.

4.11. Következmény. Ha a geodetikus vetülete egy ellipszis, akkor

p(α) =
c · a2

0 · τ2

|T, τ
|2∗ −

|a0| · v
|(T, τ)|2∗

· sin
( √|T |2 + τ2

τ · |a0| · sgn(sin(ϕ − ω))
− const

)
,

ahol const olyan szám, amelyre p(α) = |a0|.

4.12. Következmény. Ha a geodetikus vetülete egy parabola, ak-
kor

p(α) =
c · τ2

4
· (α0 − α) + |a0|.
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