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A Tauber-tipusu tételek jelentésége Littlewood tételébol eredt (1910),
amely a matematikai analizis Gj agat nyitotta meg. Ezekkel a tételekkel
egy sor bizonyos szummalhatosagabol kovetkeztetni tudunk a konver-
gencidra valamely plusz feltétel segitségével. A Tauber-tipusi tételeknek
szamtalan alkalmazasi teriilete van, tobbek kozt a szamelméletben vagy a
valosziniiségelméletben. Az értekezés egyrészt Tauber-tipusu tételeket ad
integralok sulyozott kozép szerinti szummalhatosagahoz kozonséges kon-
vergenciara, masrészt Tauber-tipusu feltételeket ad arra, hogy integralok
és kettos sorozatok statisztikus szummalhatdosagabol azok statisztikus
hatarértéke és statisztikus konvergencidja kovetkezzék.

Mérhet6 fliggvények statisztikus hatarértékének fogalmat Méricz Fe-
renc témavezetom vezette be két éve, mint a statisztikus konvergencia
nemdiszkrét valtozatat [8]. Az értekezés negyedik fejezete erre iranyul,
sziikséges és elegendé feltételt nyujt statisztikus hatarérték létezésére. Az
értekezés hat fejezetbol all, ebbdl ngy fejezet a kovetkezo négy cikken alapul:
[4], [3], [6] és [5]. A tovabbi két fejezet ismertetd, Osszefoglalé jellegti.

1. Karamata egy Tauber-tipusu tételének élesitése

Jovan Karamata 1937-ben publikalta [7] egyik hiresebb tételét, mely

szerint ha P folytonos, szigorian novekedve tart a végtelenbe,

1

o(t) = W/o s(x)dP(x) — ¢, t — o0,

valamint s(t) lassan cs6kkend a P-re vonatkozdlag, azaz

o : B <
/\1i>r11a+ hglogftgxgzg—ulr(lxp(t)){s(m) 0} 20,

akkor

s(t) — ¢, ha t — oc.
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Ezen fejezet sziikséges és elegendé feltételt nytujt arra vonatkozolag, hogy
lokalisan integralhato figgvények sulyozott kozép
szerinti szummalhatésagabdl kovetkezzen az integralok konvergenciaja is.

Ez az altalanos tétel specialis esetként tartalmazza Karamata tételét.

Legyen tehat P az Ry := [0,00) intervallumon értelmezett fiiggvény
olyan, hogy
(1) P nemcsokkend az Ry-on, P(0) =0 és tlim P(t) = 0.

P-t sulyfiiggvénynek nevezziik, figyelembe véve, hogy pozitiv Borel mértéket
indukal R -on.

Minden komplex értékii f : Ry — C fliggvényre, mely Lebesgue in-
tegralhaté minden véges (0,t) intervallumon, 0 < t < oo, szimbdlummal:
f € Ll _(R), tekintsiik az

loc

xr 1 t
@) s@) = / Fy)dy é ot) = —— / s(2)dP(z), t > 0,
0 P(t) Jo
integralokat, feltéve, hogy P(t) > 0. A o(t) definicidéjdban szerepld integrél
Riemann-Stieltjes értelemben létezik.

o-t az s fliggvény sulyozott kozepének nevezziik és az

3) / " fe)da

integralt a sulyozott kozép szerint szummdalhatonak nevezzilkk a P suly-
fiiggvénnyel, réviden: (W, P) szummdalhato, ha a kovetkezé véges hatarérték
létezik:

(4) tlggo o(t) =1.

Legyen p : Ry — R, szigorian novekvo, folytonos fiiggvény, amelyre
p(t) — oo, t — oo. p-t felsé megengedett fiigguénynek nevezzik P-re

vonatkozdan, ha
P
lim inf (p(?))

1.
el TP
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Hasonléan p-t alsé megengedett figguvénynek nevezziik P-re vonatkozodan,

ha P
lim inf (t)
B Po(t))

Jelolje A, és Ay a fels6 és alsé megengedett fiiggvények osztalyat. Valds

> 1.

értéki f figgvényre igaz a kovetkezo egyoldali Tauber-tipusu tétel.

1. Tétel ([4]). Tegyiik fel, hogy P-re teljesil (1), tovdbbd f: Ry — R
és f € L .(Ry). Annak szikséges és elegendd feltétele, hogy a (W, P)

szummdlhatosdgbol, azaz (4)-b6l kovetkezzen a (3) integrdl konvergencidja

ugyanazzal a hatarértékkel az, hogy teljestiiljon az alabbi két feltétel:

lim inf ! " dP(z) >

B i e [ )~ s(0)ap) 20
. 1 '

(6) pSél}ee htrggc}f Pl = P(o(0)) /p(t){s(t) — s(z)}dP(x) > 0.

E tétel kozvetlen kovetkezménye Karamata tétele. Komplex értékt f fligg-

vényre bebizonyitjuk a kovetkezo kétoldali Tauber-tipusu tételt.

2. Tétel ([4]). Tegyiik fel, hogy P-re teljesil (1), f : Ry — C és
f € Ll (Ry). Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a (3) integrdl

(W, P) szummdlhatdsagbdl kévetkezzen annak konvergencidja is ugyanazzal

a hatdrértékkel az, hogy az alabbi két feltétel eqyike teljestiljon:

p(t)
M inf limsw) P(p(t))l_ =0 /t {s(2) — s(1)}dP(x)| = 0

vagy

(8) inf limsu

1 t
pEA, tﬁoop‘P(t) _ P<P<t)) /p(t){S(t) - S(m)}dP(x)’ = 0.
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Komplex esetben is kimondhatunk egy a Karamata-tételhez hasonlé
kovetkezményt, de ekkor a lassan csokkenés feltételét a lassan oszcillalas,
azaz a

lim li — =
VIR By ) 010

feltételével kell helyettesiteniink. Az 1. és 2. Tételek jelentdsége
abban rejlik, hogy alkalmazhatdéak az Osszes siulyozott kozép szerinti

szummalhatosagra.
2. Schoenberg tételének nemdiszkrét valtozata

A statisztikus konvergencia fogalmat H. Fast [1] vezette be 1951-
ben. Az xj szadmsorozatot statisztikusan konvergensnek nevezziik &-hez,

ha barmely ¢ > O-ra

1
lim —{k <n:|zxy—& > €} =0,
n—oo N,
ahol az abszolutérték jel a halmaz elemszamat jeloli. Schoenberg 1959-
ben [10] megmutatta, hogy az xj sorozat &-hez valé statisztikus konver-
gencidjanak sziikséges és elegendo feltétele az, hogy minden ¢ € R-re

fennalljon az alabbi hatarérték:

0
: 1 itey _ _it€
Jm ¢ Z crr =T

k=1
Mboricz Ferenc a statisztikus konvergencia analogonjaként vezette be 2003-
ban a mérhet§ fliggvények statisztikus hatarértékét [8]. Legyen az f fligg-
vény Lebesgue—mérhet6 a (0, c0) intervallumon. Az f fliggvénynek a co-ben

statisztikus hatdarértéke van, ha létezik olyan £ szam, hogy barmely € > O-ra

(9) lim |{z € (0,a): |f(x) — €] > e} =0,

a—00 (1



ahol az abszolutérték jel most a halmaz Lebesgue-mértékét jeloli. Schoen-
berg tételét kiterjeszthetjiik n-valtozos fiiggvényekre. Legyen f komplex
értékl fliggvény RY-n, R, := [0,00), amely az n-dimenziés Lebesgue
mérték szerint mérhetd, ahol n > 1 rogzitett egész. (9) alapjin az
f(u) = f(uy,us,..., u,) figgvénynek a oo-ben statisztikus hatarértéke

van, ha létezik olyan & szam, hogy barmely € > 0-ra
(10) Jim (b0 <u<b:|f(u) ~€ > e} =0

teljesiil, ahol b := (b1, bg,...,b,) — 00 azt jelenti, hogy minj<;<, b; — oo,
|b| := b1ba...b, és 0 < u < b azt jelenti, hogy 0 < u; < b; minden j =
1,2,...,n-re. Ekkor azt irhatjuk, hogy

st— lim f(u) =¢&.

u—o0

3. Tétel ([3]). Legyen f: R} — C mérhetd figgvény, ahol n > 1 régzitett
egész. A
st— lim f(u) =¢

u—00

hatdrérték létezésének szikséges €s elegendd feltétele az, hogy mindent € R-

1 (™ b .
lim — / .. / etF W duy .. du, = e"E.
b—oo [b| /g 0

Schoenberg tétele kiterjesztheté tobbszosos sorozatokra is. E célbdl legyen

re

NT a k := (ki,ka, ..., k,) pozitiv egészekbdl allé szam n-esek halmaza a
k; koordindtakkal, ahol n > 1 rogzitett egész. Tekintsiik komplex szdmok
n-szeres sorozatait (xx : k € NI). (xy)-t statisztikusan konvergensnek

nevezzik, ha létezik olyan £ szam, hogy minden € > O-ra
lim N {1 <k <1:|zy — & > €} =0,
—00

ahol
|1|:|(€17€2776n)|:£1£2€n és 1 := (1,1,,1)
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Ekkor irhatjuk, hogy

st— kli_)nolo rk = E&.
4. Tétel ([3]). Legyen xx : NI — C, ahol n > 1 régzitett egész. A

st— lim xy =&
k—oo

hatdarérték létezésének szikséges és elegendd feltétele az, hogy mindent € R-
re .
lim — it — it
1<k<I1

Legyen v tetszOleges pozitiv mérték R’ Borel mérhet6 részhalmazain
(vagy esetleg csak NY-n) a v(R!}) = oo tulajdonsaggal. Vezessiik be R’ -n
Borel mérhet6 fiiggvények statisztikus hatarértékének, valamint tobbszoros
sorozatok fogalmat N{-n a v mértékre vonatkozolag a kovetkezOképpen. Az
[+ R} — C Borel mérhetd fiiggvénynek a v-re vonatkozdlag statisztikus

hatarértéke van a oo-ben, ha létezik olyan & szam, hogy barmely € > O-ra

= 0.

. v{0<u<b:|f(u)—¢ >¢})
(11) L v{0<u<b})

Ekkor a (10) definicié a (11) specidlis esete, amikor is v a hagyomdanyos
Lebesgue mérték R”-n. Megmutathato, hogy a 3. és 4. Tétel érvényben

marad, ha az altalanos (11) definiciét hasznaljuk.

5. Tétel ([3]). Legyen f : R} — C Borel mérhetd fiiggvény és v pozitiv
Borel mérték R -n, amelyre v(RY) = oco. Ekkor a (11) hatdrérték reldcio

akkor és csak akkor teljesil minden € > 0-ra, ha minden t € R-re

1 by b .
. itf(u) _ it€
bh—>nolo1/({0§u§b})/o /0 e dv(ug, ..., u,) = €"s.




3. Tauber-tipusiu tételek statisztikus hatarértékre

A Moricz altal bevezetett statisztikus hatarérték fogalmanak is-
meretében természetes otletként meriilt fel a statisztikus szummalhatosag
definialasa, valamint olyan Tauber-tipusu feltételek keresése, amelyek
segitségével a statisztikus szummadalhatésaghol kovetkezik a statisztikus
hatarérték létezése. Az értekezés ezen fejezete kiilon kitér a forditott iranyu
implikacié vizsgalatara is.

Legyen 0 # P : Ry — R, nemcsokkend fiiggvény, amelyre P(0) = 0 és

> 1 minden \ > 1-re.

P
(12) st— litrg (i;lf P(();;)

Hasznaljuk a (2)-ben szerepld jeloléseket. A (12) feltételbdl kovetkezik,
hogy lim;_, o, P(t) = 00, ezért a P(t) > 0 feltétel minden elég nagy t-re mar

biztosan fennall. Akkor mondjuk az

/000 f(x)dx

integralt statisztikusan szummdlhatonak a P sulyfiiggvényre vonatkozolag,

ha létezik a

(13) st— lim o(t) =1 véges hatarérték.

t— oo

El6szor a valds értékii f fliggvény esetén bizonyitjuk a kovetkezo tételt

egyoldali Tauber feltétel mellett.

6. Tétel ([6]). Legyen az f € Li (R)) fiigguény valds értékii és tel-

loc

]
jesilion a (12) feltétel. FEkkor (13)-bdl akkor és csak akkor kévetkezik a

st—lim, oo s(x) =1, ha bdarmely € > 0-ra

1
inf i -1t € (0,a):
fof timsp Lt € 0.0
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1 At
(14) o @) — S0P <~ =0
o<i§f<1 liin_)s;pé\{t € (0,a) :
(15) ! (5(t) — s(2)]dP(x) < —e}| = 0.

P(t) = P(At) J

Maésodszor az altalanosabb komplex értékli f fiiggvényre bizonyitjuk a
kovetkezo tételt kétoldali Tauber feltétel mellett.

loc

jesilion a (12) feltétel. FEkkor (13)-bdl akkor és csak akkor kévetkezik a

st—lim, oo s(x) =1, ha bdrmely € > 0-ra

7. Tétel ([6]). Legyen az f € Li (R.) figgvény komplex értéki és tel-
)

1
inf i -t :
)1\21 1msupa|{ € (0,a)

a— 00

At
(16) o @ —s01P@) > =0
vagy 1
O<ir/{f<1 licrbri)sgp a\{t € (0,a) :
(17) ‘P@ —1P(At) 15— stw)apP(@)| > )| = 0.




4. Tauber-tipusu feltételek kettos sorozatok

statisztikus szummalhatésagahoz

[9]-ben Moéricz és Orhan Tauber-tipusi feltételeket adott arra
vonatkozolag, hogy a statisztikus konvergencia kovetkezzen a silyozott
kozepek szerinti (N, p) statisztikus szummélhatésagbdl. Ezen fejezet célja
ennek az eredménynek a kiterjesztése kettos sorozatokra.

Azt mondjuk, hogy a valés vagy komplex (x;; : j,k = 0,1,2,...)
kettOs szamsorozat statisztikusan konvergal valamely L-hez, ha barmely € >

0O-ra

1
lim i <m és k<n:lr;—L|l> =0.
Legyen p := {p; };.io, q = {qr}1—o két nemnegativ (pg, go > 0) szdmsorozat,
amelyre
m n
P, ::ij—>oo, ha m — o0 és ), ::qu—>oo, ha n — oc.
7=0 k=0
Definidljuk az adott (z;i) kettés szdmsorozat t,,, silyozott kozepét, azaz

(N, p, q) kozepét a kovetkezSképpen:

m

1 n
(18) tmn = P Q Zzqukxjk , M, N = 0, 1,2... .
M= 50 k=0

Azt mondjuk, hogy az x;, sorozat az (N, p, q) kozép szerint statisztikusan

szummdlhato L-hez, ha
(19) st—1lim ¢,,,,, = L.

El6szor valds (zj) szamsorozatokat tekintiink és egyoldali Tauber-tipusi
feltételeket adunk. A tételben sziikségiink lesz a Fridy és Orhan [2] éltal

bevezetett statisztikus alsé és fels6 hatarérték fogalmara.
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8. Tétel ([5]). Tegyiik fel, hogy a p := {pj};io, és q¢ == {q}r—
szamsorozatok olyanok, hogy po > 0, qo > 0, valamint

P
(20) st—lim inf —2™ > 1 és st—lim inf Qr, > 1 minden A > 1-re,

P, @n
ahol A\, := [Am], A\, 1= [An]. Annak sziikséges és elegendd feltétele, hogy

az (N, p, q) kézép szerinti statisztikus szummdlhatésdgbdl, azaz (19)-bél
kovetkezzen az (x;1) statisztikus konvergencidja ugyanazzal a hatdrértékkel

az, hogy fenndlljon a kévetkezo két feltétel: barmely € > 0-ra

1
(21) inf limsup

m<M é n<N:
>\>1M,N—>oo (M—l‘l)(N—l—l)H - -

Am A
1

P Pol(@r, Qo) 2= 2 Pkl = zmm) < =6} =0

j=m+1k=n+1

€s
(22)  inf i 1 {im < M and n < N:
B R B v S M s
1 Sy ( ) < —e}| =0
Pjqr\Tmn — Ljk) = —€5] = U.
(Pm — P)\m)(Qn - Q)\n) J=Am+1 k=X, +1

Most az (z;5) komplex szdmsorozatokat tekintjiik és kétoldali Tauber-

tipusu feltételeket adunk.

9. Tétel ([5]). A p:= {pj};io, és q := {qir} ey szdmsorozatokra legyen
po > 0, qo > 0, valamint teljesiljon a (20) feltétel. Annak szikséges
és elegendd feltétele, hogy (19)-bol kovetkezzen az (xj) statisztikus kon-
vergencidaja ugyanazzal a hatdrértékkel az, hogy fenndlljon a kovetkezd két

feltétel valamelyike: barmely € > 0-ra

1
23 inf limsu
( ) A>1 M,N_,OP; (M + 1)(N + 1)

{m <M és n<N:
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vagy

(24)

1

(Pr,, — P)(@x, — Qn)

Am A

E: EépﬂM%k—%m)ZeH:O

j=m+1k=n+1

1

inf limsup

0<A<L M N—oo (M + 1)(N +1)

1

(P = P, ) (@~ @)

’{mSM és n< N:

n

m
Z qu’f(xmn - le-c) > e} =0.
X1

k=Xn+1
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