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Sonnet-to Science

Science! true daughter of Old Time thou art!
Who alterest all things with thy peering eyes.
Why preyest thou thus upon the poet’s heart,
Vulture, whose wings are dull realities?
How should he love thee? or how deem thee wise,
Who wouldst not leave him in his wandering
To seek for treasure in the jewelled skies,
Albeit he soared with an undaunted wing?
Hast thou not dragged Diana from her car?
And driven the Hamadryad from the wood
To seek a shelter in some happier star?
Hast thou not torn the Naiad from her flood,
The Elfin from the green grass, and from me
The summer dream beneath the tamarind tree?

/Edgar Allan Poe/



Szonett a Tudomdnyhoz

Tudomdny, te, a vén 1do szulotte,

Ha mire nézel, mds lesz az, sotét.
Szdrnyad a zord vald, mordképu olyv, te,
Miért fosztod ki a kolté szivét?

Hogyan becsuljon téged, hogy szeressen,
Ha nem hagyod, hogy bolygva a merd
Ekkéves égen, kincseket keressen?
Hisz oly batran szdllt az egekre 6!

Nem szdllitottad foldre Diandt,
Nem verted fak kozul ki a driddot,
Hogy kéltozzon egy jobb csillagra dt?

Nem a habok kozil a szép najddot,
A pdzsitrdl a tundért s magamat
Az dlmaimbdl nydri fik alatt?

/forditotta Komlés Aladér/

ii



Tartalomjegyzék

Bevezetés 1

1 Az irodalom attekintése . 5

1.1 Paraméterbecslési modellek . . .. . ... ... ... ..... 6

1.1.1  Paraméterbecslés els6faji modellhiba esetén . . . . . 7

1.1.1.1 Sztochasztikusmodell . . . . . .. ... ... 7

1.1.1.2  Fuzzy halmazokon alapulé modell . . . .. . 19

1.1.2  Paraméterbecslés misodfaju modellhiba esetén . .. 22

1.1.3 Paraméterbecslés harmadfaji modellhiba esetén . . . 25

2 Kalibraciés fuggvények paramétereinek becslése 26

2.1 Egyvaltozds kalibraciés fiiggvények robusztus becslése . . . . 26

2.2 Tobbvaltozés kalibracids fiiggvények robusztus becslése . . . 32

2.3 Linedris fuzzy regresszié . . . . .. . ... ... 37
2.3.1 Az eredeti egyvaltozds linedris fuzzy regresszié médo-

SIEASA . vt s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 38

2.3.2 Linedris fuzzy regresszi6 dltalanositasa geometriai iton 41

2.4 Fuzzy linedris regresszié . . . . . .. .. .. ... 47

3 Kalibracié soran nyert adatok jellemzése 53

3.1 Konfidencia intervallum Gauss-eloszlds teljestilése esetén . . 53

3.2 Konfidencia intervallumok szerkesztése bootstrap médszerrel 55

4 Karl Fischer titralas automatikus vezérlése 67
4.1 A Karl Fischer titraldsrdl altaldban . . . . . . . .. .. .. .. 67
4.2 Az 4j vezérl6 algoritmus lefrdsa . . . . ... ... ... 68

5 6sszefoglalés 74

jii



Fuggelék 77

A disszertdcidval kapcsolatos kozlemények és eloadasok felso-
rolasa 84

Koszonetnyilvanitas 89

Irodalomjegyzék 89

iv



Abrak jegyzéke

0.1

1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

2.4

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Az analitikai kémiai rendszerek felépitése, az analitikai infor-
maécié és a kémiai informédcié kapcsolata . . . ... .. ... 4

Az L, (a,d), Ly (b,e) és az L (c, f) vektornormdk 2 ill. 3
dimenzids alakjai . . .. ... ... ... 11
Fuzzy paraméterek, mint hiromszdg alakd fuzzy szamok . . . 24

Otto és Bandemer altal javasolt grif a helyi legjobb fuzzy

kozelitéshez . . . . . . . . . . . Lo 40
Két 4ltalunk javasolt graf, melyekkel elkeriilheto a szovegben
emlitett probléma . . . . ... .. .. ... L. 40
A fuzzy kimend adatok e; terjedelme és az y; tagsagi értékek
forditott aranyu kapcsolatinak illusztrdldsa . ... ... . ... 48

Fuzzy linearis regresszidval kapott kalibraciés egyenesek abrdi 51

Séma. a bootstrap eljards alkalmazasédra . ... .. ... ... 56
3000 bootstrap mintdbol meghatdrozott a* és b* paraméterek
k6zétti korreldcid . . . . . ..o 58
3000 bootstrap mintdbdl szamitott a* paraméter eloszlasa és
a 90%-os megbizhatésdgi szintli konfidencia intervallum . .. 59
Az 1. mintdra vonatkozé jésolt koncentrdcié eloszldsa (a ki-
ugré érték z =5.0-nél y =6.5) . ... ... 62
A 3. mintdra vonatkozé jésolt koncentracié eloszlasa (a kiugréd
érték z =50nél y=6.5) ... ... ... 63
Az 1. mintdra vonatkozé jésolt koncentrdcid eloszlisa (a ki-
ugré érték z =3.0-ndl y=4.5) ... ... ... 63
A 2. mintdra vonatkozé jésolt koncentracié eloszlasa (a kiugré
érték 2 =3.0ndl y=4.5) ... ... oo 64



3.8 Az 1. mintdra vonatkozé jésolt koncentricié eloszlasa (a ki-
ugré érték z =0.0-ndl y=1.5) . ... ... ...,

3.9 A 3. mintdra vonatkozé jésolt koncentracié eloszlisa (a kiugré
érték 2 =0.0ndly=1.5) . . . ...

R4

4.1 Karl Fischer titrdlds sordn kapott tipikus titrdlasi gorbe bi-
amperometrids (dead stop) végpontjelzéssel . . . .. .. ...

vi



Tablazatok jegyzéke

2.1
2.2

2.3
2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

3.1
3.2

3.3

A kalibriciés adatok ICP-AES mérésekhez . . . . . . . . ...
A becsiilt paraméterek értékei a szovegben emlitett paramé-
terbecslo moédszerekkel meghatarozva . . . . . ... ...
A vizsgalt paraméterbecslo eljarasok tulajdonsagai . . . . ..
Szimuldlt adatokra illesztett egyenes paraméterei és a szami-
tott értékek eltérései . . . . . . . .. ..o
A Biiniigyi Technikai Intézetben elodllitott standardok altal
meghatdrozott kalibracids egyenes paraméterei és a szamitott
értékek szdzalékos eltérései . . . . . . ... ... ... ...
Az elébbi tablizatban szerepld standardok és az OMH al-
tal elédllitott standardok felhasznaldsdval kapott kalibrécios
egyenes paraméterei és a szdmitott értékek szdzalékos eltérései
Atomabszorpcids spektrometridsan mért adatsor az irodalom-
bol dtvéve . . . . .o L
A fuzzy linedris regresszié eredménye és a médositott szami-
tdsmenet Husztraldsa . . ... ... ... ...,

Szimuldlt kalibriciés adatok, valamint a szimuldlt mérési jelek
Talajviz Mg koncentriciéjanak ICP-AES mddszerrel torténo
meghatdrozasahoz haszndlt kalibraciés adatsor . . . . .. ..
Talajviz Mg koncentriciéjanak jésolt értékei 90%-os megbiz-
hatésdgi szintii konfidencia intervallummal, kiilonboz6 para-
méterbecslo eljardsok alkalmazdsa mellett . . . . .. ... ..

vii

31

31
32

41

42

43
49

50

62

65

66



Bevezetés

A gazdasagi élet egyre tobb teriiletén van és lesz sziikség az analitikai ké-
miai mérések altal szolgaltatott mingségi és mennyiségi jellemzdk felhasz-
naldsira. A piacokon csak a j6 mindségi arut lehet haszonnal eladni és
ezek elbdllitdsanak folyamatdiban a minGségbiztositas meghatarozd szerepet
kapott [85,86,87,88,89,90,91,92]. A mindség betartdsahoz és ellenérzéséhez
tehdt nagy szamu analitikai meghatdrozas sziikséges, melyeket legtobbszor
automatikus sorozatmérések keretében hajtanak végre. A mintavétel és a
mintael6készités az analitikai mérés legérzékenyebb pontja, de rogtén ezek
utdn a kalibricié helyes végrahajtdsa és alkalmazasa kovetkezik. A nemré-
giben Burger Kdlman akadémikus altal irt ”A mennyiségi analizis alapjai:
kémiai és miiszeres elemzés” cimi igazan nagyszerd konyve kello mélységi
bevezetést ad az alkalmazott mddszerek kémiai, fizikai-kémiai valamint mi-
szertechnikai kivitelezésiik hatterérdl, de sajnilatos médon a nyert adatok
feldolgozdsahoz ill. kiértékeléséhez sziikséges kemometriai médszereket meg
sem emliti.

Bujtds Piroska és Leisztner Laszlé az ” Analitikai mérési eredmények mi-
noségbiztositdsa” cimi munkdjukban az egzakt targyalds mellozésével, a
gyakorlé analitikusok dltaldnos matematikai és statisztikai felkésziiltségé-
hez alkalmazkodva védzoljdk a sziikséges kemometriai mddszereket. Jelen
disszerticié ezen két miu kiegészitojeként a kalibracié kérdéskorében pro-
bal gyakran dj nézdpontbdl szemlélt régi és \j eljardsok bemutatasival az
analitikusok segitségére sietni, hogy a jol elvégzett kémiai kalibracié a leg-
megfelel6bb kemometriai médszerrel keriiljon kiértékelésre. Ezaltal a leheto
legtobb és legmegbizhatébb informdcidk birtokaba juthatunk.

Annak illusztrildsira, hogy miért kell a klasszikus, tobb évtizede elfo-
gadott kiértékeld eljardsokat felilvizsgalni és olykor djakkal helyettesiteni,
vizsgdljuk meg a normalitds (igen gyakran minden ellenérzés nélkiili) elfo-
gadadsanak helyességét.

A normilis vagy Gauss-eloszlas (a kovetkez6kben inkdbb a Gauss-elosz-



l4s elnevezést haszniljuk, mivel mint kideril, a tobbi eloszlds nagyon is nem
abnormdlis) jogos hasznalatanak tamaszdt gyakran a centrdlis hatirelosz-
lastételekben 1atjak biztositottnak. Persze sokan elfelejtik, hogy bizonyos
feltételeknek teljesiilniiik kell a tételek alkalmazdsdhoz. A legegyszeribb
megfogalmazdsban nagyon sok azonos eloszlasi, véges szérdsu véletlen val-
toz6 atlaga lesz Gauss-eloszlasi. Napjaink miiszereinek pontossdga azonban,
egyre inkdbb kis szdmi, eltéro eloszlasi hibatagokbdl tevidik ossze. A tétel
Ljapunov-féle alakja még menthetné a helyzetet, hiszen az a nem azonos
eloszlasbdl szdrmazé adatok atlagaira hatarozza meg a normdlis eloszlast,
ha az eloszlasok elsd, mdsodik és harmadik momentuma létezik, valamint a
harmadik momentumoknak Gsszességiikben egyre kisebbeknek kell lennidk
a szérdsokhoz képest. Nem szabad figyelmen kiviil hagyni azonban az olyan
eloszldsokat sem, melyeknek nincs véges szérdsuk (pld. Cauchy-eloszlas).
A {6 probléma azonban az, hogy a mér6miiszerek altal szolgdltatott jelek
tobbsége is csak néhdny kilonbozé eloszlds kombinacidja, valamint a gya-
korlatban mindig véges mintaszimmal dolgozunk, igy érvényes Cramér ne-
vezetes tétele, mely szerint a normalis eloszlasnak minden faktora normalis
eloszldsi. Ez azt jelenti, hogy véges szamu valdsziniliségi valtozd Osszege
csak akkor lehet Gauss-eloszldsi, ha mar mindegyik eleve Gauss-eloszlasu
volt. Ilyet a gyakorlatban megkévetelni nem lehet, és igy a Gauss-eloszlas
mellett (a gyakorlati tapasztalatokkal egyetértésben) az elméleti megfontola-
sok sem szolgaltatnak kelld tamaszt. Alljon itt Poincaré [108] szarkasztikus
megjegyzése ezzel kapcsolatban:

Mindenk: hisz a normdlis eloszlds univerzalitasdban:

a FIZIKUSOK azért, mert azt hiszik, hogy a matematikusok igazoltdk logi-
kai sziikségszeriségéet,

a MATEMATIKUSOK pedig azért, mert ugy hiszik, hogy a fizikusok labo-
ratériumi méréseikkel bizonyitottdk azt.

A gyakorlatban Clancey [30) csaknem 50000 kémiai analizis eredményét meg-
vizsgalva 250 féle eloszldst tudott azonositani. Ezek 10-15 %-a volt csak
egyértelmien Gauss-eloszlisd és kb. 50 %-ot tettek ki a szimmetrikus el-
oszlisok. fgy a gyakorlatban is cifolni lehetett az a priori meglévé Gauss-
eloszlast.

A kémiai mérések kiértékelésével, a kémiai méréselmélettel a kemometria
(chemometrics), mint ij tudomdnyag foglalkozik. A Chemometrics Society
altal adott meghatdrozas szerint a kemometria



o az optimdlis mérési folyamatok és kisérletek tervezésére, vagy kivdlasz-
tdsara

e kémiai adatok elemzésével maximalis kémial informécid eloallitisara

szolgdlé matematikal és statisztikai modszereket alkalmazdé kémiai elvek
Osszessége.

Ma méar szdmos kemometridval foglalkozé konyv [20,84,116] és Gsszefog-
lalé tanulmdany [1,17,21,22,46,98,129] all rendelkezésiinkre az alapveté mdd-
szerek kozotti eligazodds megkonnyitésére.

Veress [133] monogréfidjdban a 0.1 dbran lathaté médon épiti fel az infor-
macidészerzés folyamatdt. Dolgozatomban az analitikai kémiai ismeretszer-
zésben haszndlt kalibricié témakorével foglalkozom. A kalibracids ismeret
legtobbszor az alkalmazott kalibralé fiiggvény paramétereinek meghataroza-
st jelenti, azonban a regressziés médszer robusztussiga (mely fogalmat a
késdbbiekben részletesen elemziink) dltaldban kivanatos kell legyen, hiszen a
matematikai modellt nem dolgozhatjuk ki az egyelore nem ismeretes altala-
nosabb koriilményekhez, azonban az sziikséges lehet, hogy a feltételektol valéd
kis eltérés csak kis torzitdst okozzon a végeredményekben. Az analitikai ké-
miai mérések kiértékelése jorészt empirikus modellvilasztasokon alapulnak,
igy nagy sziikkség van a modell érzéketlen viselkedésére. Robusztus tulaj-
donsdggal bird eljardsra példaként emlitheté még a kvantummechanikdban
alkalmazott perturbaciészamitas, amit arra az esetre dolgoztak ki, amikor
a vizsgdlt fizikai rendszer Hamilton-operdtora csak kozelitoleg szamithato,
azonban az csak kicsit tér el egy egzaktul megoldhaté probléma Hamilton-
operatoratdl és varhatd, hogy a megoldas is csak kicsit tér el a pontosan
megoldhaté feladat megolddsdtdl.






1. fejezet

Az irodalom attekintése

A kalibrécié sordn alkalmazhatd paraméterbecslo eljardsok irodalomi atte-
kintése egy djszemponti rendszerezés keretében Bard [9] dtmutatdsainak
tovdbbgondolasa alapjdn torténik. Felhasznaltuk még a Beck és Arnold [14]
altal osszedllitott és részletesen targyalt alapvets statisztikai feltevéseket,
melyeket 8 csoportba sorolhatunk és teljesiilésiik ill. nem teljesiilésiik sze-
rint kapcsolat teremtheté az altalunk elképzelt csoportositdssal:

1. Additiv mérési hiba

0 nem additiv

1 igen, additiv
2. Nulla vdrhatd értéki mérési hiba

0 nem nulla varhatd értéki

1 igen, nulla varhato értéki
3. Allandé variancidji hibak

0 nem allandé variancia

1 igen, dllandé variancia
4. Nem korrelalt hibak

0 korrelalt hibak
1 igen, nem korreldltak a hibdk

5. A hibdk normadlis eloszlasa



0 nem normalis eloszlasd hibak )

1 igen, normdlis eloszlasu hibak
6. A hibak leirhatdk ismert statisztikai paraméterekkel

0 a hibdk kovariancia matrixa csak egy szorzd faktortdl eltekintve is-
mert

1 igen, a hibdk kovariancia matrixa teljesen ismert
7. A fiiggetlen valtozdk hiba nélkiiliek

0 nem, a fiiggetlen valtozok hibdkkal terheltek
1 igen, a fliggetlen vdltozok hiba nélkiiliek

8. A hiba eloszldsok paraméterei nem véletlenszeriiek és nincs rdjuk vo-
natkozd elozetes informaciénk.

0 nem, véletlen paraméterek, de nincs eldzetes informaécid
1 igen, nemvéletlen paraméterek és nincs el6zetes informéacié

2 normdlis eloszlasi paraméterek ismert varhatd értékkel és kovarian-
cia matrixszal, minden mérés ugyanebbodl az eloszlasbdl szarmazik

4 nemvéletlen paraméterek, de ismeretesek bizonyos normdlis szub-
jektiv elozetes informdcidk

1.1 Paraméterbecslési modellek

A kalibrécids fliiggvény paramétereinek meghatirozdsa egy paraméterbecs-
1ési modell felldllitisat igényli:

9(z,p) = 0, (1.1)

ahol a g(.) implicit figgvény teremt kapcsolatot a z véltozdk kozott, a be-
csilendé p paraméterekkel. A z adatok két részre oszthatdk: v melyek
hibamentesen mérhetok és w melyek csak hibaval terhelten mérhetok.

Az ilyen modell pontosabb megfogalmazdsdhoz esetenként azt kell meg-
vizsgalni, mi mindent tudunk a kivalasztott kalibracids rendszerrol. Sokkal
jobban hisziink a kalibricids fiiggvény alakjiban, mint méréseink pontossa-
gaban? Vagy éppen forditva, méréseink pontosak, azonban a fiiggvény nem
irja le tokéletesen a mért folyamatot? Taldn mind a mérés, mind a fiiggvény
terhelt bizonyos eldre nem kalkuldlhaté zavard tényezokkel? Az alkalmazott
modell tipusa fiigg az el6z6 kérdésekre adott valaszoktol.



a, Tételezziik fel, hogy az adatok mérési hibaval terheltek, de az alkalmazott
figgvény pontosan leirja a kalibracids folyamatot:

g(v,w,p) =0, (1.2)
A fenti megfogalmazdson alapulé modellhibat elséfaji modellhibanak

nevezzik.

b, Tegyik fel, hogy a kalibraciés figgvény a bizonytalan szamos hatds fi-
gyelmen kivil hagydsa miatt, ehhez képest a mérések hiba nélkil ki-
vitelezhetoek:

9(v,p) =17, (1.3)
Az igy jelentkez6 modellhiba a masodfaji modellhiba.
¢, Mind a mérés, mind a fiiggvény felallitdsa csak bizonytalansaggal végez-
heto el:
9(v,w,p) =17, (1.4)

Ennek sordn a harmadfaji modellhibat kell kezelniink.

1.1.1 Paraméterbecslés els6faji modellhiba esetén
1.1.1.1 Sztochasztikus modell

Kendall [72,73] adta meg az (1.2) fiiggvény paramétereinek meghatdroza-
sdhoz sziikséges feltételrendszert, feltéve hogy (1.2) az y = f(z, p) explicit
alakra hozhatd:

a. Az y = f(z,p) folytonos fiiggvény hatdros és zart (azaz kompakt) a
B x AD R? x R (g > 0) tartomany felett.

b. Az y = f(z,p) fliggvény Taylor-sorba fejthet a tartomdny minden pont-
jaban, ahol f definialva van.

c. A mérési hibak szuperponaltak (additiv hibak)
y;(megfigyelt érték)= y?(valédi érték)+u(mérési hiba) és
z;(megfigyelt érték)= z2(valédi érték)+u?(mérési hiba).

d. A valddi értékek kielégitik az explicit fiiggvénykapcsolatot, azaz
0 — f£(,0
yj - f(Z] ’ p)

e. A mérési hibdk az U J" folytonos valdsziniiségi valtozék realizacidi, varhaté
értékik F [UJ"] = 0, k itt és a tovabbiakban z-et vagy y-t helyettesiti.

7



Az a.—e. feltételek még mindig nem elegenddek a probléma megoldasahoz.
Tovabbi megszoritisokat kell tenniink U j‘-re vonatkozdan:

f. Az U Jl‘-k sztochasztikusan fiiggetlenek.
g. Az U;‘-k ismert, véges varianciaval rendelkeznek co > D [UJ"] >0. -

Ekkor a (P, Z;,§;) megolddst a kovetkez6 nemlinedris normadl egyenlet-
rendszer adja:

QF = 3~ (v~ flzs,0) D2 [02] + (2 - 85 D7 [13]). - @)

QF minimaliss4 vilasdhoz a kovetkezo egyenleteknek kell teljesiilniiik:

10QF _ 10QF _ _10QF _
- 5__6% =0, 53y, - 5 pr =0. (1.6)

A fenti normdl egyenletrendszer altaldban nemlinedris, igy megolddsd-
hoz numerikus dton juthatunk el, pld. Newton iterdcié segitségével. A
nemlinedris paraméterbecsld eljardsokrdl jé dsszefoglalé taldlhatéd [131,132]
irodalmakban. _

Vizsgaljuk meg a legegyszeriibb esetet, amikor a fiiggvénykapcsolat line-
aris ¥y = ag + a1z. Milyen tovabbi feltételeknek kell teljestilniik?

h. A mérési hibak homoszkedasztikusak, azaz D2 [Uf] = gk

1.7
Go =7 — a1T (1.8)
n L =\2 BY s—n .- 7\2
= - y - x )= ; —Z
iy = Z; 1(3/1 ) 8 E] 1(2; ) (1.9)

23 71(y; —9)(z; — T)
\/4,‘33—: Y = (e — D)2+ Ty — 9)? — & iz — 7)?2)?
25 (v — 9)(z; — T) ’

8



n . .
ahol 7=) % & f:i%

a, csak abban az esetben szdmithatd, ha a g ardny ismert. Ha BY = 3%,
akkor ortogondlis regressziés problémdardl beszélink. Ha % = 0, vagyis
az 1. feltétel teljesiilése esetén direkt kalibraciordl, a BY = 0 esetén indirekt
kalibraciérél beszélhetiink. Az irodalomban az indirekt kalibraciéra az inverz
kalibricié elnevezés is elterjedt [76], jelen dolgozatban az inverz kalibricié
terminust a kalibracids fliggvény inverzének haszndlatdra tartjuk fenn, azaz
a mérési jelekhez tartozé koncentréacidk becslését végrehajté eljardsra.

A kovetkezd feltétel teljesiilése esetén a paraméterek meghatirozdsihoz
még egyszeriibb formulakat kapunk.

i. Az z; értékek nem valdsziniiségi valtozok reprezentansai, hanem ismert,
konkrét értékek, azaz z;(megfigyelt érték)= z2(valodi érték)

Gy = PRI D DT D ZZ:I Z;Yj
nZS‘:l m? - (Z?:l xj)
Ny 71T — 2i=1T5 2 y=1 Y
n Z?:l 93? - (Z?:l xj)2

Fokozatosan szigorodé feltételek lincolatan keresztiil jutottunk el a legki-
sebb négyzetek paraméterbecslo eljardssal kapott formuldkhoz, melyek altal
minimélis variancidji (hatdsos) és torzitatlan becslést kapunk a paramé-
terekben linedris fliggvények korében. Fontos megemliteni, hogy az eddigi
eredményeink elérése soran az uf mérési hibak eloszldsait csak az f.,g.,h. (az
elsé és mdsodik momentumokra vonatkozd) és i. feltételekkel rogzitettiik,
igy pld. tipusardl sem rendelkeztiink {74]. Egyértelmiien meg kell adnunk
a mérési hibak eloszldsat leiré Osszefliggést, ha a becsiilt paraméterek va-
lamilyen klasszikus mddszerrel torténé jellemzését is el kell végezniink. Ez
utébbi probléma egy mds tGton térténé megolddsira a késébbiekben még
visszatérink.

Kalibriciés feladatok sordn az y = f(z,p) fiiggvény kovetkezd alakjat
haszndlhatjuk (dttérve a valdsziniségszamitdsban megszokott jelolésrend-
szerre, az f és g betlik ezutdn valdsziniiségi siirliségfiggvényeket jeldlnek):

(1.10)

&1:

(1.11)

n=C(z,p) + 6, (1.12)
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ahol 7 a mérokészilék altal szolgdltatott jel, mint valdsziniségi valtozd, z
a béllitott koncentricié (feltételezetten hibamentes), p a C(.) kalibraciés
fiiggvény meghatdrozandd paramétervektora, § a mérési hibat reprezentdld
valészinliségi valtozé.

Az ismert paraméterbecslési eljarasokat az alabbi 3 kategéria valamelyi-
kébe sorolhatjuk szirmaztatasuk szerint:

e vektornormak minimalizildsa alapjdn eléallitott eljarasok,
o closzlasfiiggvények funkcionaljai alapjin elddllitott eljardsok,
o teszt statisztikdk alapjan elodllitott eljardsok.

Ezen 1jszerii csoportositdsnak megfeleléen fogunk megvizsgdlni néhany
jellemz6 esetet az idevonatkozé irodalomra tdmaszkodva.

Vektornormdk minimalizidldsa alapjdn eldéallitott eljarasok. A
vektornormdk a tavolsag fogalom altalanositdsai. Az elobb levezetett legki-
sebb négyzetek mddszerét példaul az Euklidészi norma segitségével kaptuk
meg. Ez a norma t6bb mds normdval rokonithatd, melyeket Osszefoglaléan
L, norméknak neveziink:

1
, .
L, norma: L, =|| z l,= [;Z | 2 |P]" (1.13)

Mint emlitettiik a vektor normdk a tavolsig fogalom altaldnositasai, igy
vektorok killonbségeire is értelmezhetjik Oket. Minimalizdlva most ezt a
normdt megkapjuk a legkisebb tdvolsdgot a megfigyelési pontok (kalibrdcids
pontok) altal alkotott vektor és azon linedris altér kozott, melynek dimenzi-
4ja a kalibracids fiiggvény paramétereinek szamatdl figg. Ha a kalibracids
fiiggvény nem linedris a paraméterekre vonatkozodan, akkor bonyolultabbd
valik a helyzet, hiszen az altér sem lesz linedaris. Nézziink néhany példat az
L, normékra.

Z(as) ha n pératlan
L, E”&“E()lh:%zlzi—xol medidn : zg
z +z n4
B ha n paros
Ly=lz-zll=\/tT|si-20|?  dtlag: zo=LTa

Lo =|| 2 — 2o o= max; | zi — 2o | sivkozép : zo = Lffn,
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1.1 dbra: Az L; (a,d), Lz (b,e) és az Ly, (c,f) vektornormdk 2 ill. 3
dimenzids alakjai

ahol z(;) a j. rendezett megfigyelés és z a megfigyelések vektora. Egyval-
tozés esetben zg a josolt helyparaméterbdl alkotott vektor (a vektor Gsszes
eleme egyenld zo-val). Kiilonb6z6 becslok neveit és formuldit is feltiintettiik,
melyeket a normak minimalizalasaval nyertik. Az 1.1 dbran a fenti hirom
norma alakjit vizsgalhatjuk meg, mint 2 ill. 3 dimenzids vektorok hosszat.

Magasabb dimenzidkban az alakjuk hipergémb, hiperoktaéder és hiper-
kocka lesz.

Tobbvaltozds esetben zg egy olyan altér lesz, melyet a kalibracids fiigg-
vény parméterei feszitenek ki. L; minimalizdldsa egy linedris programozasi
feladattal oldhaté meg [119,44]. Az L, probléma a jél ismert legkisebb négy-
zetek médszerét szolgdltatja [113]. Lo, az extrém értékek statisztikdjdban
jatszik fontos szerepet [49], valamint minimaz problémdk esetén [58]. Lo
minimalizdlasa szintén linearis programozdsi feladat.

A kovetkez6 tavolsig mértéket meglepé médon definidljuk, 4gy hogy az
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Osszegzés helyett produktum képzést haszndlunk: [123]

P={I] [52+z?]}#, (1.14)

ahol 2
S )
- = T .
e-t tehat a fenti rekurziv formulaval definidlhatjuk és az adatok egyfajta
szOrtsdgat fejezi ki, a koncentrdlédds mértékét jelzi. A becslo eljards neve,
melyet a P minimalizildsdval nyeriink leggyakoribb érték (most frequent va-
lue) [123].

Végiil megemlitink még egy vektor normat, melyet az L,-t definidld
képletbdl tigy nyerhetiink, hogy az Gsszegzést a median képzés operdtordra

cseréljik:
b}

Mp norm : M, = %median {| z: |”} i (1.15)

Az irodalom csak a p = 2 esettel foglalkozik és az eljards a négyzetek legkisebb
medidnja (least median of squares) nevet viseli [109].

Eloszlasfuggvények funkciondljai alapjan eléallitott eljarasok. A
gyakorlatban legtobbszor feltételezhetjiik, hogy barmely becslés csak a mé-
rési adatok tapasztalati eloszldsatdl fiigg, azaz a becslést az F,, tapasztalati
eloszlasfiggvény funkciondljinak tekinthetjik. A T becslot gyakran valami-
lyen hipotetikusan feltételezett F' valdsziniliségi eloszlasbdl szarmaztatjuk.
Igy T(F,) egy nemparametrikus becsld lesz, de a tulajdonsigait a T(G) vi-
selkedésének tanulmdnyozdsdval kell levezetniink a megvalésulé G sziamdra
F kornyezetében. Ez a probléma az elsofaju modellhiba példdja: vegyiink
egy modellt, amely leirja a mérési jel és a koncentracié kézotti kapcesolatot a
mérési hibik eloszlasdval egyiitt, de ez az eloszlas csak feltételezésen alapul.
Haszndlhatjuk azonban az F eloszlasfiggvényt G helyett.
a becslés robusztus, ha a becslések eloszlasa egyenletesen folytonos funkci-
ondlja az anyaeloszlasnak, azaz kozel fekvé anyaeloszlasokhoz a becslések
kozel fekvo eloszlasai tartoznak

(a Prohorov-tivolsig G és F kozott kicsi).

A robusztussidgot kvantitativan kétféleképpen mérhetjik. Egy becslo
globdlis érzékenységét az Osszeomldsi ponttal (breakdown point) [58,50,37)
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adhatjuk meg (az irodolamban a kvantitativ robusztussag fogalom is haszna-
latos), mely egyszeriien fogalmazva a kiugré értékek (melyek akdir végtelen
nagyok is lehetnek) azon legkisebb hanyaddt jelenti, amelynél a becslé mar
minden hatdron tdli (gyakorlatilag végtelen nagy) értékeket is szolgaltat,
tehdt a jelentGs perturbdcidk hatdsdt képes leirni.

A hatdsfiiggvény (influence function) [51,52], vagy infinitezim4lis robosz-
tussag lokalisan jellemzi a robosztussagot. Leirja, hogy a becslo hogyan
valtozik egyetlen pontban infinitezimadlis perturbdcié hatasira. Egy becs-
16 robusztus, és eképpen az els6faji modellhibat is képes kezelni, ha az
Osszeomldsi pontja elegendden nagy valamint a hatdsfiiggvénye korldtos és
folytonos.

Kovetkezzen néhany példa az el6zéekben részletezett gondolatok alapjan
levezetett paraméterbecsld eljarisokra.

Momentumok mddszere. Legyen a £ véletlen valtozd k paraméteres
eloszlasfiiggvénye a kovetkezo:

P(¢ < z) = F(z;a1,a3,...,a) = / f(t;a1,a2,...,a;)dt.
-0

m;j(€) = E[z?] = [& 27 f(z;a1,a2,...,ar)dz az F eloszlds j. elméleti mo-
mentuma. Tegyiik fel, hogy az Gsszes elméleti momentum kifejezheto az
ismeretlen a; paraméterekkel, azaz m;(€) = m;(as,...,ax). A tapasztalati
momentumokat felhasznalva a kovetkezd egyenletrendszert nyerjik [134]:

1< 50 .
mj(az,---,ak)=;z‘sz, ji=1,2,...,k. (1.16)
i=1

Néha eléfordul, hogy (1.16) megoldasa nem egyértelmi. R. A. Fisher
kimutatta, hogy a momentumokkal valé paraméterbecslés erGsen aszimmet-
rikus eloszldsok esetén kevésbé hatékony. Rdadadsul a magasabb rendi mo-
mentumok egyre érzékenyebbek a mérési hibira a névekvo kitevok miatt,
emiatt a momentumok mdédszerével nem nyerhetiink robusztus becslét.

Legnagyobb valésziniiség (maximum likelihood) elve. Tekint-
stik az z; fiiggetlen megfigyeléseket melyek azonos, ismeretlen § paramétert
eloszlasbdl szirmaznak. Ebben az esetben az egyesitett stiriségfiiggvény az
egyedi z; siriségfiggvényeinek szorzata lesz:

L(z;0) = ﬁ f(zi;8) (1.17)
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Ez a maximum likelihood fiiggvény [134]. Gyakran sokkal egyszeriibb [ =
In £ alakkal dolgozni, mivel a szorzds (1.17)-ben Osszegzésre médosul. Bar-
melyik likelihood fiiggvény maximumat meghatdrozva, a legvaldsziniibb ]
becslést kapjuk 6-ra vonatkozdan. Bar néha kederiil, hogy ez torzitott.

A kovetkez6 példin mutajuk be a maximum likelihood elvének lényegét.
Laplace- és Gauss-eloszldsok T helyparamétereit fogjuk becsiilni és feltéte-
lezzik, hogy az S skdlaparaméterek azonosak.

0.9 - Tl [0t L2521)

28
min —In £L1(T, S) ~ minzlﬁ;—ﬂ (1.18)
1 z; — T)?
Le(T,S)=1]] [5\/2_” eXP(-(_Q—Sg—))]
. 2
min —In Lg(T, 5) ~ minz%f—) (1.19)

Ha S > 0, akkor S nem jdtszik szerepet a minimumok megtaldlasanal,
igy (1.18) és (1.19) ugyanazt az eredmény szolgaltatja T-re mint az L, és
Ly normdk minimalizaldsa. Ez daltaldnosan is igaz. Az f, szupermodell
helyparaméterének maximum likelihood becslése azonos lesz az L, normdk
minimalizalasaval kapott becsléssel:

1-1

P z;-T1 )
max L,(T) = max [| [51“(%) exp (_l_w_l_ﬂ = min L, (1.20)

Ahogy az elézéekben leirtuk a maximum likelihood elvét egy adott f(z)
eloszlis esetén a kovetkezdkben lehet megfogalmazni: max 3" In f(z;,T) vagy
min Y —In f(z;,T). Huber [58] dltaldnositasa a —In f fiiggvénynek egy dif-
ferencidlhaté p fiiggvényre vald kicserélését jelenti:

minZg(z;,T). (1.21)
Sokkal praktikusabb megoldani a
5 $(zi, T) = 0 (1.22)
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egyenletet, ahol ¢¥(z,T) = ﬂ%ﬁ:—n. Mivel T egy helyparaméter becslése, igy

Z Y(z; = T)=0. (1.23)
Y(zi —T)
Plai) = ———7~ (1.24)

felhasznéldsdval Y ¢(z;) - (zi — T') = 0 egyenletet nyerjiik, melynek a meg-
oldasa
7= 2@ 2 (1.25)
2 p(zi)-
Ez a formula meglehetésen hasonlit egy sulyozott atlagra, azonban a
silyok nem fiiggetlenek az adatoktdl, 6k maguk is statisztikdk. Az (1.25)
altal definidlt becsloket M-becsloknek nevezziik.

Minimalis informacié veszteség elve. Az el6z6 levezetések soran
feltételeztiik, hogy a hibaeloszlds tipusa pontosan ismert. A gyakorlatban
nagyon gyakran inkdbb valamilyen helyettesité eloszlasfiiggvénnyel operd-
lunk, mivel vagy nem ismerjik pontosan az el6forduld eloszlast, vagy ké-
nyelmesebb egy egyszerlibb formuldji, de hasonlé tulajdonsigu eloszlassal
szamolnunk.

Ha az adott f(z) stirliségfiggvényt valamilyen g(z) sliriiségfiiggvénnyel
helyettesitiink a relativ informaciét, vagy I-divergenciat definialhatjuk [32,
65,77,106,117,123}:

)= [ feyos L2

A helyettesités utdn az informécié veszteség (az I-divergencia) minima-
lizdldsdval a g alkalmazasdval kapott T helyparaméter és S skdlaparaméter
becsléseket fogadjuk el az f jellemzésére.

Tegyiik fel, hogy g(z;T) (ne felejtsiik el, hogy az elsddleges feladat a
T meghatdrozdsa) szimmetrikus és differencidlhaté fiiggvény T'-re vonatko-
zban, valamint az integrilds és a differencidlds miivelete felcserélhetd. Ekkor
a minimumot a jol ismert feltételek teljesiilése esetén kapjuk:

(1.26)

dIg(f§T) _
—ar !
> 9g(z;T) _f(=)
/_oo s =0 (1.27)
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és

dng(f? T) >

dT? 0

® [99T) _1 ) © 99(x;T) _f(x)
/_oo T 'g(z;T)] f(ﬂﬁ)dﬂc—/_oo 5T -g(x;T)dx>O. (1.28)

(1.28) egyenlet biztosan teljesiil, ha

*© dg(z;T) flz) , _
/_oo S gy e =0 (1.29)

igaz.

Az I-divergencia minimumit az (1.27) és (1.29) egyideji teljesiilésével
érhetjiik el alkalmasan megvdlasztott T és .5 értékekkel.

Két példat tekintsiink, melyekben Gauss- ill. Cauchy-eloszlasokat szere-
peltetiink helyettesitd eloszlasként. A Gauss-eloszlds siriségfliggvénye:

e
g(a:,T)_Ume 22,

Behelyettesitve ezt (1.27) és (1.29) egyenletekbe kapjuk:

o]
T :/ zf(z)dz.
Ez a jolismert F varhatd érték és
[eo]
ot = [ (e~ B f(a)da,

az f(z) variancidja. Cauchy-eloszlas esetén a siirliségfiiggvény:

1 S
9@l = Ty e T
A helyettesitések utdn a kovetkezd kifejezéseket nyerjik:

p_ oo wrremryp f(2) e

% e f@)de

Ez a T az elozéekben mar ismertetett leggyakoribb érték becslot szolgaltatja.
A skédlaparaméter becslése:
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o0 z—M)?
_ 3 f—oo [52+(2—M)2] f(Z) dCII

§% = — .
JZ% [S2+(z1—M)2]7 f(z)dz

- Errdl a formulardl azt kell tudni, hogy ez mar robusztus, mig a maximum
likelihood elve alapjan szarmaztatott becslés érzékenyebb.

Megemlitjiik még, hogy mds becsloeljarasokat, melyeket az eloszlasfiigg-
vények funkciondljai alapjan nyerhetiink (pld. Bayes mddszer, Kalman-
szUir6 stb.), nem részleteziink, mivel jelen munkdban azzal a feltételezéssel
éltink, hogy a paraméterek idében nem valtoznak.

Teszt statisztikak alapjan el6dllitott eljarasok. A mérés sorédn ka-
pott X1, X2,..., X, minta dlljon figgetlen, azonos F(z —§) eloszlasbdl szdr-
mazd véletlen véltozdkbdl. Vizsgalhatjuk a kovetkezd tesztet, melyben a
nullhipotézist 4llitjuk szembe egy alternativ hipotézissel: az F(z — ) hely-
paraméterére vonatkozdan:

Hy:8=0 versus
Hy:6 #0. (1.30)

A statisztikai teszttel alapvetoen két részre osztjuk a mintateret: az
egyikben elfogadjuk a Hg nullhipotézist, a masikban elvetjik azt. A felosz-
tdst egy alkalmasan vilaszott V statisztika felhasznalasaval valdsitjuk meg.
A nullhipotézisre vonatkozdan V-re egy eloszlast vezethetiink le, melyet fel-
hasznélva konkrét valésziniiséggel vetjilk el illetve fogadjuk el a nullhipoté-
zist.

x? statisztika. Tekintsiink n fiiggetlen, azonos varhaté értéki, de kii-
16nb6z6 szérdsi normadlis eloszlasi véletlen valtozobdl allé mintdt. A kovet-
kez6 statisztikat vezetjik be:

=3 (—‘”;TT)Z- (1.31)

ahol x? chi-négyzet eloszldsu véletlen valtozét jelent n — 1 szabadségi fok-
kal. Minimalizalva x?-et a paraméter siilyozott legkisebb négyzetes becslését
nyerjiik [134]):




Altaldnos pontfiiggvények. Legyen a; az els6 n pozitiv egész pont-
fiiggvénye és legyen értéke nem negativ és nem csokkené: 0 < a; < ... < an.
Definialjuk a kovetkezo statisztikdt

V=> aR) |zi-T]|, (1.32)

ahol R; a | z; — T | sorrendjét jelentia | z;—T|,...,| zn — T | sorban. Mini-
malizdlva V-t T-re egy becslo eljardst nyeriink, melyet R-becslének hivunk
(58,66]. Az a(i) = 1 pontfiggvénnyel az L;-normdval azonos eredményhez
jutunk, azaz a minta medidnhoz. Gyakran alkalmazzdk a Wilcoxon pont-
fiiggvényt, ahol a(z) = 1. '

Sorrend korreldcid. Tételezziik fel, hogy az adataink rendezettek,

21 <z2L ... L .
N = Z | z; — z; |
1<i<jign
a pozitiv z; — z; kiilonbségek szdma. Valamely b valés véltozéra definidljuk
az 7i(b) = y; — bz;, i=1,...,n rezidudlist. Tekintsiik a kovetkezs, sorrend
korreldcion (a Kendall dltal bevezetett tau [71]) alapuld statisztikdt [114]:

Ligicicn | 25— i |- [ 75(0) — 7i(b) |

v(3)

V(b) a 0 érték becsldje lesz és igy alkalmas b vdlasztdsaval kell V(b) értékét
zérushoz minél kozelebb bedllitani. Mivel V (b) nem ndvekszik b szerint, igy
lesz egy intervallum, ahol V(b) egyenlé lesz nullaval. b alkalmas becslésének
ezen intervallum koézepét valasztjuk. Tekintsiik a kovetkezé NV kiillonbozo
par halmazét:

(1.33)

V(b) =

bij = %:—z zj > ;. (1.34)
7 : .

l;,-j vélasztjuk mint b-re vonatkozé becslést, mivel ebben az esetben lesz V' (b)
egyenld nullival. Pontosan ez az algoritmus jelent meg [45])-ban az elébbi
részletes levezetésre vonatkozé hivatkozds nélkil.

U-statisztika. Az U-statisztikdt Hoeffding [55] vezette be. Legyen
Ti,...,Tn egy mintaés ®(z1,...,zm) egy fiiggvény m argumentummal. Te-
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kintsiik a kovetkezd statisztikat:

1

U= > B(Toars- > Tam)s (1.35)
n(n — 1) e (’n -m + 1) (01,...,C¥m)
ahol 37, am) 22 (Q1,...,an) Osszes permutdcidjira vonatkozd dsszegzést

jelent dgy, hogy 1 < a; <n, oa;#«; ha 1#j +4j=1,...,m.
Siegel [118] az U-statisztika robusztus valtozatat vezette le, kicserélve a
szummazast az egymasba agyazott medianokra:

0 = median™{8(z4,, - »Tam)}- (1.36)

1.1.1.2 Fuzzy halmazokon alapulé modell

A halmazelméletben a ko6zonséges halmazokhoz egy karakterisztikus fiigg-
vényt rendelhetiink a {0,1} két elemi halmazbdl vett értékekkel. Zadeh
1965-ben [135] felvetette, hogy a karakterisztikus fiiggvény értékkészlete
legyen a [0,1] zart intervallum és igy a halmazhoz valé tartozdst ezzel a
szubjektiv bizonytalansiggal fejezhetjiik ki. A kiterjesztett karakterisztikus
figgvényt tagsdgi fiiggvénynek, a tagsigi fiiggvénnyel jellemzett halmazokat
fuzzy halmazoknak hivjuk.

A fuzzy halmazok elmélete nagyon gyorsan teret héditott, magyarul
Nagy Csaba [93] foglalta Ossze az elméletre vonatkozé fontosabb ismere-
teket, majd nem sokkal ezutan egy konkrét alkalmazasi példaval is taldlkoz-
hatunk [64]). A hagyomdnyos és a fuzzy valdszintiségi mezok kapcsolatardl
jelenik meg dolgozat [15] az elmélet hazai tovdbb fejlesztdinek mihelyébdl.
A legfrissebb 6sszefoglalé [120] korunk tudoménydban és a mindennapok
technikai vivmdanyaiban éri tetten a fuzzy logikat.

A fuzzy hallmazok elméletének nemzetkozi szakirodalma igen jelenté-
keny, igy arra vdllalkozunk, hogy csak a minket érdekld regressziés felada-
tokkal foglalkozdkat tekintsiik at.

Zadeh 1968-ban koz6lt tanulmanya [136] a fuzzy események valdsziniiség-
mértékét definidlja, ezzel ijabb fejlodési hullimot inditva el. Sorra jelennek
meg a cikkek a fuzzy halmazok és a statisztika kapcsolatdrdl [95,48,67,68,
75,39,60]. Sugeno disszertacigjaban [124] kidolgozza a fuzzy mértékek és
fuzzy integrdlok elméletét, majd egy alkalmazdssal is taldlkozunk [96]). Az
érdeklédSk témaban vald részletes elmélyiilését két alapmi [69,40] segiti.

A fuzzy halmazok elméletének alkalmazdsat a regresszids problémédk meg-
oldésdban Jajuga [62] dolgozta ki a legegyszeriibben, fuzzy halamzokat al-
kalmazott a legkisebb négyzetek mddszerének silyozott viltozatdhoz. Cel-
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min$ [25,26] és Diamond [35,34] dolgoztak ki eljardsokat a legkisebb négy-
zetek mdédszerének fuzzy valtozdkra valé alkalmazdsdra. Elszakadva a legki-
sebb négyzetek moédszerétol mas fuzzy regresszids eljardsokat is bemutattak
(27,28,11,12,13,10,121,63,94,47] ‘

Bandemer dolgozata [4] az analitikai kémidban jelentds fejlédést indi-
tott el a robusztus fuzzy regresszids eljardsok fejlesztése teriiletén, mely a
fuzzy halmazok egyéb felhasznaldsat is elosegitette [103,102,8,97,101,104,99,
100,56,57,79]. A fuzzy halmazok segitségével végzett adatfeldolgozési méd-
szerekr6l a Bandemer 4ltal szerkesztett kiadvdanyokbdl [5,6,7] nyerhetiink
tovabbi ismereteket. ‘

Vizsgdljuk meg részletesen az els6 fuzzy halmazon alapulé robusztus reg-
resszids eljards [102] 1ényegét.

Az analitikai kémiai meghatdrozasok helyessége elsésorban a kalibrédlas
josdgdn muiilik. A kalibraciés folyamat sordn a megfelelé analitikai méro-
gorbe kivalasztdsa, majd alkalmazasa a feladat. Altaldban ismert Sssze-
tételi mintasorozattal elvégzett mérések utan gorbeillesztéssel hatdrozzdk
meg a mérégérbe paramétereit, majd az egyenlet inverzének segitségével az

Altaldban feltételezik, hogy a mintasorozat koncentraciéja pontosan is-
mert és csak a mért jelben mutatkozhat bizonytalansdg. A fuzzy halmazokon
mutatkozé bizonytalansigot is a megfelel6 tagsagi figgvény alkalmazasaval.
A mddszer hasznalata soran feltessziik, hogy a kalibracids fiiggvénykapcsolat
pontosan leirja a kalibraciés folyamatot, pld. mert fizikai térvényszeriségek
teljesilésébol szdrmaztattuk. Ekkor az M; fuzzy halmaz, mellyel egy fuzzy
megfigyelést definidlunk, megadhaté a tagsdgi fiiggvényével (membership
function): m(z,y),z € X,y € Y, ahol z a koncentrici6, y a mérési jel.
Ha egy bizonyos pontban tobb tagsigi figgvény értéke nem nulla, akkor
Osszevonhatjuk Oket:

mum(z,y) = mfmxmi(a:,y). (1.37)

A halmazt amelyben egy my tagsdgi figgvény nulldtdl kilonbozo értéket
vesz fel az N fuzzy halmaz tartéjanak (support) hivjuk:

supp N = {(z,y) € X xY : mn(z,y) > 0} . (1.38)

A tartdék lehetnek korok, vagy ellipszisek és a tagsagi fiiggvények parabolo-
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