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Bevezetés

Ebben az értekezésben olyan véges algebrakkal foglalkozunk, amelyek véges sok
alapmiivelettel rendelkeznek. Miveleten mindig véges valtozos milveletet értiink. Algeb-
raink flggvényteljességét vizsgaljuk, részletesebben arra a kérdésre fogunk vélaszolni,
hogy bizonyos algebrak alapmiveleteibdl, alaphalmazuk elemeibdl €s a projekciokbol
szuperpozicioval eldall-e az alaphalmazukon értelmezett 6sszes miivelet. Miivelet helyett
gyakran fliiggvényt mondunk. Kozelebbrdl, olyan algebrakat vizsgalunk, amelyeknek
alapmiiveletei p-mintafiggvények. A p-mintafuggvény fogalmat Csakany Béla javasolta.
O vetette fel az olyan véges algebrak figgvényteljességének a vizsgalatat, amelyek véges
sok alapmuvelettel rendelkeznek és az alapmiiveleteik p-minta-figgveénvek. Az ilven
algebrakat relacié-mintaalgebriknak vagy p-mintaalgebraknak nevezzik.

Ertekezésem célja a véges p-mintaalgebrak figgvényteljességének a vizsgalata,
ha p ekvivalencia-relacio, permutacio, centralis relacio, részbenrendezeés, affin relacio és
h-regularis relacio. 1. G. Rosenberg [10] bizonyitotta, ilyen tipusiak az olyan p relaciok,
amelyekre a Polp alaki klonok maximalis klonok. Ezeket a klonokat Rosenberg-
klonoknak nevezzik.

Szamos szerzo vizsgalta a véges algebrak fuggvényteljességét. Rédei és Szele [8]
tétele szerint a véges testek fuggvényteljesek, ha alapmiiveleteknek az osszeadast és
szorzast tekintjik. Kuznyecov [4] bebizonyitotta, hogy a véges gytrik koziil a nem-
trivialis szorzasu egyszer(i gyariik fuggvényteljesek. Maurer €s Rhodes [1] belattak, hogy
egy veges csoport akkor és csak akkor fuggvényteljes, ha nemkommutativ, egyszerl
vagy trivialis.

R. W. Quackenbushtol ([7], 74. oldal ) szarmazik a kovetkezo definicio.

Az (xy, ... x1), O, ..., vo)e4" elem k-asokrol akkor mondjuk, hogy azonos min-
tajuak, ha barmely i, je{1, .., k} esetén x,=x, akkor és csak akkor, ha y,=y,. Az
1 :A*>4 fiiggvényt mintafiiggvénynek nevezziik, ha flx,, ..., xi) = x, (1 < i < k), ahol i
ugy fugg az x, ..., x; -tol , hogy Ay, ..., Vi) =V, ugyanazzal az i-vel, ha (v, ..., }x) €s

(xy, ..., Xx) azonos mintajaak.



Legyen p tetszoleges n-valtozos relacio az A halmazon. Az (x,, ... xi) €4*,
01, -..y)ed” elem k-asokrol akkor mondjuk, hogy azonos mintajuak a p-ra nézve, ha

barmely iy, .., i» €{l, .., k} esetén (x,,..,x )ep akkor és csak akkor, ha
Gy YepPhz I A5 4 fuggvényt p-mintafiiggvénynek nevezzik, ha

S(xy, . x0) =x (1 <1< k), ahol 7 ugy fugg az xy, ..., x;»-tf)l, hogy f(»i, ..., Yx) =y, ugyan-

azzal az i-vel, ha (yy, ..., yx) €s (xy, ..., xx) azonos mintajiak -p-ra nézve.

Azf: A" — A fuggvényt konzervativ fiiggvénynek nevezziik, ha
Sxi ., xe)efx, ..., X} minden x,, ..., ;€ A-ra. A konzervativ fuggvények mindig vala-
mely p szerint p-mintafliggvények. Az A algebrat konzervativ algebranak nevezziik. ha

az A algebra alapmiiveletei konzervativ fuggvények.

Az A = (4; F) algebrat fliggvényteljesnek nevezziik, ha az A halmazon értelme-
zett barmely mivelet polinomfuggvénye az 4 algebranak. Szamossagi meggondolasok

miatt a végtelen algebrak nem fuggveényteljesek.

Az A" teljesen reflexiv és teljesen szimmetrikus p részhalmazat centralis
relacionak nevezziik, ha p = A" és van olyan ceA. amelyre {c}*4A™" cp. Az ilyen tulaj-
donsagu ¢ elemek halmazat a p centralis relacio centrumanak nevezziik.

Legyen3 < h<|A|. A 7'={6, ..., 6} (m 2 1) ekvivalencia-relaciok csaladjat az
A halmazon A-regularisnak nevezzik, ha

(1) minden §-nek h osztalya van (1 </ < m),

(2) a 6 relaciok tetszoleges & ekvivalencia-osztalyaira alts .

A T altal meghatarozott Ar-relacio az osszes olyan (ay, ..., a)eA” rendezett h-asokbol
all, amelyekre minden j (1 < j < m) eseten az a, ..., a, elemek kozil legalabb ketto

G-nek ugyanabban az ekvivalencia-osztalyaban van. Az igy definidlt As-relaciot

h-reguliris relacionak nevezziik.
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A dolgozatban felhasznalt tételek

Megjegyezziik, hogy a felsorolt lemmak, tételek sorszamozasa a disszertaciobeli
sorszamozast koveti.
Rosenberg [9] minimalis klonokra bizonyitott tételének kovetkezménye p-min-

taalgebrakra a kovetkezd két lemma.

2. Lemma. Minden nemtrividlis véges p-mintaalgebra termfuggvénvei klonja
tartalmaz vagy nemtrivialis kétvaltozos p-mintafuggvenyt vagy olyan haromvaltozos
p-mintafuggvényt, amely tobbségi fuggvény vagy olyan nemtrivialis p-mintafuggvenyt,

amely szemiprojekcio.

2. Lemma. Adott p relaciora minden (4:/) nemtrividlis véges p-mintaalgebra
fuggvenyteljes akkor és csak akkor, ha barmely olyan (4; f) nemtrivialis p-mintaal-gebra
fuggvényteljes, amelyre f az A-n értelmezett nemtrivialis kétvaltozos, vagy haromvalto-

z0s tobbsegi fuggvény, vagy nemtrivialis szemiprojekcio.

Kételem( algebrak fuggvényteljességének vizsgalatara Post [6] teljességi tételét
alkalmazzuk. E tételbdl kovetkezik, hogy egy kételemi algebra akkor és csak akkor
fuggveényteljes, ha az alapmuveleltei kozott van nem linearis €s nem monoton mivelet.

Szendrei Agnes ([13], 436. oldal) és ([14]. 58. oldal) leirt tételeit a kovetkezd

tételben fogalmazzuk meg:

8. Tétel. Egy véges, egyszeri, szirjektiv A algebrara a kovetkezok valamelyike
mindig teljesil:

(1) A fuggvényteljes,

(2) A affin egy elemi Abel-csoportra,

(3) A izomorf egy olyan algebraval, amely termekvivalens az (N; G)'™ (m > 1)
matrix hatvannyal, ahol N véges, de nem egyelemil, G < Sy és [N > 2 esetén a G permu-

tacidécsoport primitiv,



(4) az A algebranak van kompatibilis, kétvaltozos centralis relacioja,
(5) az A algebranak van kompatibilis, korlatos részbenrendezése.
A disszertacioban belatjuk, hogy konzervativ algebrakra a 8. Tételbdl a kovetke-

20 lemma adodik.

10. Lemma. Legyen A legalabb haromelemi, véges, egyszeri, konzervativ
algebra. Az A algebra akkor és csak akkor fliggvényteljes, ha:

(1) A-nak nincs kompatibilis, kétvaltozos centralis relacioja A-n és

(2) A-nak nincs kompatibilis, korlatos részbenrendezése A-n.

Szabo Laszlo [12] tételet felhasznalva a 10. Lemma élesitését a kovetkezod

lemmaban fogalmazzuk meg.

11. Lemma. Az A4 legalabb haromelemi, veges. egyszeri, konzervativ algebra
akkor és csak akkor fuggvényteljes, ha

(1) A-nak nincs olyan kompatibilis, kétvaltozos centralis relacioja, amelyet A
minden automorfizmusa megoriz, €s

(2) A-nak nincs olyan p kompatibilis. korlatos részbenrendezése, hogy A minden

7 automorfizmusara a p° = {(x7, vr) : (x,y) € p} relacio pvagy p™.

A.F. Pixley nevéhez fuzodik a

Z¥hax=);

l(x,)',:)={

x, hax=y

fuggveny, az un. ternaris diszkriminator vizsgalata. H. Werner [23] belatta, hogy az
(4, 1) véges algebra fuggvényteljes.
Fried Ervin és A. F. Pixley [3] vizsgalta a

Jx, hax=y,
d(x,y,z)= l

z,haxzy

un. dualis diszkriminatort. Megmutattak, hogy az (4; d) legalabb haromelemii, véges

algebra fliggvényteljes.



Az (4; 1), (4; d) mintaalgebrak p-mintaalgebrak is, ha p egyenl6ség relacié az 4
halmazon.

Az (4; F) algebrat homogén algebranak nevezziik, ha az S; szimmetrikus cso-
port automorfizmuscsoportja az (4, .F) algebranak. Csakany Béla [2] bebizonyitotta,
hogy barmely nemtrivialis, véges, homogén algebra fuggvényteljes hat kivételes esettdl
eltekintve. A mintaalgebrak homogén algebrak, ezért mintaalgebrakra érvényes a kovet-

kezo:

13. Lemma. Barmely legalabb haromelemi, véges, nemtrivialis mintaalgebra

fliggvényteljes.

Szabo Laszlo [11] tranzitiv automorfizmuscsoporttal rendelkezé véges, egyszeri

algebrak fiiggvényteljességi tételének kovetkezménye a kovetkezd lemma.

14. Lemma. Ha p C 4" tetszdleges relacio és a p automorfizmuscsoportja tran-
zitiv, akkor barmely legaldbb haromelem, véges, egyszerii p-mintaalgebra fuggvény-
teljes.

Palfy Péter Pal, Szabo Laszlo és Szendrei Agnes [5] primitiv automorfizmus-
csoporttal rendelkezd véges, nemtrividlis algebrak figgvényteljességét konzervativ algeb-

rakra a kovetkezo lemmaban fogalmazzuk meg.

16. Lemma. Ha az A4 legalabb haromelemi, véges, konzervativ algebra automor-
fizmuscsoportja primitiv, akkor A vagy fuggvényteljes vagy ekvivalens egy C.s22)
algebraval, ahol a C algebra fiiggvényteljes és automorfizmuscsoportja Osszetett rendl
primitiv permutacié csoport (ebben az esetben C* koszoruszorzata az Aut(A4)-nak és az

S szimmetrikus csoportnak).



A p-mintaalgebrak fiiggvényteljessége

A kovetkezo két tételnek annyiban van elvi jelentosége, hogy ramutatnak: bizo-
nyos p relaciok biztositjak, mas p relaciok pedig kizarjak a p-mintaalgebrak fuggvény-

teljességét.

21. Tétel. Ha 3 < |4| <=, 1 <n < 4|, akkor a 4 hdlmazon megadhato olyan
n-valtozos p relacio, amelyre 1étezik nemtrivialis p-mintaalgebra €s barmely nemtrivialis

p-mintaalgebra fuggvényteljes.

23. Tétel. Ha 3 < |4} <=, 1 <n <|A|, akkor az 4 halmazon megadhato olyan
n-valtozos p-relacio, amelyre létezik nemtnvialis p-mintaalgebra €s barmely p-minta-

algebra nem fliggvényteljes.

Az A 7m-mintaalgebrat permutacié-mintaalgebranak nevezzik, ha 7 az A hal-
mazon egy permutacio. A permutacio-mintaalgebrak fliggvényteljességre vonatkozo
eredmeények kozil a disszertacioban szereplo legfontosabb tételeket soroljuk fel.

Legyen

[x, ha(x,y) ex vagy (1,x)er,
Si(x, y) =1

{ v kiilonben,

ahol 7 ciklikus permutacio az 4 halmazon. Ha fi(x, y) = (3, x), akkor érvényes a kovet-

kezo tétel.

28. Tétel. Legyen 3 < |4| < oo, 7 tetszOleges permutacio es f tetszOleges, nem-
trivialis, kétvaltozos 7-mintafiggvény az A halmazon. Az (4; f) 7-mintaalgebra akkor
és csak akkor fuggvényteljes, ha x ciklus permutacio az A halmazon és |4| = 4 esetén

NES 9/

29. Tétel. Ha 3 < |4] < oo, 7 tetszbleges permutacié az A halmazon és f olyan

m~mintafiggvény, amely tobbségi fliggvény, akkor az (4; 1) algebra fiiggvényteljes.



Az (4; f) legalabb haromelemii, véges permutacio-mintaalgebrak fuggvényteljes-
ségének a teljes leirasa a 28. Tétel és a 29. Tétel, amelyekre / tetszoleges, nem-trivialis

kétvéltozos vagy tetszoleges tobbségi figgveény.

A disszertacidban az olyan (4; f)legalabb haromelemi, véges, nemtrivialis
permutaci6-mintaalgebrak fiiggvényteljességét vizsgaljuk, ahol f szemiprojekcio. Belét-

juk, hogy az ilyen algebrak kozott vannak fuggvényteljesek és nem fliggvényteljesek.

32. Tétel. Legyen 3 < |4| < w és 7 fixpont nélkiili permutacié az 4 halmazon. Az
A egyszeri 7-mintaalgebra figgvényteljes akkor és csak akkor, ha az A algebranak nincs
olyan kompatibilis, kétvaltozos centrélis relacioja, amelyet A minden automorfiz-musa

megoriz.
A kovetkezo tételt a 39. Tételt és a 64. Tétel bizonyitasara hasznaljuk fel.

36. Tétel. Legyen 3 < |4] < w0 és p legalabb haromvaltozos, teljesen reflexiv rela-

ci6 az A halmazon. Az A p-mintaalgebra fliggvényteljes akkor és csak akkor, ha az 4

toleranciamentes.

A p-mintaalgebrak fliggvényteljességére vonatkozo tételeket bizonyitunk ha p
centralis relacio. A kdvetkezo tétel alkalmazasaval a [19]-ben publikalt tétel bizonyitasat

egyszerusitettik.

39. Tétel. Legyen p legalabb kétvaltozos centralis relacio az 4 véges halmazon.

Az A véges p-mintaalgebra akkor és csak akkor fliggvényteljes, ha A toleranciamentes.

Ha p centralis relacio, akkor belatjuk a kovetkez6t:

legyen 3 < |4| < w és p tetszoleges centralis relacio az A halmazon. Az (4; f)
p-mintaalgebra nem fliggvényteljes, ha f tetszoleges kétvaltozos p-mintafliggvény
(40. Tétel).



Ha p legalabb kétvaltozos centralis relacio, akkor nincs olyan p-mintafuggvény,
amely tobbségi fuggvény. Az olyan (4; /) legalabb haromelemii, véges p-minta-algebrak
fuggvényteljességét is vizsgaljuk, ahol p centralis relaci6 az 4 halmazon és az f p-

mintafliggvény szemiprojekcio.

A p n-valtozos centralis relaci6 minimalis centralis relicié az A halmazon, ha

barmely ay, ..., a,€4 paronként kiilonbozo nem centrumelemekre (aj, .., a,)&p.

Kiilon foglalkozunk az olyan p-mintaalgebrak fuggvényteljességével, ahol p mi-

nimalis centralis relacio.

A <-mintaalgbrak fuggvényteljességét vizsgaljuk. ha < linearis rendezés vagy
korlatos részbenrendezés. Belatjuk a kovetkezot:

ha 2 < |4] < «, < az A halmazon értelmezett tetszdleges korlatos rész-
benrendezeés és f tetszoleges kétvaltozos <-mintafuggveny, akkor az (4, ) algebra nem
fuggvenyteljes (48. Tetel).

Az olyan (4; f) legalabb haromelemii, véges <-mintaalgebrak fuggvenyteljessé-

gével is foglalkozunk, ahol f tobbségi fuggveny vagy nemtrivialis szemiprojekcio.

Legyen
z; hax €
x.y.2)=
(x.3:2) | X, hax £y,
y {% haxgy,
(x.3,2)= i:, hax £ y.

A kovetkezo tétel a [21]-ben publikalt 1. Tételnek és 2. Tételnek az altalanositasa

tetszoleges részbenrendezésre.

52. Tétel. Legyen 3 < |4] < o €s < tetszOleges részbenrendezés az 4 halmazon.

Ha f =t vagy f = d, akkor az (4, f) algebra fliggvényteljes.



Megjegyzés. Ha a 1 és d fiiggvények definiciojaban szereplé részbenrendezeés

egyenloség, akkor a teraris diszkriminatort és a dualis diszknminatort kapjuk.

Legyen az n = {0, 1, ..., n-1} halmazon egy + Abelcsoport-miivelet (a mod n
sszeadas) értelmezve. Definialjuk az n halmazon a p relaciot a kovetkezSképpen:

(X1, X2, X3, Xp) €P > X1+ X2 = X3+ Xy

Az igy definialt relacio affin relacio. Kiilon foglalkozunk a p-mintaalgebrak fuggvény-
teljessegével, ha p affin relacio.
Veégiil a disszertacio utolso fejezetében a Ar-mintaalgebrak fuggvényteljességeét a

kovetkezé még nem publikalt tételben teljesen leirjuk.

64. Tétel. Legyen Ara 7'= {6, ..., Gn} (m > 1) h-regularis ekvivalencia-relaciok

csaladja altal meghatarozott relacio az 4 halmazon. Az (4; F) tetszbleges, véges, nem-
trivialis A7-mintaalgebra akkor és csak akkor fliggvenyteljes, ba rm\l 0, egyenloségi relacio
i

az A halmazon.
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