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1. Fejezet

Bevezetés

A fazisatalakuldsok a legszembeszokdbb, leghétkoznapibb fizikai jelenségek kozé tartoz-
nak. Bdr a legegyszeriibb fazisdtalakuldsok (fagyds, olvadds, forrds) észlelése koriilbeliil az
emberi tudattal egyidds, rendszeres tudoményos vizsgalatuk mégis csak a milt szidzad elsd
felében kezdédott el. Latour®, Herschel', Andrews' ttoré munkéssiga tette lehetvé van
der Waals [7] szdméra a folyadék-gdz fazisatalakulds klasszikus elméletének megalkotdsit.
A malt szdzad végén, e szazad elején Hopkins!, Cuire!, Weiss!, Smoluchowski!, Einstein'
munkai adtak 0j, eredeti irdnyokat a kutatasoknak. A ’30-as években az atlagtér-elméletek
alkalmazdsa (Bragg-Williams [1], Bethe [2], Peirels [3], Nix és Schokley [4], Landau [9, 10])
a klasszikus elméletek csticspontjat jelentette.

A klasszikus elméletek hidnyossagaira analitikus és kisérleti vizsgdlatok mutattak ra.
Ezen elméletek jellegét tekintve jol visszaadtdk a fazisatalakuldsok kiillonbozd tulajdonsa-
gait, azonban kvantitativ joslataik sorra ellentmondéasba keriiltek a kisérleti és analitikus
eredményekkel, mely eredmények nem illettek a klasszikus elmélet keretei kozé.

Az elméleti megkozelités els6 lépése a fenomenoldgikus skaldzasi elmélet megalkotésa
volt a ’60-as években. Ennek mikroszkopikus jellegli magyarazata a '70-es években megszii-
letett renormédldsi csoport elmélet, melyet Wilson dolgozott ki [62]. Ez az eljards a '70-es
évek fizikdjanak egyik legnagyobb eredménye, melyért Wilsont Nobel-dijjal tiintették ki, és
melyet nemcsak a fazisatalakuldsokndl alkalmaztak sikerrel, hanem a részecske fizikaban,

a turbulencia elméletben és sok mds teriileten is. Ezen elmélet, mely a végtelen sza-

! A referencidkkal kapcsolatos informaciék megtaldlhatéak J.S. Rowlinson van der Waals téziseihez
irt el6szavéban [7].
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badsagi fokokkal kapcsolatos rendkiviil nehéz matematikai probléma elegans targyaldsat
nyujtja, mind a specidlis modellekre kapott elméleti, mind a kisérleti eredményekkel egyezo

joslatokat ad.

A fizisdtalakuldsok vizsgdlatanak alapvetd és izgalmas kérdéskore az univerzalitdsi
hipotézis, mely szerint a rendszer fazisdtalakuldsaindl megfigyelhetd kritikus exponensek
a rendszer mikroszkopikus részleteitol nagyrészt fiiggetlenek. Az el6z6ekben emlitett
klasszikus atlagtérelméletek hiperuniverzalis viselkedést josolnak, miszerint a kritikus ex-
ponensek értéke nem fiigg a rendszer dimenziészdmatdl és egyéb mikroszkopikus részletek-
t6l. Az atlagtérelmélet azonban csak négynél magasabb dimenziéban ad helyes eredményt
[69]. A kritikus jelenségek modern elmélete szerint, - mely a renormaldsi csoport transz-
forméciora épiil - a rendszert jellemzo exponensek a rendszer néhédny jellemz6jétol fiiggnek,
melyek a kovetkezéek: a rendszer és a rendparaméter dimenzidja, illetve a kolcsonhatéds
hatétdavolsaga. Azok a rendszerek, melyek fenti tulajdonsagai megegyeznek, azonos expo-

nensekkel rendelkeznek, azonos univerzalitdsi osztdlyba tartoznak.

Az alapvet6 tombi kritikus viselkedés részletes, tobbirdnyu vizsgdlata utan elGtérbe
keriilt a feliiletek, sarkok, élek, kiilonbozé racshibak, réviden inhomogén rendszerek-
ben megfigyelhet fazisitalakuldsok vizsgdlata. Az inhomogén rendszerek kutatdsdnak
teriiletén jabb impulzusokat adott a hagyomanyos szildrdtestfizikai elméleteknek ellent-
mondé kvdzikristdlyos anyagok felfedezése [5], melyek lokélisan 6tfogdsi szimmetridt
mutatnak. A rohamléptekkel fejlédé kisérleti technika egy madsik nagy eredménye az
atomi vastagsdgu rétegek levdlasztdsa pdarologtatasi technikdval [6]. Ezen technikdval
réteges aperiodikus szerkezetek el6dllitdsa, ezaltal behatébb tanulmédnyozasa vélt lehetévé.
A kisérleti eredmények intenziv elméleti kutatdsokat inditottak be. A kvéazikristdlyos,
valamint a rétegesen aperiodikus anyagok a szokdsostdl eltérd szerkezettel rendelkeznek.
Rovid tdvon ’vizsgélva a szerkezetet determinisztikus rend jellemzi, hosszii tdvon azon-
ban rendezetlenség figyelhet6 meg. A rendet és rendezetlenséget 6tv6z6 kettds jelleg teszi
ezen szerkezeteket igazan érdekessé, mivel ilyen szerkezetii anyagokat vizsgélva lehetéség
van a rend és rendezetlenség kiilonbozo fizikai jelenségekre gyakorolt hatdsdnak mélyebb

megértésére. A kristdlyos anyagokra kifejlesztett elméletek (példaul a transzldcids szim-



metridra épiilé Bloch-tétel) ilyen rendszerekben érvényiiket vesztik, ezek tijrafogalmazisa,

modositasa alkalmazasuk el6tt elkertilhetetlen.

Az azonos épitdelemekbdl, cellakbdl periodikusan felépiilé rendszerek fazisdtalakulédsa
a skdldzasi hipotézis szerint megegyezik a tiszta rendszer fazisdtalakulasaval. Rendezetlen,
kvazikristalyos, aperiodikus rendszerek esetén formalisan a cella mérete végtelen, ezért 1ij
tipusu fazisatalakuldsra is szamitani lehet, hiszen a skaldzdsi meggondolas ebben az eset-
ben nem alkalmazhaté. A mintdkba befagyott rendezetlenség néhédny esetben a kritikus
exponensek modosuldsdhoz vezethet. Ebben az esetben a Harris dltal megfogalmazott
érveléssel lehet a perturbacié relevans-irrelevdns jellegét meghatdrozni [13]. Felmeriilt a
kérdés, hogy a kvazikristdlyos anyagok ugyanabba az univerzalitasi osztalyba tartoznak-e,
mint a hasonld periodikus anyagok. Kiilonb6z6 kvézikristalyos rendszerek tanulményozasa
sordn probaltak megallapitani, hogy milyen tipusu fazisatalakulds megy végbe ezekben,
megval-tozik-e a rendszer univerzalitdsi osztdlya az ilyen tipust inhomogenitds hataséra.
Néhany eset, példaul a Penrose-rdcson levé Ising-modell [14, 15, 16], a perkoldcids-probléma
(17, 18], illetve az Onelkeriilé bolyongds [19] viselkedése nem mutatott valtozést a tiszta
rendszerhez képest. Szamos mds esetben, példdul a feliileti durvulds jelenségénél az ape-
riodikus szerkezet nem univerzilis kritikus viselkedést eredményezett [20, 21]. Hasonld
nem univerzalis viselkedést a rétegesen aperiodikus kétdimenzids Ising-modellben, erdsen
anizotrép hatdresetben is kimutattak [22, 23, 24, 25, 26, 27]. Itt a kotési paraméterek egy

determinisztikus médon képzett aperiodikus sorozatot kovettek.

Mi a kozvetlen kapcsolat az aperiodikus sorozat szerkezete és a rendszer kritikus
viselkedése kozott? Erre a kérdésre elGszor Tracy taldlt vélaszt [27], aki tobb kiilonbozo
rétegesen aperiodikus kotési paraméter kiosztdsi, kétdimenzids Ising-modell fazisdtalakuld-
sara gyakorolt hatdsat vizsgdlva megallapitotta, hogy ha a kotési paraméterek fluktudcidja
allandé vagy korldtos, akkor a rendszer fazisdtalakuldsa Onsager-tipusti marad, ha azon-
ban nem korlatos a fluktudcid, akkor megvaltozik a kritikus viselkedés. Altaldnos rend-
szer esetén Luck adta meg a vdlaszt [28], aki a rovid hatétdvolsdgi kolesonhatdssal
bird, rendezetlen rendszerekre vonatkozd Harris-kritériumot dltaldnositotta aperiodiku-

san moduldlt rendszerekre. A kritérium - melynek helyességét numerikus és analitikus
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eredmények egyontetiien tdmogatjdk - az aperiodikus sorozatot jellemz6 w vdndorlasi
exponensbdl, illetve a tiszta rendszer v exponensébdl képzett @ ’crossover’ exponens
eléjele alapjan képes meghatdrozni, hogy az adott aperiodicitds a vizsgalt rendszerben
megvaltoztatja-e a kritikus exponenseket. Ezen kritériumot alkalmazva egyszeriien ma-
gyardzhatéak az el6bbi eredmények. A kritériumot az egytengelyii aperiodikus rend-
szerre alkalmazva megmagyardzhatdak a feliilleti durvuldssal kapcsolatos eredmények [29],
melyek 0sszhangban vannak a Luck-kritérium d-dimenzids anizotrop réteges rendszerekre

vonatkozd viltozataval.

Rendezetlen rendszerek kozott a kétdimenzids Ising-modell specidlis helyet foglal el,
ugyanis ez a rendszer a Harris-kritérium marginélis esete, ahol nem képes megjosolni a ren-
dezetlen rendszer kritikus viselkedésének jellegét. Térelméleti és numerikus eredmények
szerint a fazisdtalakulds itt is a tiszta rendszer exponenseivel irhaté le, logaritmikus kor-

rekcidkkal kiegészitve [30, 31].

Dolgozatom alapveto célkitiizése az inhomogén rendszerek kritikus viselkedésének tanul-
manyozdsa. Vizsgdlataim objektumai kozt kiilonb6z6 inhomogén rendszerek szerepel-
tek, a kétdimenzids Ising-modell kotési paramétereiben megjelend aperiodicitds hatdsanak
vizsgalatdtaval kezd6dden, a véletlen ferromagneses kotésii Ising-modell feliileti kritikus
viselkedésének vizsgalatin at, a geometria inhomogenitéds okozta sarokmenti kritikus visel-
kedésével bezardlag. Célunk a rétegesen aperiodikus Ising-modell kritikus osszefiiggésének
analitikus meghatérozésa, mely a tervezett numerikus vizsgalatokhoz fontos ismeret. Ezen
kritikus osszefiiggés ismeretében vizsgdlhaté numerikusan a kiilonb6z6 aperiodikus soroza-
tokat kovetd réteges haromszogracson értelmezett, kétdimenzios Ising-modell feliileti kri-
tikus viselkedése. Tanulmanyozni tervezziik a kétdimenzids, véletlen ferromagneses kotést
Ising-modell feliileti fazisatalakuldsdt, amelyet eddig még senki nem vizsgdlt. Végiil a ge-
ometriai inhomogenitast, a sarokmenti kritikus exponensek és a sarok nyildsszoge kozti

kapcsolatot tanulményozzuk a kétdimenzids g-dllapoti Potts-modell esetén.

A dolgozat négy fejezetre tagolddik. Ezen rovid bevezetést kovetd méasodik fejezet elsé
alfejezetében attekintjiitk a statisztikus fizika fazisdtalakuldsokkal kapcsolatos dltaldnos

eredményeit. Rovid fenomenolégikus bevezetés utdn ismertetjiik, hogy a szabadener-



gia szingularis részének skdlazasabol hogyan kovetkezik a kritikus pontbeli skdldzas. A
Kadanoff-féle renormaldsi csoport transzformaciot ismertetve megmutatjuk, hogyan kovet-
kezik az elméletbdl a szabadenergia skdldzésa, illetve hogyan magyardzhato egyszeriien
az univerzalitdsi osztalyok 1éte. Ezek utan bemutatjuk a konform térelmélet néhdny as-
pektusat, példaul megmutatjuk, hogyan magyarazhat6 meg az a tény, hogy csak bizonyos
raciondlis értékeket vehetnek fel a kritikus exponensek. A 2.2 alfejezetben a kétdimenzids
Ising-modell vizsgdlataraa alkalmazhaté néhdny modszert mutatunk be, azokat, amelyeket
késobb hasznalunk: a dudlis transzforméciot, a csillag-haromszog transzformaciot, illetve
a transzfermdtrix technikdt. A 2.3 alfejezetben néhdany aperiodikus sorozatot mutatunk

be, melyeket vizsgdlataink sordn konkrétan fel is hasznalunk.

A harmadik fejezetben kozoljiik az aperiodikus és rendezetlen Ising-modellel kapcso-
latos eredményeinket. Réteges szerkezetii, aperiodikus kotési struktirat mutatd, illetve
véletlen ferromagneses kotési, kétdimenzids Ising-modellen végzett szamitdsainkat mu-
tatjuk be. Végil a kétdimenzids Potts-modell sarokmenti kritikus viselkedésre vonatkozé

eredményeinket ismertetjiik.

A csillag-haromszog transzforméacion alapulé numerikus mdédszeriinkkel a feliileti mag-
nesezettséget, korreldcios fiiggvényt tanulmanyoztuk numerikusan egzaktul. Hiromszog-,
hatszog- és diagondlis racsokra, rétegesen modulalt kotési paraméterek mellett meghata-
roztuk analitikus és numerikus maédszerekkel a rendszer kritikus pontjat tetszéleges ape-
riodicitdsra. Ezen eredmény - 3.1 alfejezet - ismerete alapvetd volt minden tovdabbi nu-
merikus vizsgdlatunkhoz. A diagonalisan réteges rdcs feliileti magnesezettségére olyan
numerikus eredményeket kaptunk, melyek nagyon pontosan megfeleltethetéek az egy-
dimenzidés kvantum Ising-ldnc esetén kapottakkal. Egzakt mdédon megmutathato a két
rendszer szoros kapcsolata - 3.2 alfejezet. A diagondlis racson értelmezett Ising-modell
feltileti kritikus viselkedésére marginalis tipusi perturbdcidt jelentd sorozatok esetén azt
talaltuk, hogy a kritikus exponensek az inhomogenitasi paraméter folytonos fiiggvényei,
és a rendszer a kritikus pont kozelében anizotrép modon skdlazodik. Ugyanilyen réteges
racson vizsgdltam az onhasonlé szerkezeti hierarchikus perturbécié hatasat a feliileti kri-

tikus viselkedésre. Mivel itt a Luck-kritérium kozvetleniil nem alkalmazhatd, numeriku-
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san vizsgaltam a kritikus viselkedést - 3.3 alfejezet, - itt margindlis tipusa viselkedést
figyeltiink meg, folytonosan véltozo exponensekkel.

A 3.4 alfejezetben egy olyan rendszert tanulmanyozunk, amely esetén a kutatok kozott
még nem alakult ki teljes konszenzus a kritikus viselkedés jellegét illetéen. A véletlen
ferroméagneses kotésii, kétdimenzids Ising-modell esetén a perturbacié a Harris kritérium
szerint margindlis hatdsi, mely azonban a ma elfogadott térelméleti jéslatok és numerikus
eredmények szerint nem befolyasolja a kritikus viselkedést. Itt vizsgalati modszerként
a kordbban alkalmazott csillag-hdromszog transzforméciéra épiilo eljaras altaldnositott
valtozatat hasznaljuk. Eredményeink szerint a feliileti kritikus viselkedés a rendezetlenség
hatasara csekély mértékben mddosul, analég mddon a tombi kritikus viselkedésre kapott
eredmé-nyekkel. A moédosult exponensek jol magyardzhatdak a tiszta rendszer exponensei
mellett megjelen6 logaritmikus korrekciok figyelembevételével.

A feliileti exponensek értéke nemcsak a kotési paraméterekben megfigyelheté ren-
dezetlenség hatasara modosulhat, befolydsolhatja azt a ’feliilet nyilasszoge’ is. A sarok-
transzfermatrix modszert alkalmazva meghatarozzuk a kétdimenzids ¢allapotd Potts-
modell sarokmenti kritikus exponenseit tobb kiilonb6z6 saroknyildsszog esetén - 3.5 alfe-
jezet. Nagypontossdgi numerikus eredményeinket konform térelméleti joslatokkal vetjiik
0ssze.

Az utolsd, 4. fejezetben rovid attekintést adunk a dolgozat eredményeirdl, illetve a
dolgozat témajahoz, eredményeihez szorosan kapcsolddé tovabbi problémakrol, melyek

megoldasa jelenleg van folyamatban.



2. Fejezet

Statisztikus fizikai elokészités

2.1 A fazisatalakulasok statisztikus fizikai alapjai

2.1.1 Bevezetés

Az aldbbiakban roviden bemutatjuk a magneses anyagok fizisitalakuldsainak alapfo-

.....

elméleti keretéiil szolgdlé renormalési csoportelméletet és konform térelméletet.

2.1.2 Fenomenoloégikus leiras

Egy rendszer termodinamikai értelemben vett fazisatalakuldsi pontjdban a termodi-
namikai potencidl (példdul szabadenergia), vagy annak deriviltjdnak szingularitdsa, sza-
kaddsa van. Ekkor a termodinamikai potenciil sorbafejthetéségére vonatkozé dltalanos
feltételezés nem teljesiil [42], a fazisatalakulds sordn a rendszer valamilyen tulajdonsiga
ugrasszeriien élesen megvaltozik. A leghétkdznapibb példa a fazisdtalakulasra a folyadék-
gaz fazisatalakulds, itt a folyadék és gdz fazis silirlisége az, ami élesen kiilonbozik a két
fazisban egymadstdl [43, 44].

A maégneses anyagokban is megfigyelheto fazisdtalakulds. Az egyszerii egytengelyii fer-
roméagneses anyagok fazis diagramja [45] az 1. dbran ldthaté. A T, kritikus hémérséklet
felett a magnesezettség zérus (paramaégneses fazis), 7, alatt a magnesezettség véges (fer-
romagneses fazis), az anyagot alkoté magneses momentumok rendezédésének kovetkezmé-
nyeként. A kritikus pontban, T.-ben a szuszceptibilitds szingularis [44].

A fazisatalakuldsok osztalyozdsa aszerint torténik, hogy a termodinamikai potencidl
hanyadik derivédltjdban figyelhet6 meg a szingularitds. Ha a termodinamikai potencial

elsé derivaltjdban méar megjelenik a szingularitds, akkor azt elsérendii fazisatalakuldsnak

7
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1 X
ﬁ P
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a.

2.1. dbra: Egytengely( ferromdgneses anyagok mdagnesezettsége (a), illetve a szusz-
ceptibilitdsa a kritikus pont kozelében (b).

b.

nevezziik. A mdsodik, illetve magasabb rendii derivaltak szingularitdsa esetén folytonos
fazisatalakuldsrol szokds beszélni [48]. (Kordbban Ehrenfest terminoldgidja volt hasznélatos.
O elsé-, masod-, harmadrendiinek akkor nevezte a fizisitalakuldst, ha a termodinamikai
potencidl elsd, masodik, harmadik derivéaltjaban van szakadds.) Folytonos fazisdtalakuldsok
sordn megfigyelheto jelenségeket kritikus jelenségeknek szokds nevezni. A folytonos fazisat-
alakulasok altaldnos jellemzdje a rendszer szimmetridjanak csokkenése, mely velejdrdja a
rendezetlen allapotbdl rendezettbe torténd dtmenetnek. A rendszerben kialakulé ren-
dezettséget az un. rendparaméter jellemzi, mely lehet valds (példdul a méagnesezettség
paramagneses-ferromagneses dtalakulasndl), de lehet t6bb komponensii fizikai mennyiség
is.

Azért, hogy részletesen is megismerhessiik a magneses rendszerekben megfigyelhet
kritikus jelenségeket, attekintjiik a legfontosabb statisztikus fizikai fogalmakat. Kanonikus

leirdst haszndlva, az dllapotdsszeg mint a homérséklet és magneses tér fiiggvénye a
Z{I51) = DT PELE) (2.1)
i

osszefiiggéssel adott. A Z adllapotdsszegbdl képezhetd minden termodinamikai mennyiség,
igy a rendszer szabadenergidja:

F = —kTInZ, (2.2)

a magnesezettség és az dlland6 homeérséklet melletti szuszceptibilitds:

oF oM
e B St 5
M ((9H>T = ey ((9H>T’ (2.3)

az entropia és az allandé mégnesezettség melletti fajho:

oF U-F oS
Si—— <8_T>T = T =7 CM = (ﬁ)T (24)
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2.1.3 Mikroszkopikus leiras

A kritikus jelenségek mélyebb megismeréséhez vizsgdljuk meg, milyen kovetkezménye
van a magneses fazisatalakuldsndl 1dtott szuszceptibilitds divergencidjanak. A ferromédgne-
ses anyagokat a mikroszkopikus elmélet szerint magneses momentumok, spinek sokasiga
alkotja, a spinek kozotti kolcsonhatds legegyszerlibb formdjiara az Ising-modell nyujt
példat.

2.1.3.1 Ising-modell

Az Ising-modell az anizotrép, egytengelyli médgneses anyagok modelljéiil szolgdl [48].
Az egyik legegyszeriibb statisztikus fizikai modell, mely népszeriiségét nemcsak egyszeriisé-
gének koszonheti, hanem annak is, hogy eldszor ebben a modellben irtak le analitiku-
san fazisdtalakuldst [72]. Ising-spinnek nevezziik azt a spint, amelynek két egymassal
ellentétes irdnya, magneses momentuma lehet: ¢ = +1. Az Ising-spinek, hasonléan
az anyagban megtaldlhaté mégneses momentumokhoz, egymaéssal kolcsonhatnak. Két
Ising-spin kolcsonhatési energidja: —Jojoe. Ha J > 0 ferromégneses, ha J < 0 anti-
ferroméagneses a kolcsonhatds, az els6 esetben alacsony hémérsékleten a spinek azonos,
a masodik esetben a spinek ellentétes bedlldsa a kedvezd. Kiils6 magneses tér jelenléte

esetén minden spin —ho; magneses energidval bir, ekkor a rendszer Hamilton-operatora:

[§W]
(@)
N—r

H:—JZUiO’j—hZO’j. (
<i,j> J

Els6 szomszéd kolesonhatds esetén csak a kozvetlen racsszomszédokra kell az elsé tag-

ban Osszegezni, ezt a < 1,5 > moddon jeloljiitk. A rendszer fizikai viselkedését kanonikus

kozelitésben a particids fiiggvény hatarozza meg, amely N —1 Ising spint tartalmazo6 pe-

riodikus lanc esetén:

2= Z exp[BJ(ooo1 + 0109 + ... + on—100) + Bh(op + ... + on-1)] = Tre~PH (o) (2.6)
{o}
ahol oy = 0y.
Az Ising-modellnek a magnesességen kiviil mds jelentése is van. A modell egyben az
tigynevezett rdcsgdz fizikai tulajdonsigait adja vissza. Ennek keretein beliil a gdzrészecskék
a racspontok dltal meghatdrozott helyeket foglalhatjdk el. Ha az i-edik racspont a gaz altal

be van toltve, akkor a “spin” értéke o; = 1, amennyiben nincs betoltve o; = —1. A rdcson
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taldlhaté molekuldk szama: N = Zi%(m + 1). Tovabbi lehetséges alkalmazdsa a mo-
dellnek a bindris 6tvozetek [98], illetve a folyadék-gaz fazisdtalakulds teriiletén lehetséges
[44].

A valésigos magnesek donté tobbségében, ha van is anizotrépia, az nem annyira
széls6séges, hogy a spinek bedlldsa csak egy irdnyba lenne lehetséges. Ezért a természetben
megtaldlhaté magneses anyagok modellezésére alkalmasabb az X-Y-modell [49], illetve a
Heisenberg-modell [50]. Az el6ébbiben a spinek beélldsa az X-Y sikra korldtozott, igy a

rendszer Hamilton-operatora:

=-J Y lofc] +0}d]]. (2:0)
<i,j>
A Heisenberg-modell esetén a spin irdnya tetszdleges a térben, igy a Hamilton-operator a
spinek z komponenseinek szorzatdt is tartalmazza.

Az Ising-modell egy mésik altaldnositdsi lehet6sége a Potts-modellhez vezet el [51]. Két
szomszédos spin szorzatat irjuk a o;0; = 25a,~aj — 1 alakba, igy a Hamilton-operdtor kons-
tansoktol eltekintve H = —J 3" 5 0,5, Ha a spineknek nemcsak két, hanem ¢ = 3,4, ...
beallasi irdnya is lehetséges, akkor beszéliink g-dllapoti Potts-modellrél. Két szomszédos
spin kotési energidja —.J, ha azonos spindlldsban vannak, kiilonben 0. A ¢allapotu
Potts-modellnek alacsony hémeérsékleten ¢ darab egyenértékii alapéllapota van, melyek
a hoémérséklet novekedésével paramadagneses allapotba mennek &t. Kétdimenziéban az

dtmenet g < 4 esetén folytonos, mig g > 4 esetén elsérendii [90].

2.1.3.2 Korrelacios fiiggvény, korrelaciés hossz

A spinek viselkedésének jellemzésére haszndlatos egyik mennyiség a spin-spin kor-
reldcios fliggvény. Legyen az 7; helyen a spin értéke o0;, az 7; helyen 0. A két spin kozotti
korrelaciot (ettél a ponttdl kezdve Ising-spineket értiink spinek alatt, de mds esetben is

megismételheté a gondolatmenet) a
Gimm)=< (o~ <o > gy—< 07> > (2.8)

korreldcids fiiggvény irjale (a < . > zdrdjelek sokasdg atlagot jeldlnek). Gyakran eléforduld
eset, hogy a rendszer transzlaciészimmetrikus, ekkor < o; >=< o; >, tehdt a korreldcios
fliggvény alakja:

G(fi = fj) = Gij =< 0i0; > — < 0; S (29)
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Spinrendszerek esetén a korreldcids fliggvény alakja :
G(r) ~r~Texp(—r/§), (2.10)

7 a lecsengési exponens, £ a korrelaciés hossz, amely azt a tipikus hosszisdgot méri,
amelyen beliil a spinek még korreldltnak szamitanak [52, 53].
A maégnesezettségnek a mégneses tértdl valod fliggését a mignesezettség magneses tér

szerinti elsé derivdltja, a szuszceptibilitds jellemzi. A szuszceptibilitds ugyanakkor

0%InZ

Xt = kT g5

(2.11)

Ezt Gsszevetve a (2.3) egyenlettel kovetkezik, hogy: AM =< M? > — < M >2%= kTxr.

A fenti kiilonbség viszont a korreldcids fiiggvények Osszege, hiszen

<SM?>—<M>=<Y (0i—<0;>)Y (0j— <0;>)>=>_ Gy (2.12)
i j ij
Transzlaciészimmetrikus rendszer esetén: Y, Gy = NGig ~ N [ G(r)r?~'dr, vagyis a

szuszceptibilitds:

XT~N/GmM*m. | ' (2.13)

Korabban megallapitottuk, hogy x — oo a kritikus pontban. E ténybél és az el6zd

egyenletbdl kovetkezik, hogy a korreldcids fiiggvény alakja a kritikus pontban:
G(r) ~r77, (2.14)

vagyis a korreldciés hossznak végtelennek kell lennie. Ezekutdn allithatjuk, hogy a szusz-
ceptibilitds divergencidja a korrelaciés hossz divergencidjaval jar egylitt, vagyis a fazisita-
lakuldsi pontban a spin korreldciék minden hatdron til nének. (Hogy mégsem veszi fel
a magnesezettség a lehetséges maximalis értéket, az annak a kovetkezménye, hogy az
egymassal korreldciéban 1évo spinek alkotta végtelen nagy spinklaszter ellentétes bealldsu
végtelen nagy spinklasztert tartalmaz és igy tovdbb, végeredményben a két lehetséges
spindllasban azonos szamu spin lesz.)

A fentiekhez hasonléan megallapithaté a rendparaméter (magnesezettség) fluktudcio-
janak divergencidja, illetve a fajhé divergencidja, mely nemcsak a mdgneses, hanem

altalaban a folytonos fazisatalakuldsok jellemzdje.
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2.1. tablazat: A kritikus exponensek definicidja

« a fajhé hémérsékleti exponese ek ik
[ a magnesezettség homérsékleti exponense m ~ |t|?
§ a méagnesezettség H-tér exponense m ~ HY?
~v a szuszceptibilds hdmérsékleti exponense X ~ |t|77
v a korreldciés hossz hémérsékleti exponense & o [t
n a korrelcids fiiggvény lecsengési exponese G(r) ~ r~4+2-7

2.1.4 Skalazasi invariancia, kritikus exponensek

Az ismert elméletek és kisérleti eredmények! szerint a kritikus pont koriil hatvanyfiigg-
vényszeriien viselkednek a kiilonboz6 fizikai mennyiségek [54], hasonléan, mint a kordbban
latott szuszceptibilitds, a fajhd divergald viselkedése, illetve a rendparaméter (mégnese-
zettség) viselkedése a kritikus pont kozvetlen kornyezetében. A hatvanyfiiggvényszeri
viselkedést leiré exponenst nevezziik kritikus exponensnek. Példaként tekintsiink egy F'
fizikai mennyiség viselkedését a kritikus pont kornyezetében, ahol a redukélt hémérséklet:
Lo T—iz“- a kritikus ponttél mért relativ tavolsdgot méri. Az F fizikai mennyiség kritikus
exponense ¢, ha

(2.15)

Az exponens vezetd rendben irja le a fizikai mennyiség viselkedését, elegendden kicsi |¢|
esetén, irhatjuk F' jellemzésére:
Ft)yer Al T|%. (2.16)

Kiilon kell beszélni a kritikus homérséklet alatti, illetve feletti exponensekrsl. A
kisérleti, illetve analitikus szdmoldsok eredményei egyiitt tamogatjdk azt a feltevést, hogy
ezen exponensek értéke megegyezik, az A konstansok kiilonbozhetnek. Az 2.1. tabldzat
6 mennyiségének exponensével szokds jellemezni egy-egy univerzalitasi osztalyt. A kri-
tikus exponensek értékeit a kétdimenzids Ising-modell és Potts-modell esetén 2.2. tdbldzat
tartalmazza.

A fenti hat exponens egymastol nem teljesen fiiggetlen, az tigynevezett skalatorvények
kapcsoljdk Ossze Oket. Az 2.3. tdblazat négy skdlatorvényt tartalmaz, az elfogadott

neviikkel [55]. Igy a hat exponens koziil valéjaban két exponens (dltaldban v, 7n) elegendd

LA skaldzasi viselkedés nemcsak egyszerii természeti jelenségeknél (példaul a polimerek kiilénbézé
kortilmények kozotti viselkedésében, Isd. [138], 6sszefoglalé tanulmanyok:[12, 65]), de példaul tézsdei
folyamatokndl [122], komplex gazdaségi szervezetekben [123], a varosok névekedési tulajdonsdgaiban
[124], s6t a tudomdnyos folyéiratokban citdciés adataiban is megfigyelhetd [125].
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2.2. tablazat: Az Ising-modell és Potts-modell kritikus exponensei kétdimenziéban

exponens | Ising | Potts(q=3) | Potts(q=4)
3 1/8 1/9 1/12
a 0 1/3 2/3
0 7/4 13/9 7/6
) 15 14 15
v 1 5/6 2/3
n 1/4 4/15 1/2

2.3. tablazat: Az exponens Osszefliiggések

Rushbrooke-torvény «a+ 28+ v =2
Widom-torvény vy=p0(-1)
Fisher-torvény vy=v(2-mn)
Josephson-torvény  vd =2 — «

az univerzalitdsi osztdly jellemzésére, az Gsszes exponens megaddsara.

A kritikus exponensek értéke fliggetlen a rendszer kiilonboz6 paramétereitdl, a mikrosz-
kopikus részletektdl, csak néhdny lényeges paramétertdl fiigg, melyek a kovetkezdek: a
rendszert leir6 rendparaméter dimenziészdma, a rendszer dimenzidszama, illetve a koleson-
hatés hatétdvosiga. Ezt a jelenséget szokds roviden univerzalitdsnak nevezni. Az uni-
verzalitasi hipotézis szerint azonos kritikus exponensekkel rendelkeznek a legkiilonb6zébb
mikroszkopikus tulajdonsdggal rendelkezd rendszerek, ha a fent emlitett néhany lényeges
paraméteriik megegyezik [56, 57].

Tekintsiink egy végtelen magneses rendszert. A rendszer egy részecskéjére juto sza-
badenergia szinguldris (a fazisdtalakulds jelenségéhez kapcsolddd) része a térfogat belse-
jében a homérséklet és a magneses tér fiiggvénye. A rendszer [ linedris méretét egy b>1
faktorral djraskdldzva, ugy, hogy | — [/b, a szabadenergia az aldbbi mddon viselkedik
[58]:

F(t, h) = b f(bvt, b4 TR). (2.17)
A mégnesezettség a szabadenergiabdl kaphaté meg a magneses tér szerint differencidlva:
m(t, h) = b=*m(b"/¥t,b%*h). Ezen Gsszefiiggésbél b = =¥ vélasztassal, feltételezve, hogy
m ~ |t|® adédik a

B =upg (2.18)

osszefiiggés. A magnesezettség méagneses tér szerinti derivaltja a mégneses szuszcepti-
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bilitas:
x(t, h) = b2 x(bvt, b4%h), (2.19)

ahonnan ismét b = ¢~¥ valasztassal, x ~ |t|~7 viselkedést feltételezve adddik
v=v(d - 2z). (2.20)

A maéagnesezettség mellett a mésik fizikai mennyiség, amelyet vizsgalni fogunk, a kor-
relacios fiiggvény. A korrelacids fiiggvény a szabadenergia magneses tér szerinti masodik

funkcionalderivaltja:

62F
-~ e e 2
G(r,t) =< m(0)m(r) > Sh(0)3h(r) (2.21)
E definiciébdl kovetkezik a korreldcios fiiggvény skaldzdsa:
G(r,t) = b-‘“G(%, bit). (2.22)
A kritikus pontban
Gt =0)rvr=%, (2.23)

vagyis 2z = d — 2 + 1. Ezt Osszevetve a (2.20) egyenlettel megkapjuk a Fisher-torvényt,
2.3. tabldzat. A kritikus ponttdl tdvol a korrelacids fliggvény exponencidlis lecsengést

mutat, a lecsengés sebessége hatirozza meg a korreldcids hosszt G(r,t) ~ r=exp(r/§).

2.1.5 Feluileti kritikus viselkedés

A fazisatalakuldsokat vizsgdld elméleti szamoldsok nagyrészt végtelen, idedlis kristd-
lyokra vonatkoznak, hiszen az ilyen rendszerek magasabb szimmetridja az elméleti megko-
zelitést lényegesen megkonnyiti. A kisérletek azonban véges méret{i mintdkon folynak,
ezért fontos a feliilet dltal okozott hatédsok figyelembevétele. A rendszert alkoté N részecske
nagysagrendileg Ni része a felillethez kozel helyezkedik el. Igazidn nagy N esetében a
részecskéknek ez a hdanyada elhanyagolhatd. Azonban egy madasodrendii fazisdtalakuldsi
pont kozelében - ahol a korrelaciés hossz és a rendparaméter fluktudciéi a végtelenbe
tartanak - a feliilet jelenléte fontos lehet. A véges méret okozta effektusok a rendszer
belsejében a kritikus homérséklet eltoléddsat, a kritikus szingularitdsok lekerekedését,
véges méret effektusokat okoznak. A feliileti magneses jelenségekre vonatkozé Gingzburg-
Landau-féle renorméldsi csoportelmélet szerint négy kiilonbozé osztédlyt lehet megkiilon-

boztetni a rendszerben megfigyelhetd fazisatalakuldsi hémérséklet, illetve extrapolacios
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hossz értékeit figyelembevéve. Ezen tipusok: ordindrius, speciilis, feliileti és extraordindrius
[59, 60].

A feliilet az egyik legegyszeriibb inhomogenitdsi forma (a feliileti részecskéknek egy
irdnybdl nincs kolesonhaté szomszédja), itt a fizikai mennyiségek kiilonboznek a rendszer
belsejében 1év6 tombi (bulk) fizikai mennyiségektol [59, 60]. A feliilet &ltal 1étrehozott
transzldcidinvariancia sériilés hatdsara a kritikus viselkedés nemcsak kozvetleniil a feliileten,
hanem egy feliileti rétegben is médosul, melynek szélessége a korrelacids hosszal 6sszemérhetd.
Példaul a szabadenergia feliileti jaruléka, vagy a médgnesezettség mas a felilleten, mint a
tombben. Ezen jelenség kovetkezménye az, hogy a feliileti kritikus exponensek (o, Gy...)
lényegesen kiilonboznek a tombi (o, 8...)  exponensektdl [59, 60].

Tekintsiink egy végtelen magneses rendszert, egy feliilettel, mely (d — 1) dimenzids. A
rendszerben az egy részecskére jutd szabadenergia vagy szabadenergiasiiriiség természetesen
mas a térfogat belsejében és mas a feliileten. A szabadenergia feliileti jarulékanak skaldzasi

viselkedése hasonld a térfogati jarulékhoz, de a kritikus exponensek kiilonbozéek:
Frt hy) = b7V fp(0%7 8,691 7% hy). (2.24)

(Itt a hy a feliileti magneses tér er0sségét jelzi.) A szabadenergia skalazdsi viselkedésébél
a magnesezettség skaldzdsa is meghatarozhaté hasonléan, mint a térfogat belsejében, igy

addédik az exponensek kozotti Osszefiiggés:
,Bf = TyslVy. (225)
A szabadenergia kovetkezo derivaltjara a magneses szuszceptibilitdsra a tombivel teljesen

analég moédon irhatjuk:
A kritikus pontban a korreldcids fiiggvény a rendszer belsejében a G(r,t = 0) ~ r=%

v s

osszefliggést koveti. A feliilettel parhuzamos irdnyban, vagyis feliileti spinek korrelaciéjat
vizsgalva, a fenti skdldzds alakja hasonlé marad, de egyszeriien megmutathatd, hogy a

tombi exponens helyett a feliileti exponens jelenik meg:
G”(T‘) ~ 7S (2.27)

Ha csak az egyik spin feliileti, a masik attdl a feliiletre merdleges iranyban a rendszer

belsejében van, akkor a skaldzast leiré exponens a feliileti és tombi exponens kombin&cidja:

G (r) ~ r~ &+, (2.28)
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2.4. tablazat: A kétdimenzios ¢-allapoti Potts-modell térfogati és feliileti exponensei

0= 1 2 3 4
B=" 586 -1/8+1/3 -1l
Be= 4/9 :1/2:5/9 2/3

Osszességében megallapithatjuk, hogy a feliileti kritikus viselekedést mds exponensekkel
kell leirni, mint a tombi viselkedést. A méignesezettség (rendparaméter) exponense kétdi-
menziés Potts-modell esetén Osszevethet a térfogatban, illetve a feliileten (2.4. tabldzat),
g minden értéke mellett kiilonbozik a két exponens. Tovabbi részletek a feliilet fazisdtala-

kuldsra gyakorolt hatdsardl a kovetkezé helyeken taldlhatéak: [58, 59, 60].

2.1.6 Renormadlasi csoportelmélet

A skildzasi viselkedés, illetve az univerzalitdsi hipotézis altaldban j6l megmagyaraz-
haté a renormdldsi csoportelmélet keretein beliil [61, 62, 63, 64, 66]. A renorméldsi tran-
szformécié célja a rendszer szabadsdgi fokainak csokkentése, anélkiil, hogy a rendszer
lényeges tulajdonsdgait megvaltoztatnank. A kritikus pont kozelében a korreldcids hossz
végtelenbe tart, itt a hosszitdvi fluktudciok mellett a rovidtdviak elhanyagolhatdak,
ezért a rovidtavia szabadsdgi fokokat egybevonhatjuk, egyiitt kezelhetjiik, 1ényegesen
csokkentve ezdltal a szabadsdgi fokok szamét. A transzformaéciét iterativ médon kezelve,
feltételezve a transzformdcié fixpontjanak 1étét, belathatd, hogy azon rendszerek, melyek
Hamilton-operatorai csak irrelevans valtozékban kiilonboznek, azonos fixponttal rendelkez-
nek, tehat azonos kritikus exponensekkel skdldznak.

A kovetkezbekben az altaldnosan is haszndlhaté Kadanoff-féle blokk-spin renormaélési
transzformaciot az Ising-spin rendszeren mutatjuk be. Tekintsiink egy d dimenzids végtelen
kobos réacsot, melynek minden racspontjdn (7;) egy klasszikus spin iil (o;), ennek lehetséges
értéke 1. A spinek kdzott haté homogén kolesdnhatds a K paraméterekkel jellemezhetd.
Jeloljiink ki racspontokat egymdstdl la- tavolsigra az a racsillanddja rdcson, amelyek
igy szintén egy d dimenzids, az eredetihez teljesen hasonld, @’ = al racséllandéju kobos
rdcsot alkotnak. Az egyes kijelolt racspontokhoz tartozo spinek értéke legyen +1, annak
megfeleléen, hogy a kijelolt spinhez legkozelebb es6 I darab spin koziil a tobbség
milyen érték{i. Kadanoff szerint létezik egy olyan Hamilton-operdtor, amely az eredetivel
azonos szerkezeti. A kapott (] rdcs spinjei kozt haté kolesonhatds K’ paraméterekkel

jellemezhetd, melyek értékeit azt feltételezve lehet meghatarozni, hogy az eredeti és az
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ij blokk-spin rendszer allapotosszege megegyezik. Altaldnos esetben egy els6szomszéd
kocsonhatasokat tartalmazo rendszerben a blokk-spin transzformacié utan tdvolabbi kol-
csonhatdsok megjelenésére is szamitani kell. Az elmélet alapvetd feltételezése az, hogy
akdrhdnyszor ismétlodik a transzformacié, a domindlé kolesonhatdsok révid hatétdavolsdguak
maradnak, a rendszer Hamilton-operatoranak szerkezete valtozatlan marad.

Ezutan jraskaldzzuk a tdvolsdgot, illetve az 4j spinek kozti tdvolsigot valasztjuk
hosszegységnek. Az 1j blokk-spin rendszer és a régi rendszer allapotdsszege megegyezik,
tehdt a két rendszer szabadenergidja megegyezik. A spinek szdma ekozben b¢ részére
csokken, tehdt az egy spinre juté szabadenergia b%-szeresére né. Ebbdl a transzformécids
viselkedésbdl kovekezik a fizikai mennyiségek skdldzdsa, példdul a szabadenergia skaldzasa
(2.17-2.24).

Ha a kritikus ponttdl tavoli allapotban volt az eredeti rendszer, akdrhanyszor nem
ismételhetjiik meg a transzformdciot, mivel az eredetileg véges korrelaciés hossz minden
lépésben 1/ ardnyban csokken, igy néhany transzformécié utdn ennek nagysiga mar nem
lehet naégyobb a szabadsagi fokok legkisebb jellemz6 tavolsagdanal. Ekkor a transzformécios
sorozatot abba kell hagyni, hogy a rendszer lényeges tulajdonsdgait ne véltoztassuk meg.
A kritikus ponthoz kozelitve a korreldcis hossz egyre nagyobb, végtelenbe tart. Ha a kri-
tikus pontban végezziik a fenti transzforméciét, a hosszak ujraskildzdsandl a korrelacids
hossz is 1/1 ardnyban csokken, de mivel végtelen volt, az is marad, vagyis.a korrelédcios
hossz skdlainvaridns mennyiség a kritikus pontban. Ha éppen a kritikus pontbdl indul-
tunk ki eredetileg, akkor a transzformacié akarhdnyszori alkalmazisdval sem valtoznak
meg a rendszert jellemzé K paraméterek, matematikailag ez megfelel annak, hogy a K
paraméterek sokszori transzformécié utan egy olyan K* értéket vesznek fel, amely fixpont-
ja a transzformacionak, abbdl a transzformacié nem vezethet ki.

A fixponttél nem tul tavoli pontban igaz K tetszéleges komponensére:

By =B+ hate. (2.

Lo
SV
Vo)
N

A transzformécié utdn a paraméterek értéke K’ = R(K), mely paraméterekre:
K! = K + h.2,. (2.30)

A transzformdcié soran a kritikus ponttél mért tavolsidgot a h, paraméter méri. En-
nek megvaltozdsdt (diagonizdlt alakban) a by paraméterekkel irhatjuk le: hj; = bghg.

Definidljuk az yg exponenst, amely az ! kinormdlt tdvolsig és a by paraméterek kozti
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s

K*

K,

K

2.2. dbra: Egy kétdimenzids példa a renormdldsra. Az dbridn nyomon kovethetd a
rendszert jellemzé K kotési paraméterek renormadlds sordn torténd megvéltozdsa a
K* fixpont kornyékén.

kapcsolatot irja le:
bg = [¥8, (2.31)

A renormalds n-szeri alkalmazdsasaval a kritikus ponttél mért tavolsigra igaz h)y =
(1%)"hg. Az yg érték mutatja meg a hg paraméter fontossdgit a rendszerre nézve. Ha
ys > 0, akkor a transzformdciét alkalmazva a hg értéke minden hatdron til né, a hg
véaltozét relevans paraméternek nevezziik. Ha yz < 0, akkor a hg értéke a transzformécio
alkalmazédsaval O-ba tart, a hg kezdeti értékétdl fiiggetleniil. Ez a valtozd irrelevéns
tipusti. Ha yg = 0, akkor a kezdeti hg értéke nem véltozik meg, margindlis tipusi a hg
valtoz6. A magneses rendszereknél relevdns tipust vatozo példaul a redukalt hdmérséklet,
vagy a kiils6 méagneses tér. Irrelevans tipusi valtoz6 a mdsod-, harmad- stb. szomszéd
kolecsonhatasok értéke. Azok a rendszerek, melyek csak irrelevdns tipusi valtozékban
kiilonboznek egymadstdl, azonos fixponttal, azonos kritikus exponensekkel rendelkeznek,

azonos univerzalitasi osztdlyba tartoznak.

2.1.7 Konforminvariancia

A féazisatalakuldsok kutatasa soran sokdig hidnyzott a lehetséges univerzalitési oszté-
lyok szisztematikus attekintése, az exponensek elmélete. Egy olyan elmélet, amely péld4aul
azt a tényt magyardzza, hogy majdnem minden megoldhaté kétdimenzids rendszer expo-
nense egyszer( raciondlis szdm. Végiil is a konforminvariancia vélt az exponenseket ren-
dez6 elméletté. A 1970-es években részecskefizikai kutatdsokban alkalmaztik az elméletet.

Ekkor deriilt ki, hogy a konforminvariancia a fazisatalakuldsok fizikdjéban is szcrepet
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jétszhat [67, 68, 69, 70], és azGta szdmos j eredmény sziiletett alkalmazasdval a statisztikus
fizikdban [71].

A konforminvariancia kozelebbi megértésének céljabol vegyiink egy kétdimenzids, vég-
telen, izotrép ferromdgnest. Az egyszeriiség kedvéért legyen Ising-tipusi, vagyis a magneses
momentumoknak van egy kitiintetett irdnya és a rendparaméter skaldr. A kritikus pont-
ban a spinek (a spin magneses momentumdt itt a késébbi dltaldnositds miatt ®(r) jeldljiik)
korreldcids fiiggvényének alakja nagy tdvolsdgok esetén:

< P(r1)®(r2) >=alr; — ra|™", (2.32)

itt a konstans, n = 2z a korreldcids fiiggvényhez tartozé exponens. Mi torténik konform
transzformdcional? Transzlaciénal vagy rotdaciondl nem valtozik meg ez a fiiggvény, mivel
izotrép és homogén a rendszer. Nyijtdsnal (r — r’ = A~'r) csupén egy faktorral szorzédik

meg a fliggvény: A\72, ami kiemelhetd a fiiggvény elé:
< <I>(r1)®(r2) >= b < <I>()\r1)<I>(/\r2) > . (233)

Még érdekesebb az, ami az R sugaru korre vald tiikrozésnél (r — r' = rR?/r?) torténik.
Ennél a transzformaciondl a hosszisdgok helyrél-helyre kiilonbozden valtoznak meg. Mivel
| dr’ |= A71(r) | dr |, ezért:

< B(r1)®(ra) >= A(r1) *A(r2) ™ < B(Ar)(Arz) > . (2.34)

Tehat ebben az esetben minden pont behozza a sajat skalafaktorat, mig a korrabbi esetben
a nyujtasndl csak egy skdlafaktor volt. Ugyanakkor a nyujtds esetét is magdban foglalja
a (2.34) egyenlet. Sejthetd, hogy a magasabbrendii korreldciés fiiggvények, illetve més
fizikai mennyiségek is, mint példdul az energiasiirliség fiiggvény, a kritikus pontban a
(2.34) egyenletnek megfelelden transzformalédnak. Ha valéban ez az eset dll fenn, akkor
beszéliink konforminvarianciarél.

Kétdimenziéban a konformalis transzformaciok gazdagsiaga sokkal tébbet tesz lehetévé,
mint magasabb dimenziékban. Néhdny esetben megfelel6 transzformacidkkal megkapha-
tunk egy bizonyos geometridanak megfelel6 korreldcios fliggvényt egy maésik geometrigju
rendszer korrelacios fliggvényébdl. Példaul a z — 2/ = (%) In(z) leképezés [73] a végtelen
nagy (z) sikot egy csikra 0 < Im(2’) < L képezi le. Megmutathaté a (2.34) egyenletbdl,
hogy itt a korreldcids fiiggvény exponencidlis lecsengése &€ = L/mn hosszisaggal irhato le,
tehat a lecsengési exponenst az eredeti rendszer 7 exponense hatdrozza meg. Hasonld
jelenséget mar korabban néhdny specidlis rendszerre vonatkoz6 numerikus szamolds sordn
észrevettek. Tulajdonképpen ezen kapcsolat megjoslasa jelentette az els6 sikert a kon-

forminvariancia sziméra. Ezen 7 exponens kiszdmoldsa méar 10— 20 spin széles csik esetén
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is lehetséges, az tigynevezett transzfermétrix® segitségével. Ebbdl nemcsak az exponensek,
hanem minden termodinamikai mennyiség, igy a korreldcios fiiggvény is meghatarozhato.
Ezen eredmények néhdny megoldhaté modellnél, mint példdul az Ising-modellnél ana-
litikus eredményekkel Osszevethetdek és teljes megegyezést mutatnak. A konform transz-
formaciok elméletének masik joslata a véges rendszerek mdagnesezettségének profiljara
vonatkozik [76, 77], illetve a sarkok mdgnesezettségének viselkedésére véges rendszerek-
ben [74, 75]. A fenti példak bir nagyon érdekesek és hasznosak, de a konforminvariancia
elméletének egyszerlibb kovetkezményei kozé tartoznak. Példdul az exponensek konkrét
értékéirdl ezek a példdk semmit nem mondanak.

Az aldbbiakban roviden megmagyardzzuk, miért csak bizonyos raciondlis értékeket
vehetnek fel a statisztikus fizikai rendszerek kritikus exponensei. A konformalis transz-

formécidk kvantum generatoraira L, teljesiilnek az alabbi felcserélési relaciok:

[Lm Lm] — (TL = m)Ln+m AF %n(nQ = 1)5n+7n,0
(B, Tyaf = 0 (2.35)

[I—m, Em} = (n—m)Lptm + 5n(n? — 1)bntmypo

az —oo < n,m > oo indexek esetén. Ezek a generdtorok alkotjdk az tgynevezett Vira-
soro algebrat [55]. Statisztikus fizikai rendszer esetében leginkdbb az tigynevezett unitér
ibrazolasok a fontosak, amelyeknél a felcserélési szabdlyban fellépé konstans ¢ > 0 .
Ezek esetében megmutattdk, hogy a ¢ > 1 tartomdnyon tetszdleges, mig a 0 < ¢ < 1

tartomanyban ¢ csak diszkrét értékeket vehet fel, mégpedig csak

6

s PR cl i
: m(m + 1)

£ ghol " "m'=3.4,5,".. (2.36)

értékeket. A mdsodik tartomany (0 < ¢ < 1) foglalja magdba a legtobb statisztikus
fizika altal vizsgdlt modellt. Egy bizonyos rogzitett ¢ érték (centralis toltés) esetében
a kritikus exponens alakja £ = h + h, itt h, h skdldzdsi dimenzidk (ismét csak diszkrét
értéket vehetnek fel), melyek a Kac-formula altal rogzitettek:

[(m+1)p —mq)® — 1

o f e
o 4m(m + 1)

i ahol 1<q¢g<p<m-1. (2.37)

Tehdt megéllapithatjuk, hogy a kritikus exponensek ebben a c tartomanyban csak disz-

krét, raciondlis értéket vehetnek fel, illetve hogy végtelen sok univerzalitdsi osztaly van.

2A konforminvariancia elmélete tobb megallapitst tesz erre a matrixra, példaul rogziti a leg-
nagyobb sajatértékeit.
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Ilusztracidképpen vizsgaljuk meg az m = 3 esetet, m legkisebb értékét, amely ¢ = 1/2-
nél adddik. Az n = 2x exponens lehetséges értékei 0;2;0.25. Az els6 a trividlis exponens,
masodik az energiasiiriiség exponense, az utolsé a spinkorreldcidk exponense az Ising-
modellben. Méds megoldhaté modellt is lehet igy utdlag azonositani. Példaul az m = 4
esetnek a trikritikus Ising-modell, az m=5 a ¢ = 3 Potts-modellnek felel meg. A forditott
ut is jarhatd, ¢ adott értékeibdl is meg lehet hatdrozni az exponenseket egy tetszdleges
rendszer esetén a fent vdzolt séma szerint, ¢ konstansnak ugyanis egyszerti fizikai jelentése
is van: az L szélességii csik rendszer esetén a szabadenergia viselkedése: F' ~ £, tehdt a
csikon végzett szamolasok segitségével a c értéke meghatarozhato.

Az itt leirt néhdny gondolat természetesen nem ad teljes képet a konform térelmélet
altal elért eredményekrdl, csupdn a kritikus exponensek, az univerzalitdsi osztdly mélyebb

jelentésének megértéséhez segit hozza.

2.2 Az Ising-modell

Ebben a fejezetben néhany olyan mddszert mutatunk be, melyek felhaszndlasdval
leirhaté a kétdimenzids Ising-modell (2.1.3.1 alfejezet) fazisdtalakuldsa. El6szor a dudlis
transzformdaciét, majd a csillag-hdromszog transzformaciot mutatjuk be. Ezen transz-
forméciok alkalmazdsdval a rendszer dllapotosszegének viltozdsa nyomonkovethetd. Az
alfejezet masodik részében a transzfermdtrix modszert mutatjuk be, illetve ehhez kap-

csoléddan a kvantum Ising-linc néhany tulajdonsigét.

2.2.1 A dualis transzformacio

A dudlis transzformdciot el6észor Kramers és Wannier alkalmaztak [79] a klasszikus
kétdimenzids négyzetracson értelmezett Ising-modell fizisdtalakuldsi pontjanak lokalizala-
sara. Gondolatmenetiik a kovetkezo volt: tekintsiink egy klasszikus Ising-rendszert négyzet-

racson, elsé szomszéd kolesonhatdssal, kiils6 magneses tér nélkiil. Ennek allapotosszege:

Z= 3 -3 expK(Y_ aioy). (2.38)

on==x1 o1==%1 <ij>

Itt felhasznalhatjuk az exponencialis fliggvény sorfejtését:

inh(2K)\? , - *
exp(Ko;0;) = cosh(K') + 0,0, sinh(K) = (ﬁl—;—)> (e +e X ai0y). (2:39)
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\V}
N}

Az elézd képletben mar az tgynevezett dudlis Osszefiiggést is felhasznaltuk, a két kotési
K, K* paraméter egymas dudlisai, ha fenndll koztiik az osszefiiggés:

1

Smh(?K) = m

(2.40)

Az allapotosszeg alakja, az elébbieket felhaszndlva:

K*
o

K%-, L s
foot et Ji ol
Gt i |
f | ]

2.3. dbra: A négyzetrdcs és dudlis racsa, mely szintén négyzetracs. A folytonos vo-
nalak és a teli korok az eredeti racs és spinek, a szaggatott vonal és teli négyzetek a
dudlis racs spineket jeloli. K dudlis kotése K*.

sinh(K)>5/2

Z<K>=( > Y o X T +e a0y, (2.41)

on==%1 o1==%1 <ijj>

ahol K* és K kozott fenndll (2.40) egyenlet. A dudlis transzformaciét alkalmazva min-
den racshoz definidlhatd egy dgynevezett dudlis rdcs. Ezt Ggy kaphatjuk meg, hogy az
eredeti racs minden polygonjanak kozéppontjaba egy spint rakunk, ezek lesznek a 4j racs
pontjai (2.3. dbra). A spinek kozotti kolesonhatast pedig a dudlis Osszefiiggés adja meg
(2.40). Dudlis racs duélisa az eredeti rdcs. (A négyzetrdcs dudlis rdcsa is négyzetracs, a
haromszogracs dudlis racsa a hatszogracs. A haromdimenzids kobos racs dudlis rdcsa az
oktaéderrécs. )

Grafelméleti megfontoldsok alapjan éllithatd, hogy a (2.38)-ban felirt dllapotdsszeg és

a dudlis racs allapotosszege kozott fenndll:

ZK) =

sinh 2K
9

S/2
) ). (2.42)
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Itt a Z* az eredeti rdcs dudlis rdcsdnak az dllapotdsszegét jeloli, S a dudlis racsban
taldlhaté Osszes kotések szama. Felhaszndlva az tgynevezett Euler-reldciét, amely a
polygonok oldalainak és csticspontjainak szama kozotti Osszefliggést irja le, N + N* =
S + 2, tehdt az allapotosszeg és a dudlis racs allapotosszege kozotti Osszefiiggés N — oo
hatdresetben:
2 _ ALy . (2.43)
2N/2(sinh(2K))N/2  2N*/2(sinh(2K*))N*/2

Négyzetrics esetében a N = N*, és mivel a négyzetracs dudlis rdcsa is négyzetracs, tehat

fazisdtalakulasi pontjuk azonos helyen van Z(K.) = Z2*(K}), ezért (2.43)-bol kovetkezben
sinh(2K.) = sinh(2K}) = 1, (2.44)
tehat
K. = K = 0.440686794... (2.45)

Ezzel Kramers és Wannier gondolatmenetét hasznalva valéban meghatdroztuk a négyzetrécs

Ising-modell fdzisatalakuldsi pontjit, mikozben bemutattuk a dudlis transzformaciot.

2.2.2 A csillag-haromszog transzformacio

A csillag-hdromszog transzformdcio soran négy, csillag alakban elhelyezked6 klasszikus
Ising-pint helyettesitiink hdrom hdromszog alakban elhelyezked6 spinnel, gy (2.4. dbra),
hogy az allapotdsszeghez valé jarulékuk a helyettesités soran nem véltozik meg [72, 80] ,

Z. = Zx. Az allapotosszegekre vonatkozo egyenloség részletesen kiirva:

Z exp [04(p101 + paoe + p303)] = Aexp(K 0903 + Ky0,03 + K30109), (2.46)
O4=i1

ahol A konstans értéket definidl6 egyenletek:
A = 4(S2 + S? + S2 + 2C1C5C3 + 2), (2.47)
S; = sinh(2p;), Cs = cosh(2p;). (2.48)
A (2.46) egyenletbdl barmelyik K; paraméter meghatdrozhato:

K, — lln cosh(p; + p; + pi) cosh(—p; + p; + px) , (2.49)
4 cosh(p; — pj + px) cosh(p; + p; — p)

1; J; k indexek 1; 2; 3 ciklikus permutécioi. Az inverz transzformécio is elvégezheto, vagyis a
haromszog csillaggd alakitdsa, ezt fogjuk felhasznélni a késobbiekben a iteracids eljardsunk-
ban. Fel fogjuk még haszndlni azt is, hogy az eredeti haromszogracs hatszogracsba vi-

hetd 4t a csillah-hdromszog transzformécioval. Ezt felhaszndlva példaul az egyik récson
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2.4. 4bra: A csillag-hdromszog transzformdcié sordn harom o4,09,03 spin-
nel helyettesitiink néggyet, 01,09,03,04 spineket, ugy megvdlasztva a kotési
paramétereket, hogy a két részrendszer dllapotdsszege azonos legyen.

értelmezett Ising-modell kritikussagi Osszefiiggésébdl meghatarozhaté a masik racson levo
Ising-modell kritikussagi Osszefiiggése (3.1 alfejezet).

Ezen csillag-hdromszog transzformdciés sémdra épitett fel Hilhorst és van Leeuwen
egzakt renormaldst a kétdimenzids, hdromszogracson értelmezett, klasszikus Ising-modell

megoldéséara [81].

2.2.3 A transzfermatrix

A transzfermatrix moddszer egzakt és numerikus vizsgalatokra széleskorben alkalma-
zott eljdrds a statisztikus fizikdban [82]. A kovetkezd részben a transzfermétrix mddszert
mutatjuk be, az egyik legegyszeriibb alkalmazdsi lehet6ségén, mégpedig a kétdimenzids
Ising-modell megoldasdnak néhany lépésén.

A moddszer alapotlete az, hogy az édllapotdsszeg a transzfermdtrix nyomaval fejezheto
ki, a termodinamikai mennyiségeket pedig a matrix legnagyobb néhany sajatértéke hatd-
rozza meg. Ezzel lényegesen egyszeriisodott a problémank, a Frobenius-Perron elmélet
szerint a transzfermdtrix nem degeneralt, legnagyobb sajatértéke mindig pozitiv.

Mas modon is felhasznalhato a transzfermatrix technika fizikai problémék megolddsara:
az un. sor-sor transzfermatrixot felhaszndlva a kétdimenzids, klasszikus Ising-modell
allapot-Osszege az egydimenzids kvantum Ising-lanc Hamilton-operdtordra vezethetd visz-
sza. Ebbdl kovetkezik példdul, hogy az in. anizotrép skalazasi hataresetben a kétdimenzios,

klasszikus rendszer feliileti mégneses tulajdonsdgai pontosan megegyeznek az egydimenzids
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kvantum rendszer feliileti magnesezettségével. Tekintsiik a kétdimenzids, klasszikus Ising-

modell Hamilton-operdtordt négyzetrdcson [83]:

—pH = Z(Klak,lgk,uﬂ + K90k 10k41,)- (2.50)
k.l

A kifejezésben szerepld tagokat természetesen csoportosithatjuk soronként is:
H=> H(,l+1). (2.51)
!

Az allapotosszegben is megtartva a soronkénti csoportositdst:

L
Z=>" [lexp[-AH(1+1)] = Tr(T"). (2.52)
konf.1=1
A T transzfermatrix explicit alakja:
E
Tl,l+1 = exp[Z(Klolof + K20[01+1)], (253)

=1

itt csak a soron beliili indexet tiintettiik fel, a o] a szomszédos sor megfeleld helyen
levé spinjét jeloli. Az T matrix kifejezhet6 a Pauli-féle spinoperdtorokkal, melyek a
spinédllapotokra hatnak. A horizontélis, soron beliili kotéseket leiré masodik tag (2.53)-
ben egyszeriien felirhatd : '

Vs, =exp(d_ Kaofoi,,). (2.54)

A szomszédos sorok kozotti kolesonhatast leird elsé tag (2.53)-ban részletesebb levezetést

igényel. Csak egy kotést vizsgdlva:
exp(K,00') =< olef' (1 + e K1o¥) |0’ > . (2.55)
Itt felhasznalva a Pauli-operdtorok ismert Osszefiiggését, miszerint
exp(ac’) = cosh(a)(1) + o' sinh(a), (2.56)
illetve definidlva a dudlis K} kotést: e~®1 = tanh(K); megallapithat6, hogy
exp(K100') =< o|(2sinh(2K1)? exp(K!o%)|o’ > . (2.57)

Tehdt a sorok kozotti kolesonhatdasokat leiré masodik tag (2.53)-ban:

(8]
(@2
co
N

Vi =exp(D_Kiop). (2.
i
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Ezekutdn irhato fel a rendszerre jellemz6 dllapotosszeg, itt mar sorindextdl fliggd kotési

paraméterekkel:
2 = [[(2sinh(2K; (1)) % Tr(T)Y, (2.59)
1

itt a 7 transzferoperator jelentése:

T={(ViNa) =exp (; K{(l)af‘) exp (Z K2(1)0'120'12+1> : (2.60)

1
2.2.4 Az anizotrop skalazasi hatareset

Tekintsiik a fentiekben leirt kétdimenzids klasszikus Ising-modellt végtelen négyzetra-
cson. Legyenek a kotési paraméterek rétegesek, Ki(l) a feliilettel parhuzamos, K>(l) a
feliiletre merSleges paraméterek az l-edik rétegben, illetve az l-edik és (I+1)-edik réteg
kozott. Anizotrop skdldzasi hatdresetnek azt a hatdresetet nevezik [84, 85, 86}, ha K (l) —
oo, Ky(l) — 0, de az ardnyuk,

A= Kol k() (2.61)

allandd, ahol K (l) = —3 In[tanh(K(1)], a duélis kétés. A kordbban mér definidlt médon
bevezetve egy konstans referencia kotést K7, a dudlis kotés igy irhaté Ky (l) = K{h, a by
paraméter a transzverzmezd. A (2.60)-beli transzferoperator ezek utdn 7 = exp(—2KiH)
alakba irhatd, ahol H az egydimenziés kvantum Ising-lanc Hamilton-operatora (J; = A\

jelolést haszndlva):

1 o
s > ot + Jio®of, ). (2.62)
1=

A transzferoperator ugy tekinthetd, mint egy diszkrét evolicids operator, a 7 = 2K

mennyiség az imaginarius vagy Euklideszi-id6 irdny rdcsegysége.

2.2.5 Az egydimenziés kvantum Ising-modell

A (2.62) rendszer Hamilton-operdtora Jordan-Wigner [87] és Boguljubov-transzformacié
(88, 89] alkalmazdsival szabad fermion rendszer alakjat veszi fel, amikor is a Hamilton-

operator alakja:
: 1

H=3 enin —13). (2.63)

A fermion rendszer gerjesztési spektruma (e,) a kovetkez6 sajatérték probléma megolddsaval
adodik:

€aUal(k) = —kyBo(k) — Jp®alk + 1)
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€a®alk) = —Jio1Ua(k — 1) — hpUa (k) (2.64)
ho = Jo =0,

ahol @, (k) és ¥, (k) normalizalt sajit vektorok paros és paratlan részei.

A feliileti magnesezettség my a G)|(7) korreldcids fiiggvény felhaszndldsdval kaphato
meg, a 7 — oo hatdresetben, hiszen ekkor Gj(7) =< o7(0)of(T) >= (m;)? itt 7 az
tn. imagindrius id6. A korreldcids fiiggvényben szerepl6é operatorok Heisenberg-képben
vannak megadva: o7(7) = exp(TH)oy exp(—7H). Ezt beirva a korreliciés fiiggvénybe,
illetve a fermionrendszer allapotaival kifejezve:

Gi(r) = X[ < ilof]0 > Pe7E) = 3 82 (1), (2.65)
i>0 a
Itt E;, E, jeloli az i-edik gerjesztett, illetve az alapallapot energidjat. Rendezett allapotban
csak az alapdllapottal degenerdlt < 1] dllapot ad nem eltiing jarulékot a 7 — oo hatéaresetben.
Tehat a feliileti magnesezettség:

mip =< 1| a7 |0 >, 2.66
s

amely (2.65)-bdl kovetkezden a ®,(1)-vel egyezik meg. Ebbdl felhasznalva, hogy €, = 0,
az (2.64) egyenletek egy rekurziés formuldt adnak a ®;(1) meghatarozdséra:
I
Oi(k+1) = ~%<I>1(k) = — 719, (k). | (2.67)
k

Ezen rekurzids eljards sordn kapott sajatvektort normélva [32]:

o j =l
Mg = (1 +> 11 /\,:2) (2.68)
j=1k=1

kifejezést kapjuk a feliileti magnesezettségre. Ebben a kifejezésben csak a kvantum Ising-
lancot leird kotési paraméterek vannak jelen, igy tetszoleges kotési paraméter kiosztas

mellett lehetOség van a feliileti magnesezettség meghatarozasara.

2.2.6 A diagondlis transzfermdatrix

A késobbiekben az eredmények kozott felhaszndlasra keriil a diagondlis racson értelme-
zett Ising-modell transzfermatrix, melyet most mutatunk be. A diagonalis rdcsban két
egymdst koveto sor ad egy eltoldsszimmetrikus egységet, melybdl felépithetd a racs, ezért
célszerli a két sort egyiitt kezelni [91, 92, 93]. Ezen két sor transzfermdtrixdt jeloljiik
Thel.

N-1
(Tz)aa’ = Z H 602’[}"21“1("i+”§)+1(2i(‘7i+1+";+1)]eaf(zl\’m\/—l(‘f‘/"'afv) (269)
gl'=£] n=1
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2.5. abra: A diagondlisrdcs eltolds szimmetrikus egysége

A ¢ valtozok szerint kidsszegezve az el6z6 egyenletet, olyan kifejezést kapunk, amely csak

o, o’ valtozoktol figg:

N-1
(Tz)a’a,l = 2N COSh(KgN_l(O'N + O’;V)) H COSh[Kgi_l(O'i + O’:) - Kgi(O'i_H S 0'1,-+1)]. (270)
=

Homogén rendszer esetén ismert [91], hogy ez felcserélhetd a kvantum Ising-lanc Hamilton-
operatoraval: [T?,H] = 0, tehdt kozos sajétrendszeriik van. A két operdtor felcserélhetd-
ségét fogjuk felhaszndlni réteges rendszerek esetén a 3.3.2 alfejezetben.

2.3 Kvazikristalyok és aperiodikus strukturak

A kvazikristalyok?® ltaldnos jellemzdje, hogy nincs elemi cellajuk, melynek ismétlédé-
sével szerkezetiik felépithetd lenne, ez a tulajdonsdg az liveggel és az amorf anyagokkal
kozos. Rovid tavon vizsgalva determinisztikus szabdlyszertiség, hosszi tdvon iivegszerii
rendezetlenség jellemzi a kvdzikristadlyokat. Ez a kettOs jelleg teszi a kvazikristalyokat
igazan érdekessé.

A kvézikristdlyok felfedezése [5] alapjaiban rdzta meg a kristalyfizikat, hiszen ilyen
kristalyok - melyek példaul 6tfogdst szimmetridval rendelkeznek - stabil dllapotban valé
létezését korabban nem tartottdk lehetségesnek. Ezen felfedezéssel egy 1j, termékeny
tudomanyteriilet nyilt meg a fazisidtalakuldsok elméletében, mivel e szerkezetek koztes
szerepet jatszanak a periodikus (kristdlyok) és a rendezetlen szerkezetii anyagok (iivegek)
kozott, 1j lehetdséget adva a rendezetlenség és a fazisatalakulds kapcsolatanak vizsgdlatara.

A dolgozatban a determinisztikus rendezetlenség két f6 tipusat kiilonboztetjiik meg: a
kvézikristélybs és az aperiodikus szerekezetet. A kiilonbség a szerkezet Fourier-spektru-
maban keresendd. A kvazikristdlyos anyagok Fourier-spektruma véges sok diszkrét csics-
bol &ll, mely csicsok tavolsagainak ardnya irraciondlis. Az aperiodikus struktirak a

kvéazikristdlyok dltaldnositdsa, itt mar végtelen sok cstics taldlhatd a spektrumban.

3Elészor Levin és Steinharde [126] hasznalta ezt a terminolégiat.
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2.3.1 Egydimenzids aperiodikus szerkezetek

Egydimenzéban aperiodikus szerkezetet helyettesitési szabalyokkal lehet elééllitani,
igy determinisztikus, nem transzlaciészimmetrikus sorozatot kapunk. Az igy kapott sorozat-
nak megfeleléen modulalt szerkezettel rendelkez6 rendszer tekintheté egydimenzids kvazi-
kristalynak. Az egyik legeldszor vizsgdlt ilyen sorozat a Fibonacci-sorozat. Képzési
szabalya S két jelet haszndl: 0-t,1-t. A sorozat rekurziés médon adhaté meg, S(0) =

01, S(1) = 0 szabélyt alkalmazva az egyes szavakat alkoté betiikre kiilon-kiilon:
0 — 01 — 010 — 01000 — ... (2.71)

Ezzel egy végtelen sorozatot, majd ezen sorozatnak megfeleltetve a rendszer paramétereit,
egy aperiodikus szerkezetet kapunk. A sorozatrdl alapvetd informacidkat tartalmaz az

igynevezett helyettesitési mdtrix [94, 95, melynek alakja ebben az esetben:
nf{o} nf{l} 1 0/

Az nﬁ{“} azon 0 jelek szama, amelyeket a helyettesitési szabdly szerint a 0 helyére irunk,

(2.72)

és igy tovabb. A 0 és 1 jelek szdma n iterdcié utdn L2 és L}, melyek M™ métrix megfelels
elemeivel egyenléek. Megmutathatd, hogy a L2, L., L,(= L% + L}) ardnyos M métrix
legnagyobb sajatértékével, Af-el, amely pozitiv, és mindig létezik a Frobenius-Perron
elmélet szerint. A helyettesitési szabdly csak a sorozat szerkezetét adja meg, a kotési
paraméterek konkrét értékét a A\, = Arfk kifejezés adja, ahol f, = 0 vagy 1 az aperiodikus

sorozat szerint. Az f; mennyiség fluktudcidja L, hossziisigon
Ln
> fi = pooLn + |Ao|"F [In(Ly)/ In(A1)], (2.73)
k=1

az F fiiggvény periodikus fraktdlfiiggvény. Az f, mennyiség aszimptotikus siirlisége:
Poo = limp_oonp /L. A kOtési paraméterek siirliségét a helyettesitési mdtrix legnagyobb

sajatértékéhez tartozo sajatvektor komponensei hatdrozzak meg:

Vi(e)

ey i 2.74
e 2 0 Vi(4) ( )
Egy L, hosszisdgu sorozatban a kummulalt atlagtol valé eltérés:
Ep 5
A(Ly) =D (A — A) ~6AL ~ LY. (2.75)

k=1
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Az el6z6 egyenlet egyben az tgynevezett vandorldsi exponens definiciéjanak is tekinthetd,
vagyis:
voind A |
In(Ay) ’
ez az w exponens irja le a fluktudciokat a sorozatban.
A Fibonacci-sorozat esetében A; = (1++/5)/2, |Az| = A1 —1, igy (2.76)-bél w = —1.

Véletlen sorozat esetén, ahol semmilyen korreldcid, szabdlyszeriiség nincs w = 1/2.

(2.76)

Ezekutan néhany aperiodikus sorozatot mutatunk be, megadva a helyettesitési szaba-
lyukat és az w exponenst, sorrendben a Thue-Morse-, Rudin-Shapiro-, Fredholm-, periédus-
kett6z6 és papirhajtogatd sorozatot [96], azokat, amelyeket eredményeink kozott is fel-
hasznaltunk.

A binaris (két jelet tartalmazd) Thu-Morse-sorozat rekurzids képzési szabéalya 0 —
01, 1 — 10. fgy a 0-val kezdve a sorozatot:

n=0 0
n—1s= il
n=2 0110
A helyettesitési métrix sajatértékeibdl (2.76) a vandorldsi exponens: w = —oo. A két jel

(0,1) siiriisége: po1 = 3.
A Rudin-Shapiro-sorozat rekurzids szabdlya bet{iparos helyettesitési szabdlyokat igényel:

00 — 0001, 01 — 0010, 10 — 1101, 11 — 1110. A 00-val kezd6dé sorozat:

n=0se00
n=I18 0001
n=2 00010010

A sorozat vandorlési exponens (2.76)-bol w = 1/2, a két jel (0,1) siirlisége: py; = 3.
A Fredholm-sorozat harombetiis helyettesitési szabdllyal képezhetsé: 1 — 10, 0 —
02, 2 — 22. 0-val kezd6d6 sorozatot képezve:

n=—() 2l
=1l LT

n—=2 (02

majd a hdrom jel koziil kettot 1, 2-0t ugyanazzal jellel, 1-gyel helyettesitve ( n = 3 esetén
01101000) két jelbol &llé sorozatot kapunk. A sorozat vandorldsi exponense: w = 0. A

két jel (0,1) stirisége: pp =1, p; = 0.
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A periédus-kett6z6 sorozat képzési szabdlya: 0 — 11, 1 — 10. 1-gyel kezdve a

rekurzios sorozat:

n=0 1
n=1 10
n

=2 1011 (2.77)

A két jelet tartalmazd periddus-kett6zé sorozat rekurzids szabalya egyszeriibben: az
aktudlis sorbdl ugy kapjuk a kovetkezot, hogy kétszer egymdas utdn leirjuk a kiinduldsi

sort, majd a legutolsé jelet kicseréljiik a masik jelre. A vdndorldsi exponense: w = 0, a
P
§.
A papirhajtogaté sorozatot a papir hajtogatdsa kozben létrejovo fel (1) és le (0) mu-

jelek stiriisége: p; = -g—, Py =

tato élek sorozatardl nevezték el. A sorozat képzési szabdlyai: 00 — 1000, 01 —
1001, 10 — 1100, 11 — 1101. Az 11 jelekbdl kiindulva:

n=0 11
n=1 1101

n=2 11011001 (2.78)

sorozat képezhetd. A sorozat vdndorldsi exponense: w = 0, a jelek siiriisége: po; = %

2.3.2 Magasabb dimenzids aperiodikus struktarak

Magasabb dimenzids rdcsokon kétféle aperiodikussdgot szokds megkiilonboztetni. Az
els6 csoport a moduldlt szerkezet{i racsokat foglalja magaba, a masodik csoport a topoldgi-
kusan inhomogén racsokat.

Az elsd esetben az aperiodikus racsot szabdlyos racsbdl kapjuk, annak megfelel6 helyen
torténd folytonos megvaltoztatdsaval, moduldldsdaval. Itt az aperiodikussig mértéke foly-
tonosan valtoztathatd, a moduldcié tetszéleges infinitézimalis értéket vehet fel.

A masodik esetben a ricsszerkezet eleve magaban hordozza az aperiodikus jelleget.
Ezekben a rdcsokban a koordindciés szam helyrél-helyre védltozhat, a rendezetlenség mér-
téke nem lehet akarmilyen kicsi, mivel ez a rics alapvetd, rogzitett tulajdonsaga. Ilyen
kvazikristdly példdul a kétdimenzids Penrose-rdcs [97]. Ezek a rdcsok altaléban egy ma-
gasabb dimenzids szabdlyos racsbél kaphatéak meg, a racspontok egy megfelelel6 sikra
torténd levetitésével. A szabdlyos riacs a Penrose-rics esetében a hatdimenzids kobos racs.
A Penrose-racsban lokalis 6tfogdsi szimmetria taldlhaté (2.6. abra), mely a szabalyos, el-

emi cella ismétlodésével felépiil¢ kristaly esetében elképzelhetetlen.
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A fizikai kezelhet&ség érdekében feltessziik, hogy az aperiodikus rendszerek elegendden

2.6. dbra: A kvazikristdlyos Penrose-récs.

nagy skala vilasztisa esetén homogénként kezelhetdek, ebbdl kovetkezden a fizikai meny-

nyiségek skdldzasi torvényeknek tesznek eleget.

2.3.3 Relevancia-irrelevancia kritérium réteges aperiodikus és
rendezetlen rendszerekre

Harris perturbativ érvelését aperiodikus rendszerekre alkalmazva osztdlyozhatdak az
aperiodikus sorozatok abbdl a szempontbdl, hogy megvaltozik-e a rendszer kritikus ex-
ponense, ha az addig homogén, izotrép rendszerben megjelenik az aperiodicitds. Az ape-
riodikus sorozat irrelevdns perturbécidt jelent a tiszta rendszeren, ha ezen aperiodicitdst
kovetd rendszerben a kritikus exponensek megegyeznek a tiszta rendszer exponenseivel.
Relevans perturbdciot képvisel a sorozat, ha a fazisdtalakulds jellege megvéltozik.

Az aldbbiakban ismertetjitk Luck gondolatmenetét [30, 31], ami tulajdonképpen a

Harris-kritérium dltaldnositésa [13] aperiodikus rendszerekre. Vizsgdlatunk targya legyen
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egy nagyjabdl gomb alaki d dimenzids térfogatrész a d dimenzidés aperiodikus racson
levé rovid hatétavosagu kolcsonhatdssal rendelkezé Ising-rendszerben. Az aperiodicitds
a kotési paraméterekben figyelheté meg. A rendszer allapota legyen a kritikus pont
kozelében, az ) térfogatot jellemzd hossz legyen éppen fluktudcids hossznyi: L ~ €.
A kiszemelt térfogatrészben levd kotések szama B((2). Ezen kotések értékeinek osszege:
() = X j> Jij- E két mennyiség hanyadosa megadja a kotés dtlagos értékét: %(%) ~
Jo; egyenl0ség a termodinamikai hataresetben dll fenn. Véges, de elég nagy térfogatrész

esetén igaz:

>(Q) ~ LB(Q) ~ L%, (2.79)

ahol 0 < w < 1 vdndorlasi vagy geometriai fluktudciés exponens. Megbecsiilhetjiik ebben
a vizsgalt térfogatban az atlagos kotésektdl vald eltérés dtlagat, a vandorldsi exponens

felhasznalasaval:
< (Jij = Jo)/Jo >a~ ETHIA, (2.80)

Ez a katésfluktudcio a kritikus homérséklet fluktudcidjat okozza. Ha ezen fluktudcio

nagyobb, mint a kritikus ponttél mért tdvolsdg (felhaszndlva a & ~ ™" Gsszefliggést):
5t ~ [t > ¢, (2.81)

akkor a rendszer egyes részeire mar a kritikus homérséklet alatti rendezettség, mig mas
részeire a kritikus hémérséklet feletti rendezetlenség lesz jellemzo, vagyis megvéltozik az
atalakulds jellege. Ellenkezd esetben, amikor a fluktudcié sokkal kisebb, mint a kritikus
ponttél mért tavolsag, a fazisatalakulds jellege védltozatlan marad. Abban az esetben, ha
a két mennyiség éppen megegyezik, akkor nem lehet megjésolni a fenti gondolatmenettel,
hogy megvéltozik-e a kritikus viselkedés, itt tovdbbi konkrét analizis sziikséges. Ebbdl
megallapithatd, hogy ha az aperiodikussdgot jellemz6 vandorldsi exponens meghalad egy,
a rendszer kritikus exponensei dltal meghatarozott értéket (w.), akkor relevdns, ha az
aperiodikussagot jellemzd vandorlédsi exponens kisebb, mint w,, akkor irrelevans az ape-

riodikus sorozat a fazisdtalakulds tulajdonsigaira nézve. A hatdresethez tartozé w.:
we=1-=1/(dv) =(1-a)/(2 — ). (2.82)

Ezzel megkaptuk az n. Harris-kritériumot [13], ugyanis ha a rendezetlenség izotrop,

rovid hatétdvolsdgi, a rendezetlenség vdndorldsi exponens w = % Ebben az esetben

(2.81) alakja, |t|-vel leosztva és felhaszndlva a Josepshon-torvényt (2.3 tabldzat):

B[P = |2 1. (2.83)
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Itt egyszeriien a rendszerre jellemz6 « exponens eldjele donti el, hogy relevdns, irrelevdns
vagy margindlis perturbdciét jelent-e a rendezetlenség. Ha a < 0, teljesiil a (2.83)
egyenlétlenség, vagyis rendezetlenséget bevezetve megvdltozik a kritikus viselkedés. Ha
azonban « > 0, a kritikus viselkedés valtozatlan marad.

A fent leirt gondolatmenet megismételheté akkor is, ha a rendezetlenség nem terjed
ki a rendszer Osszes dimenzidjira, csak d,, dimenziéra, a tobbi (d — d,,) dimenziéban
pedig rendezett a rendszer. Ekkor hasonlé kritériumot kapunk a vdndorldsi exponenssel
kapcsolatban, mint kordbban, de itt a kritériumban d,, dimenziédszam szerepel a d helyett:

we=1-=1/(dnv). (2.84)

Ezzel megkaptuk az tgynevezett rétegesen aperiodikus rendszerek relevancia-irrelevancia
kritériumat. A kritériumot egydimenzios réteges aperiodikus rendszerre alkalmazva meg-
allapithato, hogy a

d=14+vw-1) (2.85)

‘crossover’ expones [31, 37] eljele hatdrozza meg az aperiodikus rendszer relevans-irrelevéans
jellegét. ® > 0 relevans ( ® < 0 irrelevdns) perturbéciot jelent a tiszta rendszer fazisatala-
kuldsédn. Az Ising-modell esetében, adol v = 1, az w eldjele hatdrozza meg az aperiodikus

sorozat relevans-irrelevans jellegét.



3. Fejezet

Eredmények

3.1 Inhomogén Ising-modellek kritikus hémérséklete

3.1.1 Bevezetés

Aperiodikus és véletlen kotési paraméter kiosztdssal rendelkezé Ising-rendszerek nu-
merikus vizsgdlatanak lényeges pontja az ilyen rendszerek kritikus hémérsékletének vagy
mésképpen kritikusségi feltételének ismerete. Ez mutatja meg, hogy a kotési paraméterek
milyen értéke mellett kritikus a rendszer, a hémérséklet csokkentésével itt megy 4t a
rendszer a paramdagneses fizisbol ferromdgneses fazisba. Az Osszefiiggés ismeretében a
numerikus mdédszerek lényegesen nagyobb pontossaggal képesek a rendszer kiilonb6z6 ter-
modinamikai jellemzdinek leirdsara. Ezen Osszefiiggést fogjuk analitikusan meghatdrozni
ebben az alfejezetben (3.1) a rétegesen rendezetlen haromszog- és hatszogracson levo
Ising-modell esetében. Az Gsszefiiggést numerikus modszeriinkkel a csillag-haromszog
transzformdciora épiild iterdcids eljarassal fogjuk ellenérizni.

A négyzetrdcs esetében a kritikus hémérséklet az tgynevezett dudlis transzformaciot
felhaszndlva kaphaté meg [79], 2.2.2 alfejezet. Ugyancsak a duélis transzformécié alka-
Imazdsaval lehet meghatdrozni a négyzetracson levo véletlen ferromédgneses kotési Ising-
rendszer kritikus hdmérsékletét [100], 3.3.1 alfejezet.

Periodikus négyzetracs esetében az ugynevezett Pfaffian-mddszer [100] vagy a Zittartz
és munkatdrsai altal kifejlesztett transzfermétrix technika alkalmas a kritikus feltétel le-
vezetésére [101, 102]. Ezen modszerek egy m X n egységcelldji periodikus Ising-rendszer
kritikus homérsékletét egy olyan matrix egyenlettel adjdk meg, amelynek egyik oldala
2m=1 x 2m=1 méretii matrixok szorzatat tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy a nemperiodikus
hatdresetben csak m = 1,2 esetben lehet a paraméterek kozotti Osszefiiggést explicit

modon megadni.
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3.1. dbra: Négyszogracs (a), melybdl K = oo vélasztdssal haromszogracs (b), illetve
K = 0 vélasztdssal hatszogrdcs keletkezik (c).

A homogén hatszog- és hdromszogracs kritikus homérsékletei szintén jol ismertek
[103]. E két racsra vonatkozo kritikussdgi osszefiiggések egymdsbdl levezethetdek, hiszen
a hatszog- és haromszogracs egymasba atvihetd a csillag-hdromszog transzformaécioval.
Pontosabban a két racs megfeleltetheté egymadsnak, kolcsonosen egyértelmii médon gy,
hogy a két rics dllapotdsszege azonos legyen (2.2.2 alfejezet). Ezt is felhaszndljuk az
aldbbiakban.

3.1.2 A kritikus hémérsékletek analitikus meghatarozésa

A rétegesen inhomogén hatszog- és hdromszogracsokon levo kétdimenzids Ising-modell
kritikus homérsékletét mi hatdroztuk meg el0szor, errél fogok a kovetkezdekben irni
bdvebben. Az Gsszefiiggés levezetése soran felhasznaljuk azt, hogy egy bizonyos paraméter
kiosztdsa mellett a négyzetracs dtmegy hdromszogracsba, illetve egy mdsik j61 meghatéro-
zott paraméter kiosztds mellett hatszogrdcsba. Tekintsiik az (M) x (N) négyzetracson
levé klasszikus Ising-rendszert. A rendszer (m x2) -es egységcellabdl épiil fel, amely M /m-
szer ismétlédik horizontdlis, N/2-sz0r vertikélis irdnyban. A termodinamikai hatdresetben
M, N — oo jelent.

A rédcson alapvetden két kiillonbozo tipusd kotési paraméter taldlhatd, fiiggéleges és
vizszintes kotési paraméterek. A vizszintes kotési paraméterek értéke oszloponként azonos
K;, (3.1.a dbra). A fiigg6leges tipusi kotési paraméterek egy oszlop mentén vagy sor
mentén haladva valtakozva a K és K értéket veszik fel (3.1.a dbra). Ezt az alternél¢
viselkedést a kovetkezd formulaval irhatjuk le:

K; ha k+ j=paratlan

K = { Koy “hoapg b+ = piros o
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A els6 index jeloli a sort, a méasodik index az oszlop index. Vizszintes irdnyban a rendszer
periodikus m hosszisdgi periddussal, azaz: Kj+,n = I;’j és Kjim = K;. Tekintsiik a
K — oo hatdresetet. Ekkor azok a spinparok, melyeket ezen végtelen erdsségii csatoldasok
(az 3.1.a abran a pontokkal jelolt kotés) kotnek Ossze, a végtelen erds csatoldsok miatt egy
spinnek tekinthetdek, ezaltal a négyzetrdacs struktira haromszogracs szerkezetiivé vilik
(3.1.b dbra). Ha az el6bbi K paramétereket 0 -nak valasztjuk, akkor ezen spinparok
kozotti csatolas megsziinik, a négyzetracs a hatszogrdcs szerkezetét veszi fel (3.1.c dbra).
A rendszer allapotosszege:

B e Z e~ PH(0) — Tre—'gH(a), (3.2)
{o}
itt az Osszegzés az Osszes spinkonfigurdciora vonatkozik, H Hamilton-operitor a spin
konfigurdciok fiiggvénye.
Felhasznalva a 2.2.3 alfejezetben bevezett transzfermatrix technikdt és a kovetkezd
jeldlést: &; = sinh(2K;) = (sinh(2L;))™, az &llapotdsszegre irhaté a (2.59) egyenlettel

analég modon :

2= H Zm Tr[T), (3.3)
ahol T métrix alakja [102, 103]:
T=[]TG); T()=Ti()- T20)- (3.4)
=1
T, és T, alakja:
T\ (§) = ek Lem % (3.5)
N/2 N/2
Ty(20—1) =exp | D> Koi_105,_105, + K Y ogkag'k_l] (3.6)
k=1 k=1
N/2 N/2
Ta(2l) = exp [K ) 05105+ D KQlagkagk—1:| ; (3.7)
k=1 k=1

To értékei kiilonbozbéek paros és paratlan helyeken, ez a paraméterek specidlis alternalo
viselkedésébdl kovetkezik.

Kovetve Zittartz és munkatérsai gondolatmenetét, Jordan-Wigner-transzformaciot hajt-
va végre a spin valtozokon, majd Fourier-transzforméciot, az allapotdsszegben 1év6 tran-
szfermétrix alakja:

T= JI T(), T(q) =TT, (3.8)

0<g<m/2 Jj=1
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a q kiilonbozé értékei a 0 és m/2 kozott taldlhatdak, értékei 27 /M-nek tobbszorosei. Is-
mert, hogy transzfermatrix legnagyobb sajatértéke hatdrozza meg vezet6 rendben a rend-
szer szabadenergidjat és ezaltal a rendszer viselkedését. Ha a T(g) matrix legnagyobb
sajatértékét exp(A(q))-val jeloljiik, az egy spinre juté szabadenergia f, Z -bdl az aldbbi

modon irhato fel :

m

L g o g Z n(2%) +——~/"2qu (q)- (3.9)

N,M—oc0 NM e

A fazisatalakuldsi pontban a szabadenergia, f szinguldris, ez a A(¢) mennyiségnek a
Brillouin-zéna hataran taldlhaté szingularitdsdnak kovetkezménye. A kovetkezdekben
megmutatjuk, hogy a Brillouin-zéna hatara valéban szinguldris pont. Bar ez egzaktul nem
bizonyitott, feltételezhetjiik, hogy nincs tobb szingularitds a rendszerben, tehdt ez valéban
a fazisdtalakuldsnak megfelel6 pont. Ezen szinguldris ponthoz tartozé hémérséklet a kri-
tikus homérséklet, ennek meghatdrozasa a cél. Vezessitk be a paritdsoperdtort [102]
P = o¥03, melynek sajitértékei £1. Ez az operdtor kommutdl a transzferoperdtorral,
T(q)-val, [T,P] = 0. Ebbdl kévetkezden a fazistér két altérre szeparalédik, T(q) operdtor
nem vezet ki a +1 vagy -1 sajatétékli altérbol. Magas hdmérsékletek esetén, amikor
T — oo a P,g = 1 sajatértékii altér a domindns, a 77 — 0 hatdresetben pedig a
P,. = —1 altérben taldlhatoak a rendszert leiré allapotok. Ennek megfeleléen a leg-
nagyobb sajatérték alacsony homérséklet esetén a -1, magas hémérséklet esetén a +1
sajatértékkel jellemzett altérben taldlhatoé meg. A két tartomény hatdrpontjan taldlhatd
a fazisdtalakuldsi hémérséklet, ebben a pontban a két kiillonbozo sajatérték meg kell
egyezzen (+,— jellel jelolve a +1 és —1 altérhez tartozé sajatértékeket): A*(g.,T:) =
Al 1)

3.1.2.1. Homogén rendszer esete

A részletes targyalds elsO lépéseként irjuk fel a transzfermdtrixot dltaldnos alakban,
majd vizsgédljuk meg ezt a legegyszeriibb homogén esetben, ezekutdn lépésenként novelve
az inhomogenitast végil eljuthatunk egy olyan réteges hiromszogracsig, amelyben m
racsegységnyi periodicitds figyelheté meg. A transzfermdtrix alakja altaldnos esetben (P
index a paritds operator sajatértéke):

m

H T; = ]] exp(A1,;(P)) exp(Az;(P, ), (3.10)

g=l
itt az Ay és Ay értékei a Pauh-operatorokkal kifejezve, ha ¢ = 0 vagy ¢ = 7/2:

A1,j(P) = L}U} -+ L? . Po}; As;(P,q) = Klo3 — RJQ : S(f?, (3.11)

:
%9
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ahol , "
— _[ L ha g=
S = aoa(g) = {—1; ha g=m/2

A z6na hatdrdn a Tf(q) operator egyszerlien megadhatd egy 2 x 2 -es métrix formdjéban.

(3.12)

Tekintsiik az egyik legegyszeriibb esetet, a szabdlyos haromszogracsot. Ekkor csak két
j = 1,2 indexet kell figyelembe venni:

P _ C1E1 51E1 . P _ C2E2 S2E2 ) ‘ c
T (q) = (51Ef1 C’lEfl) ;T (‘I) = (52E2_1 C2E2_1 . (3.13)

Az el6z6 formuldban a kovetkezo jelolést alkalmaztuk:
Cj = cosh(L;(1+ P)), S;=sinh(L;(1+ P)) (3.14)
és
E; =exp((K; — KSP)), E,=exp((K — K,SP). (3.15)
Most, miutdn dltaldnos alakban felirtuk a transzfermatrixot, elészor a legegyszeriibb e-
setet tekintsiik, amikor homogén a rendszer, itt két kiilonbozé paraméter van K, L(ez

a homogén négyzetracs esete). Keressitk meg a fizisitalakuldsi pontot. Ekkor nyilvin
TY = TP, a sajatértékeket a

M-XC(E+ENH)+1=0 . (3.16)

egyenletbdl hatdrozhatjuk meg. Schultz és munkatdrsai [83], akik a homogén négyzetracsot
vizsgaltdk, meghatdroztdk a A-val jellemzett sajatérték allapotdhoz rendelhetd energiat:

X At
5

cosh(e) = (3.17)

Az € energidt az egyenlet pozitiv gyoke adja. Ezen egyenletbdl kovetkezik, hogy a

Brillouin-zéna tetszéleges pontjdra igaz :
cosh(e) = cosh(2K) cosh(2L) — sinh(2K) sinh(2L) cos(q) (3.18)
Ugyanakkor a (3.16) egyenletbdl (A + A~1)/2-6t kifejezve:
cosh(e) = cosh(L(1 + P)) cosh(K (1 — PS)). (3.19)

A két egyenletet (3.18-3.19) Gsszevetve ldthatd, hogy g = 7/2a P =1és S = —1 esetnek
felel meg. A ¢ = 0 esetet nem kaphatjuk meg a (3.19)-bdl semmilyen P, S értékre, hiszen
a ¢ = 0 esetben (3.19) egyenletbdl:

cosh ¢y = cosh(2(L — K)) = e =2(L — K), (3.20)
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mig q = 7 esetén:
cosh e, = cosh(2(L + K)) =g = B0l K): (3.21)

A Brillouin-zéna g = 0-nak megfelel6 dllapota keveredik a g=m-nek megfelelé allapottal,
a két allapot keverékébdl allithato el a P =1;S =1 paramétereknek megfelel6 dllapot.

Részletesen kiirva:

aoshie, & 2= chph(@T e S DS SO, — . (3.22)

Hasonl6 igaz a P = —1,S =1 allapotra:
coshef="!=cosh(2L) => ef='=2K="=" ; i (3.23)
A fazisdtalakuldsi pont ott van, ahol S =1 mellett a két (P =1 és P=—1) altérhez
tartozé sajatérték megegyezik, vagyis teljesiil ef=! = el =1, ebbdl rogtén adédik az

izotrop, de nem feltétleniil homogén négyzetracson értelmezett Ising-modell kritikussdgéra
vonatkozé feltétel: L = K [83].

Tekintsiik ezekutan a legegyszeriibb haromszogrdcsot. Itt probaljuk meg a kritikussagi
feltételt megdllapitani az el6bbi gondolatmenet megismétlésével, g. = 0 feltétellel a fazisat-
alakulasi pontot feltételezve. A hiaromszogracsnak megfelelé négyzetracsban két kiilonb6z6
fiiggbleges K, és Ko = K — o0, illetve egy vizszintes paraméter van K. T, Ty matrixok
szorzata (mivel K — oo ) az aldbbi alakra egyszeri{isodik:

) (K1 +K) 0
o b (QC) o ( 0 e_Q(K1+I()> (3.24)
§ =1 cosh’(2L)  cosh(2L) sinh(2L)e*1-K)
Ly Fle) = <cosh(2L) sinh(2L)eXK-K1) sinh2(2L)eQ(K“Kl)> ' )

A két altérhez tartozo sajatértékek, melyeknek a kritikus pontban meg kell egyezniiik,
(3.24-3.25) egyenletekbdl:

KBl ARl A Pel cosh2(2L) + sinHQ(QL)eQ(I(‘Kl). (3.26)
A két sajatérték egyenlosége adja meg a kritikussagi feltételt:
1 = sinh(2K)e?X1, (3.27)

Ezzel megkaptuk a legegyszer{ibb homogén haromszogracsra vonatkozo kritikussédgi feltételt
[103].
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3.1.2.2. Réteges rendszerek

Bonyolultsdgi sorrendben haladva tekintsiink most egy olyan hdromszogracsot, ahol
mar két fajta vizszintes kotési paraméter van a racsban, K1, K, véltakozé médon elhe-
lyezve.

A T, T? métrixok a K — oo hatdresetben itt is jelentdsen egyszeriisodnek, ezek alakja

a kritikus pontban:

=1 __ &3 2(K-K;) 0 0 ) 9
gl = aimh{Ak e (cosh(2L2) sinh(2L,) 8-2)
_ C2AK+K1)
L= = ( 0 0) (3.29)
A sajatértékek egyenlGsége ismét megadja a kritikussdgi feltételt:
AP=1 = \P=1  —  (sinh®(2L,)sinh?(2L,))% = ¢*X (3.30)
1 = (sinh(2K;) sinh(2K,))z X1, (3.31)

A (3.28-3.29) matrixok szerkezete tetszéleges m szamiu periodikusan ismétlédé vizszintes
kotési paraméter esetén is hasonlé marad®. A (3.28) mdtrix nyoma ebben az esetben :
[T}, sinh(2L;)e =) mig a (3.29) matrix nyoma : JTjL, eX¥+51. A (3.28-3.29) métrixok
szerkezetébdl kovetkezéen a nyomok egyuttal a métrix sajatértékei is. Vagyis a kritikus
feltétel:

m

m N
1= [H sinh(2K;)| €. (3:82)
j=1

Egy lépéssel ismét tovabb haladva, ha a fiiggéleges paraméterekbdl is m darab van, akkor

a (3.28-3.29) métrixnak megfelel6 métrixok sajatértékei:

T2
AP=t = T] sinh(2L;)e" (3.33)
j+1
T2
/\P:—l = H €K+I(j. (334)
j=1

Ezen a ponton mar fel tudjuk irni egy olyan réteges haromszogracs kritikussagi feltételét,

amelynek periodikusan ismétlodo egysége m egységcellabol épiil fel. Ezen egységcelliban

2Ekkor nem kettd, hanem m kiilonbozé T; métrix szorzatét kell képezni, valéjadban ezeknek a
sajatértékeit kellene vizsgalni.
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taldlhatd kotési paraméterek sorrendjétdl fiiggetleniil az aldbbi kifejezés hatdrozza meg a
kritikussdgot:
m
1 = JJ [sinh(2K;)e?"5]. (3.35)
=1
Ez a legaltalinosabb feltétel nyilvdnvaléan magdban foglalja a kordbban levezetett ho-
mogén racs kritikus pontjat meghatarozé feltételt is (3.27).

3.1.2.3. A réteges hatszogracs kritikus feltétele

A héaromszogracs részletes targyaldsa utdn attérhetiink a hatszogracs problémadjara.
A fentiekben a haromszogracsra alkalmazott gondolatmenet itt is megismételhetd, azt
figyelembe véve, hogy a K — oo hatéreset helyett itt a K = 0 hatdresetet kell tekinteniink.
Ezekutan fokozatosan novelve az egységcella nagysdgat eljuthatunk végiil az m méreti
cellaig.

Egy egyszeriibb 1t is jarhatd, a haromszogrécsra kapott eredmény ismertében megkap-
hatjuk a hatszogracsra vonatkozé hasonlé tipusi kritikus feltételt, egy csillag-haromszog
transzformdciéval (2.2.2 alfejezet). A hatszogrdcsban két tipusi kotési paraméter van p,
és p (3.1.c dbra). A két rdcs paraméterei kozott az aldbbi Osszefiiggésnek kell teljesiilnie
(2.49):
axc;. . cosh(p; — 2p;) cosh(p; + 2p;) AR cosh(p; + 2p;)

cosh®(p;) : cosh(p; — 2p;)’

(3.36)

Ezen egyenleteket és a hiperbolikus fiiggvények addicids Osszefiigéseit felhaszndlva, (3.35)

egvenletet dtalakitva, egyszeriien megkaphatd a hatszogricsra vonatkozé feltétel:

m
1 = [] sinh(2p;) tanh(p;). (3.37)
J=1
Ezen Osszefiiggés is természetesen visszaadja a homogén hatszogrédcs kritikussédgi feltételét
[103], mely 1 = sinh(2p) tanh(p).

3.1.3 Osszefoglalds

Analitikusan meghataroztuk a kétdimenzios, rétegesen inhomogén haromszog- és hat-
szogrécs kritikus hdmérsékletét. Zart alakban felirhato kifejezést kaptunk egy m periédusi
cella esetén mindkét rdcs kritikussdgi feltételére. A csillag-hdromszog transzformdciora

épiilé6 modszeriinkkel (3.2 fejezet) a meghatarozott kritikus Gsszefiigést nagy pontossaggal
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ellendriztiik. A fenti kritikus Osszefiiggések nemcsak determisztikusan ismétlédd soroza-
tokra érvényesek, azok hasonlé formaban igazak rétegesen véletlen rdcs esetén is, ahol a
kiilonbozod rétegek véletlenszertien kovetik egymast.

Ezen kritikussagi feltétel ismeretében vizsgiltuk meg a kétdimenzids, rétegesen ape-
riodikus Ising-modell feliileti viselkedését kiilonbozd aperiodikus sorozatok esetén (3.2.3
alfejezet).

3.2 Feliileti magnesezettség

Ebben az alfejezetben a kétdimenzids, diagondlisan réteges Ising-modell feliileti mégne-
sezettségét tanulmanyozzuk két kiillonboz6 megkozelitést haszndlva. Numerikusan a csillag-
hiromszog transzformaciora épiilé iteraciéval, analitikusan a diagondlis racs transzfermét-
rixdnak segitségével vizsgdlhaté a probléma.

Ezen mddszerekkel arra a kérdésre szeretnénk vélaszt adni, hogy a kitési paraméterek-
ben fellépd aperiodicitds, rendezetlenség milyen hatdssal van a feliileti magnesezettségre,
illetve a feliileti spin-spin korreldcios fiiggvényre. A mddositott Harris-kritérium szerinti
margindlis tipusu sorozatokat részletesen tanulmanyozzuk, itt folytonosan valtozé expo-
nensekre lehet szamitani. Végiil vizsgalni tervezziik azt a kérdést, hogy milyen parhuzam
vonhaté a kvantum Ising-lanc és a kétdimenzids, klasszikus, diagondlis négyzetricson
értelmezett Ising-modell feliileti kritikus viselkedése kozott.

Az 3.2.1 alfejezetben bemutatjuk a csillag-hdromszog transzforméciora épiilé nu-
merikus médszeriinket. A 3.2.2 alfejezetben bemutatjuk, hogyvan hasznilhaté a diagondlis
transzfermdtrix a diagondlisan réteges négyzetracs feliileti magnesezettségének meghatd-
rozdsara. A 3.2.3 alfejezetben a rétegesen aperiodikus kotési paraméteri Ising-modell
feliileti fazisdtalakuldsanak numerikus vizsgalatardl szamolunk be, itt ismertetjiik az 6nha-
sonlo szerkezet (i hierarchikus sorozatnak megfelel6 kotési paraméterekkel rendelkez6 rend-

szer esetén kapott eredményeinket.

3.2.1 Az iteracios modszer

Elészor a numerikus mddszert, a Hilhorst és van Leeuwen altal [81, 104, 105] kifej-
lesztett csillag-hdaromszog transzformécidéra épiil iteracids modszert mutatjuk be részlete-
sen. A csillag-hdromszog transzformécié sorozatos ismétlésével meghatdrozhaté a félvég-
telen homogén hdromszogrécs Ising-rendszer feliileti magnesezettsége és korreldcios fiigg-
vénye. A mddszer eredeti formdjaban csak réteges rdcsra alkalmazhaté. Ebben a részben

az iterdciés modszer egy lépését mutatjuk be, hogyan adhaté meg egzakt kapcsolat az
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eredeti és az ebbdl képzett haromszogrdcs paraméterei kozott. A 3.2.1.1 részben az
eredeti racs és az 0j racs feliileti magnesezettsége kozti kapcsolatot, a 3.2.1.2 részben a
feliileti korreldcids fiiggvények kozotti kapcesolatot hatdrozzuk meg.

A réteges diagondlis racs tanulmanyozdsira is alkalmas a mddszer, ha megfeleléen
valasztjuk meg a kotési paramétereket. Az Osszes K tipusu kotési paramétert 0-nak
vélasztva (3.2. dbra), csak a K paraméterek kiilonboznek 0-t6l, megkapjuk a diagonlis
radcsot (3.3. dbra). A moédszer roviden a kovetkezd: kettds csillag-hdromszog transz-
forméciéval az eredeti hdaromszogracsbdl egy 1j hdromszogracsot kapunk. A két rdcs
feliileti magnesezettségét ismert szorzétényezd koti Ossze. Végtelen sokszor ismételve a
transzforméaciot, az eredeti rendszer méagnesezettségét a tényezok szorzata adja. Az el6zo
gondolatmenetet megismételve a korrelaciés fiiggvényre is egyszeriien kezelhetd kifejezést
kapunk.

Részletesen is kovessiik nyomon, hogyan épiil fel az iterdciés modszer egy lépése. A
csillag-hdromszog transzformacié alkalmazdsaval a hdromszogracs minden haromszogébdl
egy csillagot kapunk, melyek egy hatszogracsot alkotnak (3.2. dbra, szaggatott vonal). A
hatszogracson Ujbol végrehajtva egy csillag-hdromszog transzformdciot, de gy, hogy mas
pontokban jeloljiik meg a csillagok kézéppontjat, ismét egy haromszogracsot kapunk (3.2.
4bra, pontokbdl &ll6 hatszogrécs).

A két racs kotési paraméterei egzaktul meghatdrozhato kapcesolatban vannak. Vizsgdl-
juk meg, hogyan transzformdlédnak az eredeti haromszogréacs rendszer kotési paraméterei
ezen két lépés sordn [105]. A 2.2.2 alfejezetben mdar megmutattuk, hogy a csillag-
haromszog transzformacidval a hdromszog- és hatszogracs kozott egy megfeleltetés 1étesit-
hetd. A leképezés sordn a rendszer dllapotdsszege valtozatlan marad, a rdcsparaméterek
kozti kapcsolatot a (2.49) egyenletek irjdk le. Réteges esetben a hdromszogekben két fajta
kotési paraméter van Ki(m) és Ko(m) = K3(m), melyek értékei csak a réteg indexével

egylitt - m - valtoznak. A szébanforgé egyenletek (2.49) alakja ekkor:

= Fy(p1,p2), e d) (3.38)

1, [cosh(ps + 2p,) cosh(p, — 2p,)
ol 3.39
1(p1p2) = [ OoREE) St

(3.40)

1 [COSh(pl + 2p2)}
4

F5(py, ==n
2(P1,P2) coshQ(pl — 2p,
Alkalmazva az 3.2. dbran lathaté jelolést (K, po-nek feles hely(réteg) indexei vannak, a
K5, p1-nek egész szamok a hely(réteg) indexei), m, n a hely(réteg), illetve az iterdciés szam

indexei, az el6bbi a racs feliiletétdl vald tavolsagot, az utobbi pedig azt mutatja meg, hogy
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K)

3.2. dbra: Folytonos vonal: az eredeti haromszogracs, Ki; Ky kotési paraméterekkel.
Szaggatott vonal: a hiromszogracsbol képzett hatszogracs, pi;ps kotési
paraméterekkel. Pontokbdl all6 vonal: az j a haromszogracs. A K, K, paraméterek
csak m fliggvényében valtoznak.(K a feliilettel parhuzamos, K a feliilettel 60°, 120°
-0s szoget bezdrd kotések.)

az iterdci6 hanyadik lépésérdl van sz6. Ezen paramétereket hasznélva az el6bbi egyenletek

alakja:
1 13
Ki(m,n) = Fi(pi(m + 3 n), p2(m,n)), m=g,5, (3.41)
1
Ks(m,n) = Fy(py(m,n), pa(m — 5,”)): me= 1,9 . (3.42)

A kovetkezd 1épésben, amikor is a balra mutaté csillagokon végezziik a transzformédciot,

formailag ugyanezeket az egyenleteket kapjuk, de mas indexekkel:

1 1
K1(§,Tl+1) =F1(O,p2(;,n)) (3—13)
g 1 3 5 )
Ki(m,n+1) :Fl(pl(m—g,n),pg(m,n)), M= 5,5 (3.44)
1
Ky(m,n+ 1) = F(pi(m,n), pa(m + =, n)), =12 (3.45)

2
Az eredeti rdacs K;(m,n), Ko(m + -;—,n) paraméterei a hatszogrics p;,p, paraméterein
keresztiil hatdrozzak meg a kettés csillag-haromszog transzformécié utdn kapott 1j hdrom-

szogracs Ki(m,n+1), Kg(m+%, n+1) paramétereit. A p;, p» valtozok konkrét kiszamitdsai



46 - 3. FEJEZET EREDMENYEK

elvileg kihagyhatdak a transzformédcios sorozatbdl, ugyanis kozvetlen 6sszefiiggést kaphatunk

a régi és az Uj rdcs paraméterei kozott. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
X =exp(—4K,), Y =sinh’(2K,), C; = cosh®(p,), C, =cosh?(2p,), (3.46)

ezekkel a valtozdkkal is felirhatéak természetesen a (3.41-3.42) egyenletek:

Cl Y_C]CQ—Cl_CQ"‘l.

b T O 2
AN LG, 1

(3.47)
Az inverz transzformdéciok, amelyek tulajdonképpen a p véaltozék K viéltozdkkal torténd
kifejezését jelentik:

s
C=—"""

1+Y
) C2 = =
1-X X
A fenti egyenletekkel mar egyszeriien meghatarozhato a régi és ij haromszogracs paraméte-

(3.48)

reinek kozvetlen kapcsolata :

1 X(3,n)
X(= 1) = —2_—~ 3
@+ = 5@ S
_ (1=X(m—1,n) +Y(m— 3,n))X(m,n) e
X(m, W ar 1) = D(Tn,,n) , M= '2-, 5, (350)
1—X(m+2in)+Y(m+1,n)Y(m,
Vi e e P e L D ) R S (3.51)
D(m+5,n)

ahol

D(m,n)=1-X(m—-1,n)+Y(m+ %, n)+X(m,n)Y(m— %, n)—X(m-1,n)Y(m+ %, n)

(3.52)
Miutdn kozvetlen kapcsolat van a régi és 0j paraméterek kozott, egy iterdcids séma
képezhetd, amellyel egzaktul meghatdrozhato a feliileti magnesezettség, illetve korreldcids
fliggvény.

A magnesezettség és korreldcios fliggvény szokdsos definicidja a feliileten:
mein) =< 09 >n (3.53)

G”(T‘, TL) =<000n >n — <00 >< Op = (354)

a < . >, a sokasdgra vonatkozd dtlagolast jelenti, az n-edik iterdcids lépésben.
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3.2.1.1 A feliileti magnesezettség transzformacidja

Szemeljiink ki egy feliileti spint, hogy nyomon koévethessiik, hogyan transzformélddik
az iterdcié soran a feliileti magnesezettség. A 3.2. dbran lathat6 oy spin helye a feliileten
tetszdleges, hiszen a feliilettel parhuzamos irdnyban, rétegenként a rdcs paraméterei nem
valtoznak. A transzformdcié sordn koztes szerepet jatszé hatszogricsban a oy, oy, 09
spinek is a feliileten vannak, de a haromszogracsok szempontjdbdl a oy az eredeti racs,
mig o1, 09 az 4j racs feliilet spinjei kozé tartozik.

Itt a magnesezettségek kozotti kapcsolatot keressiik, feltételezziik tehdt, hogy az 1ij
rdcs feliileti magnesezettségét ismerjiik, ezt felhaszndlva szeretnénk az eredeti racs magne-
sezettségét megkapni, ezzel iterativ mdédon visszavezetni a feliileti spin méagnesezettségét
a feliilettdl végtelen tdvoli belsé pont mégnesezettségére.

Meg fogjuk mutatni, hogy a spin varhato6 értéke hogyan fiigg a szomszédos o, illetve
oo spinek dtlagértékeitl. Kanonikus leirdst valasztva irjuk fel annak a valésziniiségét,
hogy a oy éppen valamelyik értékét veszi fel, feltételezve, hogy a szomszédos spinek o1, os

allapotai rogzitettek:
e—ﬂE' (00)

e—_ﬁE’(a’g) 4+ e—@E’(aa) :

Itt az E’ csak a op spinhez tartozé kotéspdr energidja, azon konfigurdcidk esetén, ahol a

P(oo|o1,00) = (3.55)

kiszemelt spin épp az adott oy értéket veszi fel: —BE'(0g) = paooo1+p20002. A (3.55)-ben

szerepld valdszintliség ezzel:

emdom-&-mdoaz
P(ogloy, 09) = - s 3.56
( 0| 1 2) Za’o—:i:l eP20001+P20002 ( )
Igy a spin varhaté értéke:
) +p20002 P201+p202 __ ,—P201—P202
< g >= =2 = (3.57)

ZJO eP20001+p20002 eP201+p202 | o—Pp201—p202’

rogton lathato, hogy ez a varhaté érték tanh fliggvény alaki. Tovabbi lépésekkel egyszerti-
sithetd (3.57) egyenlet a tanh fiiggvény addiciés tulajdonsigait és szimmetrigjat fel-

haszndlva, majd (1 — 010, tanh(ps)?)-vel beszorozva, egyszerfisitve :
tanh(p,)

= bt

Mivel oy, 09 értékeire semmilyen megkotést nem alkalmaztunk, igy a vdrhato értékeikre

oy tanh(ps) + 09 tanh(ps)
1 + 0109 tanh®(py)

< 09 >= tanh(peoy +p202) = (3.58)

is igaz kell hogy legyen az el6bbi egyenlet, illetve mivel a rendszer réteges jellege miatt
< 01 > és < 0oy > értéke azonos, igy:

tanh(ps)

Lt DL Gy B e,
° , T + tanh?(p,)

(3.59)
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Vagyis az ogp-es és oj-es spin magnesezettsége kozott kozvetlen Osszefiiggés van, egy
tényezével beszorozva megkaphatjuk egyiket a mdsikbdl. A transzformdcids sorozat jel-
lege miatt a < o; > és < op > kozotti kapcsolat tulajdonképpen az j és régi feliileti
mégnesezettség kozotti kapcsolat. Ezért az iterdcios szam indexeit haszndlva az el6bbi

egyenlet:
2tanh(py) sinh(2p,)

<0 >p=< 0> e = (0 T
o "1 1+ tanh?(ps) "1 cosh(2ps)

(3.60)

. B O a5, : . . . . . . inh(2 RS . ’
Célszerii kifejezni a hdromszogracs paramétereivel is a 2:;’;—}}(2%3 tanszformacids tényezdt.

Ezen tényezd csak a p, paramétertdl fiigg, igy a (3.46)-ben maér definidlt Cy véltozéval a

tényezo : (2p2)
sinh(2ps LT
— =[1-C;]=. .61
A C, valtozét pedig mint az X, Y vdltozokkal kifejezve és felhaszndlva a (3.46-3.48) egyen-

leteket:

-

sinh(2p;)

i
e e

2

A fentiekbdl kovetkezben az iteraciészam fiiggo feliileti magnesezettség mint az iteracidszam

&

= 1. itk (3.62)

fliggvénye az aldbbi rekurziés Osszefiiggéssel hatdrozhaté meg tetszdleges iterdciészam
esetén: 3
ms(n) = [1 —X(§,n+1)]%mf(n+l). (3.63)

Az n — oo hatdresetben megkaphatjuk a tényleges feliileti magnesezettséget, m1(0)-et, ha
my(oco) = £1 vélasztjuk, vagyis rogzitjiik a végtelen tavoli spineket. Ha nem rogzitenénk
ezeket, kezelhetetlen lenne a probléma.

mg(0) = lim [f(n)]"/*ms(n) = £[f(c0)]'?, (3.64)
ahol i ;
fn) =TI = X (5,9} (3.65)

Ezzel egy numerikusan egyszertien kezelhetd kifejezét kaptunk a feliileti mdgnesezettségre.
A médszer jellegénél fogva véges méret effektusok nélkiil adja meg a feliileti magnesezettséget.
Hasonlé megallapithato a korreldcids fiiggvény transzformécidjara is.

3.2.1.2 A feluleti spin-spin korrelaciés fuggvény transzformacidja

A feliileti korreldcids fiiggvény G)(r) =< opo, > — < 09 >< 0, > transzforméacio-

jdnak vizsgalatakor a mégnesezettség transzformdciés szabalydnak levezetésénél latott
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moédon jarhatuk el. Elészor is irjuk fel, mi annak a valésziniisége, hogy a oo, egy adott

ik

értéket vesz fel (op, 01,07, 0, az Gj feliileten levé spinek):

e—PBE'(00,07) ep2(000g+o00i+orartoral )

P(oyg, 0,|0h, 0%, 0000, 1) = =
( 0, Tl 01 ¥ Moy r+1) Zgoare_ﬁE’(ao’a') Zgozilep2(0006+00‘7ll+U"U£‘+a"7:-+1) (366)

A korreldcids fiiggvény elsé tagja:

oooh+ooo, +oroh+ora’
20070'1- UOarepz( 00g+0001 +0r0r+0r0r 1)

<000, >= =tanh(p2(09+01)) tanh(ps(0;+07,1))

(3.67)
A méagnesezettség transzformaciéjandl latott dtalakitdsokat lépésrdl 1épésre megismételve,

B ep2(0004+000) +oror+or0) )
g0,0r

az el6z6 egyenletre adddik:

(<0901 >+ <0401, >+ <010, >+ <0100 >
4

|
L OO, >= [1—X(§,n)]. (3.68)

A <oy >< 0o, > transzformdaciéja a magnesezettség transzformacidjabdl egyszeriien adddik:
2 r 1 / 2
<0g><0,>=<0pg>=[1-X (E’n)] < 0 S . (3.69)

A korreldciés fliggvény mindkét tagjanak transzformdcidja ismert, maga a korreldcids
fliggvény transzformacidja pedig:

1_X(%7n)

G)(r,n)=——

[Gy(r+1,n+1) +2G)(r,n+ 1) + Gy(r — 1,n+1)].  (3.70)

Az n — oo hatdresetben keressiik a feliileti korreldcids fiiggvényt, a G (r, 0)-t:

n >

! . . :
Gy(r,0) = lim =3 p(1,5 = 11r,0)f(4)Gy(0,5) + X p(s;n | 1,00 f(M)Gy(s,m) (3.71)
Az els tag az iterdcio sordn keletkezd olyan tagokat tartalmazza, amelyek G (0, ) tipusiak,
a mésodik az G)|(s#0, j) tipusi tagok, ezek a valddi korrelacids fiiggvény tipusu tagok.
Elészor a masodik Osszeg hatarértékét dllapitjuk meg Hilhorst és van Leeuwen gondo-
latmenetét kovetve. A p(s,n|r,0) valdsziniiségre az iteracios folyamat tulajdonsigaibdl

kovetkezOen igaz az aldbbi Osszefiiggés:
’ 1
p(s,n+1|r,0) = Z[p(s +1,n|r,0) + 2p(s,n|r,0) + p(s — 1,n|r,0)], s>1. (3.72)

Tovabba fenndllnak még a p valdsziniiségekre: p(s,0 | r,0) = §,, illetve p(0,n | r,0) = 0,
mivel itt s > 1 eset lehetséges csak. A p(s > 1,n|r,0) valésziniiség kiszamitasanal azt az
analogidt haszndlhatjuk fel, hogy ezen valésziniiség tulajdonképpen az egydimenzids, r ko-

ordindtdju pontbdl induld n 1épést megtevd bolyongd s pontba vald jutdsdnak valdszintisége
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tigy, hogy lépésenként p = 51 valészinliséggel vagy +1-et, p = 51 —1-et 1ép, mig p = 2—1
valésziniiséggel nem véltoztatja meg a koordindtdjat. A problémdt részletesen nem old-

juk meg, csak Pathria eredményére hivatkozunk [106]:

p(.s,nlr,0)=41—n [<n+27T'L+s) ¢<n+2:— sﬂ e

Jeloljik Q(r,n) -nel a p(s,n|r,0) valdsziniiségek s szerinti végtelen Gsszegét Q(r,n) =

. p(s,n|7,0). A p(s,n|r,0) +, — eldjelii tagok Gsszege, amelyek csak az s vdltozoban

kiilonboznek, az s szerinti végtelen Gsszeget képezve igy lesznek olyan tagok, amelyek

kétszer is eléfordulnak kiilonbozo eljellel, ezek kiesnek az Osszegzés sordn, illetve lesznek
olyanok, amelyeknek nincs ellentétes eldjelii parjuk az 6sszegben:

T Ir 2n e 2n 1o 0 2n

. & = : 74

Q) 4n (szzl(rw—r—s) ;s___:‘l(n+r+s>> 4’"k=;_r+l<k> !

Azt szeretnénk bizonyitani, hogy (3.71) egyenletben a méasodik tag n — oo hatdresetben

0 jarulékot ad. Ehhez elegendé megmutatni, hogy a Q(n,7) — 0, mivel a G} és f(n)

korldtos. A (3.74) egyenletbdl nyilvdnvald, hogy: Q(r,n) < (2r —1)4™" (27?), mivel

2
(“:) > (%?) A faktorialisok becslésére a Stirling-formuldt hasznalva:

Q(r,n) < (2r — 1)[zn] /2 (3.75)

lathato, hogy tetszéleges kicsiny szdm ald csokken a Q(r,n), ha megfeleléen nagy n. Tehat
(3.71) egyenletben valéban csak az elsé tag ad nem 0 jarulékot a n — oo hatéresetben,
ezt és a (3.73) egyenletet, illetve a binomidlis egyiitthatok alapvetd tulajdonsigait fel-
haszndlva n — oo hatdresetben a (3.71) egyenlet alakja:

Gi(r 0= > 4= (2 ) fm)Gy(0,m). (3.76)

e NI

Ezzel a korreldcios fiiggvényre is olyan rekurziv kifejezést kaptunk, mely numerikusan
egyszeriien kezelhetd, szamitégépes futtatdsra alkalmas lehet tetszoleges réteges kotési
paraméter kiosztds esetén. A magnesezettséghez hasonléan itt sem 1épnek fel véges méret
effektusok. !

3.2.1.3 Az iteraciés mdédszer és a kritikus exponensek

A mégnesezettség (3.64) és a korreldcids fiiggvény (3.76) kifejezése az X (3, n) aszimp-

totikus értékét helyettesitve ezekbe az aldbbiak szerint médosul:

mg = [f(ny)]? exp {—% [mX(%,n)dn} (B.07)

0o}

=
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Gy(r) ~r / ~ n32e= 2 F(n, ng)(1 — F(co,n))dn, (3.78)

r
ahol F(n,ng) = exp(— [n? X (3,7)dj. Egyszeriien megmutathatd, hogy az X(3,n) a
szimptotikus viselkedése hatdrozza meg az exponenseket. Homogén Ising-modell esetében

a kritikus pontban:
! 1
ezt beirva a (3.77) egyenletbe kovetkezik, hogy: m1(0) = 0 és f(n) ~ n~/2. A felilleti

korreldcios fliggvény skaldzasa pedig (3.78)-bol:
G“(T‘) ~ . ahol n = 1. (3.80)

Egy tetszOleges rétegesen inhomogén rendszer esetén az 7 exponenst meghatdrozo osszefiig-
gés [106]:
i 1
lim 2nX(3,n) =m), (3.81)

ha létezik a fenti kifejezés hatdrértéke. A moddszerrel a magnesezettség nemcsak a kri-
tikus pohtban, hanem tetszdleges véges ¢ hdmérsékleten meghatdrozhaté az X(%, n) meny-
nyiség szorzatabol (3.65), a véges homérsékletekre vonatkozé magnesezettségi adatokbdl
meghatdrozhaté By exponens is. Ismert a feliileti korrelacios fiiggvény lecsengési exponen-
se és a magnesezettség feliileti exponense, valamint a feliileti korrelacids hossz hémérsékleti
exponense kozott az alabbi osszefiiggés, melybdl két exponenst meghatdroztunk maédsze-
riinkkel: 26,

m= (3.82)
Megmutattuk, hogy az X(%, n) paraméter aszimptotikus viselkedése egyértelmiien megha-
tarozza a rendszer magnesezettségének és korreldcios fiiggvényének kritikus exponenseit

réteges inhomogén rendszer esetén.

3.2.2 Diagonadlis transzfermatrix réteges rendszerekre

Korabban ismertettilk a transzfermatrix technikdt és annak néhany alkalmazdsdt.
A transzfermdtrix technika ebben az esetben analitikus megkozelitést tesz lehetévé. A
fébb lépéseket tekintjiik 4t ebben a részben, részletes bizonyitdsok nélkil. A diagonalis
négyzetracs transzfermatrixat felirtuk a 2.2.6 alfejezetben. A récs feliileti magnesezett-
ségét a transzfermatrix [0 >;[1 > dllapotai hatirozzdk meg, m; =< 0|o¥|1 > kife-
jezéssel, hasonléan, mint (2.66)-ben a kvantum Ising-lincra vonatkozélag. Amennyi-

ben megmutatnank, hogy a klasszikus, réteges diagonalis racson értelmezett Ising-modell
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(@)1
(\V]

transzfermatrixa (2.70) és a kvantum Ising-lanc Hamilton-operatora (2.62) felcserélhetd
[T2,H] = 0, akkor mivel a két mdtrix sajatvektorainak meg kell egyeznie, a két rend-
szer feliileti magnesezettsége kozotti azonossagnak is fenn kell dllnia. Tovdbbi részletes

szamolds nélkiil kozoljiik, hogy a kvantum Ising-ldnc Hamilton-operdtora, amely?
N—1 N
H=-—> Jiofol, — > hio? (3.83)
i=1 1=l

felcserélhetd a réteges paraméter kiosztdsu diagondlis négyzetracs transzfermdtrixdval
[133], ha teljesiil a diagondlis rdcsot és a kvantum Ising-lancot jellemzd kotési paraméterek
kozott: c c

%—2 2i—2

— és J; = hiSe;Sgi_1———. 3.84
% C2i C2i—1, ) 19219 21—1 CQi ( )

Korabban megmutattuk (2.68), hogy a fenti médon megadott Ising-lanc feliileti mégnesezett-

mi= 1+ £ 11 (3)]

=il —1

h

= hip1

sége

N
N

e {1 i f: 1’[ S;Q} : : (3.85)

i=1 j=1

Itt mar kihaszndltuk azt, hogy C; = cosh(2K;); S; = sinh(2Kj), illetve a (3.84) sszefiig-

gést a két rendszer kotési paraméterei kozott. Az (3.85) kifejezéssel azonos médon hatdroz-

haté meg a kvantum Ising-ldnc és a diagonélis rdcs feliileti magnesezettsége.
Ossszefoglaldsképpen: a diagondlis négyzetracson értelmezett Ising-modell transzfer-

maétrixa és a kvantum Ising-ldnc Hamilton-operatora felcserélheté bizonyos feltételekkel.

Ekkor a két rendszer feliileti mégnesezettsége hasonlé mdédon hatdrozhaté meg.

3.2.3 Eredményeink aperiodikus rendszerekre

Diagonadlisan réteges, aperiodikus négyzetracson levé Ising-modell feliileti fazisatalaku-
liséra kapott eredményeinket foglaljuk 6ssze ebben a részben. (Aperiodikus rendszerek-

ben a feliileti viselkedés mellett a tombi kritikus viselkedés is eltérd lehet a tiszta rendszer

viselkedésétdl. Az aperiodikus sorozat szerkezeti tulajdonsiga miatt itt fraktdlfiiggvénysze
riien a feliiletre merdleges iranyban helyrél-helyre védltozé exponensek megjelenésére lehet
szamitani.) A rendszer kritikus feltételét meghatdroztuk a (3.35) egyenletben. Diagonélis

négyzetracs esetében, ahol K; = 0, a feltétel alakja* :

L
= Lli_{gojzﬂlsinh(sz). (3.86)

3A (2.62) egyenletben felirt operdtorhoz képest itt az x,z tengelyeket felcseréltiik.
1Ez formailag hasonlit a kvantum Ising-ldnc kritikus feltételére [121].
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3.3. dbra: A haromszogracsban a szaggatott vonallal jelzett kotési paramétereket O-
nak valasztva megkapjuk a diagondlis racsot (folytonos vonal), az egymadst kovetd
rétegeket megszamoztuk.

Ezt atirhatjuk olyan alakba, amelybdl konnyebben meghatarozhato a kiilonb6z6 kotési

paraméterek kozotti Osszefiiggés:

L—x

L 5
lim > In(S;) =0, ahol S;=sinh(2Kj). (3.87)
j=1

S; = Srfi, ahol f; az aperiodikus sorozatnak megfelelden 0 vagy 1 (2.3.1 alfejezet).
Aperiodikus sorozat esetében nem lehet celldkra szabdalni a racsot, ezért kell végtelenig
Osszegezni a (3.86) kifejezésben. A sorozatot alkotd jelek siiriiségét ismerve a fenti kifejezés
egyszeriien kiértékelhetd, a kotési paraméterek kritikus értékére a S, = r=#* addédik. A
jelek stlirtisége pedig a helyettesitési matrixbdl szamolhaté ki. Homogén rendszer esetén
9 = 1.

A relevancia-irrelevancia kritérium szerinti kiilonb6z6 tipust aperiodikus sorozatokra
vonatkozd eredményeinket tekintjiik at a kovetkezéekben. ElGszor az irrelevdns (w < 0),
majd relevéns sorozatokra (w > 0) vonatkoz6 eredményeinket kozoljiik, ezek utdn a
hosszabb targyaldst igénylé eredményeinket ismertetjiik a marginélis sorozatokra (w = 0)
vonatkozdlag. Végiil az tgynevezett hierarchikus sorozatokra vonatkozé eredményeinket
mutatjuk be. A klasszikus, diagonalis Ising-modell esetén kapott eredményeinket a kvan-

tum Ising-ldncra ismert egzakt eredményekkel vetjiik Ossze.
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3.2.3.1 Irrelevans perturbacié: Thu-Morse sorozat

A sorozatra jellemzdé vandorldsi exponens: w = —oo. A két jel 0,1 siiriiségébdl
kovetkezik, hogy S. = r~!/2, felhaszndlva (3.86) egyenletet. Numerikus eredményeink
szerint teljesiil a

Jim X (5, m) =y = 1 (3.88)
nagy pontossiggal (107°) , ahogyan irrelevans perturbércié esetén lennie kell. Hasonlé
pontossiggal igaz By = 1/2, ez a magnesezettség hémérséklet fiiggésébdl dllapithaté meg.
A feliileti magnesezettség kvantum Ising-linc esetén felhaszndlva a (3.85) egyenletet [34]:

ol ll it (r—_l)Qt s O(t2)] : (3.89)

S Vo TP 4 \r+1

ahol t = 1 — (S./S)?, a feliileti magnesezettség exponense 87 = % A két rendszer feliileti
kritikus viselkedése valéban azonos és ez megegyezik a tiszta rendszer viselkedésével, a-

hogyan irrelevans sorozat esetében varhato.

3.2.3.2. Relevans perturbacié: Rudin-Shapiro sorozat

A sorozat vandorldsi exponense: w = 1/2. A jelsiiriiségbél a kritikus paraméter megha-
tarozhaté a (3.86) egyenlettel: S, = r~1/2; ez megegyezik a Thu-Morse sorozat kritikus
paraméterével. A feliileti mdgnesezettség egzaktul meghatdrozhatd a kritikus pontban a
(3.85) egyenletbdl, mint az r fiiggvénye. Numerikusan eredményeinkkel nagy pontosdggal
(1072) visszakaptuk a kvantum Ising-lancra ismert egzakt eredményt [108], miszerint:

l1-r

Mie = —F——————
R Vg P

A kritikus pontban megmaradé magnesezettség elsérendii fazisatalakuldst jelez. Az r>1

ha e 501 (3.90)

tartomdnyban a feliileti spinek lokdlisan gyengébben vannak kotve a tobbi spinhez, ekkor a
feliileti magnesezettség egy mas tipusi viselkedése figyelheté meg. Az r>1 tartomanyban
a lim, e 2n.X (5, n) — o0, vagyis a feliileti korreldcids fiiggvény gyorsabban cseng le, mint
barmilyen hatvany fiiggvény, nyujtott exponencidlis fiiggvény alaki. A kvantum Ising-
lancra vonatkoz6 egzakt eredmény erre a tartomanyra [108]:

mys ~ exp [(—a(r - l)2t"l] s (3.91)

ami 06sszhangban van a numerikus eredményekkel, mésrészt egzakt eredmény a megvélto-
zott kritikus viselkedésre, analitikusan is kimutatva Rudin-Shapiro sorozat relevans jel-

legét.
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3.2.3.2 Marginalis perturbacidk

3.2.3.2.A. A Fredholm-sorozat

A sorozat vandorldsi exponense: w = 0. A kritikus Osszefiiggés a jelstiriiségbdl és
(3.86)-bél S, = 1, vagyis nem valtozik meg a homogén esethez képest. A sorozat szer-
kezetébol kovetkezOen a perturbicié a feliilet kozelére korlatozdédik, attdl tdvolodva az
aperiodicitds hatvanyfiiggvényszeriien lecseng. Numerikus eredményeink szerint feliileti
viselkedés két tartoményra oszthats. Az r < /2 tartomanyon megmarado feliileti mégne-

sezettség van a kritikus pontban:

r2 —2

22 -3’

mf,c = (392)

Ezen a tartomdnyon a fdzisatalakulds elsérendii, a magnesezettség ugrik a fazisdtalakuldsi
pontban 0-rél a fenti értékre.
Az ¥ > /2 tartomdnyban mér nincs megmaradé méignesezettség, a fazisitalakulds

masodrendii, a magnesezettség exponense fiigg r-tol:

y h o & 3.93
In(2) Sl A
1072 — 1073 pontossdggal kaptuk meg az exponens r fiiggését. A kvantum Ising-ldncra
vonatkozé egzakt szamoldsok teljes Osszhangban vannak a fenti eredményekkel [36]. A
korreldcids fiiggvény exponense 7 = 1 és a magnesezetiség exponense kozott nagy pon-
tossaggal valéban fenndll a (3.82) Gsszefiiggés.

3.2.3.2.B. A periédus-kett6z6 sorozat

A sorozat vandorldsi exponens w = 0. A sorozatot alkoté jelek siiriiségébdl S, =
r=2/3_ Numerikus eredményeink az r inhomogenitdsi paraméter szerint folytonosan valtozé

mégnesezettségi exponenst adtak a kordbban latott nagy pontossiggal (1072 — 107?) :

(1 o+ 7.2/3)(1 E 7.—2/3)]

In[
By = 41n(2)

(3.94)

Megfigyelhetd (2.77)-ben, hogy a sorozat az utolsé jeltdl eltekintve kozéppontosan szim-
metrikus. Ennek a kovetkezménye az, hogy a feliilleti magnesezettség exponense a sorozat

mindkét végérdl szamolva ugyanannyi, hasonléan, mint a kvantum Ising-ldnc esetében
[34].
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A lecsengési exponenssel kapcsolatban két megjegyzést irunk le roviden, a magyardza-
tukat pedig a kovetkezd részben irjuk le. Egyrészt 7 numerikus meghatdrozdsa soran a
2n.X (3, n) mennyiség periodikus viselkedést mutatott In(n) fiigvényében (3.4.a dbra). Az

oszcillacidkat kidtlagolva 7 = 1 exponens értéket kapunk, ami ellentmond (3.82)-nak.

3.2.3.2.C. A papirhajtogaté sorozat

/2 A feliileti magnesezettség

Ezen sorozat esetén is w =0, a kritikus pontban S, = r
exponense kiilonb6z6 volt attdl fiiggden, hogy a sorozat mely vége volt a feliileten. Eredmé-

nyeink szerint a sorozat bal oldaldn a mégnesezettségi exponensek:

In(1+r71)
2 s i i (3.95)
A sorozat masik végén (jobb oldaldn) pedig:
= In(1+7)
g T (3.96)

! cserével megkaphatjuk [s-bél Bf-zit. Ez annak a kovetkezménye, hogy

Az r — r~
a sorozat nem kozéppontosan szimmetrikus, de r és r—! felcserélése - a legutolso jeltdl
eltekintve - a jobb és bal oldalak felcserélésének felel meg, jol lithaté ez ( 2.78)-ben. A

sorozat két végén kiilonbozo korrelacios fiiggvény exponenst talaltunk:

208

: 25y
,3f 5 Bf’

Br+ B

Az 7 exponenst is megkaphatjuk 7 -bdl az r — r~! cserével. Ezek az eredmények teljes

=

m = (3.97)

egyezésben vannak a kvantum Ising-ldncra kapott analitikus eredményekkel [109].

Az n)-t aszimptotikusan megad¢ kifejezés itt is oszcilldl egy érték koriil In(n) fiiggvé-
nyében (3.4.b dbra) és az oszcilldcickat kidtlagolva itt sem teljesiil a (3.82) exponens
relaci6. A kvantum Ising-ldncra vonatkozé eredményeknek teljesen megfelelnek a fenti
eredmények, ott sem teljesiil a (3.82) reldci6, mint ahogyan a peridédus-kett6z6 sorozatndl
sem teljesiilt. Az ellentmondds felolddsa az anizotrép skdldzasban rejlik. Abban az
esetben, ha a feliilettel parhuzamos és arra merdleges iranyban a korrelcids fiiggvény

kiilonboz6 exponenssel divergal § ~ &7, az [, fiiggd korreldcids fiiggvény viselkedése:
Gy(l,t) = b=2%1/7 G (1/b7, bM71), (3.98)
at=0,l=>% vilasztassal rogton adodik:

Gy ~ 1Pt (3.99)
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Ct

10.0 " 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
In(n)

o

3.4. dbra: Logperiodikus oszcillicié In(n) fliggvényében. Az a goérbe a periédus
-kett6z8 sorozathoz tartozé 2n.X(%,n) mennyiség. A b gorbe a papirhajtogatd-

Be+3 - . s . . 2
B; 2X(%.n)n mennyiség. Mindkét sorozatot r = 1/4 inho-

sorozathoz tartozé
mogenitdsi paraméter mellett vizsgdltuk.

A z anizotrdpia exponens az adott sorozat két kiilonbozé végérdl szdmolt magnesezettségi
exponens 0sszege:
z = By + Bs. (3.100)

A feliilettel parhuzamos irdnyban mas a korreldcids fliggvény skdldzdsa, itt a v = zv expo-
nenssel {rhatd le [132, 133]. Anizotrép skdldzdst feltételezve megmagyardzhatdak az eldbbi
ellentmondé eredmények. A periddus-kettézd sorozat esetében. amely szimmetrikus. a
két mdgnesezettségi exponens megegvezik J; = 3f, igyv egvszeriten adodik (3.99)-bdl a
ny =23;/23; =1, de a v) = zv exponessel teljesiil a (3.82) reldcié. A papirhajtogatd
sorozat esetében a két végrdl szimolt magnesezettségi exponens nem egvezik meg, de
az anizotrép skdldzdasbol kovetkezez v exponens figyelembevételével teljesiil a (3.82)
relicid. Az 7 exponens kozelitésére szolgdld (3.81) kifejezés oszcilldcidja a jel siiriiség
oszcilldcidjdnak a kovekezménye. A (2.73)-ban szereplé F periodikus fraktdlfiiggvény ar-
gumentumaban In(L)/In(.\;) szerepel, tehit amennyiben In(:\;) véges, akkor oszcilldlo
viselkedést mutatnak a fizikai mennyiségek In(L) fiiggvényvében (és a mi esetiinkben In(n)
fliggvényében). Amennyiben In(.\;) nem véges, példaul a Fredholm sorozatnal. ott nem
figvelhetd meg az oszcillacio.

Figvelembe véve az anizotrdp skildzdsra. illetve a logaritmikus oszcillacidkra vonatkozo
észrevételeinket, a margindlis tipusi sorozatok esetén az inhomogenitdssal folytonosan

vialtozd exponenseket kaptunk, melyek teljesitik a (3.82) exponens reldciot.
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3.2.3.3 A hierarchikus sorozatot kovetd réteges rendszer

Ebben az alfejezetben irunk roviden a majdnem-periodikus szerkezettel rendelkezé hi-
erarchikus sorozatokkal [110] kapcsolatos eredényeinkrél [134]. A hierarchikus sorozatot
Huberman és Kerszberg vezette be [111]. Ezen sorozat esetén a kotési paraméterek bi-
zonyos helyeken tetszélegesen nagy értéket vehetnek fel, ezért az aperiodikus rendszerekre
vonatkozé Luck-kritérium nem alkalmazhaté kozvetleniil, mivel példaul e sorozat esetén
nem definidlhato a vandorlasi exponens, illetve a kotések atlagértéke is divergal. A sorozat
definicidja: Sy = Srfk, ez megegyezik a korabban alkalmazott aperiodikus sorozatok
definicidjaval (2.3.1 alfejezet), de itt f; értéke tetszélegesen nagy természetes szam lehet,

melyre igaz rogzitett m természetes szdm esetén:
k = mf(ml + p), {8 101

ahol 0 < 1és1 < u < m is természetes szaimok. A definicié dltaldnosithato, fi kitevo
helyett, g(fx) analitikus fiiggvényt haszndlva [134]: Sy = Sr9¥). Vizsgdlataink sordn
g(z) = z" hatvinyfiiggvényszerii viselkedést feltételeztlink. A csillag-hdromszog transz-
formdciora épiilé mdodszeriinkkel numerikusan elemeztiik A kitevo hatasat a fazisatalakulds-
ra. Megmutattuk, hogy h > 1 esetén margindlisan relevdns, mig a h < 1 marginalisan
irrelevdns, a h = 1 exponens esetén (eredeti definicié) margindlis perturbaciot jelent a
sorozat a réteges diagondlis racson levd Ising-modell esetén. Ez utébbi esetben részletes
megvizsgaltuk a korrelacios fiiggvény 7, exponensét. Nagy pontossdgdndl fogva mdédszeriink

alkalmas volt az 7, exponens alakjanak megsejtésére:

2‘3f P 23f

= —_—— : = 3 . 1 2
gl ‘Bf+,(3f g df‘f' [))f (3 : )

attol fliggden melyik végén vizsgdljuk a sorozatot. Az 3y, ,Bf exponens a feliileti mégnese-
zettség exponensei, a sorozat jobb, illetve bal végén, melyekre igaz 5(S.) = Bf(Sc_l).

Ezek numerikusan meghatarozott alakja (S, értékét is numerikusan hataroztuk meg):

Inf(1 — §2")/(1 - 53]

j p— C
Bt 21n(m)

(3.103)
Szerzotarsaink ezen eredményeket analitikusan is kimuttdk, ezek levezetése, illetve tovabbi
részletezése megtalilhaté [134]-ban. Tovabba itt taldlhaté meg a Harris-kritérium dltaldno-

sitott valtozata, amely alkalmazhato hierarchikus sorozatokra is.
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3.2.4 ésszefoglalés

Attekintettiik Hilhorst és van Leeuwen dltal alkalmazott csillag-haromszdg transz-
formaciéra épiilé iterdcios eljarast, majd ezt felhaszndltuk a rétegesen aperiodikus di-
agondlis rdcs feliileti mdgnesezettségének vizsgdlatdra, eredményeinket a kvantum Ising-
lancra vonatkozo analitikus eredményekkel vetettiik 6ssze. Analitikusan megfeleltethetd a
réteges diagondlis négyzetracson értelmezett, klasszikus Ising-rendszer és kvantum Ising-
linc médgnesezettsége. Numerikusan megmutattuk [133], hogy a megfeleltetés nagy pon-
tosdggal igaz a Luck-kritérium szerint kiilonbozé perturbaciot képviseld sorozatok esetén?.
Bizonyos margindlis tipusu sorozatok esetén anizotrop skaldzas, illetve logaritmikus os-
zcilldcid felléptét dllapitottuk meg [132]. Végiil megvizsgdltuk az 6nhasonld szerkezetii
hierarchikus aperiodicitds hatdsdt a rétegesen aperiodikus diagondlis riacson értelmezett
Ising-modell feliiletén. Kimutattuk, hogy az ilyen rendezetlenség margindlis perturbdciét

jelent, folytonosan valtozé exponensekkel, melyeket numerikusan meghataroztunk [134].

3.3 A higitott Ising-modell

Ebben a részben a higitott Ising-modellek csalddjdba tartozé véletlen ferromagneses
kotésii Ising-rendszer vizsgédlatardl szamolunk be. A téma rovid attekintése utian a 3.3.2
alfejezetben az Aaltaldnositott iterdcidos modszert mutatjuk be, a 3.3.3 alfejezetben a
véletlen ferromdgneses kotésii Ising-modell feliileti viselkedésére kapott eredménveinket

kozoljiik.
3.3.1 Bevezetés

A rendezetlen rendszerek kozott a a kétdimenzios Ising-modell kiilonleges helyet foglal
el. Ezen homogén rendszerben ugyanis a fajhé exponens =0, a Harris-kritérium - amely
az altaldnosan alkalmazott eszkoz annak eldontésére, hogy a folytonos fazisatalakuldssal
bir6 rendszerekben megjelené gyenge rendezetlenség megvaltoztatja-e a rendszer kritikus
exponenseit - ebben az esetben nem képes megjosolni a rendezetlenség fazisdtalakuldasra
gvakorolt hatdsat. A kétdimenziés Ising-modellben csak részletes vizsgdlattal donthetd
el. hogy a rendezetlenség megviéltoztatja-e az univerzalitdsi osztalyt. A tiszta rendszer

kritikus feltételét, az ondualitast felhasznalva hatdrozhatjuk meg (2.2.1 alfejezet). Ugyan-

"Bar ezt kiilon nem hangsilyoztuk, a kétdimenziés, rétegesen aperiodikus Ising-modell esetén
ordindrius feliileti fazisatalakulas figyelhetd meg.
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csak a dualis Osszefliggés alkalmazdsdval lehet meghatarozni a kétdimenzids, véletlen
ferromdgneses kotésli négyzetracson értelmezett Ising-modell kritikus Osszefiiggését [99].
Véletlen ferromdgneses kotésii Ising-rendszernek azt tekintjiik, amelyben két kiilonbozd
kotési paraméter (Jp;.Jo) eloszldsa véletlenszerii, minden kotési paraméter p; = % valé-
szintiggel a Jy, illetve po = é valoszintséggel a .J, értéket veszi fel. Ezen rendszer ondudlis,
ennek felhasznédlasdval hatarozhaté meg a kétdimenzids rendszer kritikus Osszefiiggése:

2.]2
kT

tanh(i) = exp(—

kT, )- (3.104)

A két kotés hdanyadosa adja meg a rendezetlenség mértékét leiré inhomogenitdsi paramétert:

U
=

r

(3.105)

Ha a két paraméter nem egyenlé valdsziniiséggel van jelen a rendszerben, illetve ha nem
kettd, hanem tobb kiilonbozd kotési paraméter van a rdcsban, akkor a kritikus hémérséklet
analitikus kiszdmitasa rendkiviil bonyolult, eddig még megoldhatatlan feladatnak bi-
zonyult.

A véletlen ferromagneses kotésii, kétdimenzids Ising-rendszer feliileti viselkedését kordb-
ban sem analitikusan, sem numerikusan nem vizsgaltak, ezért a sokak altal vizsgdlt tombi
kritikus viselkedést mutatjuk be, mely feltételezhetéen analdg viselkedést mutat a feliileti
viselkedéssel.

A véletlen kotési paraméterek hatdsa a tombi viselkedésre térelméleti szamitdsok sze-
rint [112, 113] margindlisan irrelevdns, a tiszta rendszerben megfigyelhetd kritikus ex-
ponenssekkel, de logaritmikus korrekcidk figyvelembevételével lehet a kritikus viselkedést
leirni. A mdgnesezettség, illetve a korreldciés hossz viselkedésében a logaritmikus kor-

rekcidk az alabbi médon lépnek fel:
m ~ tY3|In(t)|7/8, & ~ ¢t~ In(¢)| /2 (3.106)
Hasonldan viselkedik a tobbi fizikai mennyiség is, példdul a tipikus korreldciés fiiggvény:
G(r) ~ r~Y4(In(r))~1/8, (3.107)
a konfiguraciokra dtlagolt korrelacids fiiggvény:

G(r) ~ T4 A+ B(In(r)]~1/2. (3.108)
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A numerikus eredmények szinte egyontetiien tdmogatjdak az itt leirt térelméleti eredménye-
ket [114, 127, 128, 129, 130, 115], bar a teljes korii konszenzus még nem alakult ki
a kutatok kozott, hiszen megjelentek olyan publikiciok, amelyek hasonld tipust rend-
szerben a higitds mértékével folytonosan valtozé exponenseket josolnak [116, 117]. Az
egyre szélesebb korben teret nyerd vélemény szerint ezen eredmények valdjiban véges
méret novekedésével nagyon lassan csokkend logaritmikus korrekciok kovetkezményei,
gondos adatelemzéssel ez megmutathatdé. A véletlen ferromdgneses kotések mellett a
rendezetlenség mas tipusat is megvizsgdltdk a kétdimenziés Ising-modellben. Péld4ul az
igynevezett spin-higitott rdcsot, illetve kdtés-higitott racsot [114].

Ebben az alfejezetben a véletlen ferromagneses kotésii Ising-modell fizisdtalakuldsait
tanulmdnyozzuk a kétdimenzids négyzetracs (1, 1) feliiletén, amely a diagondlis récs feliile-
tének felel meg (3.3. dbra). (Remény van arra, hogy a rendezetlenség dltal okozott ef-
fektusok a feliileten egyszeriibben vizsgdlhatéak, mint a rendszer belsejében.) A 3.2.1
alfejezetben bemutatott iterdcids eljardst altalanositjuk, majd részletesen bemutatjuk a
modszer alkalmazdsdval kapott eredményeinket. Arra a kérdésre keressiik a vilaszt, hogy

a rendezetlenséget bevezetve hogyan véltozik meg a rendszer feliileti kritikus viselkedése.

3.3.2 Az iteracios moddszer altaldnositasa

A réteges rdcsra alkalmazott iterdcidos médszer levezetése sordn - abbdl a célbél, hogy
minél egyszeriibb numerikus eljardst kapjunk - kihaszndltuk a racs réteges voltat, azt,
hogy a feliilettel parhuzamos irdnyban a kotési paraméterek nem valtoznak. Ismételjik
meg az iteracios eljards levezetését a réteges tulajdonsdg felhaszndlasa nélkiil, hogy egy
olyan numerikus maddszert kapjunk, mely tetszéleges kotési paraméter kiosztds mellett,
igy a véletlen kotési paraméter kiosztds mellett is alkalmazhato. A 3.2.1.1 részben
kovetett gondolatmenet alapjan megallapithatd, hogy egy, a feliileten kiszemelt spin
magnesezettsége hogyan transzformdlodik az iteracid egves lépései soran. A feliileti spin
transzformdcidjanak levezetése sordn a (3.58) egyvenletben haszndltuk fel elészor a racs
réteges tulajdonsagdt, tehdt ettdl a 1épéstdl kezdve kell megismételni a gondolatmenetet
az altaldnositott mdédszer levezetéséhez. A (3.58) egyenlet dltaldnos kotési paraméterekkel:

tanh(pyoy) + tanh(p;os)

= tanh(p 200 ) = : 3.109
% Oy = Tanl pawy + o) 1 + tanh(poo;) tanh(psos) (3:109)
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Ennek alakja, ha a paraméterek és a spinek nem azonosak, a tanh filiggvény addicids

osszefiiggéseit felhaszndlva:

tanh(ps)[1 — tanh®(ps)] tanh(ps)[1 — tanh?(py)]

< = —= O : SRR ; :
g gy Pt tanh?(py) tanh?(ps) DS tanh®(ps) tanh®(ps)

(3.110)

Altaldnos jelolést alkalmazva, tetszoleges iterdcids szam esetén a 3.5. dbrdn megjeldlt

modon a o; spinnel szomszédos spineket, illetve az ezekhez vezetd kotéseket pfi),pf_

jelekkel jelolve:

< Ul(n) o a§1+1) o (n+1) 5 + (n+1) o_l(v_t+1) ~ (3.111)

(n

ahol az a{}™" tényezdk csak a pji

paraméterek fliggvényei, melyek az iteracios 1épésben

koztes hatszogracs (3.5. dbra) kotési paraméterei:

1 — tanh®(p{"
agf_ i tanh(p,n)) anh”(p;) o) (3.112)
1 = tanh® (Pz )tanh 2 )
Az a ) paramétert az elébbi kifejezésbol pl ntl) s pf"+ felcserélésével kaphatjuk meg.
(n) (n+1)

A p,("T ) kbtési paraméter a o

1 1) oo loe S
Hasonl6 a viszony p{"*" és o, o™ spinek kézott (3.5. dbra).

spint a o,_" "’ spinnek kozotti kotési paraméter (3.5.).

Ha a paraméterek réteges tulajdonsdggal rendelkeznek, akkor a (3.111) egyenletben a
két tag megegyezik, az épp most vizsgalt dltaldnos esetben azonban kiilon kell kezelni
a két tagot. Egy iterdcids lépés sordn tehdt az eredetileg a feliileten kiszemelt spin
maégnesezettsége az iterdcids lépés soran keletkezo 1j feliileten levo két spin mdgnesezettsé-
ge, és az ezekhez vezeto pgi), pl_ kotési paraméterek dltal van kifejezve. Konnyen belathato,
hogy a masodik iterdcids l1épés utan harom 1j feliileti spin fogja az eredeti spin magnesezett-
ségét meghatdrozni. Az irdnyitott bolyongds fogalmait felhasznalva: az eredeti és 1j spinek
kozOtti (az iterdcié sordn koztes szerepet jatszo hatszogracs feliileti kotési paramétereibol
osszerakott diagonalis rdcson végzett) irdnyitott bolvongas altal kijelolt titvonalhoz tar-
tozo agl) faktorok és az utvonal végpontjihoz tartozé spin varhatéértékének szorzatat
Osszegezve az Osszes lehetséges bolyongdsra megkapjuk az eredeti spin magnesezettségét.
Ha n iterdcids lépésen at kovetjiik nyomon a feliileti spin mégnesezettségének transz-
formacidjat, akkor n 1épésbdl allo irdnyitott bolyongdsokat kell figyelembe venni. Ezek
alapjén irhatd n iterdcio 1épésig nyomonkovetve a feliileti magnesezettséget:

<0 >,= ) W(n,i) < a™() >, (3.113)
boly.



3.3. A HIGITOTT ISING-MODELL 63

(n+l)_/-
P

3.5. dbra: A hdromszogracs (folytonos vonal) leképezése a hatszogriacsra (szaggatott

vonal), majd annak leképezése ismét haromszogracsra (pontokbdl dll6 vonal). A ¢, ")
(n+1) _(n+1

feliileti spin az n, o;_" 7, o ! feliileti spin (n + 1) iterdcié utan.
ahol i index jeldli a kiilonbdzé bolyongasokat, < o™ (i) > az i-edik bolyongés végponjéhoz
tartozo n-edik rétegbeli spin mdgnesezettsége és W(n,1) = [T}, a(k(j,1),j). Az a fak-
torokra 1j jelolést alkalmazunk az egyszeriiség kedvéért:
a(k(j,i),J) = tanh(py(j,4))[1 — tanh®(px(Jj, 7))
e 1 — tanh®(py(j, 7)) tanh*(px(J, 1))

Itt 2 a bolyongds indexe, j a réteg indexe, k(j,7) pedig az i-edik bolyongds sordn a

(3.114)

J-edik rétegben érintett p paraméter indexe. Rogzitett hatarfeltételt alkalmazhatunk,
miszerint lim,_. < o™ (i) >= 1, igy a feliileti magnesezettség kifejezésére egy, csak
a transzformdcié sordn keletkez$ paraméterektsl fiiggd kifejezést kapunk, < ¢©@ >,=
limy, e Zpory. W(n, @), amely mér numerikusan kezelhetd kifejezés. Ez az egyenlet, mely
formailag az irdnyitott bolyongds dllapotosszegének felel meg, fejezi ki legjobban azt a
tényt, hogy az irdnyitott bolyongds és a feliileti mignesezettség problémdaja formailag
azonosan kezelhetd, ezt a korrelacids fiiggvény vizsgalatandl is ki fogjuk haszndlni.
Vezessiink be egy vektort, melynek komponensei az n-edik transzformacié utdni feliileti
spinek mignesezettségének varhato értéke. A 7 vektor Efn) komponense a magnesezettség
varhato értéke az l-edik rdcspontban n iterdcié utdn. Ezen vektor egy iterdcids 1épés utdni

értéke és egy A mdtrix (mely az ag) paramétereket tartalmazza a megfelelé helyeken)
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szorzata adja meg az eredeti magnesezettségi vektort:
5(71 A(n+1 5 (n+1) A(n—H A(n+) —=(nf2)s (3115)

A feliileti mégnesezettség definicidja véletlen ferromdgneses kotést Ising-modell esetén a

feliilleten 1é6v6 spinek mdgnesezettségének atlaga, végtelen nagy racsra atlagolva:

my = lim —Z = 0 Pl (3.116)

l 1!

A 7 vektorra alkalmazva a (3.115) egyenletet, illetve felhaszndlva, hogy a spinek a

feliilettol végtelen tavol rogzitettek:

n—oo n—o0 L—)oo
1,j=1

my = lim f(n) = lim lim — Z [HA } ; (8117
J

Ezzel numerikusan meghatarozhatd kifejezést kaptunk a feliileti magnesezettségre: iterdcios
lépésenként képezve az A mdtrixot, majd azokat lépésenként Osszeszorozva, a szorzat
matrix elemeibdl képezhetd f(n), mely aszimptotikusan a feliilleti magnesezettséget adja
meg. A réteges esettel ellentétben itt mar véges méret effektusok felléptére is szdmitani
lehet.

A maégnesezettség utdn a feliileti korreldcids fliggvény transzformécidjat is meg kell
hatdrozni altalanos (nem réteges) rendszerre. Véletlen rendszer esetén egy atlagolt kor-

relécids fliggvény jellemzi a rendszert:

1 L
Gy(1) = Jlim +37[< Ciile SR e e (3.118)

i=1
Ennek transzformdcidjat a réteges racsnal latottakkal analég modon kell meghatirozni.
A (3.70) kifejezés ebben az esetben altaldnos a tényezdkkel:

n—H)(y.

G+ 19 = et el A et 14 1), i+ 1) kol e G TG el 10 1)

(i+)+"1— il

S 8:7;)_ (n+1)G "+1)(i—!—l—— U+1)+@§Zi§” (n+1)G(n+1)( gl S g

(3.119)
Ezen egyenlet négy tagjat nem lehet Gsszevonni, azokat kiilon-kiilon kell tovabb transz-
formédlni. A fenti kifejezés iterdcidjaval megkaphatjuk a Gﬁ(i + 1,7)-t. Ekkor olyan
Gi(ln)(i, i') tagokat kapunk, melyek argumentumai kiilonbozéek i # ¢, illetve olyanokat,

ahol az argumentum azonos i =17. Ez utébbi ad csak n — oo hataresetben nem eltiing
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jarulékot a korreldcios fiiggvényhez, hasonlé indokok alapjan, mint azt a réteges esetben
lattuk (3.72-3.76). Irdnyitott bolyongdk segitségével megfogalmazva, az iteracié sordan
fellépd tényezok olyanok, mint az (i + 1) és i pontokbdl indulé két véletlen bolyongé altal
kijelolt utvonalhoz tartozo agi) faktorok szorzata. A bolyongok a hatszogracsok feliileti
kotési paramétereibdl rétegenként képzett diagondlis négyzetracson végzik irdnyitott bo-
lyongdsukat, minden lépésben egy tjabb rétegre lép a 3.5. dbranak megfelel6 + vagy —
irdanyba. Csak azon bolyongdsok adnak nem 0 jarulékot, melyek azonos pontba érkeznek,

(n)

ezek jaruléka: G|V (j,j) = 1- < ()'](n) >2. Ezt felhaszndlva a transzformdciondl az atlagolt

I

korreldcids fiiggvény:

L oo n n
Gy(l) = nggc%z > [H A(’“)] {H A(k)] [1- <o >?]. (3.120)
i+l,j

i=1n=0 Lm=1 k=1 ij

A masodik Osszegzést azokra a bolyongdsokra kell végezni, amelyek (i + 1), illetve i
racspontrol indulva ugyanazon a j pontra lépnek az n-edik lépésben. Ennek a kife-
jezésnek az aszimptotikus kiértékelésénél figyelembe kell venni, hogy két tényezdje, melyek

a (3.117) egvenletben meghatdrozott f(n) -et kozelitik, illetve ezeknek és < UJ(»”) -
szorzata f(oo)-et eredményez. Tovabbd az irdnyitott bolyongds Gauss-viselkedését fel-
haszndlva (bévebben [136]-ban), olyan kifejezést kapunk, ahol ismét a magnesezettség

meghatdrozasandl fellépd f(n) mennyiség haszndlhato:
Gy(l) ~ 3 Pull) [£2(n) = f2(o0)]. (3.121)

P,(l) annak a valdszintisége, hogy két irdnyitott bolyongo [ tdvolsdgbdl indulva n 1épés
utan taldlkozik. Ezen valdszintliség ismeretében a korreldcids fiiggvényre vonatkozd a-
szimptotikus fliggvény alakja (amelynek numerikus meghatdrozasa soran véges méret ef-

fektusok felléptére is szdmolni kell):

Git) ~ [ —eep(= D)) - f(e0)) (3.122)

Hasonlé médon, mint a réteges rendszernél X(%, n) aszimptotikus viselkedése hatdrozta
meg a korreldcios fiiggvény exponensét stb: a véletlen rendszerben az f(n) aszimptotikus
viselkedése a meghatdrozé. Numerikusan megvizsgaltuk f(n)-et [136], azt tapasztaltuk
homogén, illetve véletlen ferromdgneses Ising-rendszer esetén, hogy kiilonbozé homérsék-

letek esetén kiilonbozdéen viselkedik f(n). Harom lényegesen eltérd tartomdanyrdl lehet
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beszélni, melyek megfelelnek a kiilonbéz6 termodinamikai fizisoknak: kritikus pont alatti,
feletti, illetve kritikus pontbeli. A kritikus pont alatt az f(n) exponencidlisan kozelit a

feliileti magnesezettséghez,
o) = m) +Aexplnie): BT (3.123)

A kritikus pont felett a fentihez teljesen hasonlé a viselkedés, de itt természetesen a
magnesezettség 0:

f(n) = Aexp(—n/&}), Tl (3.124)

A & a feliileti korreldcids hosszal ardnyos, hiszen a (3.122) integrdl viselkedése a fenti

tipust f(n) lecsengd mennyiségekkel [107]:
G (1) ~ exp(=81/§)). (3.125)

A kritikus pontban:
f(n) o Tl_ﬂl, T = Tc: (3126)

amelybdl a korreldcids fliggvény hatvanyfiiggvényszerii viselkedése kivetkezik [107]: G (1) ~

[=%7, igy rogton addédik az exponensek kapcsolata:
0= 40 (3.127)

Az altaldnositott mdodszer alkalmas a feliileti magnesezettség megéllapitasira kiilonbozo
hémérsékletek mellett, ebbél numerikusan meghatdrozhatd a By exponens. A feliileti
maégnesezettség lecsengésébdl megdllapithatd a korreldciés hossz, abbdl a v exponens.
Legvégiil a feliileti magnesezettség kritikus pontbeli viselkedésébdl az 7 exponens hata-
rozhaté meg. Ezzel megkaptuk a (3.82) exponens Osszefiiggés mindhdrom exponensét, a
hirom exponenst egyidejiileg meghatarozva ellendrizhetd a mddszer helyessége.

Itt kell megemliteni egy lényeges kiilonbséget a réteges rendszerre és az altaldnos rend-
szerre alkalmazott iterdcids eljards kozott. Réteges rendszer esetén az iterdcids 1épések
soran a koztes hatszogracs paramétereinek tényleges kiszamoldsara nem volt sziikség,
ebben az esetben kozvetlen kapcsolat adhaté meg a haromszogracs paraméterei kozott.
Altaldnos esetben mér szitkség van a hatszogracs paramétereire, a kordbban leirt A®™
matrixok ezeket tartalmazzdak. Ezen paraméterek meghatarozdsa egy 1épésben nem lehet-

séges a (2.49) egyenletekbdl. Itt kell felhaszndlnunk a 2.2.1 alfejezetben leirt dudlis transz-
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3.6. abra:  Felilleti magnesezettséget kozelité f(n) a redukdlt hdémérséklet
fiiggvényében r=10 mellett, kiillonbozo iterdciészamok esetén (kor - n=128; négyzet -
n=256; hdromszog - n=512; kereszt - n=1024).

forméciot, majd a hdaromszog-csillag transzformaciot és végiil ismét egy dudlis transz-
forméaciot alkalmazva kapjuk meg a hatszogrdcs kotési paramétereit. A hatszogracs para-
métereibél mar egy lépésben meghatarozhatéak a hdromszogracs paraméterei. Osszes-
ségében négy kozvetett 1épést igényel az eredeti haromszogracs paramétereibdl az 1j
racs paramétereinek meghataroziasa, ez lényegesen megneheziti a probléma numerikus

kezelését.

3.3.3 A véletlen ferromdgneses kotésii Ising-modell feliileti visel-
kedése

A modell feliileti kritikus viselkedését kordbban senki nem vizsgalta sem numeriku-
san, sem analitikusan. Vizsgalataink elétt a kritikus viselkedés két lehetséges valtozatdnak
fellépését valdsziniisitettiik, a két kiillonbozo viselkedés gyakran nehezen megkiilonboztethe-
t6. Az elsé lehetdség szerint a feliileti kritikus viselkedés a tombi viselkedéssel analog
modon, a tiszta rendszerben megfigvelhetd exponensekkel, de logaritmikus korrekciok fi-

gyvelembevételével irhato le. A mdasodik lehetdség szerint az inhomogenitasi paraméterrel
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folytonosan védltozé nem univerzélis kritikus viselkedés jon létre a higitds hatdsdra. Vizsgd-
lataink célja eldonteni, ha lehetséges, hogy melyik valésul meg a két lehetséges elképzelés
koziil.

Az el6z6 3.3.2 alfejezetben dltaldnositott csillag-hdromszog transzformaciora épiuld
modszert alkalmazva vizsgdltuk a diagondlis négyzetracs feliileti viselkedését. A vizsgdlt
legszélesebb riacs L = 2048 (ez L feliileti spint jelent, a feliilettel parhuzamos irdnyban
periodikus hatdrfeltételt alkalmazva), de ezt csak tesztelési jelleggel haszndltuk. Az
L = 1024; 512; 256; 128 széles racson szamolt eredményeinket ismertetjiik részletesen
a tovabbiakban. Ezen racsméretre vonatkozé eredményeinket hasonlitva 6ssze egymadssal,
azt tapasztaltuk, hogy a vizsgdlt hémérsékleti tartomany, szélesség és iterdcid szam (n=
2000) mellett nem figyelhetd meg véges méret effektus, illetve az abbdl szdrmazé hiba
kisebb, mint a kiilonb6z6 konfigurdcidkra valé dtlagolasbdl szarmazoé hiba. A véges méret
effektus, illetve az ebbdl szairmazé hiba lekiizdése miatt a lehetd legszélesebb és legtobb
iteracios lépést végezve kellene a futtatdsokat végezni. Ennek az elérhetd szamitogépes
kapacitds (memoria, futdsi id6) szab hatdrt. Futtatdsaink sordn tobb ezer 6ra CPU iddt
hasznaltunk fel POWER PC-n, SUN és IBM munkaallomdsokon. A fent leirt rend-
szerméretek mellett még lehetéség volt megfeleld szamu konfigurdciéra vald atlagolast
végezni, de tovabbi rendszerméret novelés mér irraciondlisan nagy idét vett volna igénybe
ugyanilyen szami konfigurdciora valé szimolds esetén az dltalunk elérhetd szamitogépekkel.

Futtatasainkat kiilonboz6é inhomogenitdsi paraméterek mellett végeztiik, foként r =
1/4;1/10 és Osszehasonlitdsi, tesztelési céllal a tiszta rendszerre r = 1 értékek mel-

lett. Eldszor a feliileti magnesezettségre vonatkozd eredményeinket ismertetjiitk nagyon

roviden. Eredményeinket Monte Carlo-szimulaciéval kapott eredményekkel vetettiik ossze,
a médszer pontossagdnak, sebességének tesztelése miatt. A transzformaicios eljardssal
kapott feliileti magnesezettségi értékek nagyon jol megegyeznek a Monte Carlo-mddszerrel
kapott eredményekkel, ezzel megnyugtatd mddon ellendriztitk médszeriink szamitogépes
adaptdldsanak helyességét. Egyfajta munkamegosztds miatt Monte Carlo-médszerrel rész-
letesebben hatdroztuk meg (illetve a tdrsszerzok hatdroztik meg) a magnesezettségi expo-
nenst, mint az iteraciés modszerrel. A feliileti magnesezettség exponensére 3 vonatkozo
numerikus becslést itt nem mutatjuk be részletesen, ez megtaldlhaté [135]-ban, de be-
mutatjuk, hogyan véltozik a feliileti magnesezettség a homérséklet fiiggvényében (3.6.

dbra). (Ez a viselkedés jellegét tekintve megegyezik a 2.1. dbrdval.) Megéllapithato,
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3.7. dbra: Az dtlagolt f(n) mennyiség a kritikus pontban mint az n fiiggvénye log-log
abran. A tiszta rendszerre (haromszog) vonatkozo értékek osszehasonlitva az r=1/4
(kor): r=1/10 (négyzet) higitott rendszer adataival.

hogy véletlen ferromagneses kotések esetén a rendszer feliiletén ordindrius fazisatalakulds
figyelheto meg.

A kovetkezéekben az f(n) fiiggvény lecsengését, illetve a v exponensre vonatkozd
eredményeinket irjuk le. Az f(n) fliggvény numerikus eredményeink szerint valoban expo-
nencidlis lecsengést mutat n — oo esetben. A 3.7. dbrdn In(f(n)) mennyiséget abrazoltuk
In(n) fliggvényében. Jol kivehetd a linedris viselkedés, tehdt valoban hatvanyfliggvény
f(n), a 3.7. dbran lathaté egyenesek meredeksége adja meg v4y. értékét. Az exponens
értéke 1 = 1/4 mellett vysy. = 0.228, (g = 0.912), illetve 7 = 1/10 mellett v4y. =
0.207, (m, = 0.828).

A 3.8. dbran 7,55 (n) értékeit (melyek szamtani kozepe adja 4y értékét) abrazoltuk.
Az n = 10 — 30,30 — 100,100 — 300,300 — 1000 iteraciés szamoknak megfelelé f(n)
értékparokbol szamolt 7, s s exponenseket tiintettiik fel L = 1024 racsszélesség mellett (100
kiilonb6z6 konfigurdcié f(n) értékeit atlagolva). Enyhe exponens novekedés dllapithato
meg n fliggvényében, ez a ndvekedés persze a szamolds hib4jandl nem nagyobb (3.8. dbrdn

az egyenes vonal, a numerikusan meghatarozott exponens értékekre illesztett egyenes).
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3.8. dbra: A 4y értékei mint az iterdcios szdm logaritmusdnak fliggvénye. Az
egyenesek a numerikusan meghatdrozott exponens értékekre legkisebb négyezetek
modszerével illesztett egyenesek.

Végiil a v exponens értékeire vonatkozo eredményeinket irjuk le. Mint kordbban leirtuk,
véges T # T, homérsékleten f(n) a korreldcids hossz szerinti lecsengést mutat. A 3.9.4bran
In(f(n)) értékét, mint n fliggvényét abrdzoltuk, kiilonb6zé ¢ hémérsékleten. Az dbran
szaggatott vonallal jelolt egyenesek meredeksége adja §1|'2 aranyos tagot. A E‘!‘Q(t)—bél
egyszeriien meghatdrozhatd a §(t) ~ ¢t~ Osszefiiggést feltételezve a v)(t) exponens.

Ezekutdn részletes és hosszadalmas szdmoldsaink eredményeit kozoljiik a v exponensre
vonatkozolag. Kiilonbozé ¢ # 0 értékeknél hatdroztuk meg a v () exponens értékeit L =
256 széles rdcson (r = 1/10 inhomogenitdsi paraméter mellett), majd ezekbdl dllapitottuk
meg a v (¢t = 0) aszimptotikus értékét a ¢ # 0 értékekbdl egyenes illesztéssel. Ezzel a
moédszerrel a tiszta rendszer exponenseitdl eltéré exponenseket kaptunk. r=1/4 mellett
vy = 1.07(3), mig r=1/10 mellett v = 1.13(6), 3.10. dbra.

Harom kilonboz6 exponenst hatdroztunk meg numerikus modszeriinkkel, a feliileti
B¢, my, vy exponenseket. E hdrom koziil kettot a tiszta rendszer exponenseitdl kiilonbozének
talaltunk, az eltérés mértéke olyan volt, hogy hibahatiron beliil teljesiil a numerikusan
meghatdrozott exponensekre a 7, = 20 /v Osszefiiggés. A kritikus exponensek e csekély,
de hatarozott eltérését két modon lehet magyardzni. Egyrészt feltételezhetjiik, hogy a

higitas nem univerzdlis kritikus viselkedést hoz létre, az inhomogenitdsi paraméterekkel
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3.9. dbra: Az In(f(n)) mennyiség mint az iterdciészam fliggvénye, véges t
hémérsékleten (t=0.1-haromszog; t=0.2 - kor; t=0.3 - négyzet)

folvtonosan vdltozd exponensekkel. A madsik lehetséges magyardzat szerint az altalunk
meghatdrozott exponensek a tiszta rendszer exponesei mellett megjelend logaritmikus ko-
rrekciok miatt fellépo effektiv exponensek. Egyértelmiien ez utébbi magyardzat mellett
dontottiink tobb okbdl kifolydlag. Egyrészt feltételezhetd, hogy a feliileti viselkedés a
tombi kritikus viselkedéssel analég moddon valosul meg, és az egyre inkdbb elfogadott
vélemény szerint a tombi kritikus viselkedés a tiszta rendszer exponeseivel, de logarit-
mikus korrekcidkkal kiegészitve irhaté le. Mdsrészt, ha feltételezziik a logaritmikus ko-
rrekcidk 1étét, a kritikus korreldcids fliggvényre egy olyan alakot kapunk, mely a tombi
kritikus korreldcids fiiggvénnyel formailag egyezésben van [136]. Harmadszor: az dltalunk
meghatdrozott v exponens nagyon jé egyezésben van a de Quirez és tdrsai [115] altal tran-
szfermdtrix technikdval ugyanezen rendszerben meghatdrozott tombi v exponensekkel,
melyek logaritmikus korrekciok miatt fellépé effektiv exponensek. Negyedszer: bar nu-
merikus eredmé-nyeink megallapitdsandl nem a logaritmikus korrekciok létének vagy nem
létének megalla-pitdsara fektettiik a hangsulyt, de példaul a v exponens iterdcid szam
fiigg6 numerikus értékeire illesztett egyenes megfelel egy logaritmikus korrekciok miatt

lassan novekedo effektiv exponens viselkedésnek (3.8. dbra).
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3.10. abra: A vy (t) exponensek, kiilonb6z6 hémérsékleten. Ezen adatokbdl egyenes
illesztéssel hataroztuk meg az exponens ¢ = 0 értékét (r = 1/4 kor, r = 1/10 négyzet).

A logaritmikus korrekciébdl szarmazé tag lényeges csckkentéséhez, a tényleges a-
szimptotikus exponensek meghatdrozdsahoz a kritikus pontokhoz jéval kozelebbi adatok
lennének sziikségesek, illetve joval nagyobb iterdciészammal kellene alkalmazni a csillag-
haromszog transzformadcids sorozatot. Becsléseink szerint legaldbb 1 — 2 nagysdgrenddel
kellene kozelebb menni a kritikus ponthoz, illetve 1 — 2 nagysdgrenddel nagyobb iteracios
szam értékig kellene végezni az iterdldst. Ehhez 2 — 4 nagysdgrenddel nagyobb gépido
sziitkséges, ezzel lehetne teljes bizonyosdggal eldonteni a kérdést, hogy a fentiekben nu-
merikusan meghatdrozott exponensek valéban aszimptotikus értékek-e, vagy azok egy
lassan elt(ing logaritmikus korrekcid kovetkezményei. Ilyen nagysdgrendben megnovelt

futtatdsokra a jelenleg elérhetd szamitogépes kapacitdssal nincs lehetoség.

3.3.4 Osszefoglalds

Altalanositottuk Hilhorst és van Leeuwen modszerét, mellyel ezekutin tetszoleges kotési
paraméter kiosztdssal rendelkezd kétdimenzids Ising-modell felilleti mdagnesezettsége, ko-
rrelacids fiiggvénye és korrelacios hossza tanulmanyozhaté. Ezen mddszert alkalmazva

vizsgaltuk meg a véletlen ferromdgneses kotésii diagondlis rdcson értelmezett Ising-modell
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feliileti viselkedését. Eredményeink [135, 136] egyezésben vannak a Monte Carlo-mddszerrel
kapott eredményekkel, miszerint a kritikus exponensek csak csekély mértékben fiiggnek az
inhomogenitdsi paramétertél. A numerikusan meghatdrozott exponensekre hibahatdron
belill teljesiil a 7 = 23;/v Osszefiiggés. A tiszta rendszer exponenseitol vald csekély
eltérést logaritmikus korrekcidk felléptével magyardztuk. Mig a felilleti mdgnesezettség
viselkedésében a logaritmikus korrekciok elhanyagolhatoak voltak, addig a feliileti kor-
relacios fliggvény és korreldcids hossz exponensét mdr lényegesen befolyvdsoltdk a kor-

rekciok.

3.4 A Potts-modell kritikus viselkedése sarkoknadl

Az elézdekben azt vizsgdltuk meg, hogy a feliileti viselkedés hogyan modosul a kotési
paraméterekben megfigyelhetd rendezetlenség hatasara. A feliilet eddigiekben a kétdimen-
zi0s rendszer egyenes vonal altal kijelolt feliilete volt. Az aldbbiakban azt fogjuk tanulma-
nyozni [137], milyen formaban befolydsolja a kritikus viselkedést a feliilet nyildsszogének

valtoztatdsa a kotési paraméterek szabdlyossigat megtartva.

3.4.1 Bevezetés

Konform térelméleti szamitasok szerint kétdimenzids izotrép rendszer sarok exponen-
sei a sarok nyilasszogének folytonos fiiggvényei. Ez beldthato, ha a w = 20/™ leképezést a
félvégtelen sik rendszerre alkalmazzuk, egy 6 nyildsszogl sarok rendszert kapunk [74,
75]. A korreldcids filiggvény lecsengésébdl megdllapithatéak a sarok exponensek és a

nyilasszogek kapcsolata:
25(0) = —x;. (3.128)

0

A sarok exponens értéke, z, forditva ardnyos a sarok nyildsszogével. Ez az eredmény
azonban csak izotrép rendszerre vonatkozik. A kovetkezdekben a fenti konform térelméleti
eredményt ellenérizziik a q=2,3 Potts-modell sarok exponensein a kiilonb6z6 nyildsszogek
esetén. Vizsgalni fogjuk tovabbd, hogyan mdédosul a fenti exponens 0sszefiiggés anizotrép

rendszerek esetében.



74 - 3. FEJEZET EREDMENYEK

G,

3.11. dbra: A sarok geometria, a transzferoperdtor a fiiggéleges irdnyban egymast
kovetd sorok allapotai kozt adja meg a kapcsolatot. A oy spin a sarok spin. A
nyildsszoget a tan(@) = p/l Osszefiiggésbdl kaphatjuk meg.

3.4.2 Potts-modell transzfer operatora

A 2.1.3.1 alfejezetben irtunk a g¢-dllapoti Potts-modellrdl (g=2-re Ising-modell). A
kétdimenzids ¢g-allapoti Potts-modell Hamilton-operatora kiils6 mégneses tér nélkiil:
—BH = ) _[K1(20e(ij)oti+15) = 1) + K2(@00(ij)oti+1) — 1)]- (3.129)
1,]
A koradbban bemutatott (2.2.3 alfejezet) sor-sor-transzfermétrix technika némi véltoztatdssal

itt is alkalmazhaté [118],:

N(m) N(m)—1 -l
Tram-1 =<m|Ep|m —1>= expl Ky Z (g9, LR 1)|ezp| Ko . (O e 1)J
Jj=n(m) j=n(m)

(3.130)
Az m sorindex hatdrozza meg az 0sszegzést, ez tulajdonképpen mar a sarok-transzfermatrix
technika [120] alkalmazdsdt jelenti. A mdsodik tényez6 a soron beliili, az els6 a sorok

kozotti kolesonhatasokat foglalja magdba, a vesszds spin a szomszédos sor megfelel spinjét
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jeloli. Bevezetve a lokélis transzferoperdtorokat [118], t1(j), t2(j) a transzfermdtrix kon-

stansoktol eltekintve kifejezheto ezekkel:

N(m)-1 N(m)—1
Tw= [[ t@) I ta(h) (3.131)
j=n(m) j=n(m)

A lokélis transzferoperatorok a C; és R; operdtorokkal fejezhetdek ki:

q—1 T g—1
, : 2 a

tl(J) =TI +Z(Rj)p, tz(J) = 1+—Z(C;C]+1)p (3132)
p:() p=0

Ezen Cj, R; operatorok a Potts-bdzison diagonalis operdtor, illetve a flipoperdtor szerepét

toltik be.
27
Ciloy 2= eap 270]- loj >, (Rj)P =loj>=|oj+p> mod(q) (3.133)

Fenti lokalis transzferoperatorokkal kifejezett T,, matrix alakja a sor index fiiggvényében
valtozhat, a 3.11. dbra egy, a rendszer m sorindexének fiiggvényében viltozé szélességii
sarok rendszert mutat be. Ezen transzferoperdtor idéevoliicids operdtorként kezelhetd, egy

adott |k > kezdeti &llapotbdl m diszkrét 1épéssel |v > végallapotba fejleszti a rendszert:
|9 o= T Ty qes L3 L1}k (3.134)

A kezdeti dllapot lehet fixdlt vagy szabad, ez a rendszer fels6 szélén lev feliileti spinjeinek
rogzitését vagy szabadon hagydsat jelenti. Ezzel a technikdval numerikusan meghatdrozha-
t6 a sarokhoz rendelheto spin dllapota, elvileg tetszéleges méretii rendszer esetén, melybdl
spin magnesezettsége, illetve ebbdl a magnesezettség véges méret skaldzdsa allapithato
meg.

mkrit = 4, (O)N== (3.135)

Hasonléan hatdrozhatéo meg numerikusan a sarkon vertikdlis és horizontéalis iranyokhoz

tartozo energiastiriiség skdldzdsa, illetve az ezeket leird exponensek:
ehrit (N) = ekTit, (00) 4 A,/ (0) N ™ 5ern (3.136)
s,u/h\* — Tsyw/h “e,v/h : S )

Azonos 6 nyildsszogek, de kiilonb6z6 N méretek mellett meghatarozva a sarok magnesezett-
séget, illetve a vertikdlis és horizontdlis energidt, az xi*, 2% o/h exponensek ezekbdl megha-

tarozhatodak.
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3.4.3 Numerikus eredmények

A rendszer kritikus feltétele (e?%1 — 1)(e?%2 — 1) = q. EbbJl izotrép és anizotrép eset-
re meghatdrozhat6 a kritikus kotési paramétere (izotrép esetben: K, = %ln(l + /4q))-
A fent leirt transzferoperditor médszerrel meghatdroztuk a 6 nyildsszoggel jellemezhetd
sarok kritikus viselkedését tobb kiilonbozo nyilasszog esetén, ezek: 360°; 270°; 225%; 180°;
90°; 53,13% 45° 36°; 87° 28,07°% 22,62% 11,42°. Az eredményekrdl tovabbi részletek
taldlhatoak [137]-ban. Mind ¢ = 2, mind a ¢ = 3 modell esetén olyan sarok exponenseket
kaptunk, amelyek a konform térelméleti joslattal nagy pontossdggal (3-4 jegy pontosan)
megegyeznek, minden vizsgilt nyilasszog esetén.

A tovabbiakban megvizsgdltuk az anizotrop esetet, hogyan médosulnak ekkor az ex-
ponensek. Anizotrép esetben a négyzetrdcs vertikdlis és horizontédlis irdnyaban kiilonb6z6
korreldcids hossz van a kritikus pontban &, &,. Atskaldzva a rendszert [120, 75], megvaltoz-
tatva a horizontalis és vertikdlis irdnyok rdcsméretét a korreldaciés hosszak azonosakka
valnak &pap = &,a,, erre pedig érvényes kell legyen a konform jéslat, megvaltozott, ef-
fektiv nyildsszoggel. Az effektiv nyildsszog, az anizotropia faktor és az eredeti nyildsszog

kozti kapcsolat:

tan(feyr) = g—htan(B). (3137)
Az anizotrépia faktor &, /&, Potts-modellre ismert, az aldbbi Gsszefiiggésekkel hatdrozhato
meg: (@)
En U sin(u 1
£ tan( 2/\), TR ahol 2cos(\) = /q (3.138)

A sarok mdégnesezettség, illetve energiasiiriiség exponensét hatdroztuk meg numeriku-
san # = 45° nyildsszognél, tobb kiilonbozé anizotropia faktor mellett. Minden esetben
olyan exponenst kaptunk, mely a 6.7, dtskdldzott effektiv nyildsszoget figyelembe véve

pontosan megegyezett a komform térelméleti eredményekkel.

3.4.4 f)sszefoglalés

A kétdimenzids g-allapotii Potts-modell sarokmenti kritikus viselkedését vizsgaltam
meg kiilonboz6 nyildsszogek esetén [137]. A sarok-transzfermdtrix technikit alkalmazva
nagy pontossiaggal meghatiroztam a sarokpont lokdlis magnesezettség és a horinzontdlis
és vertikalis energiastiriiség kritikus exponensét. Megmutattam, hogy a modell sarokmenti

kritikus viselkedése teljes Gsszhangban van a konform térelméleti jéslatokkal.
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Osszefoglalés

A hagyomdnyos szildrdtest fizikai képnek ellentmondé kvézikristdlyos anyagok felfede-
zése, illetve a parologtatisi technikdval atomi vastagsagu rétegek létrehozasdnak lehetdsége
ij, intenziven kutatott terliletet nyitott meg a kisérleti fizikdban, mely szdmos tjabb
kérdés feltevéséhez és érdekes jelenség felismeréséhez vezetett. Az elméleti fizikusok-
nak nagy kihivast jelentettek ezen eredmények, hiszen az eddigi hagyomdnyos elméletek,
technikdk érvényiiket vesztik ilyen anyagok esetén, csak tovdbbfejlesztett, modositott
valtozatuk alkalmazhatd. Az elméleti problémdk koziil kiemelkedik a kooperativ je-
lenségek kore, ezen beliil a fazisatalakuldsok elmélete.

A gyengén rendezetlen, illetve kvazikristdlyos anyagok fazisatalakuldsara, a periodikus
rendszerekre alkalmazott skdldzdsi kép nem alkalmazhato, ezen rendszerekben 1j tipusu
kritikus viselkedés megjelenésével is szamolhatunk. A rendezetlen rendszerekre Harris
altal kidolgozott relevancia-irrelevancia kritérium a tiszta rendszer fajhé exponensének
ismeretében képes meghatdrozni a rendezetlenségnek a folytonos fazisdtalakulasra gyako-
rolt relevans-irrelevans jellegét. Ezen linedris stabilitds elméletre épiilé kritériumot Luck
altaldnositotta kvazikristdlyos anyagokra. A fenti kritériumok néhany esetben, az un.
margindlis esetekben nem képesek megjosolni a kritikus viselkedés jellegét, ebben az e-
setben a rendszerek tulajdonsdgai csak tovabbi részletes vizsgdlattal dllapithatéak meg.

Dolgozatom alapvetd célkitiizése a kétdimenziés, inhomogén rendszerek kritikus visel-

kedésének tanulmédnyozdsa. Vizsgdlataim objektumai kézott kiilonbozo inhomogén rend-

7
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szerek vizsgdlata szerepelt, a kétdimenzids Ising-modell kotési paramétereiben megjelend
réteges aperiodicitas hatdsdnak vizsgalatdval kezdédden, a véletlen ferromdgneses kotési
kétdimenzids Ising-modell feliileti kritikus viselkedésének vizsgdlatdn dt, a kétdimenzios ¢
allapoti Potts-modell geometria inhomogenitdsa okozta sarokmenti kritikus viselkedésével

bezdirdlag.

Az alabbiakban pontokba foglalva felsoroljuk a dolgozatban leirt 1 eredményeket.

1. Réteges haromszog- és hatszogracs szerkezetii Ising-modell kritikus hdmérsékletét
hatdroztuk meg transzfermdtrix technikat alkalmazva. A sor-sor-transzfermatrix ala-
csony és magas hémérsékletii sajatértékeinek osszehasonlitasabol a kritikussdg feltételére
egy olyan kifejezést kaptunk, melyben az egyes rétegeket jellemzé kotési paraméterek
szerepelnek, sorrendtdl fluggetleniil, igy ezen Osszefligés nemcsak aperiodikus sorozatok
esetében, hanem véletlen médon rétegzett rendszerekre is alkalmazhaté. Ezt az eredményt
numerikusan ellenériztiik csillag-hdromszog transzformacion alapulé iteraciés modszerrel

(131}

2. Réteges haromszog- és hatszogracsokon értelmezett Ising-modell feliileti magnese-
zettségét, korreldcids fliggvényét a csillag-hdromszog transzformécién alapulé numerikus
modszerrel vizsgdltuk meg. Margindlis perturbaciot jelenté sorozatok esetén nem uni-
verzalis kritikus viselkedést, az inhomogenitdsi paraméterrel folytonosan véltozé kritikus
exponenseket kaptunk. Ezen rendszerek a kritikus pont kozelében anizotrép skéldzasi
jelenséget mutatnak: a korrelacios hossz kiilonboz6 exponensekkel divergdl a rétegekkel
azonos, illetve rdjuk merdleges irdnyban. Megdllapitottuk, hogy az anizotrépidt jellemz6
z exponens az aperiodikus sorozat két végét jellemzé mdgneses exponensek Osszegeként

&ll eld [131, 132,

3. A diagondlisan rétegzett négyzetracson értelmezett Ising-modell feliileti kritikus
viselkedését egy ekvivalens kvantum Ising-linc feliileti mdgnesezettségével hoztuk kap-

csolatba. A megfeleltetést nagy pontossdggal numerikusan kimutattuk [133].
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4. A hierarchikus sorozatot koveto kotési paraméterekkel rendelkezo réteges, diagondlis
racson értelmezett Ising-modell feliileti magnesezettségét és korreldcids fliggvényét vizsgal-
tuk meg a csillag-haromszog transzformdciora alapulé médszerrel. A kritikus exponensekre
analitikus Osszefiiggéseket irtunk fel, melyeket numerikusan nagy pontossiggal ellenoriz-
tiink. Megallapitottuk, hogy a feliileti kritikus exponensek a csatoldsi paraméterek folytonos
fiiggvényeként adédnak, tovabbd a rendszer a kritikus pont kozelében anizotrép skéldzdsi

viselkedést mutat [134].

5. A haromszogracson értelmezett Ising-modell tetszoleges ferromégneses kitési para-
méter kiosztdsa esetén alkalmazhato csillag-haromszog transzformdciora épiilé maédszert
dolgoztunk ki, mellyel a rendszer feliileti magnesezettsége, illetve feliileti korreldciéi nu-
merikusan tanulmédnyozhatéak. A modszer egy adott paraméter kiosztdas esetén numeriku-

san egzakt eredményt ad [136].

6. Az 5. pontban leirt mddszer szamitégépes adaptdciojat végeztiik el a véletlen
ferromdgneses kotésii kétdimenzids Ising-modell esetén. A fenti higitott kotésii Ising-
modell esetén elséként hataroztuk meg a feliileti mignesezettség kritikus exponenseinek
értékét. Megmutattuk, hogy a feliileti magnesezettség kritikus exponense a higitdssal
gvakorlatilag nem véltozik, értéke a tiszta rendszer exponensével egvezik meg. A kritikus
korreldcids fiiggvény exponense esetén logaritmikus korrekcick feltételezésével igazoltuk,
hogy a rendszer és a tiszta rendszer azonos univerzalitdsi osztdlyba tartoznak. Mig a
feliileti magnesezettség esetén a korreldciok elhanyagolhatoak, a korreldcios fiiggvénynél

mar szamottevd eltérést okoznak[135, 136].

7. A sarok-transzfermatrix technikat alkalmazva nagy pontossdggal meghataroztuk a
kétdimenzids ¢-dllapoti Potts-modell lokdlis magnesezettségének és kotési energidjanak
exponensét. Megmutattuk, hogy a modell sarokmenti kritikus viselkedése teljes 0ssszhang-

ban van a konform térelméleti jéslatokkal [137].

A felsorolt eredményeink utian megemlitiink néhany problémat, melyek szorosan kapcso-
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l6dnak a dolgozat témadjdahoz, illetve melyek numerikus vizsgalatat a csillag-haromszog
transzformaciés médszer dltalanositott valtozataval tervezziik. A dolgozatban eddig térgyalt
rétegesen aperiodikus rendszereken kiviil az dlataldnositott modszerrel egzaktul vizsgdlhato
a valodi kétdimenzios aperiodikus racsok feliileti kritikus viselkedése. Az ilyen ren-
dezetlenség a kétdimenzids kvazikristalyos rendezetlenség kozvetlen dltaldnositdsa. Véges
szélességii, higitott Ising-csikrendszer korreldcids hosszanak meghatdrozdsaval lehetdség
nyilik a kritikus exponensek és konform térelméleti aspektusok vizsgdlatdra. Ezek az
ij kérdések e munkdban leirt problémdk vizsgilata soran meriiltek fel, illetve szorosan

kapcsolodnak az itt megvizsgdlt kérdésekhez.
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Angol nyelvii osszefoglald

Local critical behaviour of inhomogeneous
systems

Phase transitions are perhaps the most common physical phenomena in na-
ture, but their scientific investigation began only in the last century. After the
first years of pioneering research van der Waals [7] achieved the first theoret-
ical result, namely he established the classical mean field theory of liquid-gas
transition. In the first decades of this century the application of the classi-
cal theory was continued, resulting for example the Landau theory of phase
transitions [9,10] or the Ginzburg-Landau theory of superconductivity [11].

During the fourties and fifties such theoretical and experimental results
were appearing, which did not fit in the frame of classical theory, which theory
was very successful to that point. The scaling theory gave the fenomenological
while the renormalization group theory the microscopic explanation of these
controversing results. The renormalization group theory[62] became a general
approach which was used in high energy physics and in many different fields
of physics. Wilson got the Nobel-prize for this theoretical achievement.

The concept of the universality is one of the main result of the modern
physics.  According to the modern theory of phase transitions the critical
exponents are depending on only some basic features of the system such as:

dimension of the system, dimension of the order parameter and the length

ii



of the interaction in the system. Those systems which have the same above
mentioned features are in the same universality class with exactly the same
exponents. Universality classes are well known in the case of homogeneous
systems, but real systems are inhomogeneous, and inhomogenity can also effect
phase transitions. The discovery of quasicrystals [5,6] gave new impulses to the
investigations of the phase transitions in inhomogeneous systems. It was an
open question which properties of quasicrystals govern the critical exponents.

Quasicrystals have controversing features: in short distance they are regu-
lar, on long distance they are disordered. This controversing property makes
the quasicrystals interesting, while the investigation of quasicrystals offers a
good opportunity to understand the effect of order-disoder on the phase tran-
sitions and critical exponents.

Weak randomness can also effect phase transitions. The perturbative Har-
ris criterion[13] is able to perdict the relevance or irrelevance of randomness on
continous phase transition of the system. The sign of the pure system specific
heat exponent « decides about the relevance-irrelevance of the randomness.
The two-dimensional Ising model plays a special role among the random sys-
tems: it is a marginal case of Harris criterion, here one need detailed analysis
to explore the critical properties.

In this work we consider the critical behaviour of different kind of two-
dimensional systems, starting from the investigation of surface phase transi-
tions of the layered two-dimensional aperiodical Ising models through the in-
vestigation of surface critical behaviour of two-dimensional random-bond Ising
model, to the corner critical behaviour of two-dimensional Potts models.

We use analytical and numerical statistical physical methods parallely

where it is possible. Also in the numerical calculations analytical consider-
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ations are involved, and we compare our numerical results to analytical results
when it is possible. When not we compare our numerical results to results of
other numerical methods.

Next we summarize in 7 points our main results:

1. Using transfer matrix methods we determined analytically the critical
temperature of two-dimensional Ising models on layered triangular and hexag-
onal lattices. Our results are in a simple form for general distribution of the
couplings and randomly layered systems. For several distributions of coupling

we have checked numerically our result [131].

2. We investigated the surface critical behaviour of layered triangular
and hexagonal lattice Ising models by an iterative method based on the star-
triangle (ST) transformation. In the case of aperiodic sequences, which are
marginal according to the modified Harris criterion, we found nonuniversal
critical properties with continously varying critical exponents. These systems
are found to obey anisotropic scaling, i.e. the correlation lengths parallel with
and perpendicular to the layers diverge with different critical exponents. The
value of the corresponding anisotropy exponent is connected with the surface

magnetization exponents of the systems [132,133].

3. Using the ST iterative technique we observed exact connection between
the surface critical behaviour of classical Ising models on the square lattice on
the (1,1) surface and the surface critical behaviour of a related quantum Ising
chain. For several distributions of the couplings we showed this connection

numerically with high accuracy [133].

4. We investigated the hierarchically layered classical Ising model on the

surface of diagonal square lattice. We used the ST technique to determine the
g { 1



surface correlations and the surface magnetizations. We conjectured analytical
expressions for the critical exponents, which have been later proved analyti-
cally. We found that the critical exponent are continously changing with the

coupling constant [134].

5. We have generalized the iterative ST method for general, non-layered
distributions of the coupling constans. With this method one can calculate
the surface magnetization and surface correlations of the corresponding two-

dimensional Ising models [136].

6. We adapted the generalized ST method described in 5. for the random-
bond Ising model. We showed that the surface magnetisation is robust against
dilution. The other exponents show effective variations, which are expalined

by the assumption of strong logarithmic corrections [135,136].

7. Using the corner transfer matrix method we determined with great
numerical accuracy the corner exponents of g-state Potts model for different
opening angles. Our numerical result are in perfect aggreement with predic-
tions of conformal field theory in isotropic and also in anisotropic systems

3%

Finally we would like to mention some open problems which are closely
connected to the results and methods of this work and which are under con-
sideration. With our generalized ST method we can study two-dimensional
aperiodic Ising system which are the generalization of the quasicrystals. This
method is also suitable for studying the correlation length of the random-bond
Ising modell in the finite strip geometry and in this way to check the conformal

concept for random systems.
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