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I. Bevezetés

A Fourier-sorok, vagy altalanosabban a trigonometrikus sorok elmélete a matemati-
kai analizis egyik kozponti része volt hosszu ideig, de még napjainkban is lényeges sze-
repet jatszik a matematika fejlddésében. A matematika szémos alapvetd fogalma éppen
a Fourier-sorok elméletében keletkezett vagy csiszolédott a napjainkban is hasznilatos
formdra. Példaképpen emlitjik, hogy a fiiggvény ma is elfogadott fogalmaval Dirichlet-
nek a Fourier-sorok konvergencidjaval foglalkozd hires dolgozatdban taldlkozunk. Vagy a
Riemann-integral szigoru definicidja Riemann "Habilitationsschrift”-jében jelenik meg els-
sz0r, amely trigonometrikus sorok vizsgalatéval foglalkozik. Vagy a modern halmazelmélet
Cantornak azon prébdlkozéasaibdl keletkezett, hogy a trigonometrikus sorok egyértelmi-
ségi halmazait jellemezze. De a XX. szazadban is t6bb nagy horderejii elmélet szilletett a
Fourier-sorok vizsgilata sordn. Hadd utaljunk a Lebesgue-integral elméletének kifejlédé-
sére szoros kapcsolatban a Fourier-sorok tanulmanyozasaval, vagy még \jabban az altala-
nositott fliggvények (in. disztribicick) elméletének a Fourier-integralok vizsgélataval valé
mély kolcsonhatasra.

Jelenleg tanui vagyunk annak, hogy az jabban bevezetett fliggvényterek, mint pél-
déul a valés H'! Hardy-tér, vagy a BMC-tér szintén j6 alapot szolgaltatnak a Fourier-sorok
vizsgdlatdban. Példdul, Méricz Ferenc témavezetém 1995-ben bizonyitotta, hogy a maxi-
mél Fejér-operator korlatosan képezi le a valés H-teret a jélismert Lebesgue-féle L'-térbe
(1sd. [14]), majd ebbél kiindulva, djabb Hardy-féle tereket vezetett be a kétdimenzids té-
ruszon és tovabbi Fejér-féle operatorok korldtossdgat bizonyitotta ezen tereken (Isd. [13]).

Ezekhez a vizsgdlatokhoz csatlakoztam, amikor a maximadl Riemann-operator korla-
tossdgat bizonyitottam a valés H!-térbdl az L*-térbe (Isd. [1]). Bar a Riemann-féle szum-
malhatésdgot eredetileg trigonometrikus sorok egyértelmiiségi halmazainak és lokalizacids
probléméjanak vizsgilatara vezették be, nekem sikerilt a Riemann-féle kdzepek jé kon-
vergencia tulajdonsdgait bizonyitanom. Alapvetden ez azon mulik, hogy a Riemann-féle
magfiggvény a Fejér-féle magfiiggvényhez hasonlit, és nem a Dirichlet-féle magfiiggvény-
hez. A maximal Riemann-operator kétdimenzids téruszra valé kiterjesztésében is sikeriilt
eredményt elérnem (lsd. [5]). Ezen eredményeimet az értekezés elsé két fejezetében fogla-

lom dssze.



Az értekezés harmadik és negyedik fejezetében pedig azon eredményeimet ismerte-
tem, amelyeket a Fourier-transzformalt nagysagrendjének vizsgalatdban értem el. Ezen
vizsgélatokra azon jabb eredmények inspiraltak, amelyeket a Fourier-egylitthaték nagy-
sagrendjének vizsgalataban J.B. Reade (Isd. [17]), Yu.E. Kuprikov (Isd. [12]), tovabbd
Moricz Ferenc témavezetém Németh Zoltdnnal kdzosen ért el a 80-as évek kozepétdl kezdve
(Isd. [15]). Roviden osszefoglalva, a Riemann-Lebesgue lemma szerint integralhatd fligg-
vény f(t) Fourier-transzformaltja 0-hoz tart, ha || — co. Az jolismert, hogy ez a 0-hoz
tartas tetszolegesen lasst lehet. Ha viszont az f Fourier-transzforméaltnak eldbb képezziik
a (C,a > 0)-kozepét, akkor a fenti 0-hoz tartas sebességét lényegesen megjavithatjuk. Pél-
déul, ha f € L' N L*(R) és 0 < & < 1/2, akkor még a |t|*f(t) szorzat (C,1/2) kézepe is
0-hoz tart, ha |t| — oo (Isd. [4]). Vagy ha f € L', 0 < a < 1 és z = 0 Lebesgue-pontja
f-nek, akkor még a tf(t) szorzat (C,a)-kozepe is 0-hoz tart. Ezen és tovabbi hasonlé
eredményeket bizonyitok a harmadik fejezetben az egydimenzids esetben, mig a negyedik

fejezetben a kétdimenzids esetben.

Koszonetnyilvanitas

E helyen szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Dr. Moricz Ferenc pro-
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fesszornak 0szténz6 és odaadé segitségnyijtasaért, amely nélkiil ez a munka és tudomanyos

dolgozataim sem késziilhettek volna el.



II. Alapvetd fogalmak

(a) Legyen f periodikus, Lebesgue-integrilhaté fiiggvény a T := [—m,7) téruszon,
jelolésben : f € L'(T). Ekkor az f fiiggvény Fourier-sora
1 oo
(1) 300+ Z(ak cos kz + by sin kz)
k=1

alakd, ahol

x

1 [~ 1
ak = — f(t)cosktdt, bg:=— f(t)sinktdt, keN.
- "

L
Emlékeztetiink az f fiiggvény, az f € L(T) konjugdlt fiiggvényének a definiciéjara:
flz) = (P.V.)% Flz — t)cot(t/2) dt
1. T
=— é;r—lexgx/e [Flz +t) = f(z —1)] cot(t/2)dt.

J4l ismert, hogy az f(z) figgvény létezik majdnem minden z € T-re, de altaldban f ¢
LY(T).
Ebbé] adédéan definidljuk a periodikus H(T) valés Hardy-teret:

HNT):={f e IN(T): fe L{(T)},

amelyet az
A a = Ao + 1Al

normaéval latunk el, ahol .
e o= 52 [ 1ol

Az is j6l ismert, hogy ha f € H!(T), akkor az fFourier-sora a

o

(2) Z(ak sinkz — by cos kz)
k=1

alakban allithaté el6, amit (1) konjugalt sordnak neveziink.
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(b) Adott f € LY(T?) fiiggvény esetén jeldljik f(19)-val azt a fiiggvényt, amelyet
f-bol az elsé valtozéban torténd konjugaldssal kapunk:

fA)z,y) = (P.V) % /_:f(:z — u,y)cot(u/2)du.
Ennek alapjin definidlhatjuk a
HUO(TY) = {f € L(TY): OO € L(TY)
n. vegyes H(!9(T?) Hardy-teret, amelyet a

I o == I er + NFSO e

normaval latunk el, ahol

1 [t
e o= gz [ [ Wl dud.

A masik vegyes H®V(T?) Hardy-tér a H19(T?)-nek a szimmetrikus megfeleldje:
H(O,l)(T2) = {f € Ll(T2) . f'(O,l) € LI(T2)},

amelyet a
Il o = IfNee + 1A,

normaval latunk el, ahol
£(0,1) — 1 "
O z,y) = (P.V.)27r f(z,y —v)cot(v/2)dv

az f figgvény masodik valtozd szerinti konjugaltja.

A kettos konjugalt fiiggvényt az alabbi mddon definialjak:
N 1 us us
fAN (2 y) = (P.V)m/ J(z —u,y — v)cot(u/2) cot(v/2)dudv.

Jol ismert, hogy ha f € HO n HON(T?), akkor fU1)(z,y) létezik m.m. (z,y) € T2
esetén, de f('')) ¢ L1(T?) altalaban. Ennek alapjén definialhatjuk a

H(l,l)(TZ) = {f € LI(TZ) . i(l'o),f(o'l),f(l'l) € LI(TZ)}
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un. (szorzat) Hardy-teret, amelyet a

I scsas == Nflee +0FS e+ 1FOD s + 17D

normaval latunk el.

(c) Legyen f fiiggvény Lebesgue-integrdlhaté az R := (—oo0,00) valés tengelyen, jels-
lésben: f € L}(R). Ekkor az f fliggvény f (komplex) Fourier-transzformaltjat a kévetke-
z6képpen definidljuk

5 1 [ .
3 1) = — e~ dz, teR.
) o= [ i@
Konayen lathaté, hogy f € C(R), és a Riemann-Lebesgue lemma alapjan
ft)>0, ha [t| — oo.

Ez a konvergencia tetszdlegesen lassi lehet. Azaz barmely olyan Ry := [0, 00)-on definisle

¢ figgvényhez, amelyre teljesiil, hogy

#(t) - o0, ha t— oo,
létezik olyan f € L}(R) fiiggvény, hogy

lim sup ¢(2) f(t) = oo.
t—o0
Ha f € L'(R) péros, azaz

f(=2)=f(z), =z€R,

akkor kénnyen lathatd, hogy a (3) formula a kivetkezd egyszeriibb

fty = felt) = \/g/ow f(z)costz dz

(Fourier) koszinusz-transzformalt alakban irhaté.

Ha f € L'(R) pératlan, azaz

f(-z)=-f(z), =zER,
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akkor a (3) formuldbél az

f(t) = —ifu(t), ahol fi(t):= \/— / f(z)sintzdz

lényegében (Fourier) szinusz-transzformalt lesz.
Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor a (3) definicié nem alkalmazhaté. Ekkor az
f figgvény f Fourier-transzformdltjét ugy definidljuk, mint az alabbi véges intervallumon
kapott integral L7(R)-normaban vett hatarértékét:
z3
\/ﬁ . f(z)e™™*dz, ha z;,2; =
ahol ¢ jeldli p konjugdltjit, azaz

11
—4-=1
P a

Ekkor f € LY(R), azonban f(t)-t egy nullamértéki halmaz kivételével definidltuk az egész

R-en.

(d) Legyen f kétvaltozés fiiggvény Lebesgue-integralhatd az R? := (~o0,00) x
(=00, 00) sikon, jeldlésben: f € L'(R?). Ekkor az f € L'(R?) fiiggvény f (komplex)

kettds Fourier-transzformadltjit az alabbi médon definidljuk
R 1 o oo )
@ fan= g [ fameteidd,  uver
T J=ooJ~00
Konnyen lathaté, hogy f € C(R?) és a Riemann-Lebesgue lemma alapjan
f(u,v) >0, ha  |u|+ |v] = .

Az egyvaltozds esethez hasonléan a fenti konvergencia tetszolegesen lassi lehet.

Ha f € L'(R?) paros mindkét viltozdjiban, azaz
(I y) f(— !y) ( )=f(_z,-y)1 I,UER,
akkor kdnnyen lathaté, hogy a (4) formula a kdvetkezd egyszeriibb
. . 9 [ [
flu,v) = fee(u,v) := -7;/ / f(z,y) cosuz cosvy dz dy
o Jo
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kettds koszinusz-transzformalt alakban irhaté.

Ha f € L}(R?) pératlan mindkét valtozéjiban, azaz
f(I)y)=_f(_zry)=—f(z1—y)=f(-zr_y)v I,yGR»
akkor a (4) formulabél az
N R 9 fo oo
flu,v) = = f,5(u,v) = —;/ / f(z,y)sin uzsinvy dz dy
o Jo

lényegében kettSs szinusz-transzformadlt lesz.
He f € L'(R?) fiiggvény paros z-ben és paratlan y-ban, akkor a (4) formula a kévetkezd
egyszeribb

flu,v) = =ifes(u,v) := —i% /:0 /0°° f(z,y)cos uz sinvy dz dy

lényegében koszinusz-szinusz-transzformalt alakban irhaté.

Ha f € L'(R?) fiiggvény pératlan z-ben és paros y-ban, akkor a (4) formuldbél az

f(u,v) = —if,c(u,v) = —i%/(; /0 f(z,y)sinuz cos vy dz dy

lényegében szinusz-koszinusz-transzformalt lesz.
Ha f € LP(R?) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor a (4) definicié nem alkalmazha-
t6. Ekkor az f flggvény f Fourier-transzformaltjét \igy definidljuk, mint az alabbi véges

intervallumon kapott integrdl LY(R?)-norméban vett hatarértékét
1 I3 y2 .
— flz,y)e~ 4=+v) gz gy ha Z1,T2,¥1,Y2 — OO
2w J_g, -n

ahol g jeldli p konjugdltjat, azaz 1/p+ 1/¢g = 1. Ekkor f € L9(R?), azonban flu,v)t egy

nullamértéki halmaz kivételével definidltuk R2-en.
(¢) Legyen f € L}, .(R}) és a > 0 valés szam. Ekkor az alabbi jelélést alkalmazzuk

(C.e) - Jim fit) = ¢

A—oo A

(5) lim 3/0A(1—§)°—1f(t)d:=e.
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Ha a fenti hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy f(t)-nek a-rendbeli Cesaro érte-
lemben vagy réviden (C, @) értelemben £ a (véges) hatdrértéke t — oo esetén. Az a =1

specialis esetben (5) a kovetkezé alakot olti
1
fm 5 [ ra=e,

s ez analdg az alabbi véges hatérérték létezésével

Y
n—oon

amely {ax : k = 1,2,...} numerikus sorozat (C, 1) osszegezésének definiciéjaban eléfordulé

elsG szamtani kdzepet jelenti.

(f) Legyen f € LL.(R4?) és o, > 0 valés szamok. Ekkor a kévetkezd jelélést
alkalmazzuk

(Cia,B) - u}{x_t_lw flu,v) =2

w020

Jm _-/ / (S (1——)ﬂ_lf(u,v)dudv=l.

Ha a fenti hatdrérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy f(u,v)-nek (a, 8)-rendbeli Cesaro
értelemben vagy roviden (C;a,B) értelemben € a (véges) hatdrértéke u + v — oo esetén,
ahol u,v > 0.

Tovébbi segitséget nydjthatnak az olvasénak a kovetkezd irodalmak [6-11], {16] és
(18-21].



IIL. Uj eredmények

1. Adott (1) trigonometrikus sor esetén, ahol most csupan annyit tesziink fel, hogy
ag, by -0, ha k— oo,

tekintjuk az

1, <=akrcosks +bysinkz
F(x) = Zaoz - z e
k=1
fiiggvényt, amelyet az (1) sor kétszeri, formalis integraldsaval kaptunk.” Az F(z) folytonos
fiiggvény, hiszen a fenti formula jobboldaldn levé sor abszolut és egyenletesen konvergens.

Az is konnyen lathatd, hogy

Sh(z) i = F(z+2h)+ F;(:z— 2h) - 2F(z)

1 & sinkh\?
=§ao+kz=‘(agcoskx+bksmkz)( h ) .

(6)

Akkor mondjuk, hogy az (1) sor Riemann szerint egy véges s szimhoz Ssszegezhetd, ha
Sa(z) = s, ha hA—0.

A tovébbiakban tegyik fel, hogy az (1) sor valamely f € L'(T) fiiggvény Fourier-sora.
Ekkor a (6) formuldban szereplé Riemann-kézepet Sy(f;z)-szel jeloljik, mig a maximal

Riemann-operatort az alabbiak szerint definialjuk:
Su(fiz) = sup|Sa(fiz)l.
) A>0

Egyik {6 eredményiink az, hogy az S.(f) operator H!(T)-bél L!(T)-be korldtos médon
képez le, vagy mis szavakkal: az S.(f) operator (H', L!)-tipusi (lasd [1]).

1.1. TETEL. Megadhaté olyan C dllandd, hogy minden f € H}(T) figgvényre

IS.(Hlier < Cliflla-
9



A (2) konjugélt sor felhasznaldsaval (6)-hoz hasonléan definidljuk a konjugalt Rie-

mann-kozepeket:

- = sinkh?
Sh(z) := kEﬂ(uumkz—b;,coskz)( A ) ,

és vezetjiik be a konjugalt maximal Riemann-operatort:
Su(fi2) = supI8i(f;2)),
A>0

feltéve, hogy (1) valamely f € H'(T) figgvénynek a Fourier-sora; kdvetkezésképpen (2)
az f fiiggvénynek a Fourier-sora.

Az 1.1. Tételbél azonnal adddik, hogy §.(f) is (H', L') tipusa.
1.1. KOVETKEZMENY. Ha f € HY(T), akkor

IS«(Hllzr < 2C(flla,

ugyanazon C dllanddval, mint 1.1. Tétel esetében.

2. Legyen f € L}(T?), ekkor az f(z,y) figgvény kettés Fourier-sora

0o oo

(7 Z f(m,n)e“"‘"""”’

alaky, ahol
. O .
= — —i{mu+nv) .
f(m,n): ycy /_,r _ﬂf(u,v)e du dv

A fenti sor kettds Riemann-kozepeit az egyvéltozds esethez hasonléan az alabbi médon

adjuk meg;:

Shalfiz,y) = i i f(m,n)ei(mz+ny)(?ix.‘.m_h)z(Sinnk)'l,

mh nk
m=—0o0 n=-00

tovabba kétviltozds fuggvények korében az

So(fizyy) = sup |Sua(fiz,y)l
hk>0
maximal Riemann-operator viselkedését vizsgaljuk.
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Méricz Ferenccel koz0s cikkiinkben lattuk be a kovetkezdket (lasd [5]).
2.1. TETEL. Létezik olyan C dllandd, hogy minden f € HAO(T?) figguényre

NSe(Fllgyenge—rt := sup M(z,v) € T : Su(fiz,y) > A € Cllfllwoor-

A 2.1. Tétel szimmetrikus parja a kovetkezd.
2.2. TETEL. Ha f € HO(T?), gkkor

1S+(Hllgyenge~rr < Clifllons

ugyanazon C dllanddval, mint a 2.1. Tétel esetében.
Alkalmazva a jol ismert siirliségi bizonyitdst, amely Marcinkiewicznek és Zygmundnak
koszonhetd (lasd (21, 2. rész, 309. o.]) adddik az aldbbi pontonkénti konvergenciira

vonatkozd eredmény.
2.1. KOVETKEZMENY. Ha f € H1O y HOD(T?), akkor
Jim Swx(fiz,y) = f(z,y) mm.

Jél ismert, hogy ha f € H9(T?), akkor f(19 kettds Fourier-sora a

(8) i i (~isignm) f(m, n)ei(m=+n¥)

m=—00 N=—00

alakban all el6, amit (7) els6 véltozd szerinti konjugdlt soranak neveziink. Ha f €
HOD(T?), akkor f(®) kettds Fourier-sora a

©) Z Z (—iSigﬂn)f(m, n)ei(ml+ny)

alakban &ll el6, amit (7) masodik valtozo szerinti konjugdlt soranak neveziink. Végil, ha
f e HOD(T?), akkor (1) kettds Fourier-sora a

o] oo

(10) Z Z (—isignm)(—isignn)f(m'n)ei(mz+,.y)

m==-00 n=-00

11



alakban 4ll el8, amit (7) mindkét vdltozé szerinti konjugalt sordnak neveziink.
Jeloljik

5M0(fzy), SeP(iny), 8P (ey)

-gyel a (8), (9) és (10) konjugdlt sorok Riemann-kézepeit. A megfeleld konjugalt maximdl
Riemann-operétort az eddigiekhez analég médon definidljuk, pl.

§fiz,9) = sup |50 (fiz )l
hk>0

2.2. KOVETKEZMENY. Ha f € HO(T?), akkor

1S F)llggenge-r1 < 2C| fllegcron;

ha f € HOD(T?), akkor

1522 (layenge-r < 20Nl

és ha f e HOD(T?), akkor

1SS Mgyenge-rr < 2CHfll -

2.3. KOVETKEZMENY. Ha f € HO9)(T?), akkor
phim S S0 fiz,9) = FANz,y) mm;
ha f € HOV(T?), akkor
Jim SU0(fi2,9) = O y) mom

és ha f € HD(T?Y, akkor

(L fan
hhkmos"‘ (fiz,y) = (z,y) m.m.

3. Dang Vu Gianggal és Moricz Ferenccel irt koz6s cikkiinkben, az aldbbi tételeket
lattuk be (Isd. [4]).



3.1. TETEL. (i) Ha f € L' N LP(R) valamely 1 < p < 2 esetén és a € (0,1/q), ahol
1/p+1/q =1, akkor

(C.1/q)= Jim_|t°f() =0.
(ii) Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2 esetén és a € (1/q,00), akkor
(Cra)~ lim |9 f(t) =0.
[t]—o0
Specidlisan, az a = 1 eset adja a kovetkezd eredményt.

3.1. KOVETKEZMENY. Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

1

A
im = (p-1)/p § =
Jm 3 /0 |e¢P=1/2 f(2) dt = 0.

Emlékeztetink arra, hogy az z € R pontot az f € L} (R) fiiggvény Lebesgue-
pontjanak hivjuk, ha

jim | Iz +0) - f@ldt =0,
3.2. TETEL. (i) Ha f € L' N L*™(R) és a € (0,1), akkor
(C1)~ lim |7 f(t) =0.
(i) Ha f € L'(R) és z = 0 az f figguény Lebesgue-pontja és o € (1,0c), akkor
(C,a) - I‘xliinw tf(t)=0.

Végiil, egy Tauberian-tipusi érvelést alkalmazva a Fourier-transzformalt nagysagrend-
jére, a szokdsos értelemben kapunk egy becslést, feltéve, hogy a monotonitasi feltétel tel-

jestl.

3.2. KOVETKEZMENY. Tegyuk fel, hogy f pdros (vagy pdratlan) és f(t) koszinusz
(vagy szinusz)-transzformdlija nemnovekvd t > to(> 0) esetén.

(1) Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor
Jlim /9 f(t) = 0.
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(ii) Ha f € L'(R) és z = 0 az f fiiggvény Lebesgue-pontja, akkor
Jim ¢f(t) =0,
mindkét esetben a szokdsos értelemben.

4. A kovetkezd tételek a Fourier-transzformaltak kettds Fourier-transzformaltakra

vonatkozd kiterjesztései, amelyeket a [2] és [3] cikkekben bizonyitottunk be.

4.1. TETEL. (i) Ha f € L' 0 LP(R?) valamely 1 < p < 2-re és a, B € (0,1/q), ahol
1/p+1/9 =1, akkor

a8 F -
(Ci1fg,1/q) = Hm Jul*|ol" f(u,v) =0.
(ii) Ha f € LP(R?) valamely 1 <p < 2-re és a,B € (1/q,00), akkor
(CieB) = lim luv]' /9 f(u,v) = 0.

Specialisan, az @ = § = 1 eset adja a kovetkez6 eredményt.

4.1. KOVETKEZMENY. Ha f € LP(R?) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor
(p-1)/p ¢
uv u,v)dudv = 0.
lAI+|u|—oo I / / fuvl fu,v)

4.2. TETEL. Ha f € L' N L°(R?),
/ Pewld [ if@ld € L),
lyl>1 lz|21
és a, B € (0,1), akkor
(Ci11) = Bim il fu,0) =0.

Emlékeztetiink arra, hogy az (z,y) = (0,0) pontot akkor hivjuk f € L\ _(R?) fiiggvény

er6s Lebesgue-pontjdnak, ha a kovetkezd harom feltétel teljesiil

) 1 h pk
Jim o [ [ @) - s0.0dzay o,
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1 h oo
lim © / / _If(zy) - fO.9)ldzdy =0,
és

oo k
lim 2 / ) / \f(z,) ~ f(z,0)| dz dy = 0.

4.3. TETEL. Legyen f € L'(R?). Tegyik fel, hogy az f(z,y) figguény pdratlan legaldbb
az egyik vdltozdjdban, tovdbbdd (z,y) = (0,0) pont az f figguény erés Lebesgue-pontja, és
a,f € (1,00), akkor '

(Cia,B)— lm  uvf(u,v)=0.

lul+]v|—oo
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