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I. Bevezetés

A Fourier-sorok, vagy általánosabban a trigonometrikus sorok elmélete a matemati

kai analízis egyik központi része volt hosszú ideig, de még napjainkban is lényeges sze

repet játszik a matematika fejlődésében. A matematika számos alapvető fogalma éppen 
a Fourier-sorok elméletében keletkezett vagy csiszolódott a napjainkban is használatos 
formára. Példaképpen említjük, hogy a függvény ma is elfogadott fogalmával Dirichlet- 
nek a Fourier-sorok konvergenciájával foglalkozó híres dolgozatában találkozunk. Vagy a 
Riemann-integrál szigorú definíciója Riemann ”Habilitationsschrift”-jében jelenik meg elő

ször, amely trigonometrikus sorok vizsgálatával foglalkozik. Vagy a modern halmazelmélet 
Cantornak azon próbálkozásaiból keletkezett, hogy a trigonometrikus sorok egyértelmü- 
ségi halmazait jellemezze. De a XX. században is több nagy horderejű elmélet született a 
Fourier-sorok vizsgálata során. Hadd utaljunk a Lebesgue-integrál elméletének kifejlődé

sére szoros kapcsolatban a Fourier-sorok tanulmányozásával, vagy még újabban az általá

nosított függvények (ún. disztribúciók) elméletének a Fourier-integrálok vizsgálatával való 
mély kölcsönhatásra.

Jelenleg tanúi vagyunk annak, hogy az újabban bevezetett függvényterek, mint pél

dául a valós Я1 Hardy-tér, vagy a BMO-tér szintén jó alapot szolgáltatnak a Fourier-sorok 
vizsgálatában. Például, Móricz Ferenc témavezetőm 1995-ben bizonyította, hogy a maxi

mál Fejér-operátor korlátosán képezi le a valós Я1-teret a jólismert Lebesgue-féle L1-térbe 
(lsd. [14]), majd ebből kiindulva, újabb Hardy-féle tereket vezetett be a kétdimenziós tó- 
ruszon és további Fejér-féle operátorok korlátosságát bizonyította ezen tereken (lsd. [13]).

Ezekhez a vizsgálatokhoz csatlakoztam, amikor a maximál Riemann-operátor korlá

tosságát bizonyítottam a valós Я’-térből az L1-térbe (lsd. [1]). Bár a Riemann-féle szum- 
málhatóságot eredetileg trigonometrikus sorok egyértelmüségi halmazainak és lokalizációs 
problémájának vizsgálatára vezették be, nekem sikerült a Riemann-féle közepek jó kon

vergencia tulajdonságait bizonyítanom. Alapvetően ez azon múlik, hogy a Riemann-féle 
magfüggvény a Fejér-féle magfüggvényhez hasonlít, és nem a Dirichlet-féle magfüggvény

hez. A maximál Riemann-operátor kétdimenziós tóruszra való kiterjesztésében is sikerült 
eredményt elérnem (lsd. [5]). Ezen eredményeimet az értekezés első két fejezetében fogla

lom össze.
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Az értekezés harmadik és negyedik fejezetében pedig azon eredményeimet ismerte

tem, amelyeket a Fourier-transzformált nagyságrendjének vizsgálatában értem el. Ezen 
vizsgálatokra azon újabb eredmények inspiráltak, amelyeket a Fourier-együtthatók nagy

ságrendjének vizsgálatában J.B. Reade (lsd. [17]), Yu.E. Kuprikov (lsd. [12]), továbbá 
Móricz Ferenc témavezetőm Németh Zoltánnal közösen ért el a 80-as évek közepétől kezdve 
(lsd. [15]). Röviden összefoglalva, a Riemann-Lebesgue lemma szerint integrálható függ

vény f(t) Fourier-transzformáltja 0-hoz tart, ha |t| -+ oo. Az jólismert, hogy ez a 0-hoz 
tartás tetszőlegesen lassú lehet. Ha viszont az / Fourier-transzformáltnak előbb képezzük 
a (C, a > 0)-közepét, akkor a fenti 0-hoz tartás sebességét lényegesen megjavíthatjuk. Pél

dául, ha/eí'O L2(R) és 0 < a < 1/2, akkor még a |í|“/(f) szorzat (C, 1/2) közepe is 
0-hoz tart, ha |<| —► oo (lsd. [4]). Vagy ha/<=L',0<a<lésx = 0 Lebesgue-pontja 
/-nek, akkor még a </(í) szorzat (C, a)-közepe is 0-hoz tart. Ezen és további hasonló 
eredményeket bizonyítok a harmadik fejezetben az egydimenziós esetben, míg a negyedik 
fejezetben a kétdimenziós esetben.

Nyilatkozat

Alulírott, Dr. Móricz Ferenc egyetemi tanár nyilatkozom arról, hogy a “The maximal 
Riemann operator for functions in Hardy spaces on the two-dimensional torus” című cikk 
Bagota Mónikával közös munkánk, melyben ajelölt saját munkája hozzávetőlegesen 50 %.

Továbbá nyilatkozom arról is, hogy az “On the order of magnitude of Fourier trans

forms” című cikk Bagota Mónikával és Dang Vu Gianggal közös munkánk, melyben a jelölt 
saját munkája hozzávetőlegesen 33 %.

Szeged, 1997. június 10.

Dr. Móricz Ferenc 
egyetemi tanár

Köszönetnyilvánítás

E helyen szeretnék köszönetét mondani témavezetőmnek, Dr. Móricz Ferenc pro

fesszornak ösztönző és odaadó segítségnyújtásáért, amely nélkül ez a munka és tudományos 
dolgozataim sem készülhettek volna el. Nyilatkozat

Alulírott, Dr. Móricz Ferenc egyetemi tanár nyilatkozom arról, hogy a “The maximal 
Riemann operator for functions in Hardy spaces on the two-dimensional torus” és az “On 
the order of magnitude of Fourier transforms” című cikkeket sem eddig, sem ezután 
használom fel doktori fokozat megszerzésére.

nem

Szeged, 1997. június 10.

/^r;c

Dr. Móricz Ferenc 
egyetemi tanár2



II. Alapvető fogalmak

(a) Legyen / periodikus, Lebesgue-integrálható függvény a T := [—7r, тг) tóruszon, 
jelölésben : / 6 L'(T). Ekkor az / függvény Fourier-sora

1 00 
-a° + cos kx + 6* sin kx)(1)

k= 1

alakú, ahol

1 [* 1 r*
a* := - / f(t) cos ktdt, bt — / f(t)smktdt, к & N.

* j-ж * J-K

Emlékeztetünk az / függvény, az f £ £'(Т) konjugált függvényének a definíciójára:

/(x) '■= (P-V.)-^ J /(* - 0 cot(t/2) dt

~ hm í \f(x + t) — fix — t)] cot(i/2)dí. 
2ít =10 Je

1

Jól ismert, hogy az f(x) függvény létezik majdnem minden x £ T-re, de általában / £

L'( T).
Ebből adódóan definiáljuk a periodikus Я1 (T) valós Hardy-teret:

я1(T) := {/ 6 L1(T) : / £ Ll(T)},

amelyet az

11/11«. ll/IU* + ll/lU1
normával látunk el, ahol

ll/IU-

Az is jól ismert, hogy ha / 6 Я'(Т), akkor az / Fourier-sora a

OO

^(a* sin kx - bt cos kx)(2)
*=1

alakban állítható elő, amit (1) konjugált sorának nevezünk.
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(b) Adott / £ £'(Т2) függvény esetén jelöljük /^1,0^-val azt a függvényt, amelyet 
/-bői az első változóban történő konjugálással kapunk:

[15] F. Móricz and Z. Németh, On the order of magnitude of Fourier coefficients with 
respect to uniformly bounded orthonormal systems, Analysis Math., 22(1996), 187- 
198.

[16] F. Móricz, F. Schipp and W.R. Wade, Cesaro summability of double Walsh-Fourier 
series, Trans. Amer. Math. Soc. 329, 131-140 (1992).

[17] J.B. Reade, On the order of magnitude of Fourier coefficients, SIAM J. Math. Anal. 
17(1986), 469-476.

[18] F. Schipp, W. R. Wade, and P. Simon, Walsh Series an Introduction to Dyadic Har

monic Analysis, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1990.

[19] E.M. Stein, Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions, Princeton 
Univ. Press, N.J., 1970.

[20] E.C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, Clarendon Press, 
Oxford, 1937.

[21] A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge Univ. Press, 1959.

/(1,0)(z.y) := (P-v ) ^ J f{x -u,y)cot(u/2)du.

Ennek alapján definiálhatjuk a

Я(1’0)(Т2) := {/ 6 L^T1): /(1'°> £ L*(T2)}

ún. vegyes Я*1,0*(Т2) Hardy-teret, amelyet a

||/Ия(..°> := ll/IU* + ll/C,-D)IU*
inormával látunk el, ahol

/ / \f(u,v)\dudv.
J —1Г J — 1Г

1
ll/IU- :=

A másik vegyes Я^0,1\Тг) Hardy-tér а Я^1,0^(Т2)-пек a szimmetrikus megfelelője:

Я«М>(т2) := {/ £ L'(T2) : € ^‘(T2)},

amelyet a

ll/ll*..., :=ll/lk‘+ll/(0'1)ll t1!

normával látunk el, ahol

/(0'1)(*,у) :=(P.V.)^ J f(x,y -v)cot(v/2)dv

az / függvény második változó szerinti konjugáltja.

A kettős konjugált függvényt az alábbi módon definiálják:

f(x — u,y - u)cot(u/2)cot(u/2)dudv.

Jól ismert, hogy ha / £ Я^’°* П Я*0,1*(Т2), akkor Р1,1\х,у) létezik 
esetén, de /t1'1' <f_ Ь!(Т2) általában. Ennek alapján definiálhatjuk

(x,y) £ T2m.m.

a

Я(М,(Т2) ;= {/ e ^‘(T2) : /(1,°),/'O'1),/(I,1) £ L'(T2)}
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ún. (szorzat) Hardy-teret, amelyet aIrodalomjegyzék

ll/Ижм, := ll/IU. + ||/<1'°>|U. + ||/(0'1>|U. +
[1] M. Bagota, The maximal Riemann operator is bounded from Я‘(Т) into Ll{T), Acta 

Sei. Math. (Szeged), 62(1996), 557-564.

[2] M. Bagota, On the order of magnitude of double Fourier transforms, Approximation 
Theory and Function Series, Proc. Conf. Budapest, Hungary, 1995 Bolyai Society, 
Math. Studies 5, 163-174.

[3] M. Bagota, On the order of magnitude of double Fourier transforms II., Analysis 
Math, (submitted)

[4] M. Bagota, D.V. Giang and F. Móricz, On the order of magnitude of Fourier trans

forms, Acta. Math. Hungar., 75(1997), 203-219.

[5] M. Bagota and F. Móricz, The maximal Riemann operator for functions in Hardy 
spaces on the two-dimensional torus, Acta Sei. Math. (Szeged), 64(1998),

[6] C. Bennett and R. Sharpley, Interpolation of Operators, Academic Press, Inc., New 
York, 1988.

[7] R.R. Coifman and G. Weiss, Extension of Hardy зрасез and their use in analysis, Bull. 
Amer. Math. Soc. 83, 569-645 (1977).

[8] R. Fefferman, Some recent developments in Fourier analysis and Hr theory on product 
domains, II., Function Spaces and Applications, Proc. Conf. Lund, 1986, Lecture 
Notes in Math. 1302, Springer, Berlin, 1988; 44-51.

[9] A.M. Garsia, Martingale Inequalities, Benjamin, New York, 1973.

[10] G.G. Gevorkyan, On uniqueness of multiple trigonometric series, Russian Acad. Sei. 
Sb. Math., 80(1995), 335-365.

[11] G. H. Hardy, Divergent Series, Clarendon Press, Oxford, 1949.

[12] Yu.E. Kuprikov, On the order of Fourier coefficients in the sense of Cesáro means, 
Anal. Math. 19(1993), 113-134.

[13] F. Móricz, On the maximal Fejér operator for double Fourier series of functions in 
Hardy spaces, Studia Math., 116(1995), 89-100.

[14] F. Móricz, The maximal Fejér operator h bounded from Hl(T) into L'(T), Analysis, 
16(1996), 125-135.

normával látunk el.

(c) Legyen / függvény Lebesgue-integrálható az R := (-00,00) valós tengelyen, jelö

lésben: / e L'(R). Ekkor az / függvény / (komplex) Fourier-transzformáltját a követke

zőképpen definiáljuki

1,1 dx, t e R.(3)

Könnyen látható, hogy / 6 C(R), és a Riemann-Lebesgue lemma alapján

/(<) —* 0, ha |í| —> 00.

Ez a konvergencia tetszőlegesen lassú lehet. Azaz bármely olyan R+ := [0,oo)-on definiált 
ф függvényhez, amelyre teljesül, hogy

<t>{t) -+ 00, ha t —* 00,

létezik olyan / 6 £l(R) függvény, hogy

limsup^(í)/(t) = 00.
t—>OQ

Ha / 6 L^R) páros, azaz

/(-x) = f(x), x 6 R,

akkor könnyen látható, hogy a (3) formula a következő egyszerűbb

OO

/(0 = /«(0 /(1)cos tx dx

(Fourier) koszinusz-transzformált alakban írható. 
Ha / 6 L^R) páratlan, azaz

f(-x) = -/(*), x 6 R,
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oo1akkor a (3) formulából az
!/(*>!/) - f(0,y)\dxdy = 0,lim — 

h—o h OO
OO

/(0 = ab01 Л(0 := és/(i) sin ÍICÍX
1

\f{x,y) - f(x,0)\dxdy = 0.lim - *—о к
lényegében (Fourier) szinusz-transzformált lesz.

Ha / € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor a (3) definíció nem alkalmazható. Ekkor az 
/ függvény / Fourier-transzformáltját úgy definiáljuk, mint az alábbi véges intervallumon 
kapott integrál Z.5(R)-normában vett határértékét:

4.3. TÉTEL. Legyen f £ Ll(R2). Tegyük fel, hogy az f(x,y) függvény páratlan legalább 
az egyik változójában, továbbá (x,y) = (0,0) pont az f függvény erő) Lebesgue-pontja, és 
a,ß 6 (l,oo), akkor

ГJ—H

1 uvf(u,v) = 0.(C;a,ß)~ lim
l“l+l»l—°°

f(x)e ,tz dx, ha Xi,i2 -t 00
\/2ж

ahol q jelöli p konjugáltját, azaz
1 1 
—h ~ = 1.
P Я

Ekkor / € L^R), azonban f(t)-t egy nullamértékű halmaz kivételével definiáltuk az egész

R-en.

(d) Legyen / kétváltozós függvény Lebesgue-integrálható az R2 := (—00,00) x 
(—00,00) síkon, jelölésben: / € L'(R2). Ekkor az f € L*(R2) függvény / (komplex) 
kettős Fourier-transzformáltját az alábbi módon definiáljuk

:

:=r Г Г fi*,y)*-i('z+vv)dxdy,
J — OO J —OO

/(“.”) u,v 6 R.(4)

Könnyen látható, hogy / e C(R2) és a Riemann-Lebesgue lemma alapján

f(u,v)—» 0, ha |u| + |v| —» 00.

Az egyváltozós esethez hasonlóan a fenti konvergencia tetszőlegesen lassú lehet. 
Ha / £ L'(R2) páros mindkét változójában, azaz

/(*> У) = /(-*> У) = fi1, -У) = Я-*.-у), х,У € R,

akkor könnyen látható, hogy a (4) formula a következő egyszerűbb

OO2
/(«>») = fcc(n,v) f(x, y) cos ux cos vy dx dy

ТГ

6 15



(ii) Ha f £ L'(R) és x = 0 az f függvény Lebesgue-pontja, akkor kettős koszinusz-transzformált alakban írható.

Ha / 6 i*(R2) páratlan mindkét változójában, azaz
lim tf(t) = 0,
t—OO

f(x>y) = - f(~x,y) = -f(x,-y) = /(-x, -y), x,y € R,
mindkét esetben a szokásos értelemben.

akkor a (4) formulából az
4. A következő tételek a Fourier-transzformáltak kettős Fourier-transzformáltakra 

vonatkozó kiterjesztései, amelyeket a [2] és [3] cikkekben bizonyítottunk be.
OO2f(u,v) = -f3,(u,v) /(x, у) sin uz sin vy dx dy

7Г

4.1. TÉTEL, (i) Ha f £ L1 П Lp(R2) valamely 1 < p < 2-re és a,j3 £ (0,1/g), ahol 
l/p + l/g = 1, akkor

lényegében kettős szinusz-transzformált lesz.

Ha / 6 I‘(R2) függvény páros x-ben és páratlan у-ban, akkor a (4) formula a következő 
egyszerűbb

(C; l/g, l/g) - lim |u|a|u|^/(u,v) = 0. 
M+M— oo

(ii) Ha f £ LP(R2) valamely 1 < p < 2-re és a,ß £ (l/g,oo), akkor

OO

f(u,v) --- -ifc,(u,v) := /(x, у) cos ux sin vy dx dy
7Г

lényegében koszinusz-szinusz-transzformált alakban írható.

Ha / £ L‘(R2) függvény páratlan x-ben és páros у-ban, akkor a (4) formulából az{C\a,ß) — lim |u«|1/,/(u,t>) = 0.
|u|+|v|—oo

Speciálisan, az a = ß = 1 eset adja a következő eredményt.
OO

f(u,v) = -if3C(u,v) := — /(x, у) sin ux cos vy dx dy
7Г

4.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f £ Lp(R2) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor lényegében szinusz-koszinusz-transzformált lesz.

Ha / £ LP(R2) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor a (4) definíció nem alkalmazha

tó. Ekkor az / függvény / Fourier-transzformáltját úgy definiáljuk, mint az alábbi véges 
intervallumon kapott integrál L,(R2)-normáb£m vett határértékét

í í |uv|(p '^p/(u, v) du dv = 0. 
“о Jo Jo

lim
И+М-

4.2. TÉTEL. HafeL' Л L°°(R2),
Г Г /(z,y)e-<UI+”p)dxdy, 

У-г, У-j,,
1

ha хих2,У\,У2 -» oo2тгl l/(x,y)|dx £ £°°(R),I f(x,y)\dy és
|r|>>|y|>i ahol q jelöli p konjugáltját, azaz l/p + l/g = 1. Ekkor / £ L’(R2), azonban f{u,v)-1 egy 

nullamértékü halmaz kivételével definiáltuk R2-en.éj а, в £ (0,1), atior

\u\°\vff(u,v) = 0.(C; 1,1) - lim (e) Legyen / £ L|‘oc(R+) és a > 0 valós szám. Ekkor az alábbi jelölést alkalmazzuk|u|+|u|— oo

(C,a)~ lim }{t) = t
f—OOEmlékeztetünk arra, hogy az (x,y) = (0,0) pontot akkor hívjuk / £ L|’0C(R2) függvény 

erős Lebesgue-pontjának, ha a következő három feltétel teljesül ha
к

1ÍmooI l ('-j)1 o — l
l/(*>y) - /(0,0)1 dx dy = 0,lim (5) f(t)dt = e.h,k— u hk A —
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3.1. TÉTEL, (i) Ha } G L1 П L^R) valamely 1 < p < 2 esetén és a G (0, l/g), ahol 
l/p + l/g = 1, akkor

Ha a fenti határérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy /(t)-nek а-rendbeli Cesáro érte

lemben vagy röviden (C, a) értelemben l a (véges) határértéke t —* oo esetén. Az a = 1 
speciális esetben (5) a következő alakot ölti (C, l/g)- lim |í|°/(f)=0.

|(|—oo

(ii) Ha f e L^R) valamely 1 < p < 2 ejefe'n e'i a 6 (l/g,oo), ofcfcorhm \ Г f{t)dt = t, 
oo Л y0A—

(C,a)- lim \t\1/4f(t) = Q.
I (! *ooanalóg az alábbi véges határérték létezésévels ez

Speciálisan, az a = 1 eset adja a következő eredményt.1 "
lim — V' a* = i

n—oo n z—'
3.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f G L^R) valamely 1 < p < 2-re, akkor 

1,im Y /Л !<1(р—1,/p/(í) cíí = 0.
|A|—oo A ,/q

G R pontot az / G LioC(R) függvény Lebesgue-

/ |/(x + t)-/(x)|A =0.
Уо

a=i

amely {a* : fc = 1,2,...} numerikus sorozat (C, 1) összegezésének definíciójában előforduló 
első számtani közepet jelenti.

Emlékeztetünk arra, hogy az z 
pontjának hívjuk, ha

(f) Legyen / G L11oc(R+í) és a,ß > 0 valós számok. Ekkor a következő jelölést 
alkalmazzuk

;

lim(C; a, ß) - Jim^ /(u, v) = l
A—0

ti,v>0

ha
3.2. TÉTEL, (i) Ha f G Ll П L°°(R) és a G (0,1), eJfcbr 

(C, 1) - lim |<Г/(0 = 0.
|C|—oo

0-1.ё.-ШУ(чгИ)
Ha a fenti határérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy /(u,ti)-nek (a,/3)-rendbeli Cesáro 
értelemben vagy röviden (C,a,ß) értelemben é a (véges) határértéke u + u —* oo esetén, 
ahol u, v > 0.

További segítséget nyújthatnak az olvasónak a következő irodalmak [6-11], [16] és

f(u,v)dudv = t.

(ii) HafeL'(R) és 0 az f függvény Lebesgue-pontja és a G (l,oc), akkorx =

(C,a) - lim tf(t) = 0.
|(|—oo

[18-21].
Végül, egy Tauberian-típusú érvelést alkalmazva a Fourier-transzformált nagyságrend

jére, a szokásos értelemben kapunk egy becslést, feltéve, hogy a monotonitási feltétel tel

jesül.

3.2. KÖVETKEZMÉNY. Tegyük fel, hogy f piros (vagy páratlan) és f(t) koszinusz 
(vagy szinusz)-transzformáltja nemnövekvö t > í0(> 0) esetén.

(i) Ha f G Lp(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

lim tll4jU) = 0.
f—OO
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III. Űj eredményekalakban áll elő, amit (7) mindkét változó szerinti konjugált sorának nevezünk. 
Jelöljük

5м°’(/;х.У)> 5^1)(/;х>У)

-gyei a (8), (9) és (10) konjugált sorok Riemann-közepeit. A megfelelő konjugált maximál 
Riemann-operátort az eddigiekhez analóg módon definiáljuk, pl.

SÍl'0)(f -,x,y) ■- sup |5^0)(/;x.y)l- 
л,*>о

1. Adott (1) trigonometrikus sor esetén, ahol most csupán annyit teszünk fel, hogy

a*, 4* -+ 0, ha к -+ oo,

tekintjük az

, 1 г v”' cos kx + 4* sin kxF(x) = -a0x - 2^ к2i=l
2.2. KÖVETKEZMÉNY. Ha f e ^^(V), akkor

függvényt, amelyet az (1) sor kétszeri, formális integrálásával kaptunk.' Az F(x) folytonos 
függvény, hiszen a fenti formula jobboldalán levő sor abszolút és egyenletesen konvergens. 
Az is könnyen látható, hogy

l|£I,0)(/)|| L1 < 2C||/||H(i.o);gyenge-

ha f e akkor
= F(x + 2h) + F{x - 2h) - 2F(x)

4 42

^(<U cos kx + 4* sin kx)

5л(х) :
||5Í0,1)(/)|| L' < 2СЦ/ЦW(o.i);gyenge— (6) í

= 2ao +
él ha fe Я(м)(T2), akkor

l|5ÍI,,)(/)ll«.-,.-f <2С||/||Н(...». Akkor mondjuk, hogy az (1) sor Riemann szerint egy véges s számhoz összegezhető, ha

Sh(x) -» a, ha h -+ 0.
2.3. KÖVETKEZMÉNY. Ha f 6 Я(1'°>(Т2), аШг 

lim Sj^0)(/|x,y) = /(I0)(x,y)
л,л-*0

A továbbiakban tegyük fel, hogy az (1) sor valamely / 6 L^T) függvény Fourier- 
Ekkor a (6) formulában szereplő Riemann-közepet Sh(f\ x)-szel jelöljük, míg a maximál 
Riemann-operátort az alábbiak szerint definiáljuk:

sora.m.m.;

4a / £ Н^0,1'(Т2), akkor

?(o,D(/;i,y) = /(0,|)(х.у)lim 5 
о ■?.(/; x) := sup|5ft(/;x)|.m.m.;

Л>0

és 4a / £ Я^’^Т2), akkor Egyik fő eredményünk az, hogy az S.(/) operátor Я‘(Т)-Ь01 L‘(T)-be korlátos módon 
képez le, vagy más szavakkal: az S,(f) operátor (Я1,!,1)-típusú (lásd (!]).= /0,1)(Х.У)

h,k— 0 m.m.

1.1. TÉTEL. Megadható olyan C állandó, hogy minden f € Я1 (T) függvényre
3. Dang Vu Gianggal és Móricz Ferenccel írt közös cikkünkben, az alábbi tételeket 

láttuk be (lsd. (4j). I|5.(/)|U. <С||/||„..
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A (2) konjugált sor felhasználásával (6)-hoz hasonlóan definiáljuk a konjugált Rie- 
mann-közepeket:

Móricz Ferenccel közös cikkünkben láttuk be a következőket (lásd [5]).

2.1. TÉTEL. Létezik olyan C állandó, hogy minden f € H^l,0\T2) függvényre
Sh(x) YXak sin kx — bk cos kx) >

pA|{(*,y) € T2 : $.(/;*,y) > A}| < C||/||„„..,.Il‘^*(.7)|ljyenje—L1 := SUés vezetjük be a konjugált maximál Riemann-operátort: A>0

A 2.1. Tétel szimmetrikus párja a következő.
S.(/;z) := sup |Sií(/; i)|,

Л>0

2.2. TÉTEL. Ha f G Я<0'»(Т2), akkor
feltéve, hogy (1) valamely / 6 Я'(Т) függvénynek a Fourier-sora; következésképpen (2) 
az / függvénynek a Fourier-sora.

Az 1.1. Tételből azonnal adódik, hogy S.(/) is (Я1, Ll) típusú.
Il’^*(/)lljyenje —í.1 < С||/|1и(».‘)

ugyanazon C állandóval, mint a 2.1. Tétel esetében.

Alkalmazva a jól ismert sűrűségi bizonyítást, amely Marcinkiewicznek és Zygmundnak 
köszönhető (lásd [21, 2. rész, 309. o.J) adódik az alábbi pontonkénti konvergenciára 
vonatkozó eredmény.

1.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f G Я^Т), oihr

l|5.(/)||t. < 2СЦ/Ц*.

ugyanazon C állandóval, mint 1.1. Tétel esetében.
2.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f G Я(1,0) U Я<°'1>(Т2), akkor

2. Legyen / G L’(T2), ekkor az /(x,y) függvény kettős Fourier-sora
hm 5л,*(/;х,у) = f(x,y)

A,*— 0 771.771.
OO OO

E E /("».n)ei(m*+"»)(7)
Jól ismert, hogy ha / 6 Я(1,0)(Т2), akkor Я1,0' kettős Fourier-sora am=— oo n=—oo

alakú, ahol OOOO

E E (-«signm)/(m,n)e,(ml+"i,)(8)J J /(u,u)e-'<mu+n”>dudu.1
/(m,n):= — m= —oo n= — oo

A fenti sor kettős Riemann-közepeit az egyváltozós esethez hasonlóan az alábbi módon 
adjuk meg:

alakban áll elő, amit (7) első változó szerinti konjugált sorának nevezünk. Ha / 6 
Я<°.1)(T2), akkor /i° ri kettős Fourier-sora a

ooOO OO oo/sinm/i\2 /sinnfc\2 
V m/i / V nfc / ’

Sh,k{f\x,y) ■— E E Дт>п)е'1 mi + nj/) E E (-wignn)/'(m1r,)ei‘"**+"»>0)
m=—oo n= — oo ms-oo n = —oo

továbbá kétváltozós függvények körében az alakban áll elő, amit (7) második változó szerinti konjugált sorának nevezünk. Végül, ha 
/ G Я*1'1)(Т2), akkor /í1,1/ kettős Fourier- sora a

S.(f',x,y) ;= sup \Sk<k(f-,x,y)\ 
h,k> 0 oo 00

E E (~*signm)(_isignn)/(m,n)e'* mr + ny)(10)
maximál Riemann-operátor viselkedését vizsgáljuk. t=— oo n=—OO
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3.1. TÉTEL, (i) Ha } G L1 П L^R) valamely 1 < p < 2 esetén és a G (0, l/g), ahol 
l/p + l/g = 1, akkor

Ha a fenti határérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy /(t)-nek а-rendbeli Cesáro érte

lemben vagy röviden (C, a) értelemben l a (véges) határértéke t —* oo esetén. Az a = 1 
speciális esetben (5) a következő alakot ölti (C, l/g)- lim |í|°/(f)=0.

|(|—oo

(ii) Ha f e L^R) valamely 1 < p < 2 ejefe'n e'i a 6 (l/g,oo), ofcfcorhm \ Г f{t)dt = t, 
oo Л y0A—

(C,a)- lim \t\1/4f(t) = Q.
I (! *ooanalóg az alábbi véges határérték létezésévels ez

Speciálisan, az a = 1 eset adja a következő eredményt.1 "
lim — V' a* = i

n—oo n z—'
3.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f G L^R) valamely 1 < p < 2-re, akkor 

1,im Y /Л !<1(р—1,/p/(í) cíí = 0.
|A|—oo A ,/q

G R pontot az / G LioC(R) függvény Lebesgue-

/ |/(x + t)-/(x)|A =0.
Уо

a=i

amely {a* : fc = 1,2,...} numerikus sorozat (C, 1) összegezésének definíciójában előforduló 
első számtani közepet jelenti.

Emlékeztetünk arra, hogy az z 
pontjának hívjuk, ha

(f) Legyen / G L11oc(R+í) és a,ß > 0 valós számok. Ekkor a következő jelölést 
alkalmazzuk

;

lim(C; a, ß) - Jim^ /(u, v) = l
A—0

ti,v>0

ha
3.2. TÉTEL, (i) Ha f G Ll П L°°(R) és a G (0,1), eJfcbr 

(C, 1) - lim |<Г/(0 = 0.
|C|—oo

0-1.ё.-ШУ(чгИ)
Ha a fenti határérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy /(u,ti)-nek (a,/3)-rendbeli Cesáro 
értelemben vagy röviden (C,a,ß) értelemben é a (véges) határértéke u + u —* oo esetén, 
ahol u, v > 0.

További segítséget nyújthatnak az olvasónak a következő irodalmak [6-11], [16] és

f(u,v)dudv = t.

(ii) HafeL'(R) és 0 az f függvény Lebesgue-pontja és a G (l,oc), akkorx =

(C,a) - lim tf(t) = 0.
|(|—oo

[18-21].
Végül, egy Tauberian-típusú érvelést alkalmazva a Fourier-transzformált nagyságrend

jére, a szokásos értelemben kapunk egy becslést, feltéve, hogy a monotonitási feltétel tel

jesül.

3.2. KÖVETKEZMÉNY. Tegyük fel, hogy f piros (vagy páratlan) és f(t) koszinusz 
(vagy szinusz)-transzformáltja nemnövekvö t > í0(> 0) esetén.

(i) Ha f G Lp(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

lim tll4jU) = 0.
f—OO
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(ii) Ha f £ L'(R) és x = 0 az f függvény Lebesgue-pontja, akkor kettős koszinusz-transzformált alakban írható.

Ha / 6 i*(R2) páratlan mindkét változójában, azaz
lim tf(t) = 0,
t—OO

f(x>y) = - f(~x,y) = -f(x,-y) = /(-x, -y), x,y € R,
mindkét esetben a szokásos értelemben.

akkor a (4) formulából az
4. A következő tételek a Fourier-transzformáltak kettős Fourier-transzformáltakra 

vonatkozó kiterjesztései, amelyeket a [2] és [3] cikkekben bizonyítottunk be.
OO2f(u,v) = -f3,(u,v) /(x, у) sin uz sin vy dx dy

7Г

4.1. TÉTEL, (i) Ha f £ L1 П Lp(R2) valamely 1 < p < 2-re és a,j3 £ (0,1/g), ahol 
l/p + l/g = 1, akkor

lényegében kettős szinusz-transzformált lesz.

Ha / 6 I‘(R2) függvény páros x-ben és páratlan у-ban, akkor a (4) formula a következő 
egyszerűbb

(C; l/g, l/g) - lim |u|a|u|^/(u,v) = 0. 
M+M— oo

(ii) Ha f £ LP(R2) valamely 1 < p < 2-re és a,ß £ (l/g,oo), akkor

OO

f(u,v) --- -ifc,(u,v) := /(x, у) cos ux sin vy dx dy
7Г

lényegében koszinusz-szinusz-transzformált alakban írható.

Ha / £ L‘(R2) függvény páratlan x-ben és páros у-ban, akkor a (4) formulából az{C\a,ß) — lim |u«|1/,/(u,t>) = 0.
|u|+|v|—oo

Speciálisan, az a = ß = 1 eset adja a következő eredményt.
OO

f(u,v) = -if3C(u,v) := — /(x, у) sin ux cos vy dx dy
7Г

4.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f £ Lp(R2) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor lényegében szinusz-koszinusz-transzformált lesz.

Ha / £ LP(R2) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor a (4) definíció nem alkalmazha

tó. Ekkor az / függvény / Fourier-transzformáltját úgy definiáljuk, mint az alábbi véges 
intervallumon kapott integrál L,(R2)-normáb£m vett határértékét

í í |uv|(p '^p/(u, v) du dv = 0. 
“о Jo Jo

lim
И+М-

4.2. TÉTEL. HafeL' Л L°°(R2),
Г Г /(z,y)e-<UI+”p)dxdy, 

У-г, У-j,,
1

ha хих2,У\,У2 -» oo2тгl l/(x,y)|dx £ £°°(R),I f(x,y)\dy és
|r|>>|y|>i ahol q jelöli p konjugáltját, azaz l/p + l/g = 1. Ekkor / £ L’(R2), azonban f{u,v)-1 egy 

nullamértékü halmaz kivételével definiáltuk R2-en.éj а, в £ (0,1), atior

\u\°\vff(u,v) = 0.(C; 1,1) - lim (e) Legyen / £ L|‘oc(R+) és a > 0 valós szám. Ekkor az alábbi jelölést alkalmazzuk|u|+|u|— oo

(C,a)~ lim }{t) = t
f—OOEmlékeztetünk arra, hogy az (x,y) = (0,0) pontot akkor hívjuk / £ L|’0C(R2) függvény 

erős Lebesgue-pontjának, ha a következő három feltétel teljesül ha
к

1ÍmooI l ('-j)1 o — l
l/(*>y) - /(0,0)1 dx dy = 0,lim (5) f(t)dt = e.h,k— u hk A —

14 7



oo1akkor a (3) formulából az
!/(*>!/) - f(0,y)\dxdy = 0,lim — 

h—o h OO
OO

/(0 = ab01 Л(0 := és/(i) sin ÍICÍX
1

\f{x,y) - f(x,0)\dxdy = 0.lim - *—о к
lényegében (Fourier) szinusz-transzformált lesz.

Ha / € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor a (3) definíció nem alkalmazható. Ekkor az 
/ függvény / Fourier-transzformáltját úgy definiáljuk, mint az alábbi véges intervallumon 
kapott integrál Z.5(R)-normában vett határértékét:

4.3. TÉTEL. Legyen f £ Ll(R2). Tegyük fel, hogy az f(x,y) függvény páratlan legalább 
az egyik változójában, továbbá (x,y) = (0,0) pont az f függvény erő) Lebesgue-pontja, és 
a,ß 6 (l,oo), akkor

ГJ—H

1 uvf(u,v) = 0.(C;a,ß)~ lim
l“l+l»l—°°

f(x)e ,tz dx, ha Xi,i2 -t 00
\/2ж

ahol q jelöli p konjugáltját, azaz
1 1 
—h ~ = 1.
P Я

Ekkor / € L^R), azonban f(t)-t egy nullamértékű halmaz kivételével definiáltuk az egész

R-en.

(d) Legyen / kétváltozós függvény Lebesgue-integrálható az R2 := (—00,00) x 
(—00,00) síkon, jelölésben: / € L'(R2). Ekkor az f € L*(R2) függvény / (komplex) 
kettős Fourier-transzformáltját az alábbi módon definiáljuk

:

:=r Г Г fi*,y)*-i('z+vv)dxdy,
J — OO J —OO

/(“.”) u,v 6 R.(4)

Könnyen látható, hogy / e C(R2) és a Riemann-Lebesgue lemma alapján

f(u,v)—» 0, ha |u| + |v| —» 00.

Az egyváltozós esethez hasonlóan a fenti konvergencia tetszőlegesen lassú lehet. 
Ha / £ L'(R2) páros mindkét változójában, azaz

/(*> У) = /(-*> У) = fi1, -У) = Я-*.-у), х,У € R,

akkor könnyen látható, hogy a (4) formula a következő egyszerűbb

OO2
/(«>») = fcc(n,v) f(x, y) cos ux cos vy dx dy

ТГ
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ún. (szorzat) Hardy-teret, amelyet aIrodalomjegyzék

ll/Ижм, := ll/IU. + ||/<1'°>|U. + ||/(0'1>|U. +
[1] M. Bagota, The maximal Riemann operator is bounded from Я‘(Т) into Ll{T), Acta 

Sei. Math. (Szeged), 62(1996), 557-564.

[2] M. Bagota, On the order of magnitude of double Fourier transforms, Approximation 
Theory and Function Series, Proc. Conf. Budapest, Hungary, 1995 Bolyai Society, 
Math. Studies 5, 163-174.

[3] M. Bagota, On the order of magnitude of double Fourier transforms II., Analysis 
Math, (submitted)

[4] M. Bagota, D.V. Giang and F. Móricz, On the order of magnitude of Fourier trans

forms, Acta. Math. Hungar., 75(1997), 203-219.

[5] M. Bagota and F. Móricz, The maximal Riemann operator for functions in Hardy 
spaces on the two-dimensional torus, Acta Sei. Math. (Szeged), 64(1998),

[6] C. Bennett and R. Sharpley, Interpolation of Operators, Academic Press, Inc., New 
York, 1988.

[7] R.R. Coifman and G. Weiss, Extension of Hardy зрасез and their use in analysis, Bull. 
Amer. Math. Soc. 83, 569-645 (1977).

[8] R. Fefferman, Some recent developments in Fourier analysis and Hr theory on product 
domains, II., Function Spaces and Applications, Proc. Conf. Lund, 1986, Lecture 
Notes in Math. 1302, Springer, Berlin, 1988; 44-51.

[9] A.M. Garsia, Martingale Inequalities, Benjamin, New York, 1973.

[10] G.G. Gevorkyan, On uniqueness of multiple trigonometric series, Russian Acad. Sei. 
Sb. Math., 80(1995), 335-365.

[11] G. H. Hardy, Divergent Series, Clarendon Press, Oxford, 1949.

[12] Yu.E. Kuprikov, On the order of Fourier coefficients in the sense of Cesáro means, 
Anal. Math. 19(1993), 113-134.

[13] F. Móricz, On the maximal Fejér operator for double Fourier series of functions in 
Hardy spaces, Studia Math., 116(1995), 89-100.

[14] F. Móricz, The maximal Fejér operator h bounded from Hl(T) into L'(T), Analysis, 
16(1996), 125-135.

normával látunk el.

(c) Legyen / függvény Lebesgue-integrálható az R := (-00,00) valós tengelyen, jelö

lésben: / e L'(R). Ekkor az / függvény / (komplex) Fourier-transzformáltját a követke

zőképpen definiáljuki

1,1 dx, t e R.(3)

Könnyen látható, hogy / 6 C(R), és a Riemann-Lebesgue lemma alapján

/(<) —* 0, ha |í| —> 00.

Ez a konvergencia tetszőlegesen lassú lehet. Azaz bármely olyan R+ := [0,oo)-on definiált 
ф függvényhez, amelyre teljesül, hogy

<t>{t) -+ 00, ha t —* 00,

létezik olyan / 6 £l(R) függvény, hogy

limsup^(í)/(t) = 00.
t—>OQ

Ha / 6 L^R) páros, azaz

/(-x) = f(x), x 6 R,

akkor könnyen látható, hogy a (3) formula a következő egyszerűbb

OO

/(0 = /«(0 /(1)cos tx dx

(Fourier) koszinusz-transzformált alakban írható. 
Ha / 6 L^R) páratlan, azaz

f(-x) = -/(*), x 6 R,
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(b) Adott / £ £'(Т2) függvény esetén jelöljük /^1,0^-val azt a függvényt, amelyet 
/-bői az első változóban történő konjugálással kapunk:

[15] F. Móricz and Z. Németh, On the order of magnitude of Fourier coefficients with 
respect to uniformly bounded orthonormal systems, Analysis Math., 22(1996), 187- 
198.

[16] F. Móricz, F. Schipp and W.R. Wade, Cesaro summability of double Walsh-Fourier 
series, Trans. Amer. Math. Soc. 329, 131-140 (1992).

[17] J.B. Reade, On the order of magnitude of Fourier coefficients, SIAM J. Math. Anal. 
17(1986), 469-476.

[18] F. Schipp, W. R. Wade, and P. Simon, Walsh Series an Introduction to Dyadic Har

monic Analysis, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1990.

[19] E.M. Stein, Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions, Princeton 
Univ. Press, N.J., 1970.

[20] E.C. Titchmarsh, Introduction to the Theory of Fourier Integrals, Clarendon Press, 
Oxford, 1937.

[21] A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge Univ. Press, 1959.

/(1,0)(z.y) := (P-v ) ^ J f{x -u,y)cot(u/2)du.

Ennek alapján definiálhatjuk a

Я(1’0)(Т2) := {/ 6 L^T1): /(1'°> £ L*(T2)}

ún. vegyes Я*1,0*(Т2) Hardy-teret, amelyet a

||/Ия(..°> := ll/IU* + ll/C,-D)IU*
inormával látunk el, ahol

/ / \f(u,v)\dudv.
J —1Г J — 1Г

1
ll/IU- :=

A másik vegyes Я^0,1\Тг) Hardy-tér а Я^1,0^(Т2)-пек a szimmetrikus megfelelője:

Я«М>(т2) := {/ £ L'(T2) : € ^‘(T2)},

amelyet a

ll/ll*..., :=ll/lk‘+ll/(0'1)ll t1!

normával látunk el, ahol

/(0'1)(*,у) :=(P.V.)^ J f(x,y -v)cot(v/2)dv

az / függvény második változó szerinti konjugáltja.

A kettős konjugált függvényt az alábbi módon definiálják:

f(x — u,y - u)cot(u/2)cot(u/2)dudv.

Jól ismert, hogy ha / £ Я^’°* П Я*0,1*(Т2), akkor Р1,1\х,у) létezik 
esetén, de /t1'1' <f_ Ь!(Т2) általában. Ennek alapján definiálhatjuk

(x,y) £ T2m.m.

a

Я(М,(Т2) ;= {/ e ^‘(T2) : /(1,°),/'O'1),/(I,1) £ L'(T2)}
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Az értekezés harmadik és negyedik fejezetében pedig azon eredményeimet ismerte

tem, amelyeket a Fourier-transzformált nagyságrendjének vizsgálatában értem el. Ezen 
vizsgálatokra azon újabb eredmények inspiráltak, amelyeket a Fourier-együtthatók nagy

ságrendjének vizsgálatában J.B. Reade (lsd. [17]), Yu.E. Kuprikov (lsd. [12]), továbbá 
Móricz Ferenc témavezetőm Németh Zoltánnal közösen ért el a 80-as évek közepétől kezdve 
(lsd. [15]). Röviden összefoglalva, a Riemann-Lebesgue lemma szerint integrálható függ

vény f(t) Fourier-transzformáltja 0-hoz tart, ha |t| -+ oo. Az jólismert, hogy ez a 0-hoz 
tartás tetszőlegesen lassú lehet. Ha viszont az / Fourier-transzformáltnak előbb képezzük 
a (C, a > 0)-közepét, akkor a fenti 0-hoz tartás sebességét lényegesen megjavíthatjuk. Pél

dául, ha/eí'O L2(R) és 0 < a < 1/2, akkor még a |í|“/(f) szorzat (C, 1/2) közepe is 
0-hoz tart, ha |<| —► oo (lsd. [4]). Vagy ha/<=L',0<a<lésx = 0 Lebesgue-pontja 
/-nek, akkor még a </(í) szorzat (C, a)-közepe is 0-hoz tart. Ezen és további hasonló 
eredményeket bizonyítok a harmadik fejezetben az egydimenziós esetben, míg a negyedik 
fejezetben a kétdimenziós esetben.

Nyilatkozat

Alulírott, Dr. Móricz Ferenc egyetemi tanár nyilatkozom arról, hogy a “The maximal 
Riemann operator for functions in Hardy spaces on the two-dimensional torus” című cikk 
Bagota Mónikával közös munkánk, melyben ajelölt saját munkája hozzávetőlegesen 50 %.

Továbbá nyilatkozom arról is, hogy az “On the order of magnitude of Fourier trans

forms” című cikk Bagota Mónikával és Dang Vu Gianggal közös munkánk, melyben a jelölt 
saját munkája hozzávetőlegesen 33 %.
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the order of magnitude of Fourier transforms” című cikkeket sem eddig, sem ezután 
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