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BEVEZETES

A Fourier-sorok, vagy altalanosabban a trigonometrikus sorok elmélete a matemati-
kai analizis egyik kozponti része volt hosszu ideig, de még napjainkban is lényeges sze-
repet jatszik a matematika fejlodésében. A matematika szdmos alapvetd fogalma éppen
a Fourier-sorok elméletében keletkezett vagy csiszolédott a napjainkban is hasznélatos
formara. Példaképpen emlitjuk, hogy a fuggvény ma is elfogadott fogalmaval Dirichlet-
nek a Fourier-sorok konvergenciajaval foglalkozé hires dolgozataban taldlkozunk. Vagy a
Riemann-integral szigoru definiciéja Riemann ”Habilitationsschrift”-jében jelenik meg elo-
szor, amely trigonometrikus sorok vizsgalataval foglalkozik. Vagy a modern halmazelmélet
Cantornak azon prébalkozasaibdl keletkezett, hogy a trigonometrikus sorok egyértelmii-
ségi halmazait jellemezze. De a XX. szazadban is tobb nagy hordereji elmélet sziiletett a
Fourier-sorok vizsgalata soran. Hadd utaljunk a Lebesgue-integral elméletének kifejlédé-
sére szoros kapcsolatban a Fourier-sorok tanulmanyozasaval, vagy még jabban az altalé-
nositott figgvények (Un. disztribucidk) elméletének a Fourier-integralok vizsgalataval vald
mély kolcsonhatasra.

Jelenleg tanui vagyunk annak, hogy az (jabban bevezetett figgvényterek, mint pél-
ddul a valés H! Hardy-tér, vagy a BMO-tér szintén j6 alapot szolgaltatnak a Fourier-sorok
vizsgalatdban. Példaul, Moéricz Ferenc témavezetém 1995-ben bizonyitotta, hogy a maxi-
mal Fejér-operator korldtosan képezi le a valés H'-teret a jélismert Lebesgue-féle L-térbe
(lasd [14]), majd ebbdl kiindulva, Gjabb Hardy-féle tereket vezetett be a kétdimenzids té-
ruszon és tovabbi Fejér-féle operatorok korlatossagat bizonyitotta ezen tereken (lasd [13]).

Ezekhez a vizsgalatokhoz csatlakoztam, amikor a maximél Riemann-operator korla-
tossdgét bizonyitottam a valés H'-térbél az L-térbe (14sd [1]). Bar a Riemann-féle szum-
malhatdsidgot eredetileg trigonometrikus sorok egyértelmiiségi halmazainak és lokalizacids
problémaéjénak vizsgdlatara vezették be, nekem sikeriilt a Riemann-féle kozepek jé6 kon-
vergencia tulajdonsagait bizonyitanom. Alapvetden ez azon mulik, hogy a Riemann-féle
magfuggvény a Fejér-féle magfiiggvényhez hasonlit, és nem a Dirichlet-féle magfiiggvény-
hez. A maximdl Riemann-operator kétdimenzids téruszra vald kiterjesztésében is sikeriilt
eredményt elérnem (lasd [5]). Ezen eredményeimet az értekezés elsé két fejezetében fogla-

lom Ossze.



Az értekezés harmadik és negyedik fejezetében pedig azon eredményeimet ismerte-
tem, amelyeket a Fourier-transzformalt nagysagrendjének vizsgéalatdban értem el. Ezen
vizsgdlatokra azon jabb eredmények inspirdltak, amelyeket a Fourier-egylitthaték nagy-
sdgrendjének vizsgalatdban J.B. Reade (lasd [17]), Yu.E. Kuprikov (ldsd [12]), tovédbbé
Moéricz Ferenc témavezetém Németh Zoltannal kozosen ért el a 80-as évek kozepétdl kezdve
(14sd [15]). Roviden oOsszefoglalva, a Riemann-Lebesgue lemma szerint integralhaté fugg-
vény f(t) Fourier-transzformaltja 0-hoz tart, ha [t| — co. Az jélismert, hogy ez a 0-hoz
tartas tetszélegesen lassti lehet. Ha viszont az f Fourier-transzformaltnak elébb képezziik
a (C,a > 0)-kdzepét, akkor a fenti 0-hoz tartas sebességét lényegesen megjavithatjuk. Pél-
daul, ha f € L* N L*(R) és 0 < o < 1/2, akkor még a [t|* f(t) szorzat (C,1/2) kozepe is
0-hoz tart, ha |t| — oo (lasd [4]). Vagy ha f € L', 0 < & < 1 és z = 0 Lebesgue-pontja
f-nek, akkor még a tf(t) szorzat (C,a)-kézepe is 0-hoz tart. Ezen és tovabbi hasonlé
eredményeket bizonyitok a harmadik fejezetben az egydimenzids esetben, mig a negyedik

fejezetben a kétdimenzids esetben.

Koszonetnyilvanitas

E helyen szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Moéricz Ferenc pro-
fesszornak 0sztonz6 és odaadd segitségnyujtasaért, amely nélkill ez a munka és tudoméanyos

dolgozataim sem késziilhettek volna el.



I. FEJEZET

A MAXIMAL RIEMANN-OPERATOR AZ EGYDIMENZIOS TORUSZON

Bevezetés
Legyen f periodikus, Lebesgue-integralhaté figgvény a T := [—m, 1) téruszon, jelo-

lésben : f € L(T). Ekkor az f fiiggvény Fourier-sora

1 (o o]
(1.1) 50,0 + Z(ak coskz + by sinkz)
k=1

alaku, ahol

ay := E f(t)cos ktdt, by := 1 f(t)sinktdt, keN.
K

T Jer -7

Emlékeztetink az f figgvény, az f € LY(T) konjugélt figgvényének a definicidjara:

Fz) = (P.v.)% " fe — £)(1/2) cot(t/2) dt

-

1. N
= ;16%1/6 [f(z +1) — f(z — )])(1/2) cot(¢/2)dk.

Jél 1smert, hogy az f(:c) fliggvény létezik majdnem minden z € T-re, de ltaldban f ¢
LY(T).
Ebbdl adédban definidljuk a periodikus H*(T) valés Hardy-teret:

HY(T):={f e L}(T): f € LY(T)},

amelyet az

(1.2) A llar = fller + 1 F Nl
normaval latunk el, ahol
1 ™
1= — t .
I = 5= [ 1
Az is j6l ismert, hogy ha f € H'(T), akkor az f Fourier-sora a
(1.3) Z(ak sin kz — by, cos kz)
k=1
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alakban &allithaté el8, amit (1.1) konjugdlt sordnak neveziink.

Uj eredmények

Adott (1.1) trigonometrikus sor esetén, ahol most csupén annyit tesziink fel, hogy
ak,bk - 0, ha k — oo,

tekintjuk az

1 2. aj cos kz + by sin kz
(1.4) F(z) = gaoa® = 7

k=1

fliggvényt, amelyet az (1.1) sor kétszeri, formalis integrilasival kaptunk. Az F(z) folytonos
figgvény, hiszen az (1.4) formula jobboldalan levé sor abszolut és egyenletesen konvergens.

Az is konnyen lathatd, hogy
F(z +2h) + F(z — 2h) — 2F(z
S1(a) 1 )+ Flz —20) = 2F(o)
(1.5) 00 . 2
= %ao + kZ(ak cos kz + by sin kz) (Slth) ,

=1

ahol h > 0, és megegyezés szerint (sinkh)/kh = 1, ha k = 0. Akkor mondjuk, hogy az

(1.1) sor Riemann szerint egy véges s szamhoz Osszegezhetd, ha
Si(z) —»s, ha h—0.

A tovabbiakban tegytk fel, hogy az (1.1) sor valamely f € LY(T) fuggvény Fourier-
sora. Ekkor az (1.5) formuldban szereplé Riemann-kézepet Si(f;z)-szel jeloljik, mig a

maximal Riemann-operatort az aldbbiak szerint definidljuk:
(1.6) S«(f;z) := sup |S(f; 2)I.
h>0

Egyik 6 eredménytink az, hogy az S.(f) operadtor H'(T)-b&l L(T)-be korldtos médon
képez le, vagy més szavakkal: az S.(f) operdtor (H!, L*)-tipust (lasd [1]).

1.1. TETEL. Megadhatd olyan C dllandd, hogy minden f € HY(T) figgvényre

(1.7) 1Se(lzr < CH SNl
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Megjegyezzik, hogy a maximal Fejér-operatorra az 1.1. Tétel megfelelojét Moricz
Ferenc latta be (lasd [14]).
Az (1.3) konjugdlt sor felhasznaldsaval (1.5)-h6éz hasonléan definidljuk a konjugalt

Riemann-kozepeket:

Su(z) = E(ak sinkz — by cos kz) <s12}l:h> ,

k=1

és vezetjuk be a konjugdlt maximél Riemann-operatort:
(1.8) S«(f;z) = sup |Sa(f; 2)l,
h>0

feltéve, hogy (1.1) valamely f € H!(T) fuggvénynek a Fourier-sora; kdovetkezésképpen
(1.3) az f fiiggvénynek a Fourier-sora.

Az 1.1. Tételbél azonnal adddik, hogy S.(f) is (H', L) tipust.
1.1. KOVETKEZMENY. Ha f € HY(T), akkor

(1.9) ISu(Allzr < 2CN flla,

ugyanazon C dllanddval, mint (1.7)-ben.

Felhasznalt eredmények
Egy a € L*°(T) fliggvényt (periodikus) atomnak neveziink, ha a(z) = 1, vagy, ha

létezik T-nek olyan I részintervalluma, hogy

(1.10) {z€T:a(z) #0} C I,

(1.11) la(z)| < |I|”' m.m.,
ahol |I| az I intervallum hosszat jeloli, és
(1.12) /a(:c)da: ~0.
I
Az (1.10)-b6l és (1.11)-b6l adddik, hogy
lallz: = 5= [ la(]da < 1
L1—27TIG,(.'E) T s 1.
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A H'(T) Hardy-tér fliggvényeinek atomokkal torténd kovetkezd eléallitasa Coifman-
t6l és Weiss-t6l szarmazik (lasd [7], 372-373. o.).

1.1. LEMMA. Egy f € LY(T) figgvény akkor és csak akkor H'(T)-beli, ha létezik

atomoknak olyan (ar : k € N) sorozata és valds szdmoknak olyan (Ax : k € N) sorozata,

hogy

(1.13) f(z) = i Aear(z) m.m.
k=0

és

(1.14) i k| < oo.
k=0

Tovdbbd, az (1.2)-ben definidlt || f||g1 norma ekvivalens az aldbbe infimummal:

o
inf > |Axl,
k=0

ahol az infimum képzését minden olyan (M) sorozatra kiterjeszijik, amelyre mind (1.14),
mind (1.13) fenndll valamely (ar) sorozattal.

Legyen I a T-nek részintervalluma, és jeloljik J := J(I)-vel azt az intervallumot,
amelyet I-bol ugy kapunk, hogy a kozéppontjabdl r-szeresére nagyitjuk, ahol r € N. Azaz,
ha I := [¢,d], akkor

ct+d d—c c+d d—c
— r

== "r 5 2
A tovédbbiakban szamunkra az r := 3 eset valik érdekessé. Ekkor J := [2¢ — d,2d — ¢], és
nyilvdnvald, hogy |J| = 3|I].

Egy T operatort, amelyik az L'(T)-beli fuggvényeket T-n értelmezett mérhetd figg-
vények osztilydba, azaz az L(T) fliggvényosztilyba képezi le, kvazi-lokalisnak nevezziik,
ha léteznek olyan C > 0 és r € N allanddk, hogy minden olyan a(z) fuggvényre, amely
kielégiti az (1.10) és (1.12) feltételeket, az is fenndll, hogy

(1.15) / |Ta(z)|dz < Cllal|f2.
T\J(I)

6



A kovetkezd lemma (lasd (18], tovabba [14] vagy [16]) elegendd feltételt ad arra, hogy

egy szublineéris operator, specilisan egy maximal operator (H', L') tipust legyen.

1.2. LEMMA. Ha egy T : LYT) — LYT) szublinedris operdtor kvdzi-lokdhs és
(L*°, L>°)-tipusi, akkor bdrmely f € H'(T) figgvényre fenndll, hogy

(1.16) NT fllzr < Cillfllar,

ahol a Cy dllandd csak a ||T||co normdtdl és a kvdzi-lokalitds definicidjdban eldfordulé C és
r dllanddktdl figg.
Bizonyitds. Béar a bizonyitds ismert, de a konnyebb olvashatosdg kedvéért részletezzik.

(1) Elészor tekintstink egy atomot: f(z) = a(z). Ekkor

1 ™
ITfle = Talls = 5 [ [Ta(z)lde < { [+ }|Ta<:c>|d:c.
T J_n J Jn\J

Mivel T kvazi-lokalis, ezért

(1.17) { [+] } Ta(s)] dz < | Tal|=|7] + Cllall.
J JT\J

Felhasznalva, hogy a T operator (L°°, L*°)-tipusy, nyerjik, hogy
(1.18) ITallze=|J| + Cllallzr < Kllallze|J]| + Cllal| 21
Mivel az a(z) olyan fliggvény, amely kielégiti az (1.10), (1.11) feltételeket és mivel |J| =
3111, kapjuk, hogy
(119) Kllallz=|J] + Cliallzr < Kllalizo]J| + Cllalle|I] = 3K + C)lal|z=|1|
| <3K+C =0

Osszekapcsolva (1.17) - (1.19)-et, adédik
(1.20) |Tallz: < Ch.

(ii) Most egy tetszéleges f € H'(T) fuggvényt tekintiink. Felhasznalva az (1.13)
el6éllitast és azt a tényt, hogy T szublinearis operator, kapjuk, hogy

ITf(@)] < Y Del|Tar(z)).

k=0

7



Ebbél pedig (1.20) és (1.14) alapjan kovetkezik, hogy

[o ]

1

Fis S 1 ks
02 APl =g [ Wil Sl [ Ta@lde <03

k=0

Mivel az ||f||gr norma ekvivalens az alabbi infimummal:

inf ) [l
k=0

vagyis léteznek olyan c;, ¢z allanddk (0 < ¢1 < ¢z < 00), hogy
oo
cill fllar <inf Y el < eallfllzm,
k=0
a fentiek szerint valamely (\g) sorozatra
oo
(1.22) C1 Y Ml < Cr26:| fllan-
k=0

Osszekapcsolva (1.21)-et és (1.22)-t, adédik (1.16), amit bizonyitani kellett.

Az utolsé lemma szerint az S,(f) maximal Riemann-operator (L°°, L) tipusu.

1.3. LEMMA. Ha f € L*(T), akkor

1Se(Allzee < NI fllzee-

Bizonyitds. Felhasznéljuk a [10, 5. Lemm3jat):

(1.23) i) = [ fOpma-tdt= [ fo—pnta,
ahol
(1.24) er(t) := —lﬂmax (0, 1-— |ih|> :

Ebbol kovetkezik, hogy

T 2h
|Sh(f; 2)| s/_ Il fllooza(t) dt = || fllco /_Zh% (1_%) i@t

20 fllee [** t
=%/0 (1_%) dt = || flco-

(]



Az 4j eredmények igazolasa
1.1. Tétel brzonyitisa.
Az (1.23) eloéllitasbdl indulunk ki.

Az 1.2. és 1.3. Lemma alapjan elegendd ellendrizni, hogy S«(f) maximal Riemann-

operator kvazi-lokalis. Legyen a(z) olyan figgvény, amely kielégiti az (1.10) és (1.12)
feltételeket. Jeldljik I := [c, d]-vel az (1.10)-ben eléforduld intervallumot. (1.12) és (1.23)

alapjan kapjuk, hogy

(1.26)

(1.25) Sh(a;z) = [ra(t)¢2h(x —t)dt = /Ia(t)[go%(:c —t) — @an(z — c)]dt

A bizonyitas soran feltessziik, hogy t € I és z € T\J, ahol |J| = 3|I|.
ElSszor az |z —t| < 2k és |z — ¢| < 2h esetet tekintjik. Felhasznalva (1.24)-et, kapjuk

|1 |z — ¢ 1 |z — ¢
pan(z = 1) = pan(z =)l = |57 (1_ 2h )“5%(1_ oh

|z —t| -

o —cll € st — o] <~
= 4h2 SG@-

4h? prel

Osszekapcsolva, (1.25)-6t és (1.26)-ot, adédik

(1.27) |Sh(a;2)| < /| @) t)2 dt.

Mivel a jobboldal fuggetlen h-tdl, kovetkezik, hogy

S.(6i2) < 11 [ 0l

Felhasznalva Fubini-tételét az aldbbi mddon becsulhetink:

(1.28)

A\ Su(a;2)dz < |I|/|0L(t)|czt/w(_xcfc—t)2

du
<ol flelat [ 55 = Clal.

Masodszor az |z — t| < 2h és |z — ¢| > 2h esetet tekintjik. (1.24) és pan(z —c) =0

alapjan kapjuk, hogy

t=c _ I
4h? ~ (z —t)?’

[p2n(z — 1) —pan(z — )| = |2k — |z — t]| <

4h2



ahol kihasznaltuk azt, hogy a feltételek miatt 0 < z — ¢ < 2h és & — ¢ > 2h, ezért
t—c=(z—¢c)—(z—t)>2h—(z—1)>0.

Ebbél pedig (1.27)-et felhaszndlva adddik (1.28).
Harmadszor az |z —t| > 2h és |z —c| < 2h esetet tekintjik. Ekkor (1.24) és pan(z—t) =
0 alapjan kapjuk, hogy

1 |t — ¢l || ]
—t)— — )= —2h— |z —¢|| < < <
o2z —1) = wan(e — o)l = g5 l2h o —cll < T57= < (z—c)? = 4(3: —t)?’

ahol kihasznaltuk azt, hogy a feltételek miatt 0 < ¢ — z < 2h és t — z > 2h, ezért
t—c=(t—2z)—(c—z)>2h—-(c—2z)>0
és hasonldéan z < 2¢ — d-bol adddik, hogy
c—z >1/2(d — z).

Ebbél pedig (1.27)-et felhasznélva adédik (1.28).
Negyedszer az |z — t| > 2h és |z — c| > 2h esetet tekintjik. Ekkor

wan(z — 1) = pan(z —¢) = 0.

O

1.1. Kdvetkezmény bizonyitisa. Ha f € H'(T), akkor a Fourier-sor egyértelmiisége
miatt kapjuk, hogy
= 1
(H~(z) =—f(z) + 5% m.m.

Mivel f € HY(T), ezért alkalmazhatjuk az 1.1. Tételt. O

Tovabbi megjegyzések

Ha csak annyit tesziink fel, hogy f € L'(T), akkor altaldban nem allithatjuk azt, hogy
S«(f) maximal Riemann-operadtor L}(T)-be tartozik. Ekkor csak annyit mondhatunk,
hogy S«(f) operédtor L'(T)-bél a gyenge-L'(T)-be képez le korldtos médon, azaz az S.(f)
operétor (L', gyenge-L')-tipust, vagy masik terminoldégidval: S.(f) gyenge (1,1) tipust.

10



1.2. TETEL. (lasd 10, 355. 0.]) Ha f € L*(T), akkor
I1Se(Fllgyenge—rr = il;rékl{w € T:5.(f;2) > A} < OIS,

~ahol | . | a Lebesgue-mértéket jelols és C dllandd figgetlen f-16l.
Az 1.2. Tétel bizonyitasa azon milik, hogy (1.23) szerint

1 2h
ISk(Fia)l < g5 [ If(e —1)lde < 2M(F;),

ahol M(f;z)-szel a Hardy-Littlewood maximal fliggvényt jeloljuk (lasd [21, 32-33. o.]),
amelyrél kozismert, hogy korldtos operdtor L*(T)-bédl a gyenge-L!(T)-térbe.
Az (1.5) alatt definialt §*( f) konjugdlt maximél Riemann-operatorrél Méricz Ferenc

bizonyitotta jabban, hogy szintén (L', gyenge-L*)-tipusi.

11



II. FEJEZET

A MAXIMAL RIEMANN-OPERATOR A KETDIMENZIOS TORUSZON

Bevezetés
Legyen f(z,y) kétvaltozds fuggvény, amely mindkét valtozédjaban periodikus és
Lebesgue-integralhaté a kétdimenzids téruszon T? := [—m,7) X [—m, ), jelolésben: f €

LY(T?). Ekkor az f(z,y) fiiggvény kettés Fourier-sora

o0 oo

(2.1) S S f(m,n)eitnetny

alaku, ahol

~ 1 W ™ .
f(m,n):= 4—2/ f(u,v)e_z(m“"'m’) du dv.
™ J_nd—=x

A (2.1)-ben el6forduld sor kettés Riemann-kozepeit az egyvéltozés esethez hasonléan

az aldbbi moédon adjuk meg:

(2'2) Sh,k(f; gs,y) = i io: f(m,n)ei(mz+ny) (Si::}:h)Z(sizzk)z)

ahol h, k > 0 és megegyezés szerint (sinmh)/mh =1, ha m = 0. Péld4ul, a

- |f(m,n)]
Z Z (m? + 1)(n? + 1) <

m=—o0 N=—0o0

feltételbSl mar kovetkezik a (2.2) sor abszolut konvergencidja és az Sy, k(f;z,y) figgvény
folytonossiga minden (z,y) € R? és (h, k) € R3 esetén, ahol Ry := [0, c0).
Akkor mondjuk, hogy a (2.1) sor Riemann szerint egy véges s szdmhoz Gsszegezhetd,

ha

iy Shalfizy) =3

A kétvaltozds fuggvények korében is az

S«(fiz,y) = hS‘klfo 1Sk, & (f;5 2, )]

12



maximal Riemann-operator viselkedését vizsgaljuk majd, ahol f € L*(T2).
Jeldljitk L'(logt L)*(T?)-tel azon mérhetd f fiiggvények osztalyat, amelyek mindkét val-

tozéjukban periodikusak, és amelyekre

[ [ 15608 1w ) s dy < oo

Szadmunkra most csak az o = 1 vagy 2 esetek lesznek érdekesek.

Gevorkyan (lasd [10]) bizonyitotta az aldbbi tételt.

2.0. TETEL. Ha f € L'log™ L(T?), akkor

(2-3) Jim A{(z,y) € T*: Su(fiz,y) > A1 =0,
ahol | . | a stkon értelmezett Lebesgue-mértéket jelents, és
(2.4) Jdim Swi(fizy) = f(z,y) mm.

Uj eredmények
Adott f € LY(T?) fiiggvény esetén jeldljik f(1:9)-val azt a fliggvényt, amelyet f-bél
az elso valtozdban torténo konjugalassal kapunk:

™

FAO (5 g - = (P.V.)% (@ = u,y)(1/2) cot(u/2) du

-

/Tr(f(ilc —u,y) — f(z +u,y))(1/2) cot(u/2) du.

o1
= lim —
el0

Most is igaz, hogy f(1:%)(z,y) létezik majdnem minden (z,y) € T? esetén, de altalaban
F.0) ¢ L1(T?). Ennek alapjén definilhatjuk a

H(l,O)(TZ) ={fe Ll(TZ) : f(l,o) c Ll(T2)}
tn. vegyes H(9(T?) Hardy-teret, amelyet a

1m0 = I llze + 17z

normaval latunk el, ahol

1 ™ ki3
Il = g [ [ M)l dudo,
13



Az is ismert, hogy ha f € HLO(T?), akkor f(1:9) kettds Fourier-sora a
(2.5) Z Z (—isignm) f (m, n)el(m=+79)

alakban &ll el6, amit (2.1) els6 valtozé szerinti konjugdlt sordnak neveziink.
Moéricz Ferenccel k6zos cikkiinkben ldttuk be a kovetkezéket (lasd [5]). Az S.(f)

maximél Riemann-operator korldtos médon képez H(H:0(T?)-bél gyenge-L* (T?)-be.
2.1. TETEL. Létezik olyan C dllandd, hogy minden f € HWO)(T?) figguényre

(2.6) 15e(Hllgyenge—12 = supAl{(z,v) € T2 8u(f2,9) > M < Clfllmo.o-

Itt és a tovabbiakban C,Cy, ... pozitiv allanddkat jeldlnek.
A (2.6) egyenldtlenség altalanosabb (2.3)-nal, mivel

(2.7) L'log* L(T?) ¢ HAO(T?)

(l4sd [9, 84-85. o.)).
A miasik vegyes H(®1(T?) Hardy-tér a H(1:9)(T?)-nek a szimmetrikus megfelelSje:

HOD(T?) = {f € IN(T%): fO € 1(T7)),

amelyet a

WAl o = 1 Fllza + NFOD s,

normaval latunk el, ahol

FON(z,y) = @ V)L [ Fay = v)(1/2)cot(v/2) dov

-

az f fliggvény masodik véaltozé szerinti konjugéltja. Ha f € H(®D(T?), akkor f(%1) kettés
Fourier-sora a
x o> )
(2.8) z Z (—isignn)f(m, n)el(me+ny)
m=—00 N=—00

alakban all el6, amit (2.1) masodik valtozd szerinti konjugélt sordnak neveziink.

A 2.1. Tétel szimmetrikus parja a kovetkezo.
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2.2. TETEL. Ha §f € HOO(T?), akkor

”S*(f)“gyenge—L1 < C”f“H(Oxl)

ugyanazon C dllanddval, mint a 2.1. Tétel esetcben.
Alkalmazva a Ol ismert stirtiségi bizonyitast, amely Marcinkiewicznek és Zygmundnak

koszonhet6 (lasd [21, 2. rész, 309. o.]) adddik az aldbbi kovetkezmény.

2.1. KOVETKEZMENY. Ha f € H®9 U HOD(T2), akkor

pim Swi(fiz,y) = f(z,y) m.m.

A kettds konjugalt fuggvényt az alabbi médon definialjak:
FON(z y) = (PV)—lz—/ flz —u,y —v)(1/2) cot(u/2)(1/2) cot(v/2)dudv =
T

g -7

_ lim i/(sﬂ/:[f(:c—u,y—v)~f(a:+u,y—v)—-

5,0 T2
—flz —w,y+v)+ fz + v,y +v)](1/2) cot(u/2)(1/2) cot(v/2)dudv.
J6l ismert, hogy ha f € H®9 n HOD(T?), akkor f(1:1)(z,y) létezik mm. (z,y) € T2
esetén, de f(1:1) ¢ L1(T?) 4ltaldban. Ennek alapjén definidlhatjuk a
H(l,l)(TZ) = {f € LI(TZ) . f(l,O)’f(O,l),f(l,l) € Ll(-“-2)}

un. (szorzat) Hardy-teret, amelyet a

Al = Ufllze + 1FE Nz + 1O e + 17Dz

norméval l4tunk el. Az is ismert, hogy ha f € HD(T?), akkor f(1)) kettds Fourier-sora

a

(2.9) Z Z (—isignm)(—isignn)f(m’n)ei(m$+ny)

m=—00 N=—00
alakban all el6, amit (2.1) mindkét valtozd szerinti konjugalt sordnak neveziink.

15



Azt sejtjuk, hogy az S.(f) maximal Riemann-operdtor korldtos médon képez a

HOD(T?) térbol az LH(T?) térbe.
2.1. SEJTES. Ha f € H(1(T?), akkor
1Sx(Ollzr < Cllfllman-
Megjegyezzik, hogy az
L'(log™ L)*(T*) ¢ HMD(T?)

szigord tartalmazési relacié (2.7)-hez teljesen hasonlé mddon lathaté be. Tovébba, hogy

a HOO(T2), HO(T?) és HLD(T?) terek “gydkerei” G. H. Hardy, J. E. Littlewood, J.

Marcinkiewicz, A. Zygmund és R. Fefferman cikkeiben mér megtaladlhatdk (1asd [13]).
Végil jeloljuk

SUOfey), SON(Fiey), SV (fey)

-gyel a (2.5), (2.8) és (2.9) konjugalt sorok Riemann-kézepeit. A megfelel6 konjugalt

maximal Riemann-operatort az eddigiekhez analég médon definidljuk, pl.
S8 O(fim,9) = sup 1500 (f2,9).
h,k>0
Ahogy fentebb emlitettiik (lasd (2.5)), ha f € HL9(T?), akkor

SUO(f2,y) = Shp(FO9;2,y)

és igy §£1’0)(f) = S.(f(19). Tovabba analég allitasok érvényesek a masik két konjugalt
maximal Riemann-operatorra is. Igy a 2.1. Tétel és a 2.2. Tétel fennall az §£1’0)(f) és

§£0’1)(f) esetén is.

2.2. KOVETKEZMENY. Ha f € H®O(T2), akkor
(2.10) IS F)llgyenge-11 < 2C1 fll o
ha f € HOD(T?), akkor

(0,1
(2.11) ISV (F)llgyenge—rr < 2C1 Fllmron;
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és ha f € HOD(T?), akkor
(2.12) ISED (Dl yenge—zt < 2C1Fll g

Bizonyitds.
Példdul, ha f € H1:9(T?) akkor m.m. y € T olyan, hogy f(-,y) € LY(T) és (2.5)

alapjan konnyu ellendrizni, hogy az ilyen y esetén m.m. z € T-re az is fenndll, hogy
(fON e, y) = - f(=,) + s(y)
ahol
1 T :
= — dx.
W)= 5 [ fle)is

Ebbdl pedig rogton kovetkezik, hogy

1 K
— dy <
3 | lsw)ldy <

<IN +20f e < 201F oo

1N gao < NFEON + 1 f 1l +

Alkalmazva a 2.1. Tételt f helyett f(19)-ra, azonnal adédik (2.10).

A (2.11) egyenldtlenség analég médon lathatd be.

A (2.12) egyenldtlenség igazolasahoz ellenérizziik, hogy f € H(1(T?) esetén f(01) ¢
H®O(T2). Ez amiatt teljesiil, hogy

(fON Nz, y) = FHV(z,y)

fenndll m.m. (z,y) € T? esetén. Mivel §£1’1)(f) = §£1’0)(f(0’1)), igy (2.10)-et alkalmazva
f helyett f(®1 re adédik (2.12).

Azt sejtjik, hogy §£1’1)(f) méar H1:0 n HOD(T?)-bél is korldtosan képez a gyenge-
LY (T?)-térbe.

2.2. SEJTES. Ha f € H1.0 0 HOD(T?), akkor

IS (Fllgyenge—rt < C (I fllam + 1 fll o).

A pontonkénti konvergencidra most is az Un. stirtiségi érveléssel kovetkeztethetiink.
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2.3. KOVETKEZMENY. Ha f € H®OO(T?), akkor
Jim S0 (fm9) = O @y) mam
ha f e HOV(T?), akkor
11m S’,(l kl)(f,:v y) = fOV(z,y) m.m.;
és ha f € HOD(T2) gakkor

(2.13) hl}cmo S'(l l)(f, y) = fAz,y) mom.

Megjegyezzuk, hogy ha a 2.1. Sejtés fennall, akkor az aldbbi allitas is igaz: Ha f €
HOD(T?), akkor
1S«(Hllz, < Cllfllan,

ahol S,(f) helyébe SO(£), SOV £) és SHV(f) barmelyike irhaté.
Megjegyezzik, hogy ha a 2.2. Sejtés igaz, akkor (2.13) igazoldsdhoz méar az f €
H®0 0 gO(T?) feltétel is elegendd lenne.

Az 4j eredmények igazolasa
Analdég médon (1.23)-hoz kapjuk, hogy
(2.14) Sui(f;z,y) = / flu,v)don(z — u)dar(y — v) dudv.

- J -7

Felhasznalva az 1.1. és 1.2. Tételeket belatjuk a 2.1. Tételt.
2.1. Tétel bizonyitdsa.
(2.14) alapjan
(2.15) S«(f52,y) < sup {iup | flu,v)dan(z — u) du|}dai(y — v) dv.
—nw h>0 -

Nyilvanvald, hogy a

(2.16) g(z,v) := supl f(u,v)qﬁzh(:n —u)du
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egyvaltozds fuggvény éppen az f(-,v) fiiggvényre alkalmazott maximal Riemann-operator,
ahol v € T rogzitett. A feltevés miatt f € HH9(T?) ahonnan adédik, hogy f(-,v) €
HY(T) mm. v € T esetén. Az 1.1. Tételt f elsé valtozdjara alkalmazva kapjuk, hogy
/71r g(z,v)dz < C’l{/7r |f(z,v)| dz + /7r |f(1’0)($,v)|d:c}.
- ~m -

Mivel ez az egyenlotlenség fennall m.m. v € T-re, innen kovetkezik, hogy

e [ [ se)deds < Ol + 150 = Gl e

A Fubini-tétel felhaszndldsival adédik, hogy ¢(z,) € L*(T) m.m. z € T-re.
A (2.15) és (2.16) alapjan irhatjuk, hogy

(2.18) Se(f5z,y) < sup/ g9(z,v)d2x(y — v) dv.
k>0

Az egyenlStlenség jobb oldala megegyezik a g(z,-) figgvényre alkalmazott maximél Rie-
mann-operatorral, ahol z € T rdgzitett. Mivel lattuk, hogy g(z, ) € L}(T) m.m. z € T-re,
igy az 1.2. Tétel alkalmazhaté ¢ masodik valtozéjaban. Eredményként kapjuk, hogy az

(2.19) e T Su(fimy) > 1< 2 / " oz, v)dv

-7

egyenlétlenség fennall m.m. z € T és minden X > 0 esetében. Osszekapcsolva (2.17) és

(2.19)-et adddik, hogy az

{(z,y) € T? : Su(f;2,y) > A} = /7r Hy € T: Su(fi2,y) > A} da

C{ ™ ki CIC
<[ @ / o(z,0)dv < A2 fll e

-

egyenlStlenség fenndll minden A > O-ra. Ez pedig ekvivalens (2.6)-tal, amit bizonyitani
kellett.
U
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II1. FEJEZET

AZ EGYDIMENZIOS FOURIER-TRANSZFORMALT NAGYSAGRENDIJE

Bevezetés

Legyen f fliggvény Lebesgue-integralhaté az R := (—o0, 00) valds tengelyen, jelolés-
ben: f € L}(R). Ekkor az f fiiggvény f (komplex) Fourier-transzformaltjat a kovetkezo-
képpen definialjuk

. 1 oo .
31 t) = —— z)e " dz, teR.
(31) == [t
Koénnyen lathatd, hogy fec (R), és a Riemann-Lebesgue lemma alapjan
(3.2) f(t) =0, ha |t|— .

Ez a konvergencia tetszolegesen lassu lehet. Azaz barmely olyan Ry := [0, 00)-on definidlt

¢ fuggvényhez, amelyre teljestl, hogy
¢(t) = o0, ha t— oo,
létezik olyan f € L*(R) fiiggvény, hogy
lim sup $(t)f(t) = oo.
Ha f € L1(R) péros, azaz
f(=z)=f(z), =z€R,
akkor konnyen lathaté, hogy a (3.1) formula a kovetkezd egyszeriibb

(3.3) f(6) = fut) = \/g /0 ~ f(z) cos ta du

(Fourier) koszinusz-transzformalt alakban irhaté.

Ha f € LY(R) pératlan, azaz

f('"x) = _f(x)a z € R,
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akkor a (3.1) formuladbdl az

(3.4) ft) = —ifs(¢), ahol fy(t):= \/g/)w f(z)sintzdz

lényegében (Fourier) szinusz-transzformalt lesz.

Ha f € L'(R) tetszdleges, akkor f az aldbbiak szerint bonthaté fel:

(35) F(@) = 51£(@) + f(=2)] + 5[£(z) — F(~=)) = g(x) + h(z),

ahol g,h € L'(R), g paros és h pératlan. igy a (3.3), (3.4) és (3.5) alapjn azt kapjuk,
hogy

(3.6) Ft) = 5o(t) — iho(t), teR.

Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor a (3.1) definicié nem alkalmazhaté. Ekkor
az f fuggvény f Fourier-transzformaltjat ugy definmaljuk, mint az aldbbi véges intervallu-

mon kapott integrdl L¢(R)-normdban vett hatarértékét:

1

T .
— f(z)e ™ dz, ha z;,2; — o0

V2 J_g,

ahol ¢ jeloli p konjugaltjat, azaz
1
=+
p

Ekkor f € LY(R), azonban f(t)-t egy nullamértéki halmaz kivételével definialtuk az egész

= 1.

Q|

R-en.
Megjegyezzik, hogy ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor az dn. inverzids
képlet

1 RAN :
3.7 z) = —= t)e*** dt
(37) f@)= 2= [ o
szintén fennall olyan médon, hogy f elall az aldbbi véges intervallumon kapott integral
LP?(R)-normaban vett hatarértékeként

1"
(38) \/—2_73- f(t)e””t dt, ha tl,tz — 00
—t

(14sd [20, 96. o.] vagy [21, 2. rész, 254. o.]).
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Ha f € L*(R), akkor altaldban nem tudjuk biztositani a (3.7) teljesiilését. Azonban,
ha az f monotonitdsat is feltessziik, akkor (3.8)-nak létezik a véges hatdrértéke t;,1, — oo
esetén és igy minden z € R-re (3.7) is fenndll. Tovabb4, ha f € L'(R), akkor a (3.7) a
kovetkezo alakba irhatd

fz) = ()N(~2), zeR

Azt is megjegyezzik, hogy tetszbleges f € L'(R) esetén a (3.7) formula a kovetkezd
alakot olti

_ 1 [T i = —itu
flz) = 5 /_ooe dt /_oo Flu)e= it du
L [T coswtar [ tud
= | cos T - f(u) cos tudu
(3.9) 1 [ oo

+ o | sin zt dt /_oo f(u)sin tudu
1 [ e

= —/ dt/ f(u)cost(z — u)du
m™ Jo —00

s ekkor (3.9) legutolsd, jobboldali integraljat Cesaro-féle 6sszegezési médon értékeljiik.

Cesaro értelemben vett hatarérték és integral

Legyen f € Li, (R4+) és a > 0 valds szam. Ekkor az alabbi jelolést alkalmazzuk
(C,a)— lim f(t)=¢
t—o0
ha

(3.10) Lm = /A(1 - %)a_lf(t) dt = 4.

A—oo A

Amennyiben a (3.10) hatarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy f(¢)-nek a-rendbeli
Cesaro értelemben vagy roviden (C, «) értelemben £ a (véges) hatarértéke t — oo esetén.

Az o = 1 specialis esetben (3.10) a kdvetkezd alakot olti

1 A
li — Hdt =4¢
im /Of() |

A—o0 A

s ez analdg az alabbi véges hatarérték létezésével
1 n
Jm, 2 o=t
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amely {ax : k = 1,2,...} numerikus sorozat (C, 1) osszegezésének definiciéjaban eléforduls
elso szamtani kozepet jelenti.

Jél ismert, hogy minden a > 0 és § > 0 esetén (3.10)-bél adédik, hogy
(C,a+6)— lim f(t) =¥
t—o0

tovabba, ha a
tlim fit)y=1¢
hatdrérték a szokdsos értelemben létezik, akkor barmely a > O-ra a (3.10) teljesiil. Igy a

szokasos konvergenciat tekinthetjik (C,0)-rendii hatarértéknek.

Legyen f € L} (R-), ekkor

loc
(Coa) — lim f(t) =+

ha (3.10) fenndll az f(—t)-re az f(t) helyett. Legyen f € Ll (R), ekkor

loc

(C,a)— lim f(t)=¢

[t|—c0

ha ¢t — oo és t — —oo esetén mindkét hatarérték létezik (C, o)-rendben, és a kettd meg is
egyezik.
Maésodszor, emlékeztetiink az integrélok Cesaro-féle 6sszegezésének definicidjara (lasd
20, 26. o.]). Legyen f € L{ (R+) és a > 0. Azt mondjuk, hogy [~ f(z)dz integral (C,a)
Osszegezhets és Osszege az £ szam, ha
A Z\ o
(3.11) m [ (1-3) f(z)ds = ¢

A—00 0

Az o = 0 esetben a szokasos konvergenciat kapjuk, mig a = 1 esetben adddik

/O/\(l—i)f(tc)da: = %/OA dt/otf(g;)dx

ami analég az

1 n k
— E sk, ahol sp:= g aj,
7

k=1 j=1

o0
els6 szamtani kézéppel, amely a ) aj sor (C,1) 6sszegezésének definicidjadban fordul eld.
k=1
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Hasonlitsuk 6ssze a (3.10) és (3.11) definicidkat. Fubini-tétele alapjan

/0/\<1_§>af(x)d:c=/0Af(:c)d:c)%/:()\_t)a—1 W

- %/OA (1- %)H dt/ot f(z)da.

Igy a (3.11) definicié egybeesik (3.10)-zel, ha az utébbit fot f(z)dz integralfiiggvényre al-
kalmazzuk.

Végil 1dézzik a kozismert, Fourier-transzformaltakra vonatkozd Fejér-tételt (lasd [20,
28-30. o.]). Ha f € L*(R), akkor a (3.9) inverzids formula f minden z Lebesgue-pontjiban

barmely a > 0-ra (C, «) rendben fenndll, azaz,

(3.12) lim E/OA (1 - %)adt /_: flu)cost(z — u)du = f(z).

Uj eredmények.
Annak ellenére, hogy a (3.2) formuldban a konvergencia tetszélegesen lasst lehet, egy
jobb sebességu konvergenciat varhatunk el bizonyos gyengébb esetekben. Pozitiv eredmé-

nyek adédnak Fourier-transzformaltak nagysagrendjével kapcsolatban pl. az aldbbi médon
(Cra) — rn 1¢1# f(2) = 0
t|—oo

ahol « > 0és 8 > 0.
Ezzel a problémakorrel foglalkoztunk Dang Vu Gianggal és Moéricz Ferenccel irt kozos

cikkiinkben, ahol az aldbbi tételeket lattuk be (lasd [4]).

3.1. TETEL. (i) Ha f € L' N LP(R) valamely 1 < p < 2 esetén és a € (0,1/q), ahol
1/p+1/q=1, akkor

(3.13) (C,1/q) — Itl|im 1t f(t) = 0.
(i1) Ha f € LP(R) valamely 1 < p <2 esetén és a € (1/¢,00), akkor
(3.14) (C,a) — It}im [t1}4f(t) = 0.
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Specidlisan, az o = 1 eset adja a kovetkezé eredményt.

3.1. KOVETKEZMENY. Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

lim —/ |t|P=V/P{ () dt = 0.

[A[—o0 A

3.1. PROBLEMA. Azt sejtjiik, hogy az a = 1/q esetben sem (3.13), sem (3.14) nem
all fenn. Ezért a helyes kérdésfeltevés a kovetkezd: Keresendd olyan ¢ fuggvény, amely

pozitiv, monoton nové Ry-n, amelyre barmely 8 > 0 esetén
(3.15) $(t) = o(t?), ha t— o
és amelyre, hogy ha f € L' N LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

- lim_ I 2y =

Térjunk vissza p = 1 esethez.
Emlékeztetink arra, hogy az z € R pontot az f € Li _(R) figgvény Lebesgue-
pontjanak hivjuk, ha
h
lim / |f(z +1t)— f(z)|dt = 0.
h—0 0
3.2. TETEL. (i) Ha f € L' N L(R) és a € (0,1), akkor
(3.16) (C,1) - | llim [t f(t) = 0.
t|—oo
(i1) Ha f € L}*(R) és z = 0 az f figgvény Lebesgue-pontja és o € (1,00), akkor
(3.17) (C,a)—ltllim tf(t) = o0.

A 3.2. Tétel kiterjesztése Reade (lasd [17]) és részben kiterjesztése Kuprikov (14sd
[12]) eredményeinek.

3.2. PROBLEMA. Azt sejtjiik, hogy az a = 1 esetben sem (3.16), sem (3.17) nem 4&ll

fenn. Ezért a helyes kérdésfeltevés 1smét a kovetkezo: Keresendo olyan ¢ fuggvény, amely
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pozitiv, monoton nové Ri-n, amelyre (3.15) fennall, és amelyre, hogy ha f € L}(R) és
z =0 az f fuggvény Lebesgue-pontja, akkor

C,1 lim t

(©1) - Jim g0 =

Végil, egy Tauberian-tipusu érvelést alkalmazva a Fourier-transzformalt nagysagrend-
jére, a szokasos értelemben kapunk egy becslést, feltéve, hogy a monotonitési feltétel tel-

jesul.

3.2. KOVETKEZMENY. Tegyik fel, hogy f pdros (vagy pdratlan) és f(t) koszinusz
(vagy szinusz)-transzformdltja nemniévekvd t > to(> 0) esetén.

(i) Ha f € LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor
Jlim t1ft) = 0.
(i1) Ha f € L'(R) és x = 0 az f figgvény Lebesgue-pontja, akkor
Jim ¢f(¢) = 0,
mandkét esetben a szokdsos értelemben.

Felhasznalt eredmények

Az aldbbi 6t Lemma mindegyike j6l ismert, de a konnyebb olvashatésdg kedvéért

részletezzuk a bizonyitasukat.

3.1. LEMMA. Ha 0 < a < 1, akkor az aldbbe integrdlok
" sinu * cosu
(3.18) I(t) :=/ —du és J(t) :=/ —du
o ul 0o U

egyenletesen korldtosak t > 0 esetén.

Bizonyitds. (i) Tekintsik I(t)-t. Legyen t := 2mmn, ahol m pozitiv egész. Koénnyen

lathatd, hogy

m 1
™ 1 .
T(2mm) = / (v T 2k7r)1 Rl oyt L
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és igy barmely m = 1,2,... egészre
(3.19) 0 < I(2mm) < I(m).

Nyilvanvald, hogy 0 < t < 7-re

. et
(3.20) I(t)SI(W)S/O u%du = P
mig ha 7 <ty <tz <ty + 27, akkor

(3.21) (t2) - I(t)| < 222 < (2m)=.

1

Igy t > 0 esetén I(t) egyenletes korlatossaga kovetkezik (3.19) - (3.21)-bél.
Megjegyezziik, hogy (3.20) érvényes oo = 0 esetén is. Ezért I(t) egyenletesen korlatos
t-ben o = 0 esetben 1is.

(ii) Vizsgaljuk most J(t)-t. Legyen ¢ := (4m + 1)7/2, ekkor

3r/2 m—1 1 1
J((4m + 1) /2) = J(7/2) = /ﬂ/z kz=0 [(v Yo Tl R G l)w)l"aJ cos vdv.

Ebbol konnyen lathato, hogy barmely m = 1,2, ... esetén
(3.22) J(87/2) < J((4m + )7 /2) < J(n/2).

Nyilvéanvald, hogy 0 < t < 37 /2-re

3.23 J(#)| < =L
(323) o [ =L
mig ha 37/2 < t; <ty <ty + 27, akkor

(3.24) 1T (t2) = J(t1)] < til’ b _ é(—)l“’.

-
1

fgy t > 0 esetén J(t) egyenletes korlatosséga kovetkezik (3.22) - (3.24)-bél. 0
32. LEMMA. Ha 0 < a <1 ést >0, akkor
1
(3.25) / (1 —u)**sintudu = O(t™).
0
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Bizonyitds. A (3.25) bal oldalat helyettesitéssel integralva, az alabbi kifejezéshez ju-

tunk .
1 1 —
1 sin(t v)dv.
A 0 pl—a
Igy a 3.1. Lemmét alkalmazva kapjuk (3.25)-6t. O
3.3. LEMMA. Ha 0 < o <1 ést > 0, akkor
1
(3.26) / (1 — u)®* tucos tudu = O(t~%).
0

Bizonyitds. A (3.26) bal oldalat helyettesitéssel integralva az

1 [!cos(t —v)

t—a 0 vl—a

(3.27) (1= )dv

kifejezést kapjuk. Azt kell csupén ellenérizniink, hogy

pl

(3.28) /O @%‘Q(l - %) dv = O(1).

Parcialis integralassal és a 3.1. Lemm4dbdl kapjuk, hogy

(3.29) /O S -Ddv= /0 J(w)dv = O(1),

ahol J(v) a (3.18)-ban definialt kifejezés. Analdg médon, a 3.1. Lemma ismételt felhasz-

nalasaval kapjuk

t ¢
(3.30) / (- dv = l/ I(v)dv = O(1),
o vTC 3 t Jo
ahol I(v) a (3.18)-ban definialt kifejezés.
A (3.27) - (3.30)-bdl adédik (3.26). O

34. LEMMA. Hal<a<2¢ést>1, akkor
1
(3.31) / (1 —u)* tusintudu = O(t™%).
0

Buizonyitds. Parcialis integralassal adédik, hogy a (3.31)-ben szerepld integral egyenld
az aldbbival

a—1
t

1 /1 1
(3.32) 7 / (1 —u)*! costudu — / (1 —u)* 2ucostudu =: I — I,
0 0
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ahol I értelemszerten a kisebbitendot, I, pedig a kivonanddt jeloli.

Az I-et parcidlisan integréilva nyerjuk, hogy

n==2

-1
v / (1 —w)* ?sintudu.
0

Erre a 3.2. Lemmat alkalmazva

(3.33) I = ﬁtZZ—IO(t—w—l)) )

A 3.3. Lemmabdl kovetkezik

(3.34) B =220 ) = 037,

A (3.32) - (3.34) kifejezéseket osszekapcsolva adédik (3.31). ]

3.5. LEMMA. Tegyuk fel, hogy az f figgvény pdros (vagy pdratlan) és f koszinusz

(vagy szinusz)-transzformdltja nemnévekvd t > to(> 0)-ra. Ha valamely o > 0 és § > 0

esetén

(3.35) (C,a) = lim P f(t) =0,
akkor

(3.36) Jim i) =0

a szokdsos értelemben.

Buizonyitds. Legyen € > 0. Ekkor a (3.35) alapjan minden elég nagy A-ra adddik, hogy

£ > ;/OA(l - %)a_ltﬂf(t) dt

> @ /t: (1 - ;)a—ltﬂ dt —max{l, (1 _ %") a_l}% /Oto 181 F(¢)|dt.

A jobboldal masodik tagja 0-hoz tart ha A — co. fgy, ha X elég nagy, akkor



A kifejezés jobb oldaldt parcialisan integralva kapjuk, hogy
~ 1 ~
(3.37) 2% > M F(\) / (1 —w)* "ufdu > Cap®F(N),
to/A

ahol a C,p allanddra teljesil, hogy

1
(3.38) Cop:= [ (1—w)*Muldu>0 (A 2t),
1/2
ezért a Cup csak a-tdl és B-tdl fugg.

Mivel € tetszoleges volt, (3.37) és (3.38)-bdl kévetkezik (3.36).

Az Gj eredmények igazolasa

Mivel tetszdleges f fuggvényre alkalmazhatd a (3.5) felbontds, igy a 3.1. és 3.2. Téte-

lek bizonyitédsa sordn feltételezhetjik, hogy az f figgvény péros, vagy paratlan. Tovabbi

technikai egyszerGsitésként elegend6 a ¢ > 0 esetre szoritkozni a (3.13), (3.14), (3.16),

és a (3.17) bizonyitdsa sordn. (Ellendrizhetd, hogy a (3.6) formuldban a § paros és a h

paratlan.)

3.1. Tétel bizonyitdsa.

(i) ElSszor azt az esetet tekintjuk, amikor f péros. A definicié alapjan azt kell belt-

nunk, hogy

1l [* t\"r -

Fubini-tétele és (3.3) alapjan,

(3.40) LY = /0 ~ Fo) Ky (2, V) da,

ahol L i —1/p
Kl(m’A)::X/O (1—X> t% costz dt

1
= )\0‘/ (1 —w)~YPyu® cos Auzdu.
0

Alkalmazhatjuk K;(z,1)-re a Hausdorff-Young-féle egyenlétlenséget (ldsd [20, 96. o.]

vagy [21, 2. rész, 254. 0.]) a p; és ¢; konjugalt parral, ahol

1 /7
(3.41) a<—<a és — + — =1.



Eredményként kapjuk, hogy

e 1/
15 (@ Dl = { [ 1K, i o}

0

< qu{/ol(l - u)_Pl/puap‘du}

<Cy {/1 p~P/P dv}l/pl,
0

ahol Cy, csupén ¢;-t6l figgs allandd. A (3.41) feltételbdl adédik, hogy 1 < p; < p. Ezért

1/P1

p 1/p1
(3.42) Gz, Dl < G (52}

Nyilvanvald, hogy
Ki(z,)) = A*K ()z, 1),

igy
(3.43) 1K1 (2, Mllgy < A2 Ky(2,1)]]gs -

A Holder-egyenlStlenség, tovabba a (3.40), (3.42) és (3.43) alapjén kapjuk, hogy

o< { [ i as) [T i i daf

p 1/p 1/ -1/
< ! p P1)\ @ a
= (jbl (19'—,P1 ) {ILfHI ||11lp} A

Figyelembe véve (3.41)-et, (3.39) kovetkezik.

Mésodszor azt az esetet tekintjik, amikor f paratlan. A definicié alapjin be kell

latnunk, hogy
3.4 L WI/A(l t>_1/pt°‘f(t dt -0, ha A
) =TT - = 8 — :
( ) 2( ) 2 A 0 A ) ? a — 0
Fubini-tétele és (3.4) alapjan
B = [ f@)Ka(e,)) ds,
0

ahol

1 [ t\-Vr .
Kz(:c,/\).-—x/o <1_X) t%sintz dt

1
= )\a/ (1 — w)"YPu%sin duzdu.
0
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A (3.44) bizonyitdsanak tovabbi része analég a (3.39) igazoldsdval, mivel a Hausdorff-

Young-féle egyenldtlenség fenndll koszinusz helyett szinusz figgvényre is.

(ii) Tegytk fel, hogy az f péaros vagy pératlan, és jeldlje f az fot vagy fe-et. A
definicié alapjan azt kell beldtnunk, hogy

1 [ tyel s
(3.45) I(\) = —/ (1 — -—) t9f(t)dt - 0, ha X\ — oo.
A Jo A

Az f € LP(R) fuggvényre tjfent alkalmazva a Hausdorfl-Young-féle egyenldtlenséget, add-
dik, hogy f € LY(R). Legyen € > 0, ekkor talalhaté olyan )¢ > 0 (mostantél rogzitett)

valés szam, hogy
(3.46) / FO) dt < et
Ao

Tovabba az [3(\) felbonthatd az aldbbi médon

(347) L) =7] / o A - D) T ) de = T () + T (),

ahol I31()) az Osszeg elsd, [33(A) pedig az Osszeg masodik tagjat jeloli. Nyilvan

(3.48) 1In(V)] < max{l, (1 - %‘l) a_l}; /OM 21978y dt <e,

fennall, ha A elég nagy.
Felhaszndlva a Holder-egyenlotlenséget és a (3.46)-ot kapjuk, hogy

[ 132(M)] < {/OA(l - ;)wﬂ)l)t”/q dt}l/p{/: HOK dt}l/q

€ ! 1/p
e )\l+p/q/ 1 — y\e=Dryp/ag,

o{ [ v}
0

A feltétel miatt o > 1/q. Ezért

IA

IN

(3.49) o] < {p(a—1/9)}/?

Mivel € > 0 tetszoleges volt, igy Gsszekapcsolva a (3.47) - (3.49)-et adddik (3.45). H
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3.2. Tétel bizonyitdsa.
(1) Elészor azt az esetet vizsgaljuk, amikor f pdros. A definicié alapjan 0 < a < 1-re

ellenorizni kell, hogy

A
(3.50) L)) = \/§%/ t*f(t)dt - 0, ha X — oo.
0
Fubini-tétele és (3.3) alapjan
(3.51) LN = [ f@)KE () ds,
0

ahol
1
K (z,\) = —/ t* cos tzdt.
A Jo

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

z Az

. A A
K&(z,)) = ye1 2022 & / t*~1sintzdt.
0

Egyszert szamolassal adédnak a kovetkezd egyenlétlenségek

A
(3.52) | K (2, )] < A% + i/ t%zdt < 2)\°
Az Jq
és
3.53) Ko ) < 2 & [ gy o 22T
(3. WA=y Az J, oz

Felhasznalva a (3.51) - (3.53)-at, az alabbi mddon becstlhetiink

Oy 7y / :ﬁ | hr@xze i

3.54 1/ 1 g ©
. <Nl [ e 422l [ Er2re [T p(e)1n
0 1 .

1/A
<227 flloo + Il flloo Im A + |1 111 }-

Ebbél, mivel & < 1 a (3.50) kozvetleniil adédik.
Masodszor azt az esetet vizsgdljuk, amikor f paratlan. A definicié alapjan azt kell

belatnunk, hogy ha 0 < « < 1, akkor

1 [ .z
(3.55) I(\) = \/}%X/ t*fs(t)dt = 0, ha A — co.
0
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Fubini-tétele és (3.4) alapjan

(3.56) L) = /O ” F@) K (2,0 da,

ahol

1
K (z,\) := X/o t% sintz dt.

Most belatjuk, hogy a (3.52) és (3.53) alapvetd egyenlétlenségek akkor is fennallnak,
ha Kg(z,\) helyébe K&(z, X)-t tesziink. Konnyen l4thaté, hogy

1M a
. Xz, A)| < = t%dt = .
(357) LCVES Y —
Tovabba, parcialis integraldssal nyerjuk, hogy
by A
K (z,\) = _em1EBAE L E [ et sty dt,
x Az J,
ezért
Aol a [ 2 o1
: K&(z,\)] < — *ldt = :
(3.58) (e ) € St [ e = 2

Innen a péros esethez teljesen hasonléan (3.55) kovetkezik a (3.56) - (3.58)-bdl (vo.
(3.54)).

(i) El6szor azt az esetet tekintjik, amikor f pdros. Ha f € LY(R) és ¢ = 0 az f
figgvény Lebesgue-pontja, tovdbba § > 0, akkor a (3.12)-t alkalmazva, kapjuk, hogy

(3.59) Jim. \/_73;/0A (1 - ;) * i) dt = £(0),

Tekintsiik most a f = « és § = a—1 eseteket (ez utSbbi megtehetd, mivel @ > 1). A B =«
helyettesitéssel kapott kifejezésbdl kivonva a B = a — 1 helyettesitéssel kapott kifejezést,
adddik, hogy

A—o00

. 1 A t a—1

ami éppen a (3.17) a péros esetben.
Maésodszor azt az esetet tekintjik, amikor f paratlan. A definicié alapjan be kell

latnunk, hogy

1 1> a—1
(3.60) Is(X) := \/§X/0 <l — ;) tfs(t)dt - 0, ha A — co.
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Mivel az o 4 6 rendli Cesaro osszegezés kovetkezik az o rendiibél (ahol o > 0 és 6 > 0),
igy a tovabbiakban felteheto, hogy 1 < o < 2.
Fubini-tétele és (3.4) alapjin

(3.61) L= [ " @)K (2, N) de,

ahol \
o 1 t\ a1 .
KG(:c,A)._X/O (1—5) tsintz di

1
= )\/ (1 — u)* Tusin Azudu.
0
Nyilvanvald, hogy
1
(3.62) K2 (2,0)] < A/ (1= w)* Y udy = Cy\,
0

ahol C; = Ci(a) csupan az a-tél figgd allandé. Madsrészt, a 3.4. Lemmét alkalmazva

Az > 1-re, adédik, hogy

C,

(3.63) | K6 (z,A)] < Yo-iga’

ahol Cy = Cy(«) csak az a-tdl figgd allandd.

A (3.62) és (3.63) elemi egyenlStlenségeket felhaszndlva (3.60) igazoldsdt az alabbi
médon végezhetjiik. Mivel f paratlan, ezért f(0) = 0. Tovabba, mivel z = 0 az f fiiggvény
Lebesgue-pontja, igy adott ¢ > 0-hoz létezik olyan é > 0, hogy

(3.64) x(z) := / |f(t)|dt <ex ahol 0Lz <6
0
Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetd, hogy A§d > 1. A (3.61) miatt

(3.65) (Ml < {/01//\+‘/1j/\+/:o}|f($)f(§(a:,)\)|dm
=: Isi(A\) + Tea(A) + o3 (M),

ahol Is1 () jeloli az elsd, Iga(A) a mésodik, Ig3(A) pedig a harmadik tagot az Osszegben.
Figyelembe véve a (3.62)-t és (3.64)-et kapjuk, hogy

(3.66) T (V) < CIAX&) <e.
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Parcidlisan integralva, majd felhasznélva a (3.63)-at és (3.64)-et, nyerjik, hogy

If(iv)l
Toz(3) < Al //A T

)
= s B e [, S o)

(3.67) o __Cie | aCse /5 dz
- /\a—15a—1 =1 1

/x e
< 026 + OlCz&'
(Aol T a—1
< (20{ — 1)026.

- a—1

Az el6zéekben felhasznaltuk, hogy o > 1 és A6 > 1. Végul, figyelembe véve, hogy f €
L'(R) és, hogy a (3.64) fennall, kapjuk

()l 4,
(3.68) Ls(V) < 152 1/ e < o7 15& —2_|Ifl1 =0, ha X— oo.
A (3.65) - (3.68)-bdl adédik a (3.60). u

3.2. Kovetkezmény bizonyitdsa.
A 3.1. és a 3.2. Tételekbdl a 3.5. Lemma felhasznaldsdval addédnak az (1) és (ii)
allitasok.
Cl
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IV. FEJEZET

A KETDIMENZIOS FOURIER-TRANSZFORMALT NAGYSAGRENDIJE

Bevezetés

Legyen f kétvéltozds fiiggvény Lebesgue-integralhaté az R? := (~00,00) x (—00, 00)
sikon, jelolésben: f € L'(R?). Ekkor az f € L}(R?) fiiggvény f (komplex) kettés Fourier-
transzformaltjat az alabbi médon definidljuk (1dsd [20])

(4.1) Fu,0) / / f(z,y)e =+ do dy, u,v € R.
Konnyen lathatd, hogy fe C(R?) és a Riemann-Lebesgue lemma alapjan
(4.2) Flu,v) — 0, ha lu] + |v| — oo.

Az egyvaltozds esethez hasonléan a fenti konvergencia tetszdlegesen lassu lehet.

Ha f € L'(R?) paros mindkét valtozéjaban, azaz
akkor konnyen lathatd, hogy a (4.1) formula a kovetkezd egyszeriibb
. . 2 o< o0
(4.3) flu,v) = fee(u,v) = —/ / f(z,y) cos uz cos vy dz dy
T Jo Jo

kettos koszinusz-transzformalt alakban irhatd.

Ha f € L'(R?) paratlan mindkét véltozéjaban, azaz
f(xay) = _f(-l',y) =-—f(ac,—y) :f(—'Z)_y)) z,y ER)
akkor a (4.1) formuldbdl az

(4.4) Flu,v) = = fos(u,v) := ——/ / f(z,y)sin uz sinvy dz dy

lényegében kettos szinusz-transzformalt lesz.
Ha f € L'(R?) fuggvény paros z-ben és paratlan y-ban, akkor a (4.1) formula a kévetkezé
egyszerubb

(4.5) f(u,v) = —ifes(u,v) = —z’%/(; /0 f(z,y) cos uz sin vy dz dy
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lényegében koszinusz-szinusz-transzformalt alakban irhatd.

Ha f € L'(R?) fuggvény paratlan z-ben és paros y-ban, akkor a (4.1) formuldbdl az

(4.6) Flu,v) = =i foe(u,v) := —i%/o /0 f(z,y)sinuz cosvy dz dy

lényegében szinusz-koszinusz-transzformalt lesz.

M4srészt, tetszéleges f € L'(R?) figgvény felbonthaté a kévetkezd médon

F(@y) = (@) + f(=2,9) + f(z,~3) + F(~2,~v))
+ (7@ y) + F(~2,9) — f(@,~y) — f(=2, 1)}
(4.7) + %{f(a:,y) — f(=2,9) + f(z,—y) - f(~=, )}

4+ éll{f(x’y) — fl=z,y) — f(z,—y) + f(—z,—y)}
)+ o)+ en) + le),

ahol fi1, f2, f3,fa € L}*(R?), az fi paros z-ben és y-ban, az f, paros z-ben és péaratlan
y-ban, az f3 paratlan z-ben és péaros y-ban, az f4 paratlan z-ben és y-ban. Ezért a (4.3),

(4.4), (4.5), (4.6) és a (4.7) alapjan adddik, hogy
(4.8) Fu,v) = fiee(w,v) = if2,ca(u,v) = ifs 0c(u,v) = faes(u,0),  u,v €R.

Ha f € LP(R?) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor a (4.1) definicié nem alkalmazha-
t6. Ekkor az f fuggvény f Fourier-transzformaltjat Ggy definidljuk, mint az aldbbi véges

intervallumon kapott integral LY(R?)-normaban vett hatérértékét
1 Tz Y2 .
o fl,y)e = dady,  ha  21,22,5,52 = 00
2m —r1 Y=Y

ahol ¢ jeldli p konjugaltjat, azaz 1/p + 1/¢ = 1. Ekkor f € LI(R?), azonban f(u,v)-t egy

nullamértéki halmaz kivételével definidltuk R2-en.

Kétvaltozos fiiggvények osszegezése a végtelenben
Emlékeztetink a Cesaro-féle 6sszegezésre. Legyen f € LIIOC(R_,.Z) és a,f > 0 valds

szamok. Ekkor a kovetkezo jelolést alkalmazzuk

(C,Ol,ﬁ) - hmf(u,v) = é)
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ha

(4.9) hm—-//< IAI> 1(1 :Z})ﬂ_lf(u,v)dudvzf,

ahol a limeszt vagy az |u|+ [v| — oo (tehdt max(|ul,|v]) — o0), vagy pedig az |ul, |v] — oo
(tehat min(|ul, |v|) — oo) esetén képezziik.

Amennyiben a (4.9) hatérérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy f(u,v)-nek («,f)-
rendbeli Cesaro értelemben vagy roviden (C; «, B) értelemben £ a (véges) hatarértéke |u|+

[v] = oo, illetve az |u[, |v| — oo esetén (lasd [11]).

Emlékeztetdk. (i) JOl ismert (14sd [2, 12. 0.]), hogy minden a, 8 > 0 és v, > 0 esetén
a (4.9)-bél adédik, hogy

(Cia+,B+6) —lim f(u,v) = ¢,

ahol tehat vagy |u| + |v| — oo, vagy |ul, |v] = oo a (4.9)-nek megfelelben.
(ii) Ha a (4.9)-beli f fliggvény egyike a (4.7) formuldban definidlt f1, f2, f3, fa fliggvé-
nyeknek, azaz f(z,y) figgvény mindegyik véltozdjaban paros vagy paratlan, akkor a (4.9)

feltétel ekvivalens lesz az aldbbival

a- p-1
hm—é// 1—— 1(1—;) f(u,v)dudv = ¢,

ahol mar a A és u pozitiv értékeket futnak 4t. Tovabbi segitséget nyujthatnak az olvasénak

a kovetkezd irodalmak [6-11], [16] és [18-21].

Uj eredmények.
Annak ellenére, hogy a (4.2) formuldban a konvergencia tetszdlegesen lassi lehet, egy
jobb sebességi konvergenciat varhatunk el bizonyos gyengébb esetekben. Pozitiv eredmé-

nyek adédnak kettos Fourier-transzformaltak nagysagrendjével kapcsolatban, példdul
(s, B) = lim [u"o|’ F(u,v) = 0,

ahol o, 8 > 0 és v,6 > 0.
A kovetkezo Tételek a Fourier-transzformaltak kettds Fourier-transzformaltakra vonatkozé

kiterjesztésel, amelyeket a [2] és [3] cikkekben bizonyitottunk be.
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4.1. TETEL. (i) Ha f € L* N LP(R?) valamely 1 < p < 2-re és o, B € (0,1/q), ahol
1/p+1/q =1, akkor

(4.10) ©1/a1/0) - Jm bl f(u) =0
(ii) Ha f € LP(R?) valamely 1 < p < 2-r¢ és o, B € (1/g,00), akkor
(4.11) (C’;a,ﬂ)——I Illirln luv|*9 f(u,v) = 0.

Specidlisan, az o = 3 = 1 eset adja a kévetkezo eredményt.

4.1. KOVETKEZMENY. Ha f € L?(R?) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor
(r—1)/p ¢
uUv u,v)dudv = 0.
(AL lul—*oo/\#/ / fuv] flv)

4.2. TETEL. He f € L' N L*(R?),

Pou(z) = /lyIZIIf(:v,y)ldy ¢ Fp(y) = / \f(z,v)| do € L®(R),

lz|>1

és o, f € (0,1), akkor

(4.12) (Gi1,1) = | lim [w|*ol? f(u,v) = 0.

Emlékeztettunk arra, hogy az (z,y) = (0,0) pontot akkor hivjuk f € L} (R?) fuggvény

eros Lebesgue-pontjanak, ha a kovetkezo harom feltétel teljesiil

(4.13) i o / / (2, 5) — £(0,0)|de dy =0,
(4.14) lim / / |f(2,5) — £(0,y)|do dy =0,
oo k
(4.15) tim o [ [ if@) - f(a,0)ldedy = 0.
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Megjegyezzik, hogy a (4.14) és (4.15) a kovetkezé alakba irhaté

h

(4.16)  dims [ Pa@) i =0,
ahol -
Pa(e) = [ Ifte,) = FO.0)ld
€s
(4.17) %1_{% % Ok F3a(y)dy =0,
ahol

Fu(y) = [ 1f(5,9) - f(&,0)lds.
4.3. TETEL. Legyen f € L1 (R?). Tegyiik fel, hogy az f(z,y) figgvény pdratlan legaldbb

az egyik vdltozéydban, tovdbbd (z,y) = (0,0) pont az f fiiggvény erés Lebesgue-pontja, és

a, B € (1,), akkor

(4.18) (C;a,8)— lim wvf(u,v)=0.

lulfv]—o0

4.3. PROBLEMA. Abban az esetben, ha az f mindkét valtozdjdban paros, akkor a
4.3. Tétel nyitott marad.

Az 1j eredmények igazolasa

Mivel a (4.7) felbontas tetszdleges f fuggvényre alkalmazhatd, ezért a 4.1., 4.2, és
4.3. Tételek bizonyitdsat elegendd olyan f fliggvényre végezni, amely paros z-ben és y-
ban (ez az eset a 4.3. Tételnél kimarad), vagy paratlan z-ben és y-ban, vagy paros z-ben

és paratlan y-ban (vagy pératlan z-ben és paros y-ban).

4.1. Tétel bizonyitdsa.
(1) Elészor azt az esetet tekintjik, amikor f paros z-ben és y-ban. A definicié alapjin

azt kell belatnunk, hogy

™1 [*[* u\ ~1/p v\ "7 .
- _ = _ 2 o, B
(419) LA p):= 3 )\#/0 /0 (1 )\> (1 ,u) uv” feo(u,v) dudv — 0,
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ha A4+ pu—oo00 é Aup>0.

Fubini-tétele és (4.3) alapjin

(4.20) B = [ [ fe Ky wds dy
o Jo
ahol
1 [ [* u ~1/p v\ P
Ki(z,y; \,p) 1 = m/ / 1 - = (1 - ;‘—> u®vP cos uz cos vy du dv

=\ ﬁ/ / k)—l/p l)—l/p k%18 cos Akz cos ply dk di.

Alkalmazhatjuk K;(z,y; A, p)-re a Hausdorff- Young-féle egyenldtlenséget a p és ¢ kon-
jugalt parral, ahol

(4.21) max(a, ) < és

) =
N
Q|
+
S
Il
—

"3

Eredményként addédik, hogy

et Dle = {/ / |K1 (2,931, 1)) dxdy} o

; : o 1/p
{ — k)PP (1 — )T/ B PP g, dl}

1/p
Cy {/ / rPlpg= P/Pdrds} ,

ahol Cj csak §-tdl figgé allandé. A (4.21) feltételbdl kdvetkezik, hogy 1 < p < p. Ezért

I/\

IN

P 2/p
(4.22) 1K 1, Dlls < C (H) -

Nyilvanvald, hogy
Ki(z,y; ), 1) = N uf Ky (D2, py; 1,1),

igy
(4.23) 1K1 (2, y3 0, w)llg < A~VapP =14 K (2,51, L)
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A Holder-egyenldtlenség, tovabba a (4.20), (4.22) és (4.23) felhaszndlésaval kapjuk,
hogy

el = {/ooo /ooolf(“:’y)l’5 dx dy}l/ﬁ {/Ooo /OoolKl(:c,y;/\,#)lqd:c dy}l/q

2/p
- a1/ B—1/d P
< Il + £l Y77 Care—t/af 2/ (p——_,;) -

Figyelembe véve (4.21)-et, adédik (4.19).
Masodszor azt az esetet tekintjuk, amikor f paratlan z-ben és y-ban. A definicid

alapjan be kell latnunk, hogy

1 [ [ u\~1/p v\ TP A
—_ = _ = _ =~ o, B
(4.24) L p):= 5 )\M/O /0 (1 A) (1 #> u*v” fys(u,v)dudv — 0,

ha A+pu—o00 és A u>0.

Fubini-tétele és (4.4) alapjan

L) = /0 /0 £, 9)Ka (2,95 A, ) da dy,

ahol

1 A u\~1/p 0\ M
. _ 1 U _Y o B :
Ky(z,y; A\, 1) /\#/o /0 (1 )\) (1 #) u®v” sinuz sin vy du dv

1 1
- ,\mﬁ/0 /0 (1= k)P (1 = 1)/? k1P sin Mz sin ply dk dl.

A (4.24) igazolasanak tovabbi része analdg a (4.19) bizonyitédsaval, mivel a Hausdorff-
Young-egyenl6tlenség fennall koszinuszok helyett szinusz figgvényekre is.
Harmadszor azt az esetet tekintjuk, amikor f péaros z-ben és paratlan y-ban. A

definicié alapjan be kell latnunk, hogy

1 [*[H u\ —1/p v\ VP .
. Is(\, p) o= = — — 2 1— = o8 -
(425)  Is(X,p) ZM/O /0 (1 A) ( #> wv? foo(u, v) du dv — 0,

ha Ad+p—oo0 és Au>0.
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Fubini-tétele és (4.5) alapjan

L\ u) = / / £z, 1)K (2,93 A, ) da dy,

ahol

1 A rn —1/p —-1/p
Ks(z,y; A, pn) 1= —/ / (1 — E) 1-2 w®vP cosuz sin vy du dv
A Jo Jo A

©
1,1

= )\“uﬂ/ / (1- k)—l/P (1- l)—l/p k%18 cos Mk sin ply dk dl.
o Jo

A (4.25) igazoldsanak tovabbi része analdg (4.19)-el, mivel a Hausdorff-Young-
egyenlétlenség fennall koszinuszok helyett koszinusz-szinusz figgvényekre is.
Ha az f paratlan z-ben és paros y-ban, akkor a bizonyitds teljesen hasonlé médon

torténik.

(i1). Tegylk fel, hogy az f paros z-ben és y-ban, vagy péaratlan z-ben és y-ban, vagy
péros z-ben és paratlan y-ban (vagy péaratlan z-ben és paros y-ban), és jelélje f az f.

vagy fss vagy fes (vagy fsc) fuggvényt. A definicié alapjan azt kell beldtnunk, hogy

a -1 B-1 “
(4.26) a(A p) = / / 1— — (1 — :)—L) ul/qvl/qf(u,v) dudv — 0,

ha A pu — oo.

Az f € LP(R?) figgvényre jra alkalmazva a Hausdorff-Young-egyenlotlenséget adédik,
hogy f € L4(R?). Legyen € > 0, ekkor taldlhatéak olyan Aq, po > 0 (mostantdl rogzitett)

valés szamok, hogy

(4.27) {/:o/oﬂqt/: AT+ATAT}|f(u,v)|qdudv§.sq.

Tovabbé I4(), 1) felbonthatd a kévetkezéképpen (feltéve, hogy A > Ao és u > o)

on= {1 L LA L)

-2 _r ) wlla,t/e
X (1 )\) (1 #) v} f(u,v) du dv
=: In(M, p) + Liz(A, ) + Las (A, p) + Lna(A, ),

(4.28)
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ahol értelemszertien Iy (A, pu) jeloli az Gsszeg elsé tagjat, Iiz(, 1) a mésodikat, és igy

tovabb. Nyilvan

|I41(/\,N)|S3\1;max{1 (1_%\2) }max{l (1_,170>/3—1}

(4.29)
Ao pro .
x/ / w99 fu,v)|dudv < €
o Jo

ha X\ vagy u elég nagy.
A Holder-egyenlétlenség és a (4.27) alapjan

- 1/p
1 A H U (01—1)12 v (ﬂ l)p
Lig (), < — / / 1—— (1——) uP/ P19 gy du
[Las(3, 1) M{o (-3) ;
A u 1/q
X {/ / |f(u,v)|? dudv}
Ao v 1o

1/p
<i{A1+‘3‘N1+E/ / (1= k)@ Dr (1 - - ”Pkp/qu/qczkdz}

1 p1 1/p
<eg {/ / ple=1)p(A-1)p g, ds} )
o Jo

A feltételek miatt o, > 1/q. Ezért

(4.30) [Las(X, )] < €

{p? (a = 1/g) (B~ 1/0)}'"
Felhasznalva. a (4.29)-et, a Hélder—egyenlétlenséget és a (4.27)-et kapjuk, hogy

1 - v a_l 1/g9,,1/q| f
[Ta2(A, p)] < mmax ,{1—— A 1 - = u /0 f(u,v)| du dv
f-1 A 1/p
1 Ho " u\=DP e bl
/\Mmax{l (1 /J) }{/}\0/0 (1—)\> uP/ 9Pl doy dov
A ppo 1/¢
[ [ 1o duds
Xo J0
A-1 1/p
£ _ Ko rla _u\ehr g,
W max{l (1 M) }{ v dv} { )\) uP’? dy
B-1 1/p
<emax{1, (1 - -M—O> — { 1+p/q — k)(a—l)PkP/q dk}
K {p/a+ 1}

1 1
P )
g1 1/p
Semax{l (1———“—0> } — 17 { ("_l)pdr} .
# {p/q+1} ?
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A feltétel miatt o > 1/q. Tgy

8-1
o 1 1
(431)  Haa(h )l < emax {1’ (1 T > } {p/a+ 1177 {p(a—1/q)}"

Az Ii2()\, p) becsléséhez analég médon nyerjik, hogy

(4.32) [Tas(A, )] < {1 (1 A‘“)a_l} L !
. 43 M) S e€max s - - .
g {p/a+ 117 {p (6~ 1/)}'""
Mivel € > 0 tetszoleges volt, igy Osszekapcsolva a (4.28) - (4.32)-t, adédik (4.26). O

4.2. Tétel bizonyitdsa.
El6szor azt az esetet tekintjuk, amikor f paros z-ben és y-ban. A definicié alapjin

a, B € (0,1) esetén ellendrizniink kell, hogy

1 [*[* -
(4.33) I\ p) = ———/ / w*v® foo(u,v) du dv — 0,
2ty Jo
ha A+p—o00 és A u>0.
Fubini-tétele és (4.3) alapjan
(4.34) B = [ [ fen KoK ds dy,
o Jo

ahol K¢(z, ) a (3.51)-es formuldban taldlhaté segédfiiggvény.
A (3.52) és (3.53) alapjan

2Aa—l
(4.35) |Kg'(z, M) < min {2/\“, } .
x
Ebbdl az is nyilvanvald, hogy

2uP 1
le(y,u)ISmin{%ﬁ, My }

Az Is(X, p) felbonthaté a kévetkezdképpen
(4.36)

/A ,1/n /2 1 1 1/n 1 1 1/A oo o pl/n
so=A [ [ e[ L [
0 0 0 1/n 1/xJo 1/AJ1/u 0 1 1 Jo
1 [es) oo 1 [ ['s)
i / / i / / + / / }f(x,y>Kf<x,A>Kf<y,u>dmdy
1/xJ1 1 Ji/p 1 1

= Isa(A, ) + Isa(M ) + .- 4 Iso (A, ),
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ahol értelemszertien Is1(A, u) jeloli az Osszeg elsé tagjdt, Isa(A,p) a masodikat, és igy

tovabb.

Felhasznalva a (4.35)-6t az alabbi médon becstlhetink

/A pl/p
(4.37) o1 (0 )] < 42 18| Flloo / / dz dy = 3 25 oo,
/X 1 4
(438)  |ZssOh )] < X5 o / / L dedy = 0158 flleo Ln s,
0 1/p Y
(4.39) [ Isa(A, )] < 4A°‘u"|lflloo/ / —dzdy = 42*" 4P| f||o In Aln g,
1/AJ1fu TY
és
(4.40) s (0, )] < 4A1 81 / / £, y)| de dy < 428V £])s.

Ismét a (4.35)-6t és az Fp1(z) € L*°(R?) feltételt felhasznalva nyerjiik, hogy

1/A poo
Tas(\ )] < 4A%87 / / (e, y)) do dy
0 1

1/X
= 4\*uP? Fo(z)de < 4X* 1P 1K,
0

(4.41)

1 <)
[Is7 (A, p)] < 4A“'1#ﬁ‘1/ / .9l 4, dy
1/xJ1 z

1
=4)o71,P1 Fu(2) dz < 42* 11K In ).

1/x 2

(4.42)

Mivel o, < 1 és A + p — o0, Osszekapcsolva a (4.36)-ot, (4.37)-et, (4.38)-at és
szimmetrikus megfelel6jét, a (4.39)-et, (4.40)-et, (4.41)-et és szimmetrikus megfelel6jét, a
(4.42)-t és szimmetrikus megfeleldjét, adédik (4.33).

Masodszor azt az esetet tekintjuk, amikor f paratlan z-ben és y-ban. A definicié

alapjan ellenérizniink kell, hogy «, 8 € (0,1) esetén

1 [ 2
(4.43) Ie(A\ p) = z——/ / uw*v® foo(u,v) dudv — 0,
2 Jo Jo
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ha A+u—00 és A u>0.
Fubini-tétele és (4.4) alapjan
oo (o]
Lo = [ [ i@ @K ) dady,
0

ahol K&'(z, ) a (3.56) formuldban talalhaté segédfiggvény.
Beldttuk a (3.57)-ben és (3.58)-ban, hogy a (4.35)-0s formuldban szerepld alapvetd
egyenlStlenség fenndll KZ(z, \) mellett K& (z, A)-ra is.
Innen a (4.43) igazoldsa pontosan ugyanazon Uton halad, mint a paros-péaros esetben.
Harmadszor azt az esetet tekintjuk, amikor f paros z-ben és paratlan y-ban. A

definicié alapjan ellendrizniink kell, hogy «, 8 € (0,1) esetén

o, B F
(4.44) I; (A, w) 2)\'“/ / u®v” fes(u,v)dudv — 0,

ha A+p—00 és A u>0.

Fubini-tétele és (4.5) alapjan

L) = / / F(@ ) K2 (2, VKL (y, 1) da dy,

ahol K&(z,\) és K2 (y, 1) fiiggvényeket mar fentebb definisltuk.
Igy a (4.44) igazoldsa az el6z6 esethez analég mddon torténik.

Ha az f péaratlan z-ben és paros y-ban, a bizonyitas teljesen hasonlé médon torténik. [
A 4.3. Tétel bizonyitasahoz felhasznalt eredmények

4.1. LEMMA. Legyen f € L'(R?). Tegyik fel, hogy az f figgvény pdros z-ben és
pdratlan y-ban, tovdbbd, hogy (z,y) = (0,0) pont az f figgvény erds Lebesgue-pontja,
akkor

(4.45) | 10wl <o
0
Bizonyitds. A (4.14) feltételbdl adddik, hogy létezik olyan A > 0, hogy
1 h poo
(4.46) [ e - soldsdy < .
o Jo
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Felhasznalva a haromszog-egyenlotlenséget kapjuk, hogy

[T =1 [ [T 1o

1 h oo 1 h poo
<t [ [Trew-roviaay; [ [Tl O

A 4.1. Lemma szimmetrikus péarja az alabbi.

4.1*. LEMMA. Legyen f € LY(R?). Tegyiik fel, hogy az f figguény pdratlan z-ben és
pdros y-ban, tovdbbd, hogy (z,y) = (0,0) pont az f figgvény erds Lebesgue-pontja, akkor

(4.47) /Ooo £(z,0)] de < oo.

4.2. LEMMA. Legyen f € LY(R?%). Tegyiik fel, hogy az f figguény pdros z-ben és
pdratlan y-ban, tovdbbd, hogy (z,y) = (0,0) pont az f figgvény erés Lebesgue-pontja,
akkor

L
im 1 [ £y =0,

Specidlisan, elegendden kicsi k-ra
1 [k
(448) : [ rowia<c,
0

ahol o C csupdn az f-16l figgo dllands.

Bizonyitds. Konnyen ellendrizhets, hogy

%/()h/ok |f(g;,y)]d:cdy—/Oklf(oay)ldy

A (4.14) feltétel miatt, tetszdleges € > 0-hoz létezik olyan hy > 0, hogy

1 h k k
- dz dy — 0 d
2] [ ewiaa- [0

Ebbdl, felhaszndlva a (4.14)-et és azt a tényt, hogy f(0,0) = 0 (mivel f(z,y) péaratlan

h k
<t [ [ 1@ - rodsay

(4.49) <e, ha 0<h<hy.

y-ban), kapjuk, hogy

k 1 fh ok
/ |f(0ay)|dyS€+-I;/ / If(z,y)|dzdy <e+C k.
0 o Jo
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Mivel € tetszoleges volt, igy adddik a 4.2. Lemma igazolasa. Ol

A 4.2. Lemma szimmetrikus parja a kovetkezo.

4.2*. LEMMA. Legyen f € L'(R?). Tegyuk fel, hogy az f fiiggvény pdratlan z-ben és
pdros y-ban, tovdbbd, hogy (z,y) = (0,0) pont az f figgvény erds Lebesgue-pontja, akkor

elegendoen kicsi h-ra

h
(4.50) i [ ol <0

ahol a C' dllandd csupdn az f-tdl figy.

A kovetkezd harom lemma analdg a 3.2.—3.4. Lemmakkal.
4.3. LEMMA. Ha 0 < a <1 ést >0, akkor

(4.51) /1(1 —u)* ! costudu = O(t™).

4.4. LEMMA. Hae 0 < a <1 ést > 0, akkor

(4.52) /1(1 —u)* usintudu = O(t™%).

4.5. LEMMA. Hol< a <2 ést>1, akkor
1
(4.53) / (1 —u)* tucostudu = O(t™?).
0
4.3. Tétel bizonyitdsa.

Elészor azt az esetet tekintjik, amikor f paratlan z-ben és y-ban. Nyilvdn o, 8 €

(1,2)-re azt kell ellenérizniink, hogy

1 [r [ u\ o1 v\
(4.54) Is(A\, p) = EE/O /0 (1 — —)T) (1 - ;) uv fss(u,v)dudv — 0,

ha A\ u — oo.

Fubini-tétele és (4.4) miatt
(4.55) s = [ [ ek KE @ ded,
0
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ahol K&(z,)) a (3.61)-es formuldban talalhaté segédfiggvény. Igy K&(z,))-ra tovabbra
is érvényesek a (3.62)-ben és (3.63)-ban kapott egyenlétlenségek.

Analég mddon nyilvanvald, hogy

1
(4.56) K2 (y, ) < #/ (1 -0) v dv = Csp,
0

ahol C3 = C3(f) csupan a f-tdl figgs allands. Maésrészt, a 3.4. Lemmadt alkalmazva
py > l-re, adddik, hogy

C
(4.57) |KE (y, u)| < ﬁﬁ’

ahol Cy = C4(f) csupan a f-tdl fuggs allandé.
A (3.62), (3.63) és a (4.56), (4.57) elemi egyenlStlenségeket felhasznélva a (4.54) iga-

zoldsat az alabbi modon végezhetjik. Mivel f péaratlan z-ben és y-ban, ezért

£(0,0) = f(0,y) = f(=,0) = 0.

Tovabba, mivel az (z,y) = (0,0) pont az f fliggvény Lebesgue-pontja, igy tetszdleges
e > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy

z 1/n
(4.58) Vi(z,1/p) = / </ |f(u,y)|dy) du <ezl/p, ahol 0<z,1/u <4,
0 0
és
¥ 1/
(4.59) 92(1/ A, y) :=/ (/ |f(a;,v)|d:c> dv <eyl/A, ahol 0<y,1/X <4
0 0

Az altalanossag megszoritsa nélkil feltehets, hogy A6 > 1 és ué > 1. Az Iz(), p) felbont-
haté a kovetkezoképpen

(4.60)

1/X pl/p 1/x  p6 5 1/p ] s oo plfp 1/X poo
wown={ [ [ L L
0 0 0 1/p 1/xJo 1/XJ1/p s 0 0 s
§ oo [e%) ) [o%) %)
w[ [T [T [T b enre@ k@ dsay
12 Js s Ji Js Js

=: Is1(A, p) + Is2 (X, p) + -+ + Tso (A, 1),
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ahol Ig1 (A, p) jeldli az Osszeg elsd tagjat, Is2(A, 1) a mésodikat, és igy tovabb.
A (3.62), (4.56) és (4.58) miatt kapjuk, hogy

(4.61) |I81()\,,U,)| S 0103)\/,&191(1/)\,1//1.) S 01036.

Parcidlisan integralva, majd felhasznédlva a (3.62)-t, (4.57)-et és (4.59)-et, nyerjik, hogy

C1Cs 1 ([
T ) < S / {7 e ias} oy
0

v

1/n

_ GG [ 92(1/X,9)1° /6 92(1/2, )
- opfl {[ yP ]1/u+ﬁ 1/,; g W

(4.62)

IA

C1Ca {192(1/,\ ,6) / }
ph-t X 1w ¥? w
01046 01046ﬂ < 01046(2ﬂ — 1)

T (o)t -1 B—1
Hasonlé médon a (3.63), (4.56) és (4.58) miatt kapjuk, hogy

02036(20[ — 1)
a—1 '

(4.63) [Zs3 (X, p)| <

Felhaszndlva a (3.63)-at és (4.57)-et, majd parcialisan integréalva kovetkezik, hogy

C:Cs f(z,v)]
a0 ) € ot l/m/ 80 g g

CoCs HEX]
dv
~ Xe- lﬂﬂ 1{ yh //)\/ 42 ]l/u

+,B _ﬁ:i— / / w;—)ldxdv)dy} Z=Il +Iz,
1/n Y 1/xJo z

ahol I jeloli az osszeg elsd, I, pedig a masodik tagjat.

Felhasznalva a (4.58)-at, és Ujra parcidlisan integralva adddik, hogy

CyC,y / / |f(93 ”)l
L < — .
1= Ne=1,p-1 1/
ey 91 (z, 8) 5 91(z,6)
- Ae—=1,6-1 5,3{[ @ }1/A+a//>\ o+l dz

0204 656
< — 2 - . .
= Sem1,p1 { 0185//)\ —a d:c}

E E
= 0204{ 0O ()1 T a1 ()

(4.64)

} S 02046( 1 .
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Tovabbi parcidlis integralds mutatja, hogy

[} y s ) 19
[ [ e g [ [ e,
1/xJo 1/x
< 92(6,y) +a/6 92(2,9)
/A

- s rotl .’12,
ezért
C2C4p 1 [ 92(6,y) U2(z,y)
b= W{SZ/IM yFt Wt 1/ // gotlyf+i o dy
S—C’%{ﬁ/ -—dy—|—oz6/ / da:dy}
(4.65) NI g v e
0204 ﬂ66 /,L'B 1 ,uﬂ 1 P 1
Ae—lyf=11 fo f—1 -1 a-1
B af
<
<aoel 52+ o=

Osszekapcsolva a (4.64)-et és (4.65)-6t nyerjiik, hogy

ﬂ of
Tla-DB- 1)}

A fentiek szerint Ig1, Is2, Is3, Is4 (és az utolsé 1épésben Igg) becslésénél elég azt feltenniink,

(4.66) \Isa(), p)| < 02046{1 + af T+

hogy A + ¢ — oo. Viszont az ezutan kovetkezd Iss, Ise, Is7, Iss becslésénél mar azt kell

feltennunk, hogy A, p — oo.
Tovabbmenve, a (3.63)-bdl, (4.56)-bdl és (4.17)-bol kapjuk, hogy

C,C. 1/p , C.C co rlfp
s ) < S22 [ [T gy < O T e, )l ey
Ao Aa—1lge [, o
0203 1/# 60203
< )‘a—l(ga{"‘/(; F32(y)dy = /\a 1§a”

Teljesen hasonléan a (3.62)-bdl, (4.57)-bdl és (4.16)-bdl kovetkezik, hogy

(4.67)

eC,C.
(4.68) [Is6(A, 1) < F—l]—(;ﬁ-'

Felhaszndlva a (3.63)-at, (4.57)-et és (4.16)-ot, az alabbi médon becsiilhetiink
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(4.69)

G20 If(z,9)l
ar ()] € Saminas 1~A>AJ/ 0 gy a

C>C4 1 1
<l - . —
S Yemip1 /1/A ma{/é If(m,y)|dy}dw

C2Cy _1_/6 F3:(=) dz
- )\a—lﬂﬂ—l §P /A o

0204 1 1 z 6 5 1 z
< W‘-ﬂ{ —a/ Fu(U)du A“‘//x xa+1{A F31(u)du} dw}

C,C4 a1 _
L —_— . &
N1 AT g {06 + aC //)\ dz

58
C2Cy 1 —a+1 a—1
5ﬂ{06 a_lc’/\
1

— )\a—luﬂ—l
CCyC Lo
LB | (26)o—168 T 67

}-—)O, ha p — oo.

Hasonlé médon, felhasznalva a (3.63)-at, (4.57)-et és (4.17)-et, a kovetkezd eredményhez

jutunk

wm w2

/\oz—l +

(a6)F 15 6—[?}—>0, ha X — oo.

Végiil, mivel f € L'(R?), tovabbd a (3.63) és (4.57) alapjan kapjuk

0204
4.71 < .
(e71) _Mﬂwlwmﬂ‘£U@wmw

C2C4
< “f”l Aa_l(sa/,l,ﬁ_l(Sﬂ — 0,

ha A+ pu—o00, és A u>0.

A (4.61) - (4.71)-bél adédik a (4.54).
Masodszor azt az esetet tekintjik, amikor f péros z-ben és pératlan y-ban. Nyilvdn

a, B € (1,2)-re azt kell ellenériznlink, hogy

a 1 A1 o
(4.72) Io(A, p) = ———/ / - < (1 - —) uv fes(u,v)dudv — 0
ha A u — oco.
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Fubini-tétele és (4.5) alapjan
(4.73) B = [ [ ) K K ) do dy,
o Jo
ahol
1
K (z,\) = )\/ (1 — w)* tucos Muz du.
0
Nyilvanvald, hogy
1
(4.74) |K (2, \)| < A/ (1—w)*ludu=Ci),
0
ahol C1 = Ci(«a) csupdn az a-tdl fliggd allandd (vo. (3.62)). Masrészt a 4.5. Lemmiét

alkalmazva Az > 1l-re, adddik, hogy

Cs

Aa—lqo ’

(4.75) |K7(z,A)] <

ahol Cs = Cs(a) csupan az a-tdl figgs allands.
A (4.56), (4.57) és a (4.74), (4.75) elemi egyenlStlenségek felhaszndldsival a (4.72)

1gazolasat az alabbi mdédon végezhetjuk. Mivel az f paratlan y-ban, igy
f(0,0) = f(z,0) = 0.

Az éltaldnossadg megszoritasa nélkil feltehetd, hogy A6 > 1 és ué > 1. Az Iy(\, p) az
alabbiak szerint bonthaté fel

/A pl/p /X pé 5 1/n 6 5 o pl/p 1/X poo
o ={ [ [ [ L L
0 0 0 /g JiaJo ixJiye Jso Jo 0 5
6 0o %) § [e%s) (o)
+/ / +/ / +/ / }f(:v,y)f‘f?(x,/\)Kf(y,#)dxdy
1/xJs s Jiu Js Js

=: o1 (A, ) + To2 (A, ) + -+ + Too (A, ),

ahol Iy (A, ) jeloli az Osszeg elsd tagjat, Iga(A, 1) a méasodikat, és igy tovabb.
A bizonyitasi eljarasban az el6z0 rész eredményeit az Ig; — Igq és az Igg, log, és az Igg

integralok esetében véltoztatas nélkil felhasznalhatjuk.
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Ezért elegendd azt megmutatni, hogy az Igs és Ig7 tart 0-hoz, ha A\, u — oco. A definicié

alapjén nyilvanvald, hogy
o rifp ,
Ios (X, ) =/5 f(z, ) K2 (2, YKL (y, 1) dz dy
0
o rl/p ,
=/5 /0 {f(z,y) = FO, )} K& (z, VKE (y, u) dz dy

oo prl/n
+ / / F(0,9) K% (2, KB (y, ) dz dy =: Ty + I,
8 0

ahol I jeloli az Osszeg elso tagjat, Iz pedig a masodikat.
Az I; teljesen hasonléan becsulhet6, mint a péaratlan-péaratlan esetben (vo. (4.67)).

Felhasznalva a (4.56)-ot, (4.75)-6t és (4.48)-at, nyerjuk, hogy

o pl/p C-C o q 1/p
o< [T [ o ke redar < S5 [T T 0,010
0 0

o
C3CsC [ 1 C3CsC

< R — <

- o1 5 o dz - Aa——l&a—l(a _ 1)

— 0, ha X\— oco.

Ismét a definicié alapjan nyilvanvald, hogy

é [}
Ior(M ) = / . /6 Fo, y) K (2, VKL (y, 1) do dy
6 o)
= [ [ 1) ~ 500K o N () da
1/xJs

§ oo
+ // / F0, 9) K8 (2, KL (y, ) de dy =: I + L,
1/AJ6

ahol I3 jeloli az Osszeg elso tagjat, Iy pedig a méasodikat.
Az I3 teljesen hasonléan becstilheté, mint a paratlan-pédratlan esetben (vo. (4.69)).

Felhasznalva a (4.57)-et, (4.75)-6t és (4.45)-6t, kapjuk, hogy

§ %)
L] < / / 1F0, ) K2 (2, K (y, )] da dy
c.C
< Seorar / |10 o deay

0405 /5 1
< o TF70

CC,4Cs /5 1 CCyCs

s —dz <
= XeTTF168 [y nze O S yFgh(a— 1)

— 0 ha u— oco.
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Az el6z6 becsléseket Osszekapcsolva azonnal adddik, hogy az Igs és Ig7 tart 0-hoz, ha
A, b — 00.
Harmadszor, az az eset, ahol f paratlan z-ben és paros y-ban, a szimmetrikus ellen-

tettje az elSbb latott esetnek. Igy a, 8 € (1,2) esetén az alabbi allitas igazolsa

1 > [ a-1 -1
Lo(Ap):= g—m/o /0 (1 - %) (1 — —Z) uv fso(u,v) du dv
= [ [ s K G dsdy -0
0 0

ha A pu— oo,

teljesen hasonléan végezhetd, mint az el6z6 esetben. d
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I. Introduction

The theory of Fourier series, or more generally, the theory of trigonometric series
has been a source of new ideas for analysis during the last two centuries, and is likely to
be so in years to come. Many basic notions and results of the theory of functions have
been obtained by mathematicians while working on trigonometric series. For example, the
notion of function generally accepted now was first formulated in the celebrated memoir
of Dirichlet in 1837 dealing with the convergence of Fourier series; or the definition of the
Riemann integral in its general form appeared in Riemann’s “Habilitationsschrift” devoted
to trigonometric series; or the theory of sets, one the most important developments of 19th
century mathematics, was created by Cantor in his attempts to solve the problem of the
sets of uniqueness for trigonometric series. In more recent times, the Lebesgue integral
was developed in close connection with the theory of Fourier series, and the theory of
generalized functions (so-called distributions) with that of Fourier integrals.

Nowadays, we are witnesses of the increasing interest in the study of new function
spaces such as the real Hardy space H! or BMO. Among others, my supervisor Professor
Ferenc Méricz managed to prove in 1995 that the maximal Fejér operator is bounded from
H! into L! on the one-dimensional torus (see [14]). Furthermore, he introduced new Hardy
type spaces on the two-dimensional torus and proved the boundedness of the maximal Fejér
operator defined for double Fourier series (see [13]).

I joined to these investigations and proved in [1] that the maximal Riemann operator
is bounded from H! into L. Although the Riemann summability was originally introduced
to study the uniqueness of the representation by trigonometric series and the problem of
localization, I managed to reveal good convergence behaviour of the Riemann means. The
proofs of these results are mainly based on the fact that the Riemann kernel resembles
rather the Fejér kernel, and does not the Dirichlet kernel. I also managed in [5] to extend
the maximal Riemann operator for double Fourier series on the two-dimensional torus.

The other field of my research is connected with the study of order of magnitude of
the Fourier transform of integrable functions. In this direction, I was inspired by the recent
results of J.B. Reade [17], Yu.E. Kuprikov [12], and my supervisor and Z. Németh [15].

In these papers, the order of magnitude of Fourier coefficients of integrable functions has
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been studied since the mid 80’s. To go into details, by the Riemann-Lebesgue lemma, the
Fourier transform f(t) of a function f € L!(R) tends to 0 as |t| — oo. It is well known
that this convergence to 0 can be arbitrarily slow. On the other hand, if first we form
the (C,a > 0) means of the Fourier transform f, and then let |¢t| — oo, then the rate of
convergence to 0 improves drastically. For instance, in [4] we proved that if f € L' N L?(R)
and 0 < o < 1/2, then the (C,1/2) means of even the product |t|*f(t) tend to 0 as
|t| = co. Orif f € L', 0 < a<1andz =0isa Lebesgue point of f, then the (C,a)
means of the product ¢f(t) tend to 0 as |t| — oco.

Acknowledgements

I would like to express my gratitude to my supervisor Professor Ferenc Méricz for

acquainting me with this subject, constant help and encouragement.

II. Basic notions

(a) Given a periodic function f, integrable in the sense of Lebesgue on the torus

T :=[—m,n), in symbol : f € L!(T), its Fourier series
1 oo
(1) —2—ao + I;(ak cos kz + by sin kz)

is defined by

™ 1 iy
ak = — f(t)cos ktdt, by :=— f(t)sinktdt, keN.
s

T™J—= -

We recall that the conjugate function f of f € LY(T) is defined by

™

f(x) = (P.V.)% f(z —t)cot(t/2)dt

-7

1. 7
=— %lelﬁ;l/e [f(z +t) — f(z — t)] cot(t/2)dt.

As it is well known, f(z) exists a.e., but f ¢ L*(T) in general.
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This gives rise to the definition of the real Hardy space H(T) as follows
HY(T):={f e L(T): f € L'(T)},

endowed with the norm

Az == e + 1 F e,

where, as usual,

1 T
Il = 57 [ 1rolae
It is also well known that if f € H!(T), then the Fourier series of f is the following
(2) Z(ak sin kz — by cos kz),
k=1

which is called the conjugate series to (1).

(b) Given a function f € L*(T?), we denote by f(1.0) the conjugate function to f with

respect to the first variable:

™

~ 1
fA0(z,y) := (P.V.) o f(z — u,y) cot(u/2)du.
The hybrid Hardy space H19(T?) is defined by
HOO(T?) = {f e IY(T%) - fO0 € LY(T")},

endowed with the norm
I fll o = Ifllze + [ FSO 2,

where this time

[ fllz2 == Zl%/_,, /—n | f(u,v)| du dv.

We denote by H(®1)(T?) the symmetric counterpart of H(0)(T?), that is,
H(O,l)(TZ) = {f € Ll(T2) . f(O,l) € LI(TZ)},

endowed with the norm

1A = Ifle + 11O,
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where

FOU(z y) = (P.V.)% _" f(z,y —v)cot(v/2) dv.

is the conjugate function to f with respect to the second variable.

Finally, the double conjugate function f(1:1) is defined by
~ 1 ™ m
FOD(z,y) = (BV) / f(& = u,y — v) cot(u/2) cot(v/2)dudy.
™ JenJ-n

It is known that if f € H(1:0 0 HOD(T?), then f1)(z,y) exists at almost every (z,y) €
T2, but f(1.1) ¢ LY(T?) in general. This gives rise to the definition of the product Hardy

space

H(l,l)(-u-Z) = {f = LI(TZ) . f(l,O),f(O,l),f(l,l) = Ll(-ﬂ-Z)}

endowed with the norm

Al = 1l + 17Nz + 17O e+ 1FOD o

(c) Given a function f, integrable in the sense of Lebesgue on the real line R :=

(—00,00), in symbol : f € L*(R), its (complex) Fourier transform is defined by
O f6)= o= [ f@edz, teR
= — z)e T, :
27 J—oo
It is easy to see that f € C(R), and by the Riemann-Lebesgue lemma,
ft) =0 as |t| — oo.

This convergence can be arbitrarily slow. In other words, given any function ¢ defined on

R4 := [0,00) with the property
¢(t) > o0 as t— oo,
there exists a function f € L'(R) such that
lin sup (1) f(t) = oo.
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We note that if the function f € L!(R) is even
f(-z) =f(z), =€R,

then (3) is a (Fourier) cosine transform

F@&) = fo(t) - —\/‘/ f(z) cos tz dz;

while if f € L'(R) is odd
f("'m) = _f(x)a z € R,

then (3) is basically a (Fourier) sine transform

f(t) = —ifs(t), where fy(t):= \/g/o f(z)sin tzdz.

If f € LP(R) for some 1 < p < 2, then definition (3) makes no sense. In this case, the

Fourier transform f is defined as the limit of the truncated integrals

1 o2
V2rm J g,

in the LI(R) norm, where ¢ denotes the exponent conjugate to p:

f(z)e " dz as z1,22 — oo

Thus, in this case f € LY(R) but f(t) is defined only up to a set of measure zero on R.
(d) Given a function f € L*(R?), its double (complex) Fourier transform is defined by
(4) flu,v) = ziw/: /_o:o flz,y)e =t dedy w v €R.
Now, we also have f € C(R?) and by the Riemann-Lebesgue lemma,
Flu,v) = 0 as lu| + |v] — oo.

Again, this convergence can be arbitrary slow.

We note that if the function f € L*(R?) is even in both variables

f(may) = f(_:cay) f(.’B _y) f(_ma y) T,y € R)
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then (4) reduces to a double cosine transform:

" n 2 o0 [o o]
f(u,v) = fee(u,v) := — / / f(z,y) cos uz cosvy dz dy;
o Jo

™

if f € L*(R?) is odd in both variables

f(x,y) = _f(_$>y) = —f(x"—y) = f(—CE,—y), z,y € R,

then (4) is essentially a double sine transform:

R R 2 o0 oo
flu,v) = —fos(u,v) = —;/ / f(z,y) sinuz sinvy dz dy.
o Jo

If f € L'(R?) is even in z and odd in y, then (4) is essentially a cosine-sine transform:

R " 2 e} >
flu,v) = —tfes(u,v) := —z;/ / f(z,y) cos uz sin vy dz dy;
o Jo

while if f € L*(R?) is odd in z and even in y, then (4) is essentially a sine-cosine transform:

2
-z

T

Flu,w) = —ifsc(u,v) = /0 /0 f(z,y)sin uz cos vy dz dy.

In case f € LP(R?) for some 1 < p < 2, definition (4) makes no sense. In this case,

the double Fourier transform f is defined as the limit of the truncated integrals
1 Z2 Y2 .
% / f(m’y)e—z(utc+vy) dz dy as L1,22,Y1,Y2 — O
—z1 Y-y

in the LY(R?) norm, where 1/p + 1/q = 1. Thus, in this case f € L1(R?) but f(u,v) is

defined only up to a set of measure zero on the plane R?.

(e) Given a function f € L] (R4) and a > 0, we write

loc
(Cya) - lim f(t) =4
if

(5) m = /0A (1 - ;) " ydt = e



In words, we say that the (C,a) means of the function f(¢) tend to the finite limit £ as

t — oo. In the particular case a = 1, then (5) is of the form

A—oo A

1 A
lim — dt =¢
im /0 f()dt =&,

which is analogous to the existence of the finite limit
lim 1 i =/
e 2 ag = 4.

The latter means the convergence of the first arithmetic means of the numerical sequence

{ax : k =1,2,...}, which occurs in the definition of (C, 1) summability of sequences.

(f) Given a function f € LL _(R4+?) and a, 8 > 0, we write

loc
(C;a,B) — lim f(u,v) = ¢

if

where the limit is taken in the following two cases: (1) u+v — oo (that is max(u,v) — o)
and u,v > 0; (2) u,v — oo (that is min(u,v) — o0) and u,v > 0.

In words, we say that the (C;«, 8) means of the function f(u,v) tend to the finite
limit £ as u + v — oo or u,v — 0o, where u,v > 0.

As a background literature, we suggest the reader to consult with [6-11], [16] and
[18-21].

ITI. New results

1. Given a trigonometric series (1) with
ak,by =0 as k — oo,

consider the function

o0

ar cos kx + b sinkzx
> o ,

1
F(z) = Zaoxz —
k=1
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obtained by integrating series (1) formally twice. Since the series on the right-hand side
converges absolutely and uniformly, its sum F(z) is continuous. It is easy to see that

F(z +2h) + F(z — 2h) — 2F(z)
4h?

Su(z) : =
(6)

sinkh)2

= lao + z(ak cos kz + by sin kz) ( A

2 k=1

We say that series (1) is Riemann summable to a finite number s if
Si(z) = s as h—0.

In the sequel, we assume that series (1) is the Fourier series of a function f € L!(T).
In this case, we denote by Sp(f;z) the Riemann mean in (6) and define the maximal

Riemann operator by

S«(f; ) :=sup |Sh(f; 2)|.
h>0

One of my main results proved in [1] says that the operator S.(f) is bounded from

H(T) into L'(T), that is, the operator Si(f) is of type (H*, L*).
THEOREM 1.1. There ezists a constant C such that for all f € HY(T), we have

1S«(Hllzr < CllSf |l

Similarly to (6), for the conjugate series (2) we define the conjugate Riemann means

by

» (o) inkh 2
Sh(z) = kz::l(ak sin kx — by cos kz) <Slzh ) )

and introduce the conjugate maximal Riemann operator by
S«(f;z) = sup |Su(f;2)l,
h>0

provided that (1) is the Fourier series of a function f € H!(T); consequently, (2) is the
Fourier series of f.

From Theorem 1.1. it follows immediately that the operator §*( f) is also of type
(H',LY).
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COROLLARY 1.1. For all f € H*(T), we have

I1S«(Hller < 2C| £z,
where C 1s the same constant as in Theorem 1.1.

2. Given a function f € L'(T?), its double Fourier series

(7) Yo Y f(myn)eltretny

m=—0o0o n=—00

is defined by
1

4r?

Ff(m,n) = / Flu,v)e™ metm) gy gy,

Now, the Riemann means Sp, x(f; z,y) are defined by

She(fiz,y) = i i f(m,n)ei(mz+ny)(Sinmh)2(8i22k>2,

mh
mMm=—000 N=—00

while

S«(fiz,y) = Sup [Sh,k(f;2,v)]

1s the maximal Riemann operator.

In a joint paper [5] with F. Méricz, we proved the following.
THEOREM 2.1. There ezists a constant C such that for all f € HLO(T?), we have

||S*(f)“wmk—L1 = i‘ilg)‘H(x)y) € TZ : S*(f;xay) > A}| < C”f”H(lxo)‘

The symmetric counterpart of Theorem 2.1. reads as follows.
THEOREM 2.2. For oll f € HOV(T?), we have

”S*(f)”weak—Ll < C”f”H(O:l)

with the same constant C as in Theorem 2.1.
Applying the familiar density argument due to Marcinkiewicz and Zygmund (see, e.g.

[21, Vol 2, p. 309]) yields the following pointwise convergence result.
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COROLLARY 2.1. If f € HL.O y HO(T?), then we have
Jim Suk(fiz,y) = f(z,y) ae.

It is well known that if f € H(1:9(T?), then the Fourier series of f(1:9) is given by
(8) z E (—isignm) f(m, n)el(ms+my)

which is called the conjugate series to (7) with respect to the first variable. If f €
H©D(T2), then the Fourier series of fO1 ig given by

(9) Z z (—isignn)f(m,n)elm=+ny)

which is called the conjugate series to (7) with respect to the second variable. Finally, if
f € HOD(T?), then the Fourier series of f(1'1) coincides with the conjugate series to (7)

with respect to both variables:

(10) Z Z (—isignm)(—isignn) f(m,n)e'(ms+ny),

m=—o0o n=—0o0

Denote by
SEDFe,y), SOR(fizy), SUP(Fe)

the Riemann means of the conjugate series (8)-(10), respectively. The corresponding max-

imal conjugate Riemann operators are defined analogously, for example,

S8 (fi2,y) = sup ISH0(f2,)
h,k>0

COROLLARY 2.2. If f € H1O(T?), then

1S Allweak—11 < 2C|Fllgeo;

if f € HOD(T?), then
II§£0’1)(f)||weak—L1 < 20| fllgeony;
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and if f € HOD(T?), then

”ggl,l)(f)”wea.k—L1 < 2C”f||H(1rl)'

COROLLARY 2.3. If f € HLO(T?), then

Jim 500 (fimy) = FOO @) e
if fe HOD(T?), then
Jim S0 (f2,9) = FOV(9) g

and if f € HOLD(T?), then

hlimosf(zkl)(f,:c y) = fOD(z,y) ae.

3. In a joint paper [4] with D.V. Giang and F. Méricz, we proved the following two

theorems.

THEOREM 3.1. (i) If f € L* N LP(R) for some 1 < p < 2 and a € (0,1/q), where
1/p+1/qg=1, then
(€1/9) = Jim_11%7(c) =
(ii) If f € LP(R) for some 1 < p <2 and a € (1/¢,00), then
(C,a) - It}im 1t/ ef(t) =0

In the particular case o = 1, we get the following.

COROLLARY 3.1. If f € LP(R) for some 1 < p <2, then
lim —/ |t|P= /P (1) dt = 0.
We recall that z € R is said to be a Lebesgue point of the function f € L] (R) if
h
lim / |f(z +1t) — f(z)|dt =0.
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THEOREM 3.2. (i) If f € L' N L®(R) and o € (0,1), then
(G,1) = Jim 1% f(¢) = 0.
(i) If f € L*(R), = =0 is a Lebesgue point of f, and a € (1,00), then
(C, o) — |t1|i—r>noo tf(t) = 0.

Finally, by a Tauberian type argument we obtain an estimate of the order of magnitude

of Fourier transform in the ordinary sense, provided a monotonicity condition is satisfied.

COROLLARY 3.2. Assume that a function f is even (or odd) and its cosine (or sine)
Fourier transform f(t) is nonincreasing for t > to(> 0).

(i) If f € LP(R) for some 1 < p <2, then
lim t/9f(t) = 0.
t—oo
(i) If f € L*(R) and £ = 0 1s a Lebesgue point of f, then
Jim ¢ HOEL!
in the ordinary sense in both cases.

4. Extending the above results from single to double Fourier transforms, in [2] and

(3], I proved the following three theorems.

THEOREM 4.1. (i) If f € L* N LP(R?) for some 1 < p <2 and o, B € (0,1/q), where
1/p+1/qg=1, then

(©:1/a.3/9) = im fullol? f(u,0) =0,

(i) If f € LP(R?) for some 1 <p <2 and a,B € (1/g,0), then

(Cie )= lim [uof"/*f(u,0) =0

|v]—o0
In the particular case o = = 1, we get the following,.
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COROLLARY 4.1. If f € LP(R?) for some 1 < p < 2, then

AL oo A,L/ / [uo] 7D f(u,v) du dv = 0.

THEOREM 4.2. If f € L' 0 L®(R?),
/ f@y)ldy  and / f(z,9)|dz € L®(R),
ly|>1 jz]>1
and a,f € (0,1), then

(0;1,1)—I i [ul* |l f(u,v) = 0.

We recall that (z,y) = (0,0) is said to be a strong Lebesgue point of the function
f € L{ (R?) if the following three conditions are satisfied.

. 1 h k
Jlim / / f(2,4) — £(0,0) da dy = 0,

,{l_f{})h/ / (z,y) — f(0,y)|dzdy = 0,

and

lim / / |f(z,) — f(=,0)| dz dy = 0.

THEOREM 4.3. Assume that the function f(z,y) is odd at least in one variable. If
f € LY(R?), (z,y) = (0,0) is a strong Lebesgue point of f, and «, B € (1,00), then

(Cie )~ lim uv f(u,v) = 0.
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