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BEVEZETÉS

A Fourier-sorok, vagy általánosabban a trigonometrikus sorok elmélete a matemati

kai analízis egyik központi része volt hosszú ideig, de még napjainkban is lényeges sze

repet játszik a matematika fejlődésében. A matematika számos alapvető fogalma éppen 

a Fourier-sorok elméletében keletkezett vagy csiszolódott a napjainkban is használatos 

formára. Példaképpen említjük, hogy a függvény ma is elfogadott fogalmával Dirichlet- 

nek a Fourier-sorok konvergenciájával foglalkozó híres dolgozatában találkozunk. Vagy a 

Riemann-integrál szigorú definíciója Riemann ”Habilitationsschrift”-jében jelenik meg elő

ször, amely trigonometrikus sorok vizsgálatával foglalkozik. Vagy a modern halmazelmélet 

Cantornak azon próbálkozásaiból keletkezett, hogy a trigonometrikus sorok egyértelmű- 

ségi halmazait jellemezze. De a XX. században is több nagy horderejű elmélet született a 

Fourier-sorok vizsgálata során. Hadd utaljunk a Lebesgue-integrál elméletének kifejlődé

sére szoros kapcsolatban a Fourier-sorok tanulmányozásával, vagy még újabban az általá

nosított függvények (ún. disztribúciók) elméletének a Fourier-integrálok vizsgálatával való 

mély kölcsönhatásra.

Jelenleg tanúi vagyunk annak, hogy az újabban bevezetett függvényterek, mint pél

dául a valós H1 Hardy-tér, vagy a BMO-tér szintén jó alapot szolgáltatnak a Fourier-sorok 

vizsgálatában. Például, Móricz Ferenc témavezetőm 1995-ben bizonyította, hogy a maxi

mál Fejér-operátor korlátosán képezi le a valós H’1-teret a jólismert Lebesgue-féle La-térbe 

(lásd [14]), majd ebből kiindulva, újabb Hardy-féle tereket vezetett be a kétdimenziós tó- 

ruszon és további Fejér-féle operátorok korlátosságát bizonyította ezen tereken (lásd [13]).

Ezekhez a vizsgálatokhoz csatlakoztam, amikor a maximál Riemann-operátor korlá

tosságát bizonyítottam a valós ií1-térből az Zd-térbe (lásd [1]). Bár a Riemann-féle 

málhatóságot eredetileg trigonometrikus sorok egyértelműségi halmazainak és lokalizációs 

problémájának vizsgálatára vezették be, nekem sikerült a Riemann-féle közepek jó kon

vergencia tulajdonságait bizonyítanom. Alapvetően ez azon múlik, hogy a Riemann-féle 

magfüggvény a Fejér-féle magfüggvényhez hasonlít, és nem a Dirichlet-féle magfüggvény

hez. A maximál Riemann-operátor kétdimenziós tóruszra való kiterjesztésében is sikerült 

eredményt elérnem (lásd [5]). Ezen eredményeimet az értekezés első két fejezetében fogla

lom össze.

szum-
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Az értekezés harmadik és negyedik fejezetében pedig azon eredményeimet ismerte

tem, amelyeket a Fourier-transzformált nagyságrendjének vizsgálatában értem el. Ezen 

vizsgálatokra azon újabb eredmények inspiráltak, amelyeket a Fourier-együtthatók nagy

ságrendjének vizsgálatában J.B. Reade (lásd [17]), Yu.E. Kuprikov (lásd [12]), továbbá 

Móricz Ferenc témavezetőm Németh Zoltánnal közösen ért el a 80-as évek közepétől kezdve 

(lásd [15]). Röviden összefoglalva, a Riemann-Lebesgue lemma szerint integrálható függ

vény f(t) Fourier-transzformáltja 0-hoz tart, ha |í| oo. Az jólismert, hogy ez a 0-hoz 

tartás tetszőlegesen lassú lehet. Ha viszont az / Fourier-transzformáltnak előbb képezzük

a (C, a > 0)-közepét, akkor a fenti 0-hoz tartás sebességét lényegesen megjavíthatjuk. Pél

dául, ha / G X1 П L2(R) és 0 < a < 1/2, akkor még a \t\af(t) szorzat (C, 1/2) közepe is 

0-hoz tart, ha |t| —» oo (lásd [4]). Vagy ha / G f1, 0 < a < 1 és ж = 0 Lebesgue-pontja 

/-nek, akkor még a tf(t) szorzat (C, a)-közepe is 0-hoz tart. Ezen és további hasonló 

eredményeket bizonyítok a harmadik fejezetben az egydimenziós esetben, míg a negyedik 

fejezetben a kétdimenziós esetben.

Köszönetnyilvánítás

E helyen szeretnék köszönetét mondani témavezetőmnek, Dr. Móricz Ferenc pro

fesszornak ösztönző és odaadó segítségnyújtásáért, amely nélkül ez a munka és tudományos 

dolgozataim sem készülhettek volna el.
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I. FEJEZET

A MAXIMÁL RIEMANN-OPERÁTOR AZ EGYDIMENZIÓS TÓRUSZON

Bevezetés

Legyen / periodikus, Lebesgue-integrálható függvény a T := [—7г,7г) tóruszon, jelö

lésben : / E L1(T). Ekkor az / függvény Fourier-sora
^ OO

-a° + cos kx + bk sin kx)(1.1)
k= 1

alakú, ahol

1 Г— / f(t) cos kt dt 
* J — 7Г

Ьк := - Г
* J-n

f(t) sin dí, ke N.afc : =

Emlékeztetünk az / függvény, az / E L1(T) konjugált függvényének a definíciójára:

f(x) := (Р.У.)- Г f(x - t)(l/2)cot(í/2)dí
^ J-1r

J [f(x + í) - /(x - í)](l/2) cot(í/2)dí.-lim
7Г ej.0

Jól ismert, hogy az /(x) függvény létezik majdnem minden x E T-re, de általában / 0
П(т).

Ebből adódóan definiáljuk a periodikus íf1(T) valós Hardy-teret:

H\T) := {/ € L1(T) : / E L1(T)}

amelyet az

(1,2) 11Л1я. ll/IU’ + ИЛЬ,

normával látunk el, ahol
/ I f(t)\dt.
J — 7Г

1
ll/IU* : 2tt

Az is jól ismert, hogy ha / E Я*(Т), akkor az / Fourier-sora a
OO

yj(at sin kx — cos kx)(1.3)
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alakban állítható elő, amit (1.1) konjugált sorának nevezünk.

Új eredmények

Adott (1.1) trigonometrikus sor esetén, ahol most csupán annyit teszünk fel, hogy

&к 1 Ьк 0, ha к oo,

tekintjük az

_, . 1 о ak cos kx -f- 6fc sin kx
F(x) = -a0x -(1.4) к2

k=1

függvényt, amelyet az (1.1) sor kétszeri, formális integrálásával kaptunk. Az F(x) folytonos 

függvény, hiszen az (1.4) formula jobboldalán levő sor abszolút és egyenletesen konvergens. 

Az is könnyen látható, hogy

F( x + 2 h) + F(x — 2 h) — 2 F(x)
Sh(x) :

4 h2
(1.5) , . (sinkh\2

kx){-jr)
1 00-a° + ^^(ofc cos kx + bk sin

fc = 1

ahol h > 0, és megegyezés szerint (sin kh)/kh = 1, ha к = 0. Akkor mondjuk, hogy az 

(1.1) sor Riemann szerint egy véges s számhoz összegezhető, ha

Sh(x) -► s, ha h —> 0.

sor valamely / E -h1(T) függvény Fourier- 

sora. Ekkor az (1.5) formulában szereplő Riemann-közepet Sh{f; x)-szel jelöljük, míg a 

maximál Riemann-operátort az alábbiak szerint definiáljuk:

A továbbiakban tegyük fel, hogy az (1.1)

(1,6) S,(f ;x) := sup |Sk(/;x)|.
h> 0

Egyik fő eredményünk az, hogy az S*(f) operátor Я1(Т)-Ь01 L1(T)-be korlátos módon 

képez le, vagy más szavakkal: az S*(f) operátor (H1, L1 )-típusú (lásd [1]).

1.1. TÉTEL. Megadható olyan C állandó, hogy minden f E Яг(Т) függvényre

(1.7) \\S*(f)\\v <C\\f\\Hi.
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Megjegyezzük, hogy a maximál Fejér-operátorra az 1.1. Tétel megfelelőjét Móricz 

Ferenc látta be (lásd [14]).

Az (1.3) konjugált 

Riemann-közepeket:

felhasználásával (1.5)-höz hasonlóan definiáljuk a konjugáltsor

Sh(x) := ^(a* sin kx - bu cos kx) Г

lé=1 ' /

és vezetjük be a konjugált maximál Riemann-operátort:

5.(/;x) := sup S*(/;x)|,(1.8)
/i>0

feltéve, hogy (1.1) valamely f E H1 (T) függvénynek a Fourier-sora; következésképpen 

(1.3) az f függvénynek a Fourier-sora.

Az 1.1. Tételből azonnal adódik, hogy S*(f) is (FT1,!!1) típusú.

1.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f e Hl{T), akkor

(1.9) \\S*(f)\\» < 2C||/||hi

ugyanazon C állandóval, mint (1.7)-ben.

Felhasznált eredmények

Egy a E T°°(T) függvényt (periodikus) atomnak nevezünk, ha a(x) = 1, vagy, ha 

létezik T-nek olyan I részintervalluma, hogy

(1.10) {x E T : a(x) / 0} C J,

laO)l < \i\ 1(1.11) m.m.,

ahol |/| az I intervallum hosszát jelöli, és

^a(x)dx = 0(1.12)

Az (l.lO)-ből és (l.ll)-ből adódik, hogy

WU-i/l a(a))| dx < 1.
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A if1 (T) Hardy-tér függvényeinek atomokkal történő következő előállítása Coifman 

tói és Weiss-től származik (lásd [7], 372-373. o.).

1.1. LEMMA. Egy f 6 iö1 (X) függvény akkor és csak akkor H1(T)-beli, ha létezik 

atomoknak olyan (а^ : к 6 N) sorozata és valós számoknak olyan (A*, : к € N) sorozata, 

hogy

OO

/0) = ^кЯк^х)(1.13) m.m.
k=о

és

OO

(114) < OO.

fc=0

Továbbá, az (1.2)-ben definiált Ц/Ця1 norma ekvivalens az alábbi infimummal:

OO

infj>fc|,
k=0

ahol az infimum képzését minden olyan (Ak) sorozatra kiterjesztjük, amelyre mind (1.14), 

mind (1-13) fennáll valamely (a*,) sorozattal.

Legyen I а T-nek részintervalluma, és jelöljük J /(/)-ve 1 azt az intervallumot, 

amelyet 7-ből úgy kapunk, hogy a középpontjából r-szeresére nagyítjuk, ahol r E N. Azaz, 

ha I := [c,d], akkor

d—cc+d d-c 
2 ’~2 ^Г 2 ‘— r

A továbbiakban számunkra az r := 3 eset válik érdekessé. Ekkor J := [2c — d,2d — c], és 

nyilvánvaló, hogy | J| = 3|/|.

Egy T operátort, amelyik az L1(T)-beli függvényeket T-n értelmezett mérhető függ

vények osztályába, azaz az T'°(T) függvényosztályba képezi le, kvázi-lokálisnak nevezzük, 

ha léteznek olyan C > 0 és r E N állandók, hogy minden olyan a(x) függvényre, amely 

kielégíti az (1-10) és (1.12) feltételeket, az is fennáll, hogy

l(1.15) \Ta{x)\ dx < (7||a||£i.
T\J(i)
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A következő lemma (lásd [18], továbbá [14] vagy [16]) elegendő feltételt ad arra, hogy 

egy szublineáris operátor, speciálisan egy maximál operátor (H1 , Zd) típusú legyen.

-L°(T) szublineáris operátor kvázi-lokális és1.2. LEMMA. Ha egy T : LX(T)

(L°°, L°°)-típusú, akkor bármely f G ií1(T) függvényre fennáll, hogy

\\Tf\\L. <^11/11*1,(1.16)

ahol a C\ állandó csak а ЦТЦоо normától és a kvázi-lokalitás definíciójában előforduló C és 

r állandóktól függ.

Bizonyítás. Bár a bizonyítás ismert, de a könnyebb olvashatóság kedvéért részletezzük, 

(i) Először tekintsünk egy atomot: f(x) a(x). Ekkor

J_ r
2W-.

\Ta{x)\ dx < <\\Tf\\v = l|Ta||Li |Та(ж)| dx.

Mivel T kvázi-lokális, ezért

> |Та(ж)| dx < ЦТаЦ^оо | J\ + C7||a||Li.(1.17)

Felhasználva, hogy a T operátor (L°°, L°°)-típusú, nyerjük, hogy

(1.18) ||Та||ь» |J| + С||о||ь. < ЛГ|И|Ь- |J| + СЦаЦг,,.

Mivel az a(x) olyan függvény, amely kielégíti az (1.10), (1.11) feltételeket és mivel \ J\ 

3|I|, kapjuk, hogy

K\\a\\L-\J\ + С\\а\\ьг < iü||a||Lco|J| + C||a||Loo|J| = (3 К + C)||a||L~ 11\
(1.19)

< 3K + C = Cl.

Összekapcsolva (1.17) - (1.19)-et, adódik

(1.20) Urálii- <C,.

(ii) Most egy tetszőleges / G Я1(Т) függvényt tekintünk. Felhasználva az (1.13) 

előállítást és azt a tényt, hogy T szublineáris operátor, kapjuk, hogy

OO

|T/(*)|<£|At||Tat(z)|.
k=0
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Ebből pedig (1.20) és (1.14) alapján következik, hogy

1 °° 1 P7? 00
2~ \Tf(x)\dx < ^|Afc| — / \Tak(x)\dx < Cx ^|Afc|. 

J— "к k=0 J—ъ k=0
(1.21) lir/IU- =

Mivel az ll/Ця1 norma ekvivalens az alábbi infimummal:

OO

infElA*!,
k=0

vagyis léteznek olyan ci,C2 állandók (0 < c\ < C2 < oo), hogy

OO

cill/lltfi < inf£|A*| < с2||/||я1,
k=0

a fentiek szerint valamely (A*) sorozatra

OO

CiX>‘l <C,2c2||/||h,.(1.22)
k=0

Összekapcsolva (1.21)-et és (1.22)-t, adódik (1.16), amit bizonyítani kellett.

Az utolsó lemma szerint az S*(f) maximál Riemann-operátor (L°°,L°°) típusú.

□

1.3. LEMMA. Ha f £ L°°(T), akkor

l|5'.(/)IU- <II/IU-
Bizonyítás. Felhasználjuk a [10, 5. Lemmáját]:

í f(t)<P2h(x - t)dtt
J — 7Г

^(i) := (o.l - M) .

í f(x -t)(p2h(t)dt, 
J —7Г

(1.23) S„(f; x)

ahol

(1.24)

Ebből következik, hogy

Г j_ л _°° J-2h 2h V 2h)|ад;*)|< ||/||oo¥>2fc(<)* = ll/ll dt
— 7V

-ГЫ)211/11 dt = ll/lloo.2h

□
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Az új eredmények igazolása

1.1. Tétel bizonyítása.

Az (1.23) előállításból indulunk ki.

Az 1.2. és 1.3. Lemma alapján elegendő ellenőrizni, hogy S*(f) maximál Riemann- 

operátor kvázi-lokális. Legyen a(x) olyan függvény, amely kielégíti az (1.10) és (1.12) 

feltételeket. Jelöljük I := [c, d]-ve 1 az (l.lO)-ben előforduló intervallumot. (1.12) és (1.23) 

alapján kapjuk, hogy

j a(t)<p2h(x J a(t)[<p2h(xSh(a;x) = t) dt -t) — 4>2h{x(1.25) c)\dt.

A bizonyítás során feltesszük, hogy t € I és x G T\J, ahol \ J\ = 3|I|.

Először az \x — í| < 2h és \x — c| < 2h esetet tekintjük. Felhasználva (1.24)-et, kapjuk

2 h\ 2 h ) 2 h\
x — c

\<P2h(x ~t)~ V2h(x - c)|
2 h

(1.26)
]^\\x-t\ - \x c||<Ah2 (■x - t)2 '4 h2

Osszekapcsolva (1.25)-öt és (1.26)-ot, adódik

\I\
]“(4)i(1.27) |5'íl(a;z)| < -dt.

(x-t)

Mivel a jobboldal független h-tói, következik, hogy

S*(a\ x) < |/| J |a(í)|
(■x - f)2 ‘

Felhasználva Fubini-tételét az alábbi módon becsülhetünk:

í S*(a\x)dx < |J| í \a(t)\dt í 

Jt\j Ji Jl
dx

t\j (x - t)2
(1.28)

2IJI / Ht)\dt í ^ 
Jl J\l\ u2

С\\а\\Ьг.<

Másodszor az \x — t\ < 2h és \x — c| > 2h esetet tekintjük. (1.24) és ip2h(x 

alapján kapjuk, hogy
c) = 0

pr|2h — \x — í|| < — \I\— c
I<P2h(x ~t) - V2h(x - c)| = <

Ah2 Ah2 (x - t)2
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ahol kihasználtuk azt, hogy a feltételek miatt 0<x — t<2hésx — c> 2 h, ezért

t - c = (x - c) - (x - t) > 2h - (x - t) > 0.

Ebből pedig (1.27)-et felhasználva adódik (1.28).

Harmadszor az \x—f| > 2h és |a: — c| < 2h esetet tekintjük. Ekkor (1.24) és </>2h{x—t) 

0 alapján kapjuk, hogy

|f - c| 1Л m— \2h — \x — c\\ <\<P2h(x -t)~ <P2h(x - c)| < 2 <4
(x - t)2 ’

ahol kihasználtuk azt, hogy a feltételek miatt 0<c — x < 2h és t — x > 2 h, ezért

4 h2 4 h2 (x c)

t-c = (t-x)-(c-x)>2h-(c x) > 0;

és hasonlóan x < 2c — d-ből adódik, hogy

x > 1/2(d x).c —

Ebből pedig (1.27)-et felhasználva adódik (1.28).

Negyedszer az \x — t\> 2h és \x — c\ > 2h esetet tekintjük. Ekkor

¥>2h(x - t) = ip2h(x - c) = 0.

□
1.1. Következmény bizonyítása. Ha / € 771(T), akkor a Fourier-sor egyértelműsége 

miatt kapjuk, hogy
-f(x) + ^a0

Mivel / 6 ezért alkalmazhatjuk az 1.1. Tételt.

(/Г(*) m.m.

□
További megjegyzések

Ha csak annyit teszünk fel, hogy / E T1(T), akkor általában nem állíthatjuk azt, hogy 

S*(/) maximál Riemann-operátor L1(T)-be tartozik. Ekkor csak annyit mondhatunk, 

hogy S*(f) operátor ТХ(Т)-Ь01 a gyenge-L1 (T)-he képez le korlátos módon, azaz az S*(f) 

operátor (L1, gyenge-^ytípusú, vagy másik terminológiával: 5*(/) gyenge (1,1) típusú.
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1.2. TÉTEL, (lásd [10, 355. о.]) Ha f £ ZA(T), akkor

\\S*(f)\\gyenge-L' : = supA|{x G T : S*(f;x) > A}I < C\\f\\Li
A>0

ahol I . I a Lebesgue-mértéket jelöli és C állandó független f-töl. 

Az 1.2. Tétel bizonyítása azon múlik, hogy (1.23) szerint

Г 2h
J-2h

\Sh(f\x)\ < ^ I f(x — í)| dt < 2M(/; x)

ahol szel a Hardy-Littlewood maximál függvényt jelöljük (lásd [21, 32-33. o.]),

amelyről közismert, hogy korlátos operátor T1(T)-ből a gyenge-L1 (J)-térbe.

Az (1.5) alatt definiált S*(f) konjugált maximál Riemann-operátorról Móricz Ferenc 

bizonyította újabban, hogy szintén (L1, gyenge-L1)-típusú.
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II. FEJEZET

A MAXIMÁL RIEMANN-OPERÁTOR A KÉTDIMENZIÓS TÓRUSZON

Bevezetés

Legyen f(x,y) kétváltozós függvény, amely mindkét változójában periodikus és 

Lebesgue-integrálható a kétdimenziós tóruszon T2 : =

L1(T2). Ekkor az f(x,y) függvény kettős Fourier-sora

[—7г,7г) x [—7г,7г), jelölésben: / G

OOoo

í~^,r4c',mz+n’j'(2.1)
m= — oo n= — oo

alakú, ahol
J J f(u,v)e-i(mu+nv) dudv/(m, n) :

A (2.1)-ben előforduló sor kettős Riemann-közepeit az egyváltozós esethez hasonlóan 

az alábbi módon adjuk meg:

OO OO sinmh^2 (sinnk\2 
) V nk ) ’/V,«K(mi+n3,)((2.2) Sh,k(f'>x,v) := mhm— — oo n= — oo

ahol h, к > 0 és megegyezés szerint (sin mh)/mh = 1, ha m = 0. Például, a

l/Q,n)|OO OO

E E < oo
oo (m2 ■'•)(n2 + 1)

m= — oo n= —

feltételből már következik a (2.2) sor abszolút konvergenciája és az Sh,k(f',%,y) függvény 

folytonossága minden (x,y) G R2 és (h,k) G R+ esetén, ahol R+ :

Akkor mondjuk, hogy a (2.1) sor Riemann szerint egy véges s számhoz összegezhető,

[0, oo)-

ha

lim Shjk(f;x,y) = s.
h,k—> 0

A kétváltozós függvények körében is az

sup \Shik(f-,x,y)\ 
h,k>0
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maximál Riemann-operátor viselkedését vizsgáljuk majd, ahol / G -L1(T2).

Jelöljük L1(log+ L)"(T2)-tel azon mérhető / függvények osztályát, amelyek mindkét vál

tozójukban periodikusak, és amelyekre

|/(z,y)|(log+ \f(x,y)\)a dxdy < oo.
— 7Г J — 7Г

Számunkra most csak az a = 1 vagy 2 esetek lesznek érdekesek. 

Gevorkyan (lásd [10]) bizonyította az alábbi tételt.

2.0. TÉTEL. Ha f eL1 log+ L{l2), akkor

lim A|{(x,y) G T2 : S*(f]x,y) > A}| = 0
А—юо

(2.3

ahol I . I a síkon értelmezett Lebesgue-mértéket jelenti, és

lim Shík(f]x,y) = f(x,y)
h,k—>0

(2.4) m.m.

Új eredmények

Adott / G Id(T2) függvény esetén jelöljük /(1,c0-val azt a függvényt, amelyet /-bői 

az első változóban történő konjugálással kapunk:

(p-v-) \ Г
71 J — 7Г

= lim - í (/(x -u,y) - f(x + u, y))( 1/2) cot(u/2) du.
ej.0 7Г J£

f{1,0)(x,y) : f(x — u, y)(l/2) cot(u/2) du

Most is igaz, hogy f(1,0\x,y) létezik majdnem minden (x,y) G T2 esetén, de általában 

fi1’0) ^ L1(T2). Ennek alapján definiálhatjuk a

Я(1,°)(Т2) := {/ e ^(T2) : /(1>0) G L\J2)}

ún. vegyes ff(1,0)(T2) Hardy-teret, amelyet a

||/||я<...> := ll/lli* + ll/<ll0)ll L1

normával látunk el, ahol

|/(u, v)| du dv.
4tt2 — 7Г J — 7Г
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Az is ismert, hogy ha / 6 ií^1,0^(T2), akkor Z^1,0) kettős Fourier-sora a

OO oo

53 53 (->sigi»7»)/(,r»>'»)s‘<’“'+”!')(2.S)
m=—oo n= — oo

alakban áll elő, amit (2.1) első változó szerinti konjugált sorának nevezünk.

Móricz Ferenccel közös cikkünkben láttuk be a következőket (lásd [5]). Az S*(f) 

maximál Riemann-operátor korlátos módon képez üf(1,0)(T2)-ből gyenge-Ll(T2)-be.

2.1. TÉTEL. Létezik olyan C állandó, hogy minden f £ Я(1,0)(Т2) függvényre

l|S.(/)||™ew-z,i := supA|{(x,y) 6 T2 : S,(f;x,y) > A}| < Cll/llm,,»,.(2.6)
Л>0

Itt és a továbbiakban C,Ci,... pozitív állandókat jelölnek. 

A (2.6) egyenlőtlenség általánosabb (2.3)-nál, mivel

L1 log+ L(T2) С tf(1’0)(T2)(2.7)

(lásd [9, 84-85. o.]).

A másik vegyes #(0,1)(T2) Hardy-tér а Я(1,0)(Т2)-пек a szimmetrikus megfelelője:

Я(о,1)(т2) ;= у € ii(T2) : /С0*1) e L^T2)},

amelyet a

II/IIhc..) ~ ll/IU- +ll/(0'1)lli.b
normával látunk el, ahol

(p-v-^ ГК J-7Г

/(0,1)(ж,у) : = f(x, у — v)(l/2) cot(u/2) dv

az / függvény második változó szerinti konjugáltja. Ha / € #(0,1)(T2), akkor /t0’1) kettős 

Fourier-sora a

OO OO

53 53 (—isigim)/(m, n)ei<iinx+ny^(2.8)
m= — oo n= — oo

alakban áll elő, amit (2.1) második változó szerinti konjugált sorának nevezünk. 

A 2.1. Tétel szimmetrikus párja a következő.
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2.2. TÉTEL. Ha f e Я(°'1)(V), akkor

l|S*(/)|| -L1 < C\\f\\H(o,i)gyenge

ugyanazon C állandóval, mint a 2.1. Tétel esetében.

Alkalmazva a jól ismert sűrűségi bizonyítást, amely Marcinkiewicznek és Zygmundnak 

köszönhető (lásd [21, 2. rész, 309. o.]) adódik az alábbi következmény.

2.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f G Я(1’°> U l2), akkor

hm Sh)k(f]x,y) = f(x,y)
h,k—*0

m.m.

A kettős konjugált függvényt az alábbi módon definiálják:

1РЛЧх,у):■= f(x — u,y — v)(l/2) cot(u/2)(l/2) cot(y/2)dudv =

= Ä5 hj,
—/(x — u,y + v) + f(x T и, у T v)\(l/2) cot(u/2)(l/2) cot(u/2)dudv.

Jól ismert, hogy ha / G Я^1,0) П Я^0,1)(Т2), akkor у) létezik m.m. (ж,у) G T2

esetén, de /(Ь1) ^ L^T2) általában. Ennek alapján definiálhatjuk a

[/(ж - u,y - v) - f(x +u,y v)-

Я(1Д)(T2) := {/ G ^(T2) : /(1'0),/(0Д),/(1Д) G ^(T2)}

ún. (szorzat) Hardy-teret, amelyet a

ll/IU..) ~ ll/IU- + ll/°-0)IU> + ll/<0'1)IU. + ll/(,',)llz,.

normával látunk el. Az is ismert, hogy ha / G Я(1Д)(Т2), akkor /(-1,1) kettős Fourier-sora

OO oo

У У (—isignm)(—isigrm)/(m, n)e^mI+ni9(2.9)
771= —OO 71= —OO

alakban áll elő, amit (2.1) mindkét változó szerinti konjugált sorának nevezünk.
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Azt sejtjük, hogy az 5*(/) maximál Riemann-operátor korlátos módon képez a 

#(M)(T2) térből az Lx(T2) térbe.

2.1. SEJTÉS. Ha / € Я(1’1)(Т2), akkor

||Я(/)||1Л <C\\f\\H^.

Megjegyezzük, hogy az

^(log* T)2(T2) С Я(1Д)(Т2)

szigorú tartalmazási reláció (2.7)-hez teljesen hasonló módon látható be. Továbbá, hogy 

а Я(1,0)(Т2), Я^’^Т2) és Я(Ь1)(Т2) terek “gyökerei” G. H. Hardy, J. E. Littlewood, J. 

Marcinkiewicz, A. Zygmund és R. Fefferman cikkeiben már megtalálhatók (lásd [13]). 

Végül jelöljük

Sh,k\f\x>y)> s{h,k\f\x^v)^ Sh'k\f\x^y)

-gyei a (2.5), (2.8) és (2.9) konjugált sorok Riemann-közepeit. A megfelelő konjugált 

maximál Riemann-operátort az eddigiekhez analóg módon definiáljuk, pl.

SÍh°\f]x,y) := sup x, y)|.
h,k> 0

Ahogy fentebb említettük (lásd (2.5)), ha f € T2), akkor

^0)(/i^y) = Shik(fih0)]x,y)

és így SÍ1,0\f) = S*(/(b°)). Továbbá analóg állítások érvényesek a másik két konjugált 

maximál Riemann-operátorra is. így a 2.1. Tétel és a 2.2. Tétel fennáll az SÍ1,0\f) és 

SÍ0,1\f) esetén is.

2.2. KÖVETKEZMÉNY. Ha f 6 Я^’^Т2), a&br

(210)

ha f € Ж°>1)(Т2), akkor

(2.11)
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és ha f E Д,(1>1)(Т2), akkor

ii5£1’,)(/)ii l1 < 2C'||/||íí(1,i).(2.12) gyenge-

Bizonyítás.

Például, ha f E ff^1,0^(T2) akkor m.m. у E I olyan, hogy /(-,y) E Ь1(Т) és (2.5) 

alapján könnyű ellenőrizni, hogy az ilyen у esetén m.m. x E T-re az is fennáll, hogy

(/(1’0))~(i’0)(aöy) = ~f(x,y) + s(y)

ahol

ГJ —7Г

1
S{y): 2тг f(x,y)dx.

Ebből pedig rögtön következik, hogy

íJ — 7Г

ll/(1’°W> < ll/(1'0)IU- +II/IU. + ^

< II/(1'0)IIl. +2II/IU. <2||/||H(il4.

\s(y)\dV <

Alkalmazva a 2.1. Tételt / helyett /(1,0)-ra, azonnal adódik (2.10).

A (2.11) egyenlőtlenség analóg módon látható be.

A (2.12) egyenlőtlenség igazolásához ellenőrizzük, hogy f E T2) esetén E

_if(1>0)(T2). Ez amiatt teljesül, hogy

(у(0,1))~(1,0){1у) _

fennáll m.m. (a:,y) G T2 esetén. Mivel .S’i1 1''(/j = ó’i1,0'Г0'12 j. így (2.10)-et alkalmazva 

/ helyett /(0,1)-re, adódik (2.12).

Azt sejtjük, hogy <S'*1,1^(/) már Я(1,0) П if^0,1)(T2)-ből is korlátosán képez a gyenge- 

T1(T2)-térbe.

2.2. SEJTÉS. Ha f E H&M П Я(°’1)(Т2), akkor

l|d1,1)(/)|| b1 < C(\\f\\H(i,o) + ||/||ií(o,i) ) -gyenge—

A pontonkénti konvergenciára most is az ún. sűrűségi érveléssel következtethetünk.
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2.3. KÖVETKEZMÉNY. Ha f e l2), akkor

Лтп^М°}(^;х,у) = ^(1’0)(X>V)
«.,&—►О ’

m.m.;

Да / 6 Я^СГ2), аШг

ft,« —>0 ’
m.m.;

és ha f £ Я(1,:1)(Т2); akkor

hli™nsh,k\f’x>y) = /(1,1)(*.y)
ft, /с —►О ’

(2.13) m.m.

Megjegyezzük, hogy ha a 2.1. Sejtés fennáll, akkor az alábbi állítás is igaz: Ha / e 

#(M)(T2), akkor

(/), SÍ0,1\f) és SÍ1A\f) bármelyike írható.ahol 5*(/) helyébe S*1’0^

Megjegyezzük, hogy ha a 2.2. Sejtés igaz, akkor (2.13) igazolásához már az /6 

ffi1,0) pi #(<M)(t2) feltétel is elegendő lenne.

Az új eredmények igazolása

Analóg módon (1.23)-hoz kapjuk, hogy

(2.14) Sh,k{f\x^y) = f(u, v)(f>2h{x - и)ф2к(у - v) du dv.

Felhasználva az 1.1. és 1.2. Tételeket belátjuk a 2.1. Tételt. 

2.1. Tétel bizonyítása.

(2.14) alapján

p 7Г p 7Г
/ {sup I /
J —7Г ft>0 J —7Г

S*(f',x,y) < sup(2.15) f(u, v)<j>2h(x - u) du\}<fi2k(y - v) dv.
fc> 0

Nyilvánvaló, hogy a

fJ — 7Г
(2.16) g(x,v) := sup f(u,v)<f>2h(x - u)du

/i>0
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egyváltozós függvény éppen az f(-,v) függvényre alkalmazott maximál Riemann-operátor, 

ahol v £ T rögzített. A feltevés miatt / £ Д^1,0)(Т2) ahonnan adódik, hogy /(-,t>) £ 

hT1(T) m.m. v £ T esetén. Az 1.1. Tételt / első változójára alkalmazva kapjuk, hogy

íJ — 7Г
{/: í \f(1’0)(x,v)\dx\

J — 7Г ^
gr(x, u) da: < Ci |/(x,u)| dx +

Mivel ez az egyenlőtlenség fennáll m.m. v £ T-re, innen következik, hogy

g(x,v)dxdv < Cj-fll/Hbi + ||/<I,0)||ii} = C,||/||H(,,o)(2.17)

A Fubini-tétel felhasználásával adódik, hogy g(xt •) £ A1(T) m.m. x £ T-re. 

A (2.15) és (2.16) alapján írhatjuk, hogy

/'

J — 7Г
S*(f-,x,y) < sup д(х,у)ф2к(у - v)dv.(2.18)

k>0

Az egyenlőtlenség jobb oldala megegyezik a g(x, •) függvényre alkalmazott maximál Rie- 

mann-operátorral, ahol x £ T rögzített. Mivel láttuk, hogy g(x, •) £ A1(T) m.m. x £ T-re, 

így az 1.2. Tétel alkalmazható g második változójában. Eredményként kapjuk, hogy az

|{v € T : S.(f;x,y) > A}| < J(2.19) g(x,v) dv

egyenlőtlenség fennáll m.m. x £ T és minden Л > 0 esetében. Összekapcsolva (2.17) és 

(2.19)-et adódik, hogy az

íJ — 7Г

I{(x,y) £ T2 : S*(f\x,y) > А}I = \{y £ T : S*(f\x,y) > A}| dx

/-7Г pír
/ dx /

J — 7Г J — 7Г

c2 CxC
-Шжг.о)g(xyv) dv << —

A A

egyenlőtlenség fennáll minden A > 0-ra. Ez pedig ekvivalens (2.6)-tal, amit bizonyítani 

kellett.

□
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III. FEJEZET

AZ EGYDIMENZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁLT NAGYSÁGRENDJE

Bevezetés

Legyen / függvény Lebesgue-integrálható az R := (—00,00) valós tengelyen, jelölés

ben: f £ LJ(R). Ekkor az / függvény / (komplex) Fourier-transzformaitját a következő

képpen definiáljuk

/•00

Vb! /-о,/(l)c
1

m ■■= dx(3.1) t £ R.

Könnyen látható, hogy / £ C(R), és a Riemann-Lebesgue lemma alapján

m - 0(3.2) ha |f| —v со.

Ez a konvergencia tetszőlegesen lassú lehet. Azaz bármely olyan R+ := [0, oo)-on definiált 

ф függvényhez, amelyre teljesül, hogy

<!>(*) 001 ha t 00,

létezik olyan / £ L1(R) függvény, hogy

limsup $(t)/(t) = 00.
í—>00

Ha / £ L1(R) páros, azaz

/(-®) = /(ж)> ж £ R,

akkor könnyen látható, hogy a (3.1) formula a következő egyszerűbb

/(<) = A(0 : =(3.3) /(x)cos tx dx

(Fourier) koszinusz-transzformált alakban írható. 

Ha / £ L1(R) páratlan, azaz

/(-я) = x £ R,
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akkor a (3.1) formulából az

i/Ff/(i) = ahol /,(() :=(3.4) /(ж) sin txdx

lényegében (Fourier) szinusz-transzformált lesz.

Ha / £ F1(R) tetszőleges, akkor / az alábbiak szerint bontható fel:

f(x) = + /(-*)] + ^[/0*0 - /(-*)](3.5) : g(x) + h(x),

ahol g,h £ i1(R), g páros és h páratlan. így a (3.3), (3.4) és (3.5) alapján azt kapjuk, 

hogy

(3.6) f(t) = 9c(t) - iha(t), t £ R.

Ha / £ LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor a (3.1) definíció nem alkalmazható. Ekkor 

az / függvény / Fourier-transzformáltját úgy definiáljuk, mint az alábbi véges intervallu

mon kapott integrál F9(R)-normában vett határértékét:

L_ Г2'2ir J-xx f(x)e itx dx, ha x\,x2 oo

ahol q jelöli p konjugáltját, azaz
1 1 
—I— — 1. 
P 4

Ekkor / £ Lq(R), azonban /(t)-t egy nullamértékű halmaz kivételével definiáltuk az egész

R-en.

Megjegyezzük, hogy ha / £ LP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor az ún. inverziós

képlet

5?Lm‘lxtdt(3.7) f(x) =

szintén fennáll olyan módon, hogy / előáll az alábbi véges intervallumon kapott integrál 

üp(R)-normában vett határértékeként

*21 f\tyxt dt(3.8) ha ti, t2 oo
л/2тг

(lásd [20, 96. o.] vagy [21, 2. rész, 254. o.]).
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На / G Ll{R), akkor általában nem tudjuk biztosítani a (3.7) teljesülését. Azonban, 

ha az / monotonitását is feltesszük, akkor (3.8)-nak létezik a véges határértéke íi,Í2 —> oo 

esetén és így minden x G R-re (3.7) is fennáll. Továbbá, ha / G L1(R), akkor a (3.7) a 

következő alakba írható

m = с/)л(-*) x G R.

Azt is megjegyezzük, hogy tetszőleges / G L1(R) esetén a (3.7) formula a következő 

alakot ölti

1 í°°/w=sLe
fOO

dí / /(u)e
J — OO

poo
I f(u) cos íudu

J — OO

“iíudu

J_ /°° 
2^7-00 cos a:í dí

(3.9)
_L /°° 2?r 7-ос

OO

/(u) sin tudusin xt dt
— OO

1 Z*00 /»oo
- / dt 

J 0 J— oo
f(u) cos í(;z — u)du

s ekkor (3.9) legutolsó, jobboldali integrálját Cesáro-féle összegezési módon értékeljük.

Cesaro értelemben vett határérték és integrál

Legyen / G Lj1oc(R+) és a > 0 valós szám. Ekkor az alábbi jelölést alkalmazzuk

(C,a) — lim f{t) = í
t—*oo

ha

a \ a-1

^xjA'-x) mdt(3,10) = £.
А-»

Amennyiben a (3.10) határérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy /(í)-nek a-rendbeli 

Cesaro értelemben vagy röviden (C, a) értelemben i a (véges) határértéke t 

Az a = 1 speciális esetben (3.10) a következő alakot ölti

oo esetén.

lim 7 Í f(^dt
oo 'Wo

= i,X—*

s ez analóg az alábbi véges határérték létezésével

1 n
lim — dk = £

n—►oo TI ' J
k=l
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amely {a*, : к = 1,2,...} numerikus sorozat (C, 1) összegezésének definíciójában előforduló 

első számtani közepet jelenti.

Jól ismert, hogy minden a > 0 és 6 > 0 esetén (3.10)-ből adódik, hogy

(C, a + 6) — lim f(t) = £\
t—too

továbbá, ha a

lim f(t) = £ 
1-100

határérték a szokásos értelemben létezik, akkor bármely a. > O-ra a (3.10) teljesül. így a 

szokásos konvergenciát tekinthetjük (C, 0)-rendű határértéknek.

Legyen f e Цос(R_), ekkor

(C, a) — lim f(t) = i
t—► — oo

ha (3.10) fennáll az /(—í)-re az /(í) helyett. Legyen / 6 -^íoc(R)) ekkor

{C, a) - lim /(í) = £
\t\—>oo

—oo esetén mindkét határérték létezik (C, a)-rendben, és a kettő meg isha t oo és t

egyezik.

Másodszor, emlékeztetünk az integrálok Cesáro-féle összegezésének definíciójára (lásd 

[20, 26. o.]). Legyen / € Li0C(R+) és a > 0. Azt mondjuk, hogy /0°° f(x)dx integrál (C,a) 

összegezhető és összege az £ szám, ha

ő -f)°/Wáx =(3.11) £.

Az a = 0 esetben a szokásos konvergenciát kapjuk, míg a = 1 esetben adódik

jj\tj*f(x)dx

ami analóg az
к1 niE«n z—'

Sk ^ ] Ujiahol
fc=i i=1

oo

első számtani középpel, amely a ak sor (C, 1) összegezésének definíciójában fordul elő.
fc=i
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Hasonlítsuk össze a (3.10) és (3.11) definíciókat. Fubini-tétele alapján

t)*-1 dt

U M)“*/ f{x)dx
így a (3.11) definíció egybeesik (3.10)-zel, ha az utóbbit f* f(x)dx integrálfüggvényre al

kalmazzuk.

Végül idézzük a közismert, Fourier-transzformáltakra vonatkozó Fejér-tételt (lásd [20, 

28-30. о.]). Ha / E b1(R), akkor a (3.9) inverziós formula / minden x Lebesgue-pontjában 

bármely a > 0-ra (C,a) rendben fennáll, azaz,

lim - / (l - dt í
Л-+0О 7Г Jо \ AJ J-oo

(3.12) f{u) cos t(x u)du = f(x).

Új eredmények.

Annak ellenére, hogy a (3.2) formulában a konvergencia tetszőlegesen lassú lehet, egy 

jobb sebességű konvergenciát várhatunk el bizonyos gyengébb esetekben. Pozitív eredmé

nyek adódnak Fourier-transzformáltak nagyságrendjével kapcsolatban pl. az alábbi módon

l.m |i|'7(í) = 0
|t|->oo

(C.a)

ahol a > 0 és ß > 0.

Ezzel a problémakörrel foglalkoztunk Dang Vu Gianggal és Móricz Ferenccel írt közös 

cikkünkben, ahol az alábbi tételeket láttuk be (lásd [4]).

3.1. TÉTEL, (i) Ha f € L1 П LP(R) valamely 1 < p < 2 esetén és a E (0, l/q), ahol 

l/p + 1/q = 1, akkor

(C, l/q) — lim \t\af(t) = 0.
|t|—ЮО

(ii) Ha f E LP(R) valamely 1 < p <2 esetén és a E (l/g,oo), akkor

(3.13)

lim \t\1'V'(í) = 0.
111 —>-oo

(3.14) (C>)
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Speciálisan, az a = 1 eset adja a következő eredményt.

3.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f G iV(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

l i / |í|‘!'-1>/»/(í)* = 0
°° Л J0

lim
|AH

3.1. PROBLÉMA. Azt sejtjük, hogy az a = l/q esetben 

áll fenn. Ezért a helyes kérdésfeltevés a következő: Keresendő olyan ф függvény, amely 

pozitív, monoton növő R+-n, amelyre bármely ß > 0 esetén

(3.13), sem (3.14)sem nem

ф{ф) = o(f^), ha t(3,15) oo

és amelyre, hogy ha / G L1 П ZV(IR) valamely 1 < p < 2-re, akkor

(C.i/,)-^ üi^/(<) = o.
Térjünk vissza p = 1 esethez.

Emlékeztetünk arra, hogy az x € R pontot az / € Lj^R) függvény Lebesgue- 

pontjának hívjuk, ha

lim í 
h^o Jо

\f(x + t)~ /(ж)| dt = 0.

3.2. TÉTEL, (i) На /бРп L°°(R) és a G (0,1), akkor

(0,1)- lim |í|°7(í) = 0. 
Ith«>

(3.16)

(ii) Ha f G L1(R) és x = 0 az f függvény Lebesgue-pontja és a G (l,oo), akkor

(C'i")-}™ tf(t) = 0.
|í|—^OO

(3,17)

A 3.2. Tétel kiterjesztése Reade (lásd [17]) és részben kiterjesztése Kuprikov (lásd 

[12]) eredményeinek.

3.2. PROBLÉMA. Azt sejtjük, hogy az a = 1 esetben sem (3.16), sem (3.17) nem áll 

fenn. Ezért a helyes kérdésfeltevés ismét a következő: Keresendő olyan ф függvény, amely
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pozitív, monoton növő R+-n, amelyre (3.15) fennáll, és amelyre, hogy ha / G ü1(R) és 

x = 0 az / függvény Lebesgue-pontja, akkor

Végül, egy Tauberian-típusú érvelést alkalmazva a Fourier-transzformált nagyságrend 

jére, a szokásos értelemben kapunk egy becslést, feltéve, hogy a monotonitási feltétel tel

jesül.

3.2. KÖVETKEZMÉNY. Tegyük fel, hogy f páros (vagy páratlan) és f(t) koszinusz 

(vagy szinusz)-transzformáltja nemnövekvö t > to(> 0) esetén.

(i) Ha f G TP(R) valamely 1 < p < 2-re, akkor

lim t}!qf(t) = 0.
t—>oo

(ii) Ha f G T1(R) és x = 0 az f függvény Lebesgue-pontja, akkor

lim tf(t) = 0
t—юо v '

mindkét esetben a szokásos értelemben.

Felhasznált eredmények

Az alábbi öt Lemma mindegyike jól ismert, de a könnyebb olvashatóság kedvéért 

részletezzük a bizonyításukat.

3.1. LEMMA. Ha 0 < a < 1, akkor az alábbi integrálok

Is-J о u
cos и

f ----au
о w1-“

smu , 
j^au es J[t) :=(3.18) m ■■=

egyenletesen korlátosak t > 0 esetén.

Bizonyítás, (i) Tekintsük I(t)-t. Legyen t := 2m7r, ahol m pozitív egész. Könnyen 

látható, hogy

/* 7Г ™__1

/ S
jfc=0

1 1
J(2m7r) = sinn dv,

(v + 2&7t)1_q; (v + (2k + l)7r)x 01
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és így bármely m = 1,2,... egészre

(3.19) О < 1{2ттт) < I(n).

Nyilvánvaló, hogy 0 < t < 7r-re

7Г“+1í uadu =
J 0

(3.20) m < n*) < a + 1

míg ha 7Г < íj < t2 < t\ + 27Г, akkor

— ti(3.21) JT < (2*)“.

így t > 0 esetén I(t) egyenletes korlátossága következik (3.19) - (3.21)-ből.

Megjegyezzük, hogy (3.20) érvényes a 

í-ben a = 0 esetben is.

(ii) Vizsgáljuk most J(t)-1. Legyen t := (4m + l)7r/2, ekkor

0 esetén is. Ezért I(t) egyenletesen korlátos

/•Зтг/2 тп — 1
J((4m +1)тг/2) - J(tt/2) = /

“'7Г/2 k=о L

1 1
cos vdv.(v + 2ктгУ~а (v + (2k + 1)7r)1-“

Ebből könnyen látható, hogy bármely m = 1,2,... esetén

(3.22) ■/(Зтг/2) < J((4m + 1)тг/2) < J(тг/2).

Nyilvánvaló, hogy 0 < í < Зтг/2-re

3V2 duí 1 / 37Г ч Qf(3.23) №)l < u1-“

míg ha 37t/2 < íj < Í2 < <1 + 27Г, akkor

^2 — ti
í1_a li

így t > 0 esetén J(t) egyenletes korlátossága következik (3.22) - (3.24)-ből.

1/2 \i-a 
a ' З7Г

(3.24) |T(Í2)- J(í,)|<

□
3.2. LEMMA. Ha 0 < a < 1 és t > 0, akkor

/V a —1(3.25) -u) sintudu = ö(t “).
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Bizonyítás. A (3.25) bal oldalát helyettesítéssel integrálva, az alábbi kifejezéshez ju

tunk
* sin(f — v)l1

dv.
í;i “ta

így a 3.1. Lemmát alkalmazva kapjuk (3.25)-öt. □
3.3. LEMMA. Ha 0 < a. < 1 és t > 0, akkor

/VJ о
a —1(3.26) - u) и cos tudu = ö(t “).

Bizonyítás. A (3.26) bal oldalát helyettesítéssel integrálva az

f* cos(t — v) , V, ,1
(3.27)

ta

kifejezést kapjuk. Azt kell csupán ellenőriznünk, hogy

(3.28)

Parciális integrálással és a 3.1. Lemmából kapjuk, hogy

l pH1-7)* = )/ J(v)dv = 0( 1),(3.29)

ahol J(y) a (3.18)-ban definiált kifejezés. Analóg módon, a 3.1. Lemma ismételt felhasz

nálásával kapjuk

( - \)dv = ] Jo I{v)dv = ö{ 1),(3.30)

ahol I{y) a (3.18)-ban definiált kifejezés. 

A (3.27) - (3.30)-ból adódik (3.26). □
3.4. LEMMA. Ha 1 < a < 2 és t > 1, akkor

/V
-'O

a—1(3.31) -u) u sin tudu = ö(í “).

Bizonyítás. Parciális integrálással adódik, hogy a (3.31)-ben szereplő integrál egyenlő 

az alábbival

V'ao;
cos tudu-----a —1 ex —2(3.32) -u) и cos tudu =: /1 — /2t
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ahol I\ értelemszerűen a kisebbítendőt, /2 pedig a kivonandót jelöli. 

Az Ji-et parciálisán integrálva nyerjük, hogy

/Va — 1 a-2-u)I sin tudu.1 t2

Erre а 3.2. Lemmát alkalmazva

—= Ö(t~a).(3.33) h =

A 3.3. Lemmából következik

ее — 1 0(t-(«-i)) = 0(í-a).(3.34) I2 =

A (3.32) - (3.34) kifejezéseket összekapcsolva adódik (3.31). □
3.5. LEMMA. Tegyük fel, hogy az f függvény páros (vagy páratlan) és f koszinusz 

(vagy szinusz)-transzformáltja nemnövekvö t > to(> 0)-ra. Ha valamely a. > 0 és ß > 0 

esetén

(C,a) - lim tßfit) = 0,
l—► OO

(3.35)

akkor

lim tß f(t) = 0
t—too

(3.36)

a szokásos értelemben.

Bizonyítás. Legyen e > 0. Ekkor a (3.35) alapján minden elég nagy A-ra adódik, hogy

1

f \ a — 11 “ а) г dt

£ > —
- A

m
00. így, ha A elég nagy, akkor

> — max
A

A jobboldal második tagja 0-hoz tart ha A

/(A) a—1t tßdt.2e > 1 - -
A A
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A kifejezés jobb oldalát parciálisán integrálva kapjuk, hogy

ußdu > CaßXßf(X),cv —1(3.37) (1 - и)2e >

ahol a Caß állandóra teljesül, hogy

= /

J1/2
(1 — u)a 1ußdu > 0(3.38) Caß . (А > 2í0),

ezért a Caß csak a-tól és /9-tól függ.

Mivel e tetszőleges volt, (3.37) és (3.38)-ból következik (3.36). □
Az új eredmények igazolása

Mivel tetszőleges / függvényre alkalmazható a (3.5) felbontás, így a 3.1. és 3.2. Téte

lek bizonyítása során feltételezhetjük, hogy az / függvény páros, vagy páratlan. További 

technikai egyszerűsítésként elegendő a t > 0 esetre szorítkozni a (3.13), (3.14), (3.16), 

és a (3.17) bizonyítása során. (Ellenőrizhető, hogy a (3.6) formulában a g páros és a h 

páratlan.)

3.1. Tétel bizonyítása.

(i) Először azt az esetet tekintjük, amikor / páros. A definíció alapján azt kell belát

nunk, hogy

-i/p
(3.39) MA): tafc{t) dt —» 0, ha A oo.

Fubini-tétele és (3.3) alapján,
p OO

Jo
(3.40) MA) = f(x)K1(x,X)dx,

ahol
-i/p

Ki (x,A) : = ta cos tx dt

-Ai
Jo

— u) cos Xuxdu.= X

Alkalmazhatjuk Ki(x, l)-re a Hausdorff-Young-féle egyenlőtlenséget (lásd [20, 96. o.] 

vagy [21, 2. rész, 254. о.]) a p\ és qi konjugált párral, ahol

1 1es----- 1-----= 1.
pi qi

1 1
a < — < - 

9i 9
(3.41)
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Eredményként kapjuk, hogy

= { /°V,(z,l)|«<fc} l/9i

11*1 (M)||?1 :
1/Plqi{J (1 -u)-pi/puap4u} 

41 V~p^v duj /p ,
< c

< c

ahol Cqi csupán 51-től függő állandó. A (3.41) feltételből adódik, hogy 1 < рг < p. Ezért

i/pi
||ÄI(x,l)||„(3.42)

Nyilvánvaló, hogy

Кг(х,Х) = \aK1(\x, 1),

így

l№(*>A)ll«, < A“-1/,4|Ä'1(x,l)||,I.(3.43)

A Hölder-egyenlőtlenség, továbbá a (3.40), (3.42) és (3.43) alapján kapjuk, hogy

{f 1/МГ *},"'{Г|*(..А)1" <te} 1/91
|J"i(A)| <

(rrjr)1/P,{IHII1 + ll/ll£}1/p'A“
г ir±

-1/91< C

Figyelembe véve (3.41)-et, (3.39) következik.

Másodszor azt az esetet tekintjük, amikor / páratlan. A definíció alapján be kell 
látnunk, hogy

-i/p7Г 1 4) ta fs(t) dt —> 0, ha Л(3.44) h(\) : 00.2 A

Fubini-tétele és (3.4) alapján
p OO

I2(A) = f(x)K2{x,X)dx,

ahol

^2(z,A): = t t sinta; dtA A

e /V
j 0

— u) 1/pua sin Xuxdu.= X
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A (3.44) bizonyításának további része analóg a (3.39) igazolásával, mivel a Hausdorff- 

Young-féle egyenlőtlenség fennáll koszinusz helyett szinusz függvényre is.

(ii) Tegyük fel, hogy az / páros vagy páratlan, és jelölje / az fc-1 vagy fs-et. A 

definíció alapján azt kell belátnunk, hogy

l (1~{У -> o,1Ш := T(3.45) ha Л oo.
Л

Az / £ LP(R) függvényre újfent alkalmazva a Hausdorff-Young-féle egyenlőtlenséget, adó

dik, hogy f € Lg(R). Legyen e > 0, ekkor található olyan Ao > 0 (mostantól rögzített) 

valós szám, hogy

лоо

Л 0
\f(t)\gdt<eg.(3.46)

Továbbá az /3(A) felbontható az alábbi módon

(3'47) 7,(A) = i{j(A"+r}(l-t)"-1^/(t)dt ’• I3i(A) + /32(A),

ahol /31(A) az összeg első, /32(A) pedig az összeg második tagját jelöli. Nyilván

тГ'НГ *i/,/(‘>ä|/31(A)| < maxjl, (l(3.48) < e,

fennáll, ha A elég nagy.

Felhasználva a Hölder-egyenlőtlenséget és a (3.46)-ot kapjuk, hogy

1 h
|1з2(А)| <

i/pup/qdu I< £ -l)p
- A

i/p
< £

A feltétel miatt a > l/q. Ezért

MA)| <(3.49) {p(n - l/q)y/p

Mivel e > 0 tetszőleges volt, így összekapcsolva a (3.47) - (3.49)-et adódik (3.45). □
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3.2. Tétel bizonyítása.

(i) Először azt az esetet vizsgáljuk, amikor / páros. A definíció alapján 0 < a < 1-re 

ellenőrizni kell, hogy

mi: tafc(t)dt—> 0, ha A(3.50) A(A) := oo.

Fubini-tétele és (3.3) alapján
p OO

J 0
(3.51) I4(A) f(x)K^(x, A) dx

ahol
K£(x, A) := — / ta costxdt. 

A Jo
Parciális integrálással kapjuk, hogy

rA- / 

Аж Уо
sin Ажа —1 О! —1К*(х, А) = А sintedí.t

х

Egyszerű számolással adódnak a következő egyenlőtlenségek

í taxdt< 2\a
J о

|tf4e(*,A)|<A“ + £(3.52)

és
лa — 1 2Xa~1A Oí
t01-1 dt =(3.53) \K:(x,\)\< —

X
+ —Аж Jо X

Felhasználva a (3.51) - (3.53)-at, az alábbi módon becsülhetünk

|Д(А)| < \f(x)K?(x,\)\dx+
l/A(3.54) f1 dx 

l/A X

[oo /
J 0

oo
o-l 0 — 1<2A“||/|| ll/lloodx + 2A |/(ж)| dx-----h 2A

1
0 — 1 {ll/lloo + ll/lloo In A +H/II,}.< 2A

Ebből, mivel a < 1 a (3.50) közvetlenül adódik.

Másodszor azt az esetet vizsgáljuk, amikor / páratlan. A definíció alapján azt kell 

belátnunk, hogy ha 0 < a < 1, akkor

yj\\J tafs{t) dt —► 0, ha A(3.55) HA) := oo.
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Fubini-tétele és (3.4) alapján
p OO

J 0
(3.56) MA) f{x)K?(x,\)dx

ahol
K$(x, A) — í tasintxdt.

A J о
Most belátjuk, hogy a (3.52) és (3.53) alapvető egyenlőtlenségek akkor is fennállnak, 

ha К“(ж, A) helyébe K$(x,\)-t teszünk. Könnyen látható, hogy

í\adt =
J о

A“1
(3.57) 1ВДМ)| < A a + 1

Továbbá, parciális integrálással nyerjük, hogy

л A- / 
Аж Jо

cos \xO' —1 a —1K?(x, A) = -A cos íx di,í

ezért

— /Л 

Аж J0

A““1 2Aa 1
dt =(3.58) |^5“(^A)|< —

Innen a páros esethez teljesen hasonlóan (3.55) következik a (3.56) - (3.58)-ból (vő.

(3.54)).

(ii) Először azt az esetet tekintjük, amikor / páros. Ha / 6 L1(R) és ж = 0 az / 

függvény Lebesgue-pontja, továbbá ß > 0, akkor a (3.12)-t alkalmazva, kapjuk, hogy

tL ]ß[ (i -j/AW * = /(o)(3.59)

Tekintsük most a/? = aés/? = o: — 1 eseteket (ez utóbbi megtehető, mivel o; > 1). A ß = a 

helyettesítéssel kapott kifejezésből kivonva a ß = a — 1 helyettesítéssel kapott kifejezést, 

adódik, hogy
1 fx / t\a~1 -

Hm д J y-~ \) dt = °>a->

ami éppen a (3.17) a páros esetben.

Másodszor azt az esetet tekintjük, amikor / páratlan. A definíció alapján be kell 

látnunk, hogy

Ш1 (1-í)°(3.60) I6(A) : ha A oo.
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Mivel az a + 6 rendű Cesáro összegezés következik az a rendűből (ahol a > 0 és 8 > 0), 

így a továbbiakban feltehető, hogy 1 < a < 2.

Fubini-tétele és (3.4) alapján

f°° 

J о
(3.61) 7e(A) f(x)K?(x,\)dx,

ahol
1 a —1tir“(z,A): = t sin tx dt
^ J о Л

ß a — 1- u)= Л и sin Xxudu.

Nyilvánvaló, hogy

\K^x,X)\<X í\l 

J о
-u)a-ludu = Cl A(3.62)

ahol Ci = Ci(o:) csupán az a-tól függő állandó. Másrészt, a 3.4. Lemmát alkalmazva 

Аж > 1-re, adódik, hogy

c2(3.63) |JC“(m,A)| <
Xa~1xa’

ahol C2 = C2(a) csak az o;-tól függő állandó.

A (3.62) és (3.63) elemi egyenlőtlenségeket felhasználva (3.60) igazolását az alábbi 

módon végezhetjük. Mivel / páratlan, ezért /(0) = 0. Továbbá, mivel x = 0 az / függvény 

Lebesgue-pontja, így adott e > 0-hoz létezik olyan S > 0, hogy

f(3.64) XÍX) ■ |/(t)| dt < ex ahol 0 < x < 8.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy A8 > 1. A (3.61) miatt

\h(X)\ < A)| dx
(3.65)

= :I61(A) +J62(A) + J63(A)

ahol J6i(A) jelöli az első, /б2(А) a második, /бз(А) pedig a harmadik tagot az összegben. 

Figyelembe véve a (3.62)-t és (3.64)-et kapjuk, hogy

/6i(A)<C1Ax(^)<e.(3.66)
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Parciálisán integrálva, majd felhasználva a (3.63)-at és (3.64)-et, nyerjük, hogy

/' J&iu
Л/A xa

c2ЫA) < Ла_1

íЛ/A ^“+1
f [х(£)15
l

C2 }+ Q!
J 1/A

fs — 
Jl/X x°

aC2e(3.67) < T +- Да-1^-

C2e
- (A*)

(2a - 1)C2
a — 1

Az előzőekben felhasználtuk, hogy a > 1 és \6 > 1. Végül, figyelembe véve, hogy / £ 

Zd(IR) és, hogy a (3.64) fennáll, kapjuk

A“"1
OtC2£

a —1 a — 1

<

C2 C2r\n* 
J& xa(3.68) -^бз(А) < dx < 0, ha A oo.1A“-1

A (3.65) - (3.68)-ból adódik a (3.60). □
3.2. Következmény bizonyítása.

A 3.1. és a 3.2. Tételekből a 3.5. Lemma felhasználásával adódnak az (i) és (ii)

állítások.

□
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IV. FEJEZET

A KÉTDIMENZIÓS FOURIER-TRANSZFORMÁLT NAGYSÁGRENDJE

Bevezetés

Legyen / kétváltozós függvény Lebesgue-integrálható az R2 := (—00,00) x (—00,00) 

síkon, jelölésben: / G L1(R2). Ekkor az / G L1(R2) függvény / (komplex) kettős Fourier- 

transzformáltját az alábbi módon definiáljuk (lásd [20])
OO

f(u,v) Дх,!,)е-‘<“+”> didy,(4.1) k,»GR.
СО

Könnyen látható, hogy / G C(R2) és a Riemann-Lebesgue lemma alapján

f(u,v) 0,(4.2) M + |u| -> 00.ha

Az egyváltozós esethez hasonlóan a fenti konvergencia tetszőlegesen lassú lehet. 

Ha / G L1(R2) páros mindkét változójában, azaz

/(ж> у) = f(~x, у) = f(x, -у) - /(-ж, -у) ж,у G R,

akkor könnyen látható, hogy a (4.1) formula a következő egyszerűbb

f(u,v) = fcc(u,v) :=- Í OO

(4.3) f(x, y) cos их cos vy dx dy
7Г

kettős koszinusz-transzformált alakban írható.

Ha / G L1(R2) páratlan mindkét változójában, azaz

/О, у) - -/(-ж> y) - -/0, -y) = /(-я, -y), ж, у G R

akkor a (4.1) formulából az
OO

-fss(u,v) := --
7Г

/К u) =(4.4) /(ж, у) sin иж sin vy dx dy

lényegében kettős szinusz-transzformált lesz.

Ha / G L1(R2) függvény páros ж-ben és páratlan у-ban, akkor a (4.1) formula a következő 

egyszerűbb
OO2

/(u,ü) = -ifcs(u,v) := -г-
7Г

(4.5) /(ж, у) cos иж sin vy dx dy
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lényegében koszinusz-szinusz-transzformált alakban írható.

Ha / £ L1(R2) függvény páratlan z-ben és páros у-ban, akkor a (4.1) formulából az

OO.2f{u,v) =(4.6) ifsc(u,v) := -i-
7Г

/(z, у) sin их cos vy dx dy

lényegében szinusz-koszinusz-transzformált lesz.

Másrészt, tetszőleges / £ L1(R2) függvény felbontható a következő módon

1
/(x>y) = ^{f(x,y) + f(~x,y) + fix,-y) + /(-x,-y)} 

+ \{f(xy у) + /(-ж> у) - Яж> -у) - f(~x> -у)} 

+ у) - f(~x> у) + f(xi -у) - Д-ж> -у)} 

+ \{f(x,y) - f(~x>y) - f(x,-y) +/(-£,-у)}

=: Л(х»у) + /2(х,у) + /з(х,у) +/4(х,у),

(4.7)

ahol /i, /2, /з) /4 £ L1(R2), az /1 páros ж-ben és у-ban, az /2 páros z-ben és páratlan 

у-ban, az /3 páratlan z-ben és páros у-ban, az /4 páratlan z-ben és у-ban. Ezért a (4.3), 

(4.4), (4.5), (4.6) és a (4.7) alapján adódik, hogy

(4.8) f(u,v) = fl,CC(u,v) - Íf2,cs(u,V) - Íf3,sc(u,V) - f^aa(u,v), u, v £ R.

Ha / £ LP(R2) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor a (4.1) definíció nem alkalmazha

tó. Ekkor az / függvény / Fourier-transzformáltját úgy definiáljuk, mint az alábbi véges 

intervallumon kapott integrál L9(R2)-normában vett határértékét

1 fx2 ry2J /(x,y ha Х1,Х2,У1,У2 oo

ahol у jelöli p konjugáltját, azaz l/p+ l/g = 1. Ekkor / £ L®(R2), azonban f(u,v)-t egy 

nullamértékű halmaz kivételével definiáltuk R2-en.

Kétváltozós függvények összegezése a végtelenben

Emlékeztetünk a Cesáro-féle összegezésre. Legyen / £ -Ljoc(R+2) és a,ß > 0 valós 

számok. Ekkor a következő jelölést alkalmazzuk

('C]oc,ß) - lim f(u,v) = £,
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ha

ß-\a —Iу aß hm -—(4.9) f(u, v) du dv = £,А /л

ahol a limeszt vagy az |u| + |u| —> oo (tehát max(|u|, |w|) —> oo), vagy pedig az |u|, |u| —> oo

oo) esetén képezzük.

Amennyiben a (4.9) határérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy /(u,u)-nek (a,ß)- 

rendbeli Cesáro értelemben vagy röviden (C; a,ß) értelemben £ a (véges) határértéke |u| + 

|u| —► oo, illetve az |u|, |u| —> oo esetén (lásd [11]).

(tehát min(|u|, |u|)

Emlékeztetők, (i) Jól ismert (lásd [2, 12. o.]), hogy minden a, ß > 0 és 7, 8 > 0 esetén 

a (4.9)-ből adódik, hogy

(C; a + 7, ß + 8) - lim f(u, v) = £,

ahol tehát vagy |u| + |w|

(ii) Ha a (4.9)-beli / függvény egyike a (4.7) formulában definiált /1,/2,/3,/4 függvé

nyeknek, azaz f(x,y) függvény mindegyik változójában páros vagy páratlan, akkor a (4.9) 

feltétel ekvivalens lesz az alábbival

00, vagy H, H a (4.9)-nek megfelelően.—> 00

/9-1Лr aß hm -— /(u, v) du dv = .£,
Л Ц

ahol már a A és p pozitív értékeket futnak át. További segítséget nyújthatnak az olvasónak 

a következő irodalmak [6-11], [16] és [18-21].

Új eredmények.

Annak ellenére, hogy a (4.2) formulában a konvergencia tetszőlegesen lassú lehet, egy 

jobb sebességű konvergenciát várhatunk el bizonyos gyengébb esetekben. Pozitív eredmé

nyek adódnak kettős Fourier-transzformáltak nagyságrendjével kapcsolatban, például

(C-,a,ß) - Ит\и\у\у\6f(u,v) = 0,

ahol a, ß > 0 és 7, 8 > 0.

A következő Tételek a Fourier-transzformáltak kettős Fourier-transzformáltakra vonatkozó 

kiterjesztései, amelyeket a [2] és [3] cikkekben bizonyítottunk be.
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4.1. TÉTEL, (i) Ha f € L1 PlLp(R2) valamely 1 < p < 2-re és a,ß £ (0,1 /q), ahol 

l/p + l/g = 1, akkor

lim \u\a\v\ßf(u,v) = 0.
|u| + |t)|—>oo

(ii) Ha f £ LP(R2) valamely 1 <p < 2-re és a,ß € (l/q,oo), akkor

(4.10) (C]l/q,l/q)

(C', a, ß) — lim \uv\1/qf(u,v) = 0.
|u|,|u|—>oo

(4.11)

Speciálisan, az a = ß = 1 eset adja a következő eredményt.

4.1. KÖVETKEZMÉNY. Ha f £ Lp(R2) valamely 1 < p < 2 esetén, akkor

A1 (p-l)/p r\uv\lim . .
Ap Jo Jo

f(u, u) du du = 0.

4.2. TÉTEL. Яа / € I1 П L°°(R2)

l LK2a(x) : I f(x,y)\dy F22{y) ••= |/(x,y)|dx £ L°°(R),és
Ы>! |i|>1

és a}ß £ (0,1), akkor

\u\a\v\ß f(u,v) = 0.(4.12) (<?;!,!)- lim
H + H-+00

Emlékeztetünk arra, hogy az (x, у) = (0,0) pontot akkor hívjuk / £ -Lj^R2) függvény 

erős Lebesgue-pontjának, ha a következő három feltétel teljesül

ШП ± Г r
h,k—*0 hk Jо Jо

(4.13) 1/0.5/) - /(0,0)1 dx dy = 0,

oo
lim l 
h—*0 h

(4,14) I/O. У) - /(0. y)l dx dy = 0,
OO

és

lim r 
>0 к

(4.15) I f{x,y) - f(x, 0)| dx dy = 0.
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Megjegyezzük, hogy a (4.14) és (4.15) a következő alakba írható

f1
Í31 (x) dx ~ 0,(4.16) lim — 

h—10 h

ahol
Го

J — oo
Fsi(x) := If(x,y) - /(0,y)|dy;

és

1Ím \ Ík-^0 К JQ
(4.17) Í3 г(у) dy = 0,

ahol
pOO

J — OO
^32 (y) '• l/(®»y) - /(®,0)| di.

4.3. TÉTEL. Legyen f € I/1(R2). Tegyük fel, hogy az f(x,y) függvény páratlan legalább 

az egyik változójában, továbbá (x,y) = (0,0) pont az f függvény erős Lebesgue-pontja, és 

a,ß £ (l,oo), akkor

uvf(u, u) = 0.(4.18) (C; a, Zo liin
М.М-ЮО

4.3. PROBLÉMA. Abban az esetben, ha az / mindkét változójában páros, akkor a 

4.3. Tétel nyitott marad.

Az új eredmények igazolása

Mivel a (4.7) felbontás tetszőleges / függvényre alkalmazható, ezért а 4.1., 4.2., és 

4.3. Tételek bizonyítását elegendő olyan / függvényre végezni, amely páros ж-ben és y- 

ban (ez az eset a 4.3. Tételnél kimarad), vagy páratlan ж-ben és у-ban, vagy páros ж-Ьеп 

és páratlan у-ban (vagy páratlan ж-ben és páros y-ban).

4.1. Tétel bizonyítása.

(i) Először azt az esetet tekintjük, amikor / páros ж-ben és у-ban. A definíció alapján 

azt kell belátnunk, hogy

-i/p7Г 1
uavß fcc(u,v)du dv —» 0,A(A,p):=(4.19)

2 Л /л
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ha Л + р, —► oo és Л, p > 0.

Fubini-tétele és (4.3) alapján

OO

f(x,y)K1(x,y, X, p) dx dy,Íi(A,aO =(4.20)

ahol

-i/p1
cos их cos г;у du dvKi{x,y,X,p) : =

Ap

/ / (1 - fc)~1/p(i - o-1/p 
7o Уо

= AV cos Afcx cos ply dk dl.

Alkalmazhatjuk K\(x, y\ A, p)-re a Hausdorff-Young-féle egyenlőtlenséget a, p és q kon- 

jugált párral, ahol

1 1
~ + ~ — 1. 
p я

, 1 1 max(o;,pJ < — < -(4.21) és
Я Я

Eredményként adódik, hogy

1/9OO OO

IКг(х,у] 1,1)1* dxdy\\K\(x,y, l,l)||j : =
оо

í/P
< Cg

l/p1
r p^ps p/p dr ds< Cg

ahol Cg csak q-tól függő állandó. A (4.21) feltételből következik, hogy 1 < p < p. Ezért

2/p

\P~P
(4.22)

Nyilvánvaló, hogy

Ki(x,y,X,p) = XapßKi{Xx,py,l,l),

így

\\Ki{x,y-X,p)\\g < a-1 l,l)||g-.(4.23)
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A Hölder-egyenlőtlenség, továbbá a (4.20), (4.22) és (4.23) felhasználásával kapjuk,

hogy

i/p i/íOO oo OO

|/(ж,у)|р dx dy \Ki(x, у; Л, /л)\ч dx dy\h{Kn)\ <
о 0

2/p

< íll/lli + I
\P~P

Figyelembe véve (4.21)-et, adódik (4.19).

Másodszor azt az esetet tekintjük, amikor / páratlan ж-ben és у-ban. A definíció 

alapján be kell látnunk, hogy

-i/p7Г 1 uavßfss(u,v)du dv -> 0,(4.24) I2(A,aO: =
2 A y,

ha A + ß —» oo és A,/x>0.

Fubini-tétele és (4.4) alapján

OO

f(x, y)K2 (x, y; A, fi) dx dy,

ahol

\ — i/p v \ 'л1 uavß sin их sin vy du dvK2{x,y,\,fi) :
A^ Jо Jо 

A“/
í

(1 - k)~1/p( 1 - l)~1/pkalß sin Akx sin [ily dk dl.

A (4.24) igazolásának további része analóg a (4.19) bizonyításával, mivel a Hausdorff- 

Young-egyenlőtlenség fennáll koszinuszok helyett szinusz függvényekre is.

Harmadszor azt az esetet tekintjük, amikor / páros ж-ben és páratlan у-ban. A 

definíció alapján be kell látnunk, hogy

-i/p7Г 1
uQvßfcs(u,v)du dv -+ 0,(4.25) h3(A,/i) :

2 A jj.

ha A + ß —► oo és A,/n>0.
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Fubini-tétele és (4.5) alapján

OO

f(x, y)K3 (x,y,\,fi)dxdy,h(Kn)

ahol

\ — l/p v \ '-i/p
uavß cos их sin vy du dvK3(x,y,\,iJ,) : =

1
(1 - k)~1/p (1 - l)~1/p kalß= A“/ cos Akx sin fxly dk dl.

A (4.25) igazolásának további része analóg (4.19)-el, mivel a Hausdorff-Young- 

egyenlőtlenség fennáll koszinuszok helyett koszinusz-szinusz függvényekre is.

Ha az / páratlan ж-ben és páros у-ban, akkor a bizonyítás teljesen hasonló módon

történik.

(ii). Tegyük fel, hogy az / páros ж-ben és у-ban, vagy páratlan ж-ben és у-ban, vagy 

páros ж-ben és páratlan у-ban (vagy páratlan ж-ben és páros у-ban), és jelölje / az fcc 

vagy fss vagy fcs (vagy fsc) függvényt. A definíció alapján azt kell belátnunk, hogy

ß-i
1/qv1/q f(u,v) du dv —» 0(4.26) /4(A,y):

ha А, у —> oo.

Az / € Lp(R2) függvényre újra alkalmazva a Hausdorff-Young-egyenlőtlenséget adódik, 

hogy / € L9(R2). Legyen e > 0, ekkor találhatóak olyan A0,yo > 0 (mostantól rögzített) 

valós számok, hogy

ßo OO OO

|/(u, v)|9 du dv < eq.(4.27) + +

Továbbá J4(A,y) felbontható a következőképpen (feltéve, hogy A > Aq és /ж > y0)

ßo ßo ß1
A(A ,y) = + + +A у

(4.28) хО-хГИГ“ 1lqvllq f(u, v) du dv

—: /4i(A,у) + /4г(A, y) + /4з(А,/г) + J44(A,у.),
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ahol értelemszerűen d4i(A,/Lí) jelöli az összeg első tagját, /42(A,/lí) a másodikat, és így 

tovább. Nyilván
ß-\ot — lAq1 M оIÍ41 (Л, /lí ) I < -—max 1 max 1

A/lí А At(4.29)
Po

u1/qv1/q\f(u, v)\dudv <£X

ha A vagy /л elég nagy.

A Hölder-egyenlőtlenség és a (4.27) alapján

|Í44(A,At)| < V

l/p(ß-l)p
uPlqvPlq du dv

Xp,

i/?p
I f(u, u)|9 du dvx

i/pí (1 - 1)V~Vp kv/qp/q dk d/J< j_Jai + v+«
Aaí (

(a-l)p(1-*)

l/p1
r(c*-l)ps(/?-l)p ^< £

A feltételek miatt a,ß > 1/q. Ezért

|144(А,аО| ^ £
(4.30)

i/p '{p2(a- l/q)(ß- 1/q)}
Felhasználva a (4.29)-et, a Hölder-egyenlőtlenséget és a (4.27)-et kapjuk, hogy

0-П Po1 a — 1(4)Mo 1/qv1/q\f(u,v)\du dv|At2(A,At)| < T max \ 1, > u
A/li At

i/p0-П P 0 (a-l)p1 Aío (4) ир/чур/ч du dv< -— max 
A/lí

1,
At

^ i/íí*0
|/(u, u)|9 du dv >x

i/p0-П i/pp U\ (a-!)p£ Ato
du du< -— max < 1 

A At
>

AM о

<£max {i. (i - {^1+i/i /V - *} 1/p

1/p0-1 11/to r(«-i)p dr< £ max < 1,
i/p{p/q + 1}M о
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A feltétel miatt a > 1/q. így

jS-l 1 1|Í42(A,^)| < emax 1, ( 1 — —(4.31)
{p/q + 1}1/P {p(a - l/q)}1/p

Az /42(A,/í) becsléséhez analóg módon nyerjük, hogy

a —1^0 í í(4.32) IJ43(A,yu)| < emax 1,
{p/q + 1}1,P {p(ß - 1 /q)}1/p 

Mivel e > 0 tetszőleges volt, így összekapcsolva a (4.28) - (4.32)-t, adódik (4.26).

A

□
4.2. Tétel bizonyítása.

Először azt az esetet tekintjük, amikor / páros ж-ben és у-ban. A definíció alapján 

a,ß G (0,1) esetén ellenőriznünk kell, hogy

л ß7Г 1 uavßfcc(u,v)dudv -» 0,(4.33) 75(A,yu) :=
2 Ay Jq Jq 

ha A + у —» oo és А, у > 0.

Fubini-tétele és (4.3) alapján
OO

/(*. y)Kt(x> X)KS(y. A6) dx dy,(4.34) 7б(А, у)

ahol 7f“(ж, A) a (3.51)-es formulában található segédfüggvény. 

A (3.52) és (3.53) alapján

а 2A“-1
(4.35) \K“(x, A)| < min < 2Aa,

x

Ebből az is nyilvánvaló, hogy

гу^-1\Kß(y,y,)\ < min< 2\xß
У

Az /б(А,у) felbontható a következőképpen

(4.36)

U(Kß) =
/•1/Л /-1/А Г1/-^ /•!
/ / + / /

./о 7о ./о v/i/^t

i/A 1 /• 1 / Л />оо

+ / /
/А ./о »/I

1/А+ + +
1ОО оо

> f(.x,y)K%(x,\)Kß(y,!j)dx dy++ +
—: l5i(A,у) + /б2(А,у) + • • • + 75э(А,у),
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ahol értelemszerűen /51(А,у) jelöli az összeg első tagját, /52(A,/u) a másodikat, és így 

tovább.

Felhasználva a (4.35)-öt az alábbi módon becsülhetünk

/•i/Л />
IMA,/01 <4A“/||/|U / /

JO Jo

/■l/л j-1
ll/lloo / /

Уо Уi/ß У

1/ß
dx dy = áA“-1^-1 Il/Нос,(4.37)

1/з-i -dxdy = 4A“ *// 1 ll/lloo ln/4,(4.38) MA.aOI <4A“/r

1|i-54(A,M)| <4AVll/||oo — dxdy = 4A“-1/-1 ll/lloo ln A ln Ц(4.39)
жу

és

oo
|/59(А,А4)|<4Аа-1/-1 \f(x,y)\dxdy < 4Aa V ^l/H(4.40) i •

Ismét a (4.35)-öt és az F2i(x) G L°°(R2) feltételt felhasználva nyerjük, hogy

/■l/Л /-oo

Уо У1
|/55(А,А4)| <4AV-1 |/(ж,у)|Ужс2у

(4.41) i/лI= 4А“/”1 F2i(x)dx < 4A“-1/-1^:

1 f°l/(*,y)lIУ57(A, /4)I <4Aa-1^"1 dx dy
i/л -71 

1 F2i(s)
(4.42)

/4А“-1/-1 dx < 4A“-1/_1^lnA.
i/л

oo, összekapcsolva a (4.36)-ot, (4.37)-et, (4.38)-at és 

szimmetrikus megfelelőjét, a (4.39)-et, (4.40)-et, (4.41)-et és szimmetrikus megfelelőjét, a 

(4.42)-t és szimmetrikus megfelelőjét, adódik (4.33).

Másodszor azt az esetet tekintjük, amikor / páratlan ж-ben és у-ban. A definíció 

alapján ellenőriznünk kell, hogy a,ß G (0,1) esetén

Mivel a, ß < 1 és A + /4

7Г 1 uav^ fss{u, v) du dv —> 0,(4.43) 1б(А, у) : —
2 А/4 У о У0
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ha Л + ц —> оо és А,/х>0.

Fubini-tétele és (4.4) alapján

ОО

/(®> v)K?(x, \)Kß (у, f.i) dx dy,J6(A,^) =

ahol K$(x, А) а (3.56) formulában található segédfüggvény.

Beláttuk a (3.57)-ben és (3.58)-ban, hogy a (4.35)-ös formulában szereplő alapvető 

egyenlőtlenség fennáll K£(x, A) mellett K!f(x, A)-ra is.

Innen a (4.43) igazolása pontosan ugyanazon úton halad, mint a páros-páros esetben. 

Harmadszor azt az esetet tekintjük, amikor / páros ж-ben és páratlan у-ban. A 

definíció alapján ellenőriznünk kell, hogy a,ß 6 (0,1) esetén

л7Г 1 uavßfcs(u,v)dudv -> 0,МА,м):=(4.44)
2 A/x Jo Jó

ha A + jj, —» oo és A,/x>0.

Fubini-tétele és (4.5) alapján

OO

/(ж, y)K?(x, \)Kß(у, /Lí) dx dyJ7(A,/lx)

ahol АГ4“(ж,А) és Kß(у, /lx) függvényeket már fentebb definiáltuk.

így a (4.44) igazolása az előző esethez analóg módon történik.

Ha az / páratlan ж-ben és páros у-ban, a bizonyítás teljesen hasonló módon történik. □

A 4.3. Tétel bizonyításához felhasznált eredmények

4.1. LEMMA. Legyen f € L1(R2). Tegyük fel, hogy az f függvény páros x-Ьеп és 

páratlan у-ban, továbbá, hogy (ж,y) 

akkor

(0,0) pont az f függvény erős Lebesgue-pontja,

f oo 

J 0
(4.45) l/(0,y)|dy < oo.

Bizonyítás. A (4.14) feltételből adódik, hogy létezik olyan h > 0, hogy

OO1
(4.46) \f(x,y) - /(0, у)I dx dy < oo.

h
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Felhasználva a háromszög-egyenlőtlenséget kapjuk, hogy

hOO oo1
1/(0, y)\dy = — Iо h Jq

1/(0, y)| dx dy
о

oo oo1 1
I f{x,y) - /(0, y)\ dx dy + - □l/(x) y)\ dx dy.< -

- h

A 4.1. Lemma szimmetrikus párja az alábbi.

4.1*. LEMMA. Legyen f £ L1(R2). Tegyük fel, hogy az f függvény páratlan x-ben és 

páros у-ban, továbbá, hogy (x,y) = (0,0) pont az f függvény erős Lebesgue-pontja, akkor
/* OO

Jo
(4.47) |/(a:, 0)| dx < oo.

4.2. LEMMA. Legyen f £ L1(R2). Tegyük fel, hogy az f függvény páros x-ben és

páratlan у-ban, továbbá, hogy (x,y) = (0,0) pont az f függvény erős Lebesgue-pontja, 
akkor

lim T íк—*о к Jq
l/(0,y)|dy = 0.

Speciálisan, elegendően kicsi k-ra

I [k
kJo

(4.48) 1/(0,y)\dy < C,

ahol a C csupán az f-töl függő állandó.

Bizonyítás. Könnyen ellenőrizhető, hogy

к |/(0,y)|dy - \J J \f(x>y) - f(Q>y)\dxdV-1
I/(®,y)|ds dyh

A (4.14) feltétel miatt, tetszőleges e > 0-hoz létezik olyan ho > 0, hogy

к />к/ 1/(0, y)| dy 
J о

1
(4.49) \f(x,y)\dxdy - < £, ha 0 < h < ho.h

Ebből, felhasználva a (4.14)-et és azt a tényt, hogy /(0,0) = 0 (mivel f(x,y) páratlan 

У-ban), kapjuk, hogy

í h fk1
1/(0, y)| dy < e + - J^ I f(x, y)\dx dy < e + C ■ k.

о
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□Mivel e tetszőleges volt, így adódik a 4.2. Lemma igazolása. 

A 4.2. Lemma szimmetrikus párja a következő.

4.2*. LEMMA. Legyen f E L1(IR2). Tegyük fel, hogy az f függvény páratlan x-ben és 

páros у-ban, továbbá, hogy (x,y) = (0,0) pont az f függvény erős Lebesgue-pontja, akkor 

elegendően kicsi h-ra

1 Г
hJo |/(ж,0)| dx < C,(4.50)

ahol a C állandó csupán az f-től függ.

A következő három lemma analóg a 3.2.— 3.4. Lemmákkal.

4.3. LEMMA. Ha 0 < a < 1 és t > 0, akkor

ß <2 — 1-и)(4.51) cos tudu = ö{t “).

4.4. LEMMA. На 0 < а < 1 és t > 0, akkor

ß a —1(4.52) и) usmtudu = ö(t “).

4.5. LEMMA. Ha l<a<2 és t > 1, akkor

O’ —1(4.53) - и) u cos tu du = ö(t “).

4.3. Tétel bizonyítása.

Először azt az esetet tekintjük, amikor / páratlan rr-ben és у-ban. Nyilván a,j3 £ 

(l,2)-re azt kell ellenőriznünk, hogy

ß-i7Г 1
(4.54) /8(A,^í) : = uv fss{u,v) du dv —> 0,

2 X/j,

ha A,yU ^ oo.

Fubini-tétele és (4.4) miatt

OO

/0*0 y)Ko(x, A)K% (у, iT) dx dy,(4.55) MA,a0
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ahol Kq(x,X) a (3.61)-es formulában található segédfüggvény. így ж,Л)-га továbbra 

is érvényesek a (3.62)-ben és (3.63)-ban kapott egyenlőtlenségek.

Analóg módon nyilvánvaló, hogy

< fj. í (1 

J о
/3-1-v)(4.56) v dv = Сзц,

ahol C'i = Cj,(ß) csupán a /З-tól függő állandó. Másrészt, a 3.4. Lemmát alkalmazva 

/j,y > 1-re, adódik, hogy

C4\к£(у,1*)\ < -
r

(4 57)
ß-iyß'

ahol C4 = C4(/3) csupán a /3-tól függő állandó.

A (3.62), (3.63) és a (4.56), (4.57) elemi egyenlőtlenségeket felhasználva a (4.54) iga

zolását az alábbi módon végezhetjük. Mivel / páratlan ж-ben és у-ban, ezért

/(0,0) = /(0,y) = f(x,0) = 0.

Továbbá, mivel az (x, y) = (0,0) pont az / függvény Lebesgue-pontja, így tetszőleges 

e > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy

í'(í i/p
\f{uiV)\dy ) du<£xl/jjL, ahol 0<x,l/ß < S,(4.58) MM/aO :

és

íü1/Л
(4.59) i92(l/A,y): = |/(x,u)|dx dv < ey 1/A, ahol 0 < y, 1/A < á.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy XS > 1 és /лб > 1. Az I8(A, y) felbont

ható a következőképpen 

(4.60)

U(\y) =
í r1/^ r1 / Л* r1/^ r&

lJo Jo J О Л/д
l//i 1/д<5 л1/А /*оо

Л /б
+ + + +

6оо оо

/(з, у)Кб(х, Х)К6 (у> /л) áy+ ++
—: -Ts 1 (А,у) + /в2(^5/л) + • • • + -78э(А,/(í),
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ahol Í8i(A,/u) jelöli az összeg első tagját, Zs2(A,yu) a másodikat, és így tovább. 

A (3.62), (4.56) és (4.58) miatt kapjuk, hogy

|Jei(A,//)| < CXC3АалМХ/М/аО < СгС3е.(4.61)

Parciálisán integrálva, majd felhasználva a (3.62)-t, (4.57)-et és (4.59)-et, nyerjük, hogy

Ш1/Л |/(x,y)|dx| dyCiC4 A
|-ÍB2(A,^)| < — 

№ß-1

S ^(l/A.y)^2(1/A,y)i6
J i/m

_ CiC4A
A*/»“1

CxQA ft92(l/A,á)

+ ßJ dyyß + li/ß(4.62)
<

CxCAe(2ß - 1)C1C,4e CiC4eß
< <T +- (/j,6)ß- ß-1 ß-1

Hasonló módon a (3.63), (4.56) és (4.58) miatt kapjuk, hogy

C2C2£{2a — 1)
(4.63) MA.ril < a — 1

Felhasználva a (3.63)-at és (4.57)-et, majd parciálisán integrálva következik, hogy

6 fs \f(xi y)lc2c4
|/84(A,/i)| < dx dy

6 Г l/0>u)l
Xa-lpß-l i/a Л/д xaVß

c2c4 6г 1
dx dv

A“-V_1 .yß xa 1/д1/A J0

У \f(x,v)\ dx dv ■=h +Л,xa

ahol I\ jelöli az összeg első, I2 pedig a második tagját.

Felhasználva a (4.58)-at, és újra parciálisán integrálva adódik, hogy

5 f6 \f(x,v)\C2C4 1
- AV1 ‘ 6ß

C2C4
X*-iMß-i SP[L 

c2c4
- A“-!^-1 Sß I 6<*

h < dx dv
xai/л Jо

í‘
J i/A z“+1

1 J Г1?1(®,5)1* + a
Xa J 1/A

(4.64)
/ — dz)
Л/A J

1 fe<M
~~— -(- oieS<

£ Qí
= C2C4 I +(Aá)“"1^)^

52



További parciális integrálás mutatja, hogy

[‘ íMi 
Л/A *“+1

5 /'№,■)I ^2(^)1 5 
X" j 1/Adx dv < + ex

xai/л do
5 ^2(x,y)#2 (í,y) dx,< + a xa+11/Л

ezért

*"+V+1
‘ <Wv)H.C2C4ß dx dydy + ah < ß+iДог-1^/9-1 1/м У

8 1
----- X dx du

,, , . Tanß *i/л di/** x Ун

<5i-íiWl/
C2C4ß 1

—r dy + ae< ßДв-l^/J-l 1/м у 
ßeS

(4.65)
Л

/3-1 ' a-1
a—1

+ aße •< Xa-1^-1 Sa ß-1
aßß< C2Cáe ß — 1 ^ (a — l)(ß — 1) /

Összekapcsolva a (4.64)-et és (4.65)-öt nyerjük, hogy

aßß(4.66) 1^0-1 ^(a-l)(/?-l )J‘

A fentiek szerint hi, /82, d83, I84 (és az utolsó lépésben I89) becslésénél elég azt feltennünk, 

00. Viszont az ezután következő 1&ь, he, hí, he becslésénél már azt kellhogy Л + fi 

feltennünk, hogy A, /x —»■ 00.

Továbbmenve, a (3.63)-ból, (4.56)-ból és (4.17)-ből kapjuk, hogy

i/mi/m C2C3M Г f
Xa-lSa J6 Jo

C2C3fx f°° №»y)l l/(x,y)|dx dy|785(A,^)| < dx dy <
A““1 x“<5 0(4,67)

1/m .M - Лог-l^a-
c2c3

Fz2{y)dy <<- л°-Ча

Teljesen hasonlóan a (3.62)-ből, (4.57)-böl és (4.16)-ból következik, hogy

eC\Ci
|78б(А,/х)| <(4.68) fiß-ЧУ

Felhasználva a (3.63)-at, (4.57)-et és (4.16)-ot, az alábbi módon becsülhetünk
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(4.69)

М(А,/а)| < °°№,у) IС2 С4 dx dyX^yß

l,MI,c2c4 1
<

A“~V_1 Sß

6 F31{x) 

i/л x°

C2C4
- Aa-V-1 Sß JA dx<

LMLc2c4 s1 r 1
F3l(u)du< + а~ A“-1/^-1 Sß 1 La;“ JQ Jl/A

/,>**}c2c4 ■ l cs-a+1 + aC< Aa-i^-l gß

c2c4 1 C7^-“+i + ——C\ 
а — 1

a—1<- A“-V-1 ^ 

= CC2C4 
l^ß-1

1 a
ha fj,0,(A 6)a~4ß + Sß oo.

Hasonló módon, felhasználva a (3.63)-at, (4.57)-et és (4.17)-et, a következő eredményhez 

jutunk

C'C2C4 ß1
(4.70) |788(A,/í)| < 0, ha А-t oo.(/j,6)ß~4a + SßA“"1

Végül, mivel f £ L1(R2), továbbá a (3.63) és (4.57) alapján kapjuk

00 f°°\f(x,y)Ic2c4
1-^89 (A, fjß I < dx dyA “-V-We 

C2c4
Xayß

oo oo1
(4.71) \f(x,y)\dx dy<

- A“-1^"1 daSß Js J6 
C2c4

1 A °-iSafiß-1Sß< ll/ll —> 0, ha A + p, oo, és A,/a > 0.

A (4.61) - (4.71)-ből adódik a (4.54).

Másodszor azt az esetet tekintjük, amikor / páros ж-ben és páratlan у-ban. Nyilván 

a,ß £ (l,2)-re azt kell ellenőriznünk, hogy

ß-i7Г 1
(4.72) MA, fF) := uvfcs(u,v) du dv —> 0

2 \fjb

ha A, fj, —» oo.
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Fubini-tétele és (4.5) alapján

OO

f(x,y)Kj (x, X)K%(y, fx) dx dy,h(X,/x) =(4.73)

ahol

ЛJ о
a —1-u)K?(x,\) = Л и cos Xux du.

Nyilvánvaló, hogy

|tf7“(*,A)l < A í\l

J 0
a — 1(4.74) -u) и du = CiЛ,

ahol C\ = C\(a) csupán az n-tól függő állandó (vő. (3.62)). Másrészt a 4.5. Lemmát 

alkalmazva Xx > 1-re, adódik, hogy

C5\Kj(x,X)\ <(4.75)
Xa~1xa

ahol C$ = 05(a) csupán az n-tól függő állandó.

A (4.56), (4.57) és a (4.74), (4.75) elemi egyenlőtlenségek felhasználásával a (4.72) 

igazolását az alábbi módon végezhetjük. Mivel az / páratlan у-ban, így

/(0, 0) = f(x, 0) = 0.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy Aá > 1 és /хб > 1. Az Iq(X,/x) az 

alábbiak szerint bontható fel

Г f1/* C/ß О/* rS

wo Jo Jo Jl/ß

i/ß i/ß6 f l/Л foo

Jo Js
l9(X,fx) + + + +

6OO OO OO

f(x, y)K? (x, А)к1 (y, ix) dx dy+ + +
6 Js

— ■ ЫХ, /x) + /92(A) fx) + • • • + /99(A) jX),

ahoi /91 (A, /x) jelöli az összeg első tagját, /92(A) fx) a másodikat, és így tovább.

A bizonyítási eljárásban az előző rész eredményeit az /91 — /94 és az I95, /93, és az /99 

integrálok esetében változtatás nélkül felhasználhatjuk.
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Ezért elegendő azt megmutatni, hogy az /95 és /97 tart 0-hoz, ha Х,/л 

alapján nyilvánvaló, hogy

00. A definíció

i/m
f 0, y)K7 (x, A)Kl(у, y) dx dy/95(A,y) =

i/m
{/0, у) - /(0, y)}K?(x, А)К1 (у, у) dx dy

i/м
f(0,y)K?(x,\)Kl?(y,iJ,)dxdy =: I3 + /2,+

ahoi /1 jelöli az összeg első tagját, /2 pedig a másodikat.

Az ii teljesen hasonlóan becsülhető, mint a páratlan-páratlan esetben (vö. (4.67)). 

Felhasználva a (4.56)-ot, (4.75)-öt és (4.48)-at, nyerjük, hogy

i/m i/mi:hi. l/(0,y)|dyj dxC3C5y\f(0,y)K?(x,X)KH(y,y)\dxdy <\h\<
A“-1

fOO 1
/ — dx <

Js xa
C3C5CC3C5C

ha A—* 0)< 00.- ^«-l£a-l(a _ 1)A“-1

Ismét a definíció alapján nyilvánvaló, hogy

OO

/(x, y)K7 (x, A)K%(y, y) dx dy 

í í {/(*,y)-/(0,y)}ÜL,“(x,A)Ä'f(y,^)dxdy
J 1/A JS

/(0,y)A"7a0> X)K$(y, y) dx dy =: /3 + I4,

/97(А,у) —

OO

+
ahol /3 jelöli az összeg első tagját, /4 pedig a másodikat.

Az /3 teljesen hasonlóan becsülhető, mint a páratlan-páratlan esetben (vö. (4.69)). 

Felhasználva a (4.57)-et, (4.75)-öt és (4.45)-öt, kapjuk, hogy

OO

mO,y)K?(z,\)Kl(y,ri\dzdy

X“ yP

|/(о'у)Ч&

\h\<

C4C5<

C4C
<

í —dx<
Ji/x x<*

CC4C5 CC4C5
0 ha у< 00.

X°‘-1fj,ß-16ß yß~1Sß(a — 1)
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Az előző becsléseket összekapcsolva azonnal adódik, hogy az /95 és /97 tart 0-hoz, ha

Л ,/j. 00.

Harmadszor, az az eset, ahol / páratlan ж-ben és páros у-ban, a szimmetrikus ellen

tettje az előbb látott esetnek. így a,ß 6 (1,2) esetén az alábbi állítás igazolása

ß-i:т(‘-;ги)7Г 1
-Tio(A, /л) : = uvf3c(u, v) du dv

OO

f(x,y)Kf(x, A)AT^(y, jí) dxdy ^ 0

ha \,fj, —> 00,

□teljesen hasonlóan végezhető, mint az előző esetben.
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I. Introduction

The theory of Fourier series, or more generally, the theory of trigonometric series 

has been a source of new ideas for analysis during the last two centuries, and is likely to 

be so in years to come. Many basic notions and results of the theory of functions have 

been obtained by mathematicians while working on trigonometric series. For example, the 

notion of function generally accepted now was first formulated in the celebrated memoir 

of Dirichlet in 1837 dealing with the convergence of Fourier series; or the definition of the 

Riemann integral in its general form appeared in Riemann’s “Habilitationsschrift” devoted 

to trigonometric series; or the theory of sets, one the most important developments of 19th 

century mathematics, was created by Cantor in his attempts to solve the problem of the 

sets of uniqueness for trigonometric series. In more recent times, the Lebesgue integral 

was developed in close connection with the theory of Fourier series, and the theory of 

generalized functions (so-called distributions) with that of Fourier integrals.

Nowadays, we are witnesses of the increasing interest in the study of new function 

spaces such as the real Hardy space H1 or BMO. Among others, my supervisor Professor 

Ferenc Móricz managed to prove in 1995 that the maximal Fejér operator is bounded from 

Hl into L1 on the one-dimensional torus (see [14]). Furthermore, he introduced new Hardy 

type spaces on the two-dimensional torus and proved the boundedness of the maximal Fejér 

operator defined for double Fourier series (see [13]).

I joined to these investigations and proved in [1] that the maximal Riemann operator 

is bounded from H1 into L1. Although the Riemann summability was originally introduced 

to study the uniqueness of the representation by trigonometric series and the problem of 

localization, I managed to reveal good convergence behaviour of the Riemann means. The 

proofs of these results are mainly based on the fact that the Riemann kernel resembles 

rather the Fejér kernel, and does not the Dirichlet kernel. I also managed in [5] to extend 

the maximal Riemann operator for double Fourier series on the two-dimensional torus.

The other field of my research is connected with the study of order of magnitude of 

the Fourier transform of integrable functions. In this direction, I was inspired by the recent 

results of J.B. Reade [17], Yu.E. Kuprikov [12], and my supervisor and Z. Németh [15]. 

In these papers, the order of magnitude of Fourier coefficients of integrable functions has
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been studied since the mid 80’s. To go into details, by the Riemann-Lebesgue lemma, the 

Fourier transform f(t) of a function / G T1(R) tends to 0 as |t| —» oo. It is well known 

that this convergence to 0 can be arbitrarily slow. On the other hand, if first we form 

the (C,a > 0) means of the Fourier transform /, and then let |t| —> oo, then the rate of 

convergence to 0 improves drastically. For instance, in [4] we 

and 0 < a < 1/2, then the ((7,1/2) means of even the product tend to 0 as

|f| —» oo. Or if f G L1, 0 < a < 1 and ж = 0 is a Lebesgue point of /, then the (C,a) 

means of the product tf(t) tend to 0 as |t| —» oo.

proved that if / G L1 nL2(R)
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II. Basic notions

(a) Given a periodic function /, integrable in the sense of Lebesgue on the torus 

T := [—7г,7г), in symbol : / G L1(T), its Fourier series

1 °°
-a° + cos kx + bk sin kx)(1)

k=1

is defined by

I Г
7Г J-n

I Г
* J-nf(t) cos kt dt, f(t) sin kt dt,bk := к G N.&k • —

We recall that the conjugate function f of / G L1(T) is defined by

/(ж) := (P.V.)^ J /(ж -t)cot(t/2)dt

J [f(x+t) — f(x—t)]cot(t/2)dt.:= - -J— lim
27Г ej.0

As it is well known, /(ж) exists a.e., but / ^ L1(T) in general.
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This gives rise to the definition of the real Hardy space Я*(T) as follows

я^т) :=

endowed with the norm

\\f\\m ll/lli/1 T II/IIl1 >
where, as usual,

II/IIli :

It is also well known that if / £ Я1(Т), then the Fourier series of / is the following

OO

sin kx — bk cos kx)(2)
k=1

which is called the conjugate series to (1).

denote by /(1,()) the conjugate function to / with(b) Given a function / £ L1(T2), 

respect to the first variable:

we

(p -v-)s/_>-f{1’0)(x,y) := и, у)cot(u/2)du.

The hybrid Hardy space Я^1,0^(Т2) is defined by

Я(1,°)(Т2) := {/ € T1(T2) : /(1’0) £ ^(T2)}

endowed with the norm

ll/llH<M> :

where this time

I f(u, v)| du dv.
47Г2

We denote by Я(0,1)(Т2) the symmetric counterpart of Я^1,0^(Т2), that is,

Я(°.1)(Т2) ;= {/ £ ^(T2) : /(0’1} £ L^T2)},

endowed with the norm

II/IIhc,.) := ll/Hi. +II/(0'1)IU',
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where

:= (P.V.)±- J ^ /0>У v) cot(v/2) dv.

is the conjugate function to / with respect to the second variable. 

Finally, the double conjugate function /(Ь1) is defined by

р-'\х,у):=(P.VJjij Г f(x — u,y — v) cot(u/2) cot(u/2)dudv.
— 7Г J — 7Г

It is known that if / £ П ii(0,1)(T2), then /^’^(ж, y) exists at almost every (x,y) £

T2, but Z^1’1) ^ Zd(T2) in general. This gives rise to the definition of the product Hardy 

space

#(M)(T2) := {/ £ L1(T2) : /(1’0), /(0-1), /(1-1) £ L1(T2)}

endowed with the norm

ll/IU.o := ll/IU- + ll/(1'0)lli' + ll/"M)lb + ll/(1',)ll L1-

(c) Given a function /, integrable in the sense of Lebesgue on the real line R : 

(—00,00), in symbol : / £ L1(R), its (complex) Fourier transform is defined by

i_ r
^ J- 00m : f{x)e ltx dx,(3) t £ R.

It is easy to see that / £ C(R), and by the Riemann-Lebesgue lemma,

/(f) —» 0 as |t| -+ 00.

This convergence can be arbitrarily slow. In other words, given any function ф defined on 

R-l- := [0,oo) with the property

/(t) —> 00 as t —> 00,

there exists a function / £ L1(R) such that

limsup /(t)/(t) = 00.
t—*oo
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We note that if the function / G •i'1(R) is even

/(-*) = /0), x G R

then (3) is a (Fourier) cosine transform

f(t) = fc(t) ■ = f(x) cos tx dx\

while if / G L1(R) is odd

f(~x) - x G R,

then (3) is basically a (Fourier) sine transform

AT/(<) = ~ifs(t), where /e(t) := /(ж) sin txdx.

If / 6 -LP(R) for some 1 < p <2, then definition (3) makes no sense. In this case, the 

Fourier transform f is defined as the limit of the truncated integrals
/*12 

J — X1

1
f(x)e %tx dx as Xi,X2 oo

а/27Г

in the Lq(R) norm, where q denotes the exponent conjugate to p:

- + - = 1. 
P Я

Thus, in this case f G Lq(R) but f(t) is defined only up to a set of measure zero on R.

(d) Given a function / G L1(R2), its double (complex) Fourier transform is defined by
OO1 f(x,y)e-iiux+vy) dxdy(4) /(«,»):=- u,v G R.
OO

Now, we also have f G C(R2) and by the Riemann-Lebesgue lemma,

f(u,v) 0 |u| + |u|as oo.

Again, this convergence can be arbitrary slow.

We note that if the function / G T1(R2) is even in both variables

/0,y) = f{~x,y) = f(x,~y) = /(-x,-y), x,y G R
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then (4) reduces to a double cosine transform:

OO2
f(u,v) = fcc(u,v) := -

7Г
/(ж, у) cos их cos vy dx dy;

if / G X1(R2) is odd in both variables

f(x,y) = -/(-x,y) = f(~x,-y) x,y G R,

then (4) is essentially a double sine transform:

OO

fss(u,v) := --
7Г

/(u>u) /(x,y) sin ux sinuy dx dy.

If / G L1(R2) is even in x and odd in y, then (4) is essentially a cosine-sine transform:

OO.2
/0,u) = -ifcs(u,v) : f(x, y) cos ua; sin uy da: dy;—г —

7Г

while if / G LX(R2) is odd in x and even in y, then (4) is essentially a sine-cosine transform:

OO2
f(u,v) = -ifsc(u,v) := -г-

7Г
/(ж, у) sin ux cos uy dx dy.

In case / G Z-P(R2) for some 1 < p < 2, definition (4) makes no sense. In this case, 

the double Fourier transform / is defined as the limit of the truncated integrals

1 Гх2 ГУ2

J S(x.Vy-'^+"iUxdy as ®1,®2,У1,У2 OO

in the L9(R2) norm, where 1/p + 1/q = 1. Thus, in this case f G L?(R2) but f(u,v) is 

defined only up to a set of measure zero on the plane R2.

(e) Given a function / G Lloc(R+) and a > 0, we write

(C, a) — lim f(t) = Í
t—>oo

if

rv /*Л / í \ a —1
mdt(S) = г.
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In words, we say that the (C, a) means of the function f(t) tend to the finite limit l as 

oo. In the particular case a = 1, then (5) is of the formt

lim y f f(t) dt = £, 
°° Л J оЛ-»

which is analogous to the existence of the finite limit

1 n
lim — У dk = £■

n—уоо Tl ' ^
к=1

The latter means the convergence of the first arithmetic means of the numerical sequence 

{a,k : к = 1,2,...}, which occurs in the definition of (C, 1) summability of sequences.

(f) Given a function / E -^íoc(R+2) and <*,/?> 0, we write

(C; a,ß)- lim f(u, v) = £

if ß-ia ß
f(u, v) du dv =£,lim -—

Л (JL

where the limit is taken in the following two cases: (1) u + v

oo (that is min(u,i>)

oo (that is max(u, v) oo)

oo) and u, v > 0.

In words, we say that the (C\a,ß) means of the function f(u,v) tend to the finite 

limit l as и + v

and u, v > 0; (2) u, v

oo, where u, v > 0.

As a background literature, we suggest the reader to consult with [6-11], [16] and

oo or u,v

[18-21].

III. New results

1. Given a trigonometric series (1) with

Як, bk —> 0 as к oo

consider the function

. 1 о dk cos kx + bk sin kxF(x) = -d0x - 2^ к2
k=l
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obtained by integrating series (1) formally twice. Since the series on the right-hand side 

converges absolutely and uniformly, its sum F(x) is continuous. It is easy to see that

F(x + 2h)+F(x-2h)-2F(x)
Sh(x) : =

Ah2
(6) 1 ^ . / sin kh\2

-a° + 2_^\ak cos kx + bk sin kx) I J
k=\ ' '

We say that series (1) is Riemann summable to a finite number s if

Sh{x) -> s as h 0.

In the sequel, we assume that series (1) is the Fourier series of a function / £ ^1(T). 

In this case, we denote by Sh(f; x) the Riemann mean in (6) and define the maximal 

Riemann operator by

S*(f\x) : sup \Sh{f] ж)|.
h>0

One of my main results proved in [1] says that the operator S*(f) is bounded from 

Rrl(T) into L1(T), that is, the operator 5*(/) is of type (H1 ,Ll).

THEOREM 1.1. There exists a constant C such that for all f £ Hl{T), we have

Similarly to (6), for the conjugate series (2) we define the conjugate Riemann means

by
Sh(x) := ^(ajt sin kx — bk cos kx) f “Тд-1 

k-1 ' '

and introduce the conjugate maximal Riemann operator by

S*(f]x) := sup|5fc(/;x)|,
h>0

provided that (1) is the Fourier series of a function / £ Л’1(Т); consequently, (2) is the 

Fourier series of /.

From Theorem 1.1. it follows immediately that the operator F*(/) is also of type
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COROLLARY 1.1. For all f £ tf^T), we have

II^(/)IIli <2C\\f\\Hi,

where C is the same constant as in Theorem 1.1.

2. Given a function f £ L1(T2), its double Fourier series

oo oo

Y, Z Кгп,п)е«тх+П*>(7)
m= — oo n= — oo

is defined by
^ j J f(u,v)e-i{mu+nv) dudvf(m, n) :

Now, the Riemann means Sh,k(f',x,y) are defined by

OO OO sin mh ^ 2 f sin nk \ 2 
У V nk ) ’X) 53 /(m> n)ei(mi+n2/) (Sh,k(f'>x>y) '■ =

mhm~ — oo n= — oo

while

S*(f]X,y) : sup |Sfc)fc(/;x,y)|
htk> 0

is the maximal Riemann operator.

In a joint paper [5] with F. Móricz, we proved the following.

THEOREM 2.1. There exists a constant C such that for all f £ T2); we have

||‘S'*(/)|Leefc-L1 := supA|{(x,y) 6 T2 : S*(f;x,y) > A}| < C\\f\\Hii,o).
Л>0

The symmetric counterpart of Theorem 2.1. reads as follows.

THEOREM 2.2. For all f £ Я^°>1>(Т2), we have

IIA(/)|U„n-i. < c||/||H(.,„

with the same constant C as in Theorem 2.1.

Applying the familiar density argument due to Marcinkiewicz and Zygmund (see, e.g. 

[21, Vol 2, p. 309]) yields the following pointwise convergence result.
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COROLLARY 2.1. If f G #(1’0) U Я^^Т2), then we have

lim Shik(f;x,y) = f(x,y)
hyk—* 0

a.e.

It is well known that if / G Я(1,0)(Т2), then the Fourier series of Z^1,0) is given by

OO oo

E E Hsigпт)Кт,п)е«тх+пУ\(8)
ТП— — OO П——00

which is called the conjugate series to (7) with respect to the first variable. If / G 

Я(0,1)(Т2), tlieii the Fourier series of is given by

OO OO

£ £ (-isignn)/(m,n)e,(’”‘+“!,).(9)
m= — oo П— — 00

which is called the conjugate series to (7) with respect to the second variable. Finally, if 

/ G J?’^1,1)(T2), then the Fourier series of f^1,1^ coincides with the conjugate series to (7) 

with respect to both variables:

OO OO

У У (— isignm)(—isignn)/(m,п)е^т1+пу\(10)
m— — oo n— — oo

Denote by
sh,k\f'>x,y)> Sh’k\f\x^y)

the Riemann means of the conjugate series (8)-( 10), respectively. The corresponding max 

imal conjugate Riemann operators are defined analogously, for example,

SÍ1,0\f\x,y) := sup |5'^0)(/;x,y)|. 
h,k> 0

COROLLARY 2.2. If f G Я(1-о)(т2), then

l|5Í1,0)(/)IU..*-i. <2C||/||H(1,o,;

iff G Я^1^!2), then

ll§i“’1)(/)IL..i-z,. < 2C||/||H(.,„;
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and if f £ then

l|SÍ1'1)(/)IU„ib-i> < 2C||/||H(,.„-

COROLLARY 2.3. Iff £ Я*1« °>(T2), then

Лтп^М0)(^;ж,у) = ^(1,0)(г>^)
h.k—> 0 ’

a.e.;

iffe Я^°>1)(Т2), Йетг

lim ^1}(/;х,у) = fi0A\x,y)
Л.,я—+0 ’

a.e.;

and if f £ Я(1,:1)(Т2), then

ij.mn ж>у) = /(1,1)(а;»2/) a-e-
л,fc-^0 ’

3. In а joint paper [4] with D.V. Giang and F. Móricz, we proved the following two 

theorems.

THEOREM 3.1. (i) If f £ L1 П LP(H) for some 1 < p < 2 and a £ (0, l/<?), where 

1/p + 1/q = 1, then

lim |*|"/(t) = 0.
I*h“

(ii) If f E LP(R) /or some 1 < p < 2 and a £ (1/<Z, oo), йетг

(C,l/9)

(C,a)- lim |i|I/,/(t) = 0.
|tHoo

In the particular case a = 1, we get the following.

COROLLARY 3.1. If f £ Lp(R) /or some 1 < p < 2, then

lim i / |t|Cí>-4/í>/(í)dí = 0
| A|—>oo Л y0

We recall that x £ R is said to be a Lebesgue point of the function / £ L110C(R) if

lim Г 
h-+oJ0

If(x +t)~ f(x)\dt = 0.
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THEOREM 3.2. (i) If f eL1 П L°°(R) and a £ (0,1), then

(C,l)- lim \t\af(t) = 0.
|t|—oo

(ii) If f e L'iR), X 0 is a Lebesgue point of f, and a £ (l,oo); then

lim tf(t) - 0
|<|^oo

(O)

Finally, by a Tauberian type argument we obtain an estimate of the order of magnitude 

of Fourier transform in the ordinary sense, provided a monotonicity condition is satisfied.

COROLLARY 3.2. Assume that a function f is even (or odd) and its cosine (or sine) 

Fourier transform f(t) is nonincreasing for t > to(> 0).

(i) If f £ LP(R) for some 1 < p < 2, then

lim t1/9/(i) = 0.
t—►OO

(ii) If f £ L1(R) and x = 0 is a Lebesgue point of f, then

lim tf(t) = 0,
t—>oo

in the ordinary sense in both cases.

4. Extending the above results from single to double Fourier transforms, in [2] and 

[3], I proved the following three theorems.

THEOREM 4.1. (i) If f £ L1 П Z/P(R2) for some 1 < p < 2 and a,ß £ (0,1 /q), where 

1/p + 1/q = 1, then

(C\l/q,l/q) - lim \u\Q\v\ßf(u, v) = 0.
|u| + H-*oo

(ii) If f e LP(E2) for 1 < p < 2 and a,ß £ (1/q, oo), thensome

Гл/(»,») = о.{C;a,ß)~ lim
|u|,M—too

UV

In the particular case a — ß = 1, we get the following.
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COROLLARY 4.1. Iff E Lp( R2) for some 1 < p < 2, then

л ß1 (p-i)/p ?/(u, v) du du = 0.lim . I
|A|,|íi|->o° XfX Jo Jo

uv

THEOREM 4.2. Iff E L1 П L°°(R2),

l L\f(x,y)\dy \f(x,y)\dxel°°(R),and
Ы>1 M>1

and a,ß E (0,1), йеп

lim \u\a\v\ßf(u,v) = 0.
|u|+|w|->CXJ

(C7; 1,1)

We recall that (x,y) = (0,0) is said to be a strong Lebesgue point of the function 

/ E L^^R2) if the following three conditions are satisfied.

к1
If(x,y) - f(0,0)\dxdy = 0,lim

h,k—>о hk

OO

lim — 
/i—»o h \f(x,y) - /(0, y)| dx dy = 0,

OO

and
к

lim — 
к—»о к №> !/) - /(ж> 0)| da: dy = 0.

THEOREM 4.3. Assume that the function f(x,y) is odd at least in one variable. If 

f 6 L1(R2), (x,y) = (0,0) is a strong Lebesgue point of f, and a,ß E (l,oo), then

(C',a,ß)- uvf(u, v) = 0.lim
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