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0. Bevezetés

Az értekezésben olyan nemnegativ egyiitthatoju egyvéltozos és kétvaltozos
trigonometrikus sorokkal foglalkozunk, amelyek abszolut konvergensek. Tehat
egyenletesen is konvergensek, igy az Osszegfiiggvénylik minden pontban létezik
és folytonos. Jél ismert, hogy egyenletesen konvergens trigonometrikus sor egy-
ben Osszegfiiggvényének Fourier sora is. E sorok egyiitthatéinak nagysagrendjét
vizsgaljuk abbdl a szempontbdl, hogy az Osszegfiiggvény az egyvaltozds esetben
a Lip a, lipa Lipschitz és a A,, A\, Zygmund fiiggvényosztdlyok egyikébe, illetve
kétvaltozos esetben a Lip(«, ), lip(a, §) és a Ak (1,1), A (1,1) fiiggvényosztalyok
egyikébe tartozzék. Erre adunk sziikséges és elegendo feltételeket, amely feltételek

az egytutthatokbdl képzett kifejezések viselkedésére vonatkoznak.

Az elso fejezetben megadjuk a dolgozatban hasznalt jeloléseket, és rovi-
den ismertetjiikk a sziikséges definiciokat. Megadjuk a kétvaltozés multiplikativ
Lip(e, 8), lip(e, B) (0 < «, 8 < 1) Lipschitz és a A,(1,1), A«(1,1) Zygmund fiig-

A masodik és a harmadik fejezetben az egyvaltozds koszinusz és szinusz
sorokat tekintjitkk. R.P. Boas [2] és Németh Jézsef [13] hasonlé témaju cikkeire
épitve bemutatjuk és rendszerezziik az eddigi eredményeket a fenti szempontbol. A
Lipa (0 < a < 1), A, osztalyokkal parhuzamosan jellemezziik a lipa (0 < a < 1)
és a A\, osztalyokat is. Az emlitett kozleményekben t6bb esetben csak az eredmény
szerepel, esetleg csupan utalds talalhato a bizonyitas lényegére. Ezért itt célunk
a bizonyitasok teljes részletességgel torténd bemutatisa, az egyes 1épések egysz-
eriisitése, mivel ezen bizonyitasok lépései fogjak az alapot szolgaltatni a megfeleld
kétvaltozos tételek bizonyitasaihoz. Megjegyezziik, hogy kiilonb6z6 bizonyitasi
moédokra volt sziikségiink a Lipa (0 < a < 1) osztilyra és a hatéreseteknek
szamité A, és a Lip 1 osztalyokra vonatkozo tételek esetében. Az is kideriilt, hogy
a Lip 1 fliggvényosztalynal a koszinusz és szinusz sorok eltéré modon viselkednek.
Ugyanakkor ez a viselkedésbeli kiilonbség a A, Zygmund osztaly esetében nem &ll

fenn.



A dolgozat f6 eredményei a negyedik és a hatodik fejezetben szerepelnek,
amelyek kétvaltozos trigonometrikus sorokra vonatkoznak. Az egyvaltozds esetben
bemutatott tételek jelentds részét terjesztettiik ki kettds trigonometrikus sorokra,
nevezetesen kettOs koszinusz, kettds szinusz, és vegyes koszinusz-szinusz sorokra.
A negyedik fejezetben a Lip(a, ) és lip(a, ) (0 < o, < 1) osztilyok, mig a
hatodik fejezetben a A,(1,1) és A.(1, 1) osztalyok jellemzése szerepel.

Az ezeket koveto 6todik és hetedik fejezetben ezen 1j eredmények bizonyitasai
allnak. Minden esetben pontosan kovettiik az egyvaltozos rész felépitését. Hangsu-
lyozzuk, hogy — az egyvaltozés esethez hasonléan — lényegesen mas bizonyitasi moé-
dot igényeltek a Lip(a, 3) (0 < a, § < 1) esetekre és a A.(1,1), Lip(1,1) hatére-
setekre vonatkozo tételek, ezen beliil is a kettds szinusz, kettds koszinusz, és a
koszinusz-szinusz sorokra vonatkozo tételek. Ez a viselkedésbeli eltérés kiilonosen
a Lip(a,1) (0 < a < 1) osztély, valamint a vegyes koszinusz-szinusz sor esetén
igényelt tobb aproélékos meggondolast, amelynek soran 6tvozni kellett az egyval-
tozods esetben el6forduld, a megfelel osztalyokra és sorokra vonatkozd mddsz-
ereket.

Végiil, a nyolcadik és kilencedik fejezetben az egy- és kétvaltozos bizonyita-
sokban egyarant hasznélt lemmak és ezek igazolasai szerepelnek. Az egyvaltozos
esetben kozismert segédtételek és kétvaltozos kiterjesztéseik bar onmagukban is
érdekesek, de a dolgozat témajahoz szorosan nem kapcsolédnak, ezért szerepel-
nek a dolgozat végén. Kiemeljiik, hogy mar az egyvaltozds esetben is sikeriilt
a bizonyitasokat annyira egyszeriisiteniink, hogy példaul a Boas altal kozolt két
lemma koziil mar az egyik hasznalata is elegendd a bizonyitasokhoz.

Az értekezésben szereplo fliggvényosztalyok és trigonometrikus sorok tovabbi
Osszefiiggései irant érdeklédé olvasé figyelmébe ajanljuk N.K. Bary [1], R. DeVore
és G.G. Lorentz [3] és A. Zygmund [15] angol nyelvii, tovabba I.P. Natanszon [12]

magyar nyelvii konyveit.



1. Definicidk, jelolések

Roviden felsoroljuk az értekezésben hasznélt jeloléseket, és ismertetjiik a sziik-

séges definiciokat.
Egyvaltozos trigonometrikus sorok.

Legyen {a; : i = 1,2, ...} nemnegativ szamok tetszéleges sorozata, amelyre

oo
(1.1) Z a; < 00
i=1
teljesiil. Ekkor a koszinusz sor Osszegfiiggvénye
0. @]
(1.2) Zai cosix =: fe(x)
i=1
és a szinusz sor Osszegfiiggvénye
(1.3) Z a; sinix =: fs(x)
i=1

létezik és folytonos fiiggvény, mivel egy egyenletesen konvergens sor Osszegfiig-
gvénye.
Ismert, hogy egyenletesen konvergens sor Osszegfiiggvényének Fourier sora,

tehdt az (1.2) és (1.3) sorok egyben Fourier sorok is.
Az alabbi fliggvényosztalyok definicidja kozismert.

1.1. Definicié. Egy 27 szerint periodikus ¢ fiiggvény akkor tartozik a Lip a (v >
0) Lipschitz osztdlyba (azt is mondhatjuk: «-rendi Lipschitz feltételnek tesz eleget),
ha van olyan C' = C(¢) allandd, hogy

|¢p(x + h) — ¢(x)] < C|h|* minden a-re, h-ra.

1.2. Definicié. Egy 27 szerint periodikus ¢ fiiggvény akkor tartozik a lipa (o >
0) Lipschitz osztdlyba, ha

}llin%) |h|"“[¢p(z + h) — ¢(x)] =0 egyenletesen z-ben.



Vilagos, hogy lipa C Lip @ minden o > O-ra.

Megjegyezziik, hogy a = 0 esetén is beszélhetiink Lipschitz osztalyokrdl: a
korlatos fiiggvények a Lip 0 osztalyt, az egyenletesen folytonos fiiggvények pedig
a lip 0 osztalyt alkotjak.

1.3. Definicié. Egy folytonos, 27 szerint periodikus ¢ fliggvény akkor tartozik a
A (@) (o> 0) Zygmund osztdlyba, ha megadhaté olyan K = K(¢) allandd, hogy

|p(x + h) + ¢(x —h) —2¢(z)] < Kh* minden z-re, h-ra.

1.4. Definicié. Egy folytonos, 27 szerint periodikus ¢ fliggvény akkor tartozik a
Ae(@) (a > 0) Zygmund osztdlyba, ha

flbii% h=%p(x 4+ h) + ¢(x —h) —2¢(x)] =0 egyenletesen x-ben.
Vilagos, hogy A\.(«) C Ai(a) minden o > O-ra.
Néhéany észrevétel:
Ha ¢ € Lip a valamely o > 1-re vagy ha ¢ € lip a valamely a > 1-re, akkor
¢ =allandé. Ha a > 2, akkor ¢ € A,(«) esetén ¢ linedris fliggvény; ha ¢ még
periodikus is, akkor ¢ allandé.

Ismert tovabba, hogy
Ai(a) =Lipa és A(a)=lipa, ha O0<a<l.

Viszont

A=A, (1) DLipl és Ai:=X(1)Dlipl.
A koévetkezékben a Lipa (0 < a < 1) éslipa (0 < a < 1), valamint a A, és A
osztéalyokkal foglalkozunk.

Kétvaltozods trigonometrikus sorok.

Legyen {a;; : i,j = 1,2,...} nemnegativ szamok tetsz6leges kettés sorozata,

amelyre

(1'4) ZZaij < 0

i=1 j=1



teljesiil. Ekkor a

oo 0

(1.5) Z Z a;j cosiz cosjy =: fec(x,y),

i=1 j=1

(1.6) Z Zaij sinizx sin jy =: fss(z,y)

i=1 j=1

és

(1.7) Z Zaij cosix sinjy =: fes(z,y)
i=1 j=1

kettos sorok egyenletesen konvergensek, igy az Osszegfiiggvények léteznek és
folytonosak. Ha (1.7)-ben a cos és sin sorrendjét felcseréljiik, akkor az fs.(z,y)
Osszegfiiggvényre vonatkozé eredményeket az f.s(x,y)-ra vonatkozé tételben a
feltételek felcserélésével nyerhetjiik, ezért a tovabbiakban ezzel a negyedik eset-

tel kiilon nem foglalkozunk.

Az aldbbiakban megadjuk a kétvaltozos (multiplikativ) Lipschitz és Zygmund

c 7z

1.5. Definicié. A kétvdltozos Lip(«, 8) (o, 8 > 0) osztdly mindazon mindkét
valtozéjaban 27 szerint periodikus ¢(z,y) fiiggvényekbdl all, amelyekhez 1étezik

olyan C' = C(¢) allandd, hogy barmely z,y, h, k esetén
(1L8) [z +hy+k) = d(x+hy) = ¢(z,y + k) + ¢(z,)| < Clh|*|K|?
teljesiil.

1.6. Definicié. A kétvdltozds lip(a, 5) (o, 8 > 0) osztdly mindazon ¢(z,y) €
Lip(a, B) fiiggvényekbdl all, amelyekre

i B~ k| P [p(z + h,y + k) — ¢(z + b, y) — ¢z, y + k) + ¢(,9)] = 0

egyenletesen z-ben és y-ban, és ahol h és k egymastdl fiiggetleniil tartanak 0-hoz.

6



Az egyvaltozos esetnek megfeleléen most is csak a 0 < a < 1és0 < g < 1

esetekkel foglalkozunk.

1.7. Definicié. A kétvdltozés Ai(1,1) Zygmund osztdly mindazon folytonos,
mindkét véltozdjaban 27 szerint periodikus ¢(x,y) fliggvényekbdl all, amelyekhez

létezik olyan K = K(¢) allandé, hogy barmely z,y, h, k esetén
|A(¢s .y h, k)| < K Wk,

ahol
A(g;z,y; ho k) = ¢z + by + k) + ¢z — h,y + k)
(1.9) +o(x+h,y—k)+o(x—h,y—k)
—2¢(z,y + k) = 2¢(x,y — k) — 2¢(x + h,y) — 2¢(x — h,y) + 4¢(z,y).

1.8. Definicié. A kétvdltozos A.(1,1) Zygmund osztdly mindazon ¢(x,y) €
AL (1,1) fiiggvényekbdl &ll, amelyekre

] —1z-1 . . —
h,lllcgoh k A(Q%y’ h'7 k) =0

x-ben és y-ban egyenletesen, és ahol h és k egymastdl fiiggetleniil tartanak 0-hoz.

Megjegyezziik, hogy az egyvaltozds esethez hasonléan lehetne definidlni a
kétvaltozos Ay (a, B) és Ai(a, ) (a, 8 > 0) Zygmund osztalyokat is. De mivel
viszonyuk a Lip(a, 8) és lip(a, 8) Lipschitz osztalyokhoz nem ismert az irodalom-

bol, igy ezekkel nem foglalkozunk.



2. Egyvaltozos trigonometrikus sorok

Az értekezésben olyan nemnegativ egylitthatéju trigonometrikus sorokkal
foglalkozunk, amelyek egyenletesen konvergensek, az Osszegfiiggvény tehat 1étezik
és folytonos. Ebben a fejezetben felsoroljuk azokat az ismert eredményeket,
amelyek sziikséges és elegendé feltételt adnak az Osszegfiiggvény kiilonbozé fiig-
gvényosztalyba vald tartozasara, nevezetesen a Lipschitz és Zygmund osztalyokba
val6 tartozasara. Ezek a feltételek az egyiitthatékbol képezett kifejezések nagysa-
grendjére vonatkoznak.

Tekintsiik tehat az (1.1) feltétellel az (1.2)-ben és (1.3)-ban definialt f. és f
fliggvényeket.

Irodalmi el6zmények.

A fenti kérdéskorrel R.P. Boas 1967-ben megjelent kézleményében foglalko-
zott. ElOszor nemnegativ egyiitthatoju trigonometrikus sor Osszegfiiggvényének
Lipschitz osztalyba valé tartozasara adott jellemzést abban az esetben, ha 0 <

a < 1:

2.1. Tétel (Boas [2]). Legyen {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szamok tetszbleges
sorozata, amelyre (1.1) fenndll, és jelolje f az f. és fs fligguények eqyikét, ahol f.
és fs az (1.2)-ben ill. az (1.3)-ban definidlt figgvény. FEkkor f € Lip a valamely

0 < a <1 esetén akkor és csak akkor, ha
(2.1) Y ai=0m™), m=12,...,

vagy ami ezzel ekvivalens,

(2.2) Y ia;=0(m'"), m=12...

=1

teljestil.



A (2.1) és a (2.2) feltételek ekvivalencidja kovetkezik a 8.1. Lemmébdl (ha v =
I, p=1-a).

A fenti 2.1. Tétel egyszerti kovetkezményeként nyerheté Lorentz 1948-ban
megjelent tétele, amely nemnegativ egyiitthatésorozat helyett csokkend egyiit-

thatdsorozatra vonatkozik:

2.2. Tétel (Lorentz [9]). Legyen {a; : i =1,2,...} nemnegativ szamok tetszbleges
csokkend sorozata, amelyre (1.1) fenndll, és jeldlje f az f. és fs fiiggvények egyikét,
ahol f. és fs az (1.2)-ben ill. az (1.3)-ban definidlt figgvény. Ekkor f € Lip«

valamely 0 < a < 1 esetén akkor és csak akkor, ha
(2.3) Um =0(Mm™17%), m=1,2,...
teljestil.

Valéban, ha {a;} monoton csokkend, akkor a (2.3) feltétel ekvivalens a 2.1. Tétel
mindkét feltételével.

Az a = 1 eset vizsgalata bonyolultabb, mivel ekkor a szinusz és koszinusz
sorok kiilonb6z6 modon viselkednek. A 2.1. és a 2.2. Tétel az o = 1 esetben mar
nem érvényes. Tovédbbda, az a = 1 esetben nem igaz a (2.1) és a (2.2) feltételek

ekvivalencidja sem, vagyis a

(2.4)  ai=0m™), m=12,...

és

(2.5) Y ia;=0(1), m=12,...
=1

nagysagrendi becslések mar nem ekvivalensek egymassal. Igazolhaté (lasd 8.1.
Lemma, ha p = 0, v = 1), hogy a (2.5) feltétel erésebb, tehat ebb&l mindig
kovetkezik (2.4), forditva viszont nem. Boas bizonyitotta, hogy ha o = 1, akkor
a gyengébb (2.4) feltétel a koszinusz sor esetében a A, osztilyba vald tartozést

biztositja. Azt, hogy az allitas ugyanezzel a feltétellel érvényben marad a szinusz
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sor esetében is, Németh Jozsef mutatta meg a A, osztalyndl egy még altalanos-
abb fiiggvényosztdly soran ([13, Theorem 3|, abban a specidlis esetben, amikor
wi(h) := h). Osszefoglalva tehat a 2.1. Tétel (2.1) feltétele az o = 1 hatéresetre
vonatkozoan — azaz a gyengébb feltétel — csak a Lip1 osztalyndl bévebb, de az
Osszes Lipa (0 < a < 1) osztalyndl szlikebb A, osztalyba vald tartozéshoz lesz

sziikséges és elegendé mind az f., mind az f, fliggvény esetében.

2.3. Tétel (Boas [2], Németh [13]). Ha {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szamok
tetszdéleges sorozata, amelyre (1.1) fenndall, és f jeloli az f. és fs, (1.2)-ben ill

(1.3)-ban definidlt figgvények egyikét, akkor f € A, akkor és csak akkor, ha

(2.6) Y ai=0m™), m=12...
teljestil.

Szintén Boas adott valaszt a Lip 1 osztdlyba tartozasra. Az o = 1 esetben erdsebb

(2.5) feltétel a szinusz sor esetében lesz a megfelel sziikséges és elegendo feltétel.

2.4. Tétel (Boas [2]). Ha {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szamok tetszbleges
sorozata, amelyre (1.1) fenndll, és fs az (1.3)-ban definidlt fiiggvény, akkor fs €
Lip 1 akkor és csak akkor, ha

(2.7) Y ia;=0(1), m=12,...
=1
fennadll.

A koszinusz sor esetében példdkon keresztiil meg lehet mutatni, hogy az erésebb
(2.5) feltétel nem sziikséges, (2.4) viszont nem elegend6 a Lip1 osztalyba vald
tartozasra. Ebben az esetben a gyengébb (2.4) feltétel és egy plusz feltétel lesz a

megfeleld.

2.5. Tétel (Boas [2]). Ha {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szamok tetszbleges
sorozata, amelyre (1.1) fenndll, és f. az (1.2)-ben definidlt fiiggvény, akkor f. €
Lip 1 akkor és csak akkor, ha

(2.8) Zai:O(m_l), m=1,2,...

10



teljestil, és
m

(2.9) Ziai siniz =0(1), m=12,...
i=1

x-ben egyenletesen.

Lathatjuk, hogy az a = 1 hataresetben mar szétvalnak az f. ill. az f, fliggvények

egyutthatoira vonatkozoé feltételek.

A (2.1)—(2.5) és a hasonl6 tipus feltételeket valéjaban elegend6 megkéovetelni
elég nagy m-re, pl. m > mg esetére, ahol mg pozitiv egész. Ugyanis, pl. ha van

olyan K = K (mg) m-tél fiiggetlen allandé, hogy
> K
Zaig—a, ha m>mgp, 0 <a <1,
— m

akkor 1 <m < mg és 0 < a <1 esetén

i=m Z i:mz i=mo+1 T (mo +1)* ~ m®’

ahol A az (1.1) alatti sor Gsszege és

K=mg (ar 2
Lo (mo+1)* )

Osszefoglalva, (2.1)-(2.5) feltételek minden m-re teljesiilnek, ha K helyett egy
nagyobb K; konstanst hasznéalunk.

Kiegészités a lip a és A, fliggvényosztalyok esetében.

A Lipa és A, osztalyokkal egyiitt érdemes parhuzamosan a lipa és a A,
osztéalyokat is jellemezni. Konnyen ellendrizheté Boas két allitasa, mely szerint a
2.1. és a 2.3. Tétel érvényben marad, ha a tételben a Lip o osztdly helyett lip «
osztalyt (A helyett \.-t), és ennek megfeleléen ”O” helyett ”0”-t frunk:
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2.6. Tétel (Boas [2]). A 2.1. Tétel feltételei mellett f € lipa valamely 0 < o < 1

esetén akkor és csak akkor, ha a kovetkezo feltétel teljestil:
oo
Z a; =o(m~%), m — oo,
=m

vagy ami ezzel ekvivalens,

m
Ziai =o(m'™®), m — oc.
=1

A két feltétel ekvivalencidja kovetkezik a 8.2. Lemmabdl.

2.7. Tétel (Boas [2]). A 2.3. Tétel feltételei mellett f € A\, akkor és csak akkor,
ha

(2.10) Z a;=o(m™), m— oo
fennall.

Boas ez utobbi tételt szintén csak a koszinusz sorra mondta ki. A szinusz
sorra vonatkozé eredmény a 2.3. Tétel szinusz sorra vonatkozo (Németh-féle)

bizonyitasanak elemzése utan adédik.
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3. A 2. rész egyes tételeinek bizonyitasa

Célunk a Boas ill. Németh Jozsef altal ismertetett bizonyitdsok 1épé-
seinek kirészletezése majd egyszeriisitése volt a késobbi helyzetiink megkonnyitése
érdekében. Kétvaltozdéban ugyanis az egyes lépéseket el6szor az egyik, majd a
masik valtozé esetében végezziik el. Megjegyezziik, hogy Boas kozleményeiben
tobb esetben csak a tételt kozli, vagy esetleg még utal a bizonyitas lényegére.

El6szor a 2.1. Tételt bizonyitjuk a koszinusz sor esetén. Ennek ismeretében
hasonlé médon lathatjuk be a 2.3. Tétel koszinusz sorra vonatkozo6 részét. Majd
igazoljuk a 2.4. Tételt, mely szerint a 2.1. Tétel és a 2.3. Tétel szinusz sorra
vonatkozo részei lathatok be. Ezzel szemben a 2.5. Tétel bizonyitasa egészen mas
modszert igényel, amelyet szintén bemutatunk.

A lipa és A, osztalyokat jellemzo tételek koziil a 2.7. Tételt a szinusz sor
esetében bizonyitjuk, amelynek soran a 2.3. Tétel Németh-féle bizonyitasanak
otletét hasznaljuk ki.

Megjegyezziik, hogy Boas a 2.4. Tétel elegenddségi részére egy egészen mas
bizonyitast adott, amelyben az alabbi harom tételt hasznalta fel:

(i) a pozitiv Fourier egyiitthat6ju fiiggvény Fourier sordnak egyenletes kon-
vergencidjara vonatkozé Paley tételét [14];

(ii) a differencidlhaté fiiggvények végtelen sordnak tagonkénti differencidl-
hatésagarol szold tételt azon feltétel esetén, amikor a differencialt sor egyenletesen
konvergens;

(iii) ha egy fiiggvény differencidlhat6 és a differencidlhdnyadosa korlatos, akkor
a fiiggvény Lip 1-bei.

Mi az értekezésben erre az elegenddségi részre 1j bizonyitast adunk, amely a tobbi

tételre altalunk adott bizonyitdsok felépitését koveti.
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A 2.1. Tétel bizonyitasa.

Koszinusz sor esete.

(i) Sziikségesség. Legyen f. € Lipa (0 < a < 1), azaz
|fe(x +h) — fo(x)] < C|h|* minden x-re, h-ra.

Ha z =0¢és 0 < h <1, akkor a kovetkezo addédik:
(31) () = £(0)] = 3 (1 —cosih) =23 a; sin? % < Che,
=1 =1

Ismert az aldbbi egyenldtlenség:

) 2 T
(3.2) sint > —t, ha 0<t<—,
T 2

ahonnan

ih 9ih\>  i2h?
sin2—2<——> =—, i=12,...,[1/0]=
2 T

Ezt 6sszevetve a (3.1)-gyel és figyelembe véve, hogy nemnegativ tagi sorrdl van
sz0, nyerjik, hogy

h m

2= Z a; < Ch%,

ahonnan

C 2
Zz az_ ho‘ 2 < 27T (m+1)2~

C
< TW(Qm)Q_O‘ —Cor22tmom?e, o =[1/h).

A 8.1. Lemmat alkalmazva a v = 2, u = 2 — a vélasztassal adodik, hogy

o
Zai:O(m_o‘), m=1,2,....
=m
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Ez éppen (2.1), amit bizonyitani akartunk.

(ii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (2.1) és az ezzel ekvivalens (2.2) fenndll,

azaz vannak olyan Kj és Ko m-t6l fliggetlen allanddk, amelyekre

[e e} Kl
3.3 a; < —, m=1,2,...
és
(3.4) D iap < Kpm'™%, m=1,2,... .
=1

Belatjuk, hogy f. € Lipa. A
at+f  a—f

(3.5) cosa — cos f = —2sin 5 S

trigonometrikus Osszefliggés alapjan irhatjuk, hogy

Z a;[cosi(x + 2h) — cos ix]

=1

|fc(x + 2h’) - fc(x)‘ =

Z a; sini(x + h) sinih

1=1

(3.6) —9

< QZ a;| sini(x + h) sinih|.
i=1

Becsiiljiik ezt a sort a |sini(z + h)| < 1 trividlis egyenl6tlenséggel, majd bontsuk

két részre az alabbi mdédon:

|fc(m + 2h> - fc(x>| S 2Zai| Sinih|
i=1

:2{ + Z }az\smzh\ =: 51+S2,
=1

1=m-+1

(3.7)

ahol m := [1/|h]]. A |sinih| < |ih| egyenlétlenség és (3.4) szerint vildgos, hogy
S1 =2 a|sinih| < 2|k ia; < 2/h|Kym' "
(38) =1 =1
< 2|h|Ks|h|*™t = 2K, |h|~.
A |sinih| < 1 egyenlétlenség és (3.3) szerint pedig azt kapjuk, hogy
Sy =2 a;| sinih| < 2 a; < 2————
(3.9) i:;rl i:%;rl (m—+1)

< 2K, |h|°.

Osszefoglalva, (3.7)-(3.9) alapjén adédik, hogy f. € Lip ov.
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A 2.4. Tétel bizonyitasa.

(i) Sziikségesség. Legyen fs € Lip 1, ekkor minden z és h esetén
[fs(@ + ) = fs(x)| < Clhl,

specialisan

|fs(2)] = < Clzf,

o0
E a; sinix

=1

vagyis

[e @]
—Cx < Zai siniz < Cux.

Legyen 0 < h < 1. Integraljuk az egyenlGtlenséget a (0,h) intervallumon, fi-
gyelembe véve, hogy az {a;} egyiitthatékra vonatkozo (1.1) feltétel miatt a kdzépen

1év6 sor egyenletesen konvergens, igy tagonként integralhato:

h 0 h h
—C’/ xdeZai SinixdeC’/ x dx.
0 =1 0 0

Innen adédik, hogy

e h h
Zai/ sin iz dx gC/ rdx,
i=1 70 0
azaz
01— Cosih > ih K2
3.10 —— ; sin? — < C—
(3.10) ;a ; Z a; sin

A (3.2) egyenl6tlenség szerint

, ih _ i*h?

sin® — > 2

i=1,2,...,[1/h] =

A 2.1. Tétel bizonyitasa (i) szlikségesség részében latottak és ez utébbi egyen-

16tlenség alapjan (3.10) becslését igy folytatjuk:

-2h2 B 2h2 m h2
2

2> far’ <
i = — Y iQay —
1—1i27r il T2
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ahonnan nyerjik, hogy
Cr?
4

bl

m
E ta; <
=1

amit bizonyitani kellett.

(ii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (2.7) fenndll, azaz van olyan K; m-t6l

fiiggetlen allandd, amelyre

(3.11) Y iai <Ky, m=12,....
=1

Ekkor a 8.1. Lemma szerint, ha vy = 1, u = 0, megadhato olyan Ky m-tol fiiggetlen
allando, hogy

0o KQ
3.12 a; < —, m=12,....

A 2.1. Tétel bizonyitasa (ii) elegendéségi részének menetét kovetjitk 1épésrol
lépésre. A

o+ o —
sina — sin 3 = 2 cos 5 sin 25

trigonometrikus Osszefiiggést hasznalva egyszerti szamoldssal adodik, hogy

Z a;[sini(x + 2h) — sin ix]

=1

|fs(x+2h) - fs(x)| =

oo
< QZai| sin ih/|

=1

:2{§:+ i }ai|sinih| =: 51+ 5o,

=1 i=m-+1

Z a; cosi(x + h)sinih

=1

(3.13) =2

ahol m := [1/|h]]. S1 becslése a fent emlitett médon (3.11) felhasznaldséval
torténik:
(3.14) S1 <2h| Y ia; < 2Ki|h|.

i=1

So-t pedig (3.12) szerint becsiilve nyerjiik, hogy

2

> K
3.15 $p<2 > a; <2
(3.15) 2= Yt

i=m-+1

< 2K |h|.
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Tehat (3.11)—(3.15) alapjan kapjuk, hogy fs € Lip 1.
A 2.4. Tételt ezzel teljesen bebizonyitottuk.
A 2.5. Tétel bizonyitasa.
(i) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy a (2.8) és a (2.9) feltételek fenndllnak, azaz
(3.16) Zaz_ (1/m), m=1,2,...
és

(3.17) —0(1), m=1.2,...

m
E 1a; sinix
i=1

egyenletesen z-ben. A 8.1. Lemma szerint ha v = 3, u = 2, akkor a

(3.18) Y ifa;=0(m?), m=1.2,...,

=1

ha pedig v =2, p =1, akkor a

(3.19) ZiQai =0(m), m=1,2,...
i=1
becslések is teljestilnek. Célunk belatni, hogy f. € Lip1, azaz
|fe(x +h) — fe(x)| = O(h) minden z-re, h-ra.

Egy korébbi tétel bizonyitasaban mér elvégzett szdmolds, nevezetesen (3.6) alapjan

irhatjuk, hogy

|fe(z +2h) — fo(x)] =2 iai sini(x + h) sinih

=1

(3.20) v

<2 Zai sini(x + h) sinih

[e @]
> a;sini(z + h)sinih
i=m-+1

=: 51 + 5y,
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ahol m := [1/|h]]. Tekintsiik el8szor So-t. A (3.16) feltétel szerint vildgos, hogy

Sy <2 Z a;|sini(x + h)sinih| < 2 Z a;
1=m-+1 1=m-+1

1
o) -om

Térjiink ra Si-re. A sinx fiiggvény Taylor sorabdl kovetkezo

(3.21)

sinih = ih + O(i*h?)
osszefiiggés alapjan lathatjuk, hogy

— 2|3 ay sini(e + ik + 0K

=1

(3.22)

< 2|h| ZzaZ sini(xz + h)

=1

+O(1)|h)? Zz a; sini(x + h)|.

=1

A jobb oldal mésodik tagjat tekintve (3.18) alapjan adédik, hogy

1

$-tn-omr-o0(3).

ezért (3.22)-bél a kévetkez6t nyerjiik:

Zz a; sini(x + h)

=1

Ziai sini(z + h)

=1

(3.23) Sy < 2|h| +O(h).

A sini(x + h) kifejezés az alabbi forméba irhaté:

sini(x + h) = sinix cosih + cosix sinih
= siniz — (1 — cosih) sinix + cosix sinih.

Ismert, hogy
1 —cosih = O(i*h?), sinih = O(ih),

ezért
|sini(z + h) — siniz| < |(1 — cosih)siniz| + | cosizsinih| = O(i*h?) + O(ih).
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Ebbdl (3.18) és (3.19) szerint kovetkezik, hogy

E ia;sini(xz+ h) — E ta;sinix

=1

st

<Y dagsini(z + h) — siniz]|

=1

‘MS

i a;|O(i%h?) + O(ih)] = {hQZz aﬁ—hZz az}

= O(1){h*m? 4+ hm} = O(1).

Tehat
2|hl Zzaz sini(x + h) = 2|h| ZZCLZ siniz + O(h).

- i=1
Igy, ha (3.17) fennall, akkor (3.23)-bdl kapjuk, hogy
S1 =2|h|O(1) + O(h) + O(h) = O(h),
azaz (3.20), (3.21) és ez utébbi alapjan
|fe(x +2h) — fo(z)| = O(h) minden z-re, h-ra,

vagyis f. € Lip 1. Ezzel belattuk a (2.8) és (2.9) feltételek elegendéségét.

(ii) Szikségesség.
A sziikségesség egyrészt abbdl kovetkezik, hogy ha f. € Lip1, akkor f. € A,,
azaz a 2.3. Tétel szerint (2.8) teljestil. Maésrészt a (2.9) feltétel sziikségességének
bizonyitasa ugyanigy megy szinte szordl széra, mint az elegenddség fentiekben

levezetett bizonyitasa, amelynek részletezésétol itt eltekintiink.
A 2.7. Tétel bizonyitasa.
Szinusz sor esete.

(i) Sziikségesség. Legyen fs € A, ekkor tetszéleges € > 0-hoz megadhaté
olyan hg = hg(g) > 0, hogy minden z-re

(3.24) |fs(x +h)+ fa(z —h) —2fs(x)] < eh, ha 0 < |h| < ho(e).
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Célunk belatni, hogy ekkor (2.10) is teljesiil, azaz megadhat6 olyan mg = mq(e)

pozitiv egész, amelyre

(3.25) i <

Feltehetjiik, hogy 0 < h < hg < 1. Egyszerii szamolassal (3.24)-bél addédik, hogy

€
—, ham>mg.
m

‘fs(x—i_h’) +fs(x - h’) —2f5($)|

3.26 >
(3.26) =2 Zai siniz(1 — cosih)

=1

<eh, O0<h<hy<l.

Integraljuk az egyenlStlenséget a (0,h) intervallumon, megjegyezve, hogy az a;
egyitthatokra vonatkozé (1.1) feltétel miatt a baloldali sort szabad tagonként
integralni. Ekkor

oo h h
22%(1 - cosih)/ sin iz dx < 5h/ ldx,
i=1 0 0

vagyis
1—- 1 —cosih ih
(3.27) QZCLZ (1 —cosih) Z a; sin? — <<€h2

A (3.2) egyenl6tlenség szerint

L b itht

sin® — > —-, i=1,2,..., [1/h] :=m,
T

ami alapjan (3.27) becslését igy folytathatjuk:

"1 itht gpt &
SZzaiF:TZZ’BCMSghQ, 0<h<h0§1,
1=1 i=1
ahonnan
m ent ent em?
223a2§8—2§7(m+1)2§7m2, ham21/h0

Ebbél a 8.2. Lemmat alkalmazva a v = 3, pu = 2 esetben kovetkezik a (3.25)
feltétel, amit bizonyitani kellett.
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(ii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (2.10) fennall. Ekkor tetszéleges € > 0-hoz

van olyan mg = myg(g) pozitiv egész, amelyre
= £

3.28 a; < —, ham>mg.

(328 Sas s :

Ebben az esetben a 8.2. Lemma szerint ha v = 2, pu = 1, akkor megadhato6 olyan
my = mq (&) pozitiv egész, hogy

m
(3.29) ZiQai <em, ham>m;.
Megmutatjuk, hogy fs € A\, azaz
|fs(x +h)+ fs(x —h) —2fs(x)| <eh, ha 0 < |h| < ho(e).

A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy A > 0. (3.26)-bdl kiindulva elemi szadmolds
soran adodik, hogy

Zai siniz(1l — cosih)

=1

|fs(x +h) + fo(z — h) — 2fs(x)] =2

_4{§: Z }alsm2% =: 514+ 85s,

ahol m := [1/h]. Si-et a (3.29) feltétel segitségével becsiiljiik. Vildgos, hogy ekkor

m

2
m -h

(3.31) 51§4Za7; <%> :hQZﬂaigthmgeh,
i=1 ;

ha m > mq, azaz ha h < 1/my. A (3.28) feltétel szerint Sa-re a kovetkez6 becslést
adhatjuk:

(3.32) Sp<4 > ;<4

i=m-+1

< 4eh,
m+1

ha m > myg, vagyis, ha h < 1/my.

Osszefoglalva a kapott eredményeket, ha
h < hg := min{1/mg,1/m;},

akkor a (3.30)—(3.32) becslések szerint valéban fs € A,.
Ezzel a 2.7. Tételt bebizonyitottuk.
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4. Kétvaltozos trigonometrikus sorok és Lipschitz osztalyok

Az egyvaltozos esetnek megfeleléen olyan kétvaltozos trigonometrikus sorokat
tekintiink, amelyek abszolit konvergensek, tehat egyenletesen is konvergensek,
Osszegfiiggvényiik igy létezik és folytonos. Vizsgéaljuk tehat az (1.4) feltétellel
az (1.5)—(1.7)-ben definialt kettés koszinusz, kettés szinusz és koszinusz-szinusz
sorokat.

Az egyviéltozos esethez hasonldan jellemezziik azon kettds sorokat, amelyeknek
az Osszegfliiggvénye valamely kétvaltozds (multiplikativ) Lipschitz ill. Zygmund
osztalyba tartozik. A 2. fejezetben bemutatott tételek jelentés részét kiter-
jesztjiik kettOs sorokra. Az alabbi tételeket tehat az egyvéltozos esetekre vonatkozd

megfelel6 eredmények motivaltak.

Az els6 eredmény pontosan a 2.1. Tétel kétvaltozds megfelel6je. Mivel a 2.1.
Tétel mind a koszinusz, mind a szinusz sor esetén érvényes, azt varjuk, hogy a
kétvaltozos kiterjesztése nemcsak a kettds koszinusz és kettds szinusz, hanem a

vegyes koszinusz-szinusz sor esetén egyarant érvényes. Valéban, igaz a kovetkezo

4.1. Tétel (Filop [6], [7]). Legyen {a;; : i,j = 1,2,...} nemnegativ szamok tet-
szbleges kettds sorozata, amelyre az (1.4) feltétel teljesiil, és jeldlje f az fee, fss
és fes (1.5)—(1.7)-ben definidlt dsszegfiiggvények egyikét. FEkkor f € Lip(c, )

valamely 0 < o, B < 1 esetén akkor és csak akkor, ha

oo

(4.1) ZZaij =0(m *n?), mn=12,...,
it=m j=n

vagy ami ezzel ekvivalens,

m

n
(4.2) ZZU aij =0(m'~*n' =P, mn=1,2,....

i=1 j=1

Ervényes a tétel a lip(a, 3) osztélyra kiterjesztett valtozata is:
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4.2. Tétel (Filop). Az eldzd tétel feltételei mellett f € lip(a, B) valamely 0 <
a, 3 < 1 esetén akkor és csak akkor, ha (4.1)—(4.2) egyike, és ha

(4.3) i i aij = o(m™*n"?), m,n — oo,

=m j=n

vagy az ezzel ekvivalens

(4.4) Z Zij aij = o(m'~*n*=P)  m,n — oo
i=1 j=1

feltétel teljestil, ahol m és n egymdstol fiiggetleniil tartanak co-be.

A (4.1) és a (4.2),1ll. a (4.3) és a (4.4) feltételek ekvivalencidja kovetkezik a 8.3.,
ill. a 8.4. Lemmabdl (hay=0=1, py=1—a, v=1-7).

A max(«, ) = 1 hatdresetekben, az egyvéltozds esethez hasonléan, a szi-
nusz és koszinusz sorok kiilénbézéképpen viselkednek. Ekkor a (4.1) és a (4.2)
(hasonléan a (4.3) és a (4.4)) feltételek ekvivalencidja sem érvényes. Ugyanis, a
(4.2) er6sebb feltétel, mint (4.1) (hasonléan a (4.4) erésebb feltétel, mint (4.3)),
ha max(a, 3) = 1.

A kovetkezo 1épésben a 2.4. Tétel kettos szinusz sorra vonatkozé kiterjesztését
gondoljuk kézenfekvonek az egyszeres szinusz sorra vonatkozo feltétel egyszertisége
miatt. Az egyvaltozos esetnek megfeleléen érvényes, hogy ha o = 3 = 1, akkor az
er6sebb (4.2) feltétel lesz alkalmas a Lip(1, 1) osztaly jellemzésére a kettés szinusz

sor esetében.

4.3. Tétel (Filop [6]). Legyen {ai; : 4,5 = 1,2,...} nemnegativ szdmok tetszbleges
kettds sorozata, amelyre (1.4) fenndll, és legyen fss az (1.6)-ban definidlt fiigguény.
FEkkor fss € Lip(1,1) akkor és csak akkor, ha

(4.5) izn:ijaij:O(l), m,n=12,...

i=1 j=1

teljesuil.

A kett6s szinusz sor esetén a (4.5) feltétel éppen a (4.2) feltétel, ha a = g = 1.
Ugyanezzel a (4.2) feltétellel jellemezhetjiik a Lip(a, 1) osztalyt, ha0 < a < 1, 5 =
1.
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4.4. Tétel (Fiilop [6]). A 4.3. Tétel feltételei mellett fss € Lip(ca, 1) valamely

0 < a <1 esetén akkor és csak akkor, ha

(4.6) izn:ijaij =0(m'™), mn=12...

i=1 j=1

fenndll.

A Lip(1,8) (o« =1, 0 < § < 1) osztallyal a kettés szinusz sor valtozdinak

szimmetridja miatt kiilon nem foglalkozunk.
A kovetkezo nyitott problémék tovabbi kutatéas targyat képezik:

(i) A 4.1. Tétel a (4.2) feltétellel a kettds koszinusz és a koszinusz-szinusz
sorok esetében is érvényes, ha 0 < «, 3 < 1. A kettOs szinusz sorokra vonatkozé
4.5. Tétel (4.7) feltétele a 4.1. Tétel (4.2) feltételének a kiterjesztése a 0 < av < 1
és 0 = 1 esetre. Ennek alapjan azt sejtettiik, hogy a

m n
ZZijaij =0(m'™®), mn=12,...

i=1 j=1
feltétel a koszinusz-szinusz sor f.s Osszegfiiggvénye esetén is a Lip(a, 1) (0 < a <
1, 8 = 1) osztalyba val tartozés szitkséges és elegendd feltétele lesz. A feltétel ele-
genddségét bizonyitottuk, viszont a feltétel sziikségességét eddig még nem sikeriilt

beldtnunk.

(ii) Nyitott kérdés tovabba a vegyes koszinusz-szinusz sor esete, ha max(«, ()
=1, tehat, ha f.s € Lip(1,1) és fes € Lip(1,5) (0 < 8 < 1), illetve az (i) részben
emlitett f.s € Lip(a, 1) (0 < a < 1), amely kérdésre részlegesen vélaszoltunk.

(iii) Nem megoldott a kettds koszinusz sor Lip(«, ) osztalyba val6 tartozasa-
nak jellemzése, ha max(«, §) = 1, azaz ha f.. € Lip(1,1), ill. f.. € Lip(a, 1) (0 <
a < 1). Ezekre a tételekre mar az egyvaltozds feltétel bonyolultsdga miatt nem is

kiséreliink meg sejtést adni.

Ezek a problémak mind arra vezethetdk vissza, hogy a koszinusz és szinusz

sorok mar az egyvaltozos esetben is eltéré modon viselkednek.
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5. A 4. rész tételeinek bizonyitasa

Az aldbbi bizonyitasok alapjat a megfeleld egyvaltozés esetekben igen rés-
zletesen targyalt bizonyitdsok képezik. Az ott alkalmazott mdédszereket alaposan
atgondolva alkalmazzuk mindkét valtozéra az egyvéltozds bizonyitasok lépéseit.
Kiilonosen a koszinusz-szinusz sor esetében van sziikség igen finom meggondola-
sokra. Ekkor ugyanis a koszinusz és a szinusz sorndl mar az egyvaltozos bizonyita-

sokban is meglévo kiilonbségeket kell kombinalnunk.
A 4.1. Tétel bizonyitasa.
Kettos koszinusz sor esete.

(i) Sziikségesség. Legyen f.. € Lip(«, 3) (0 < o, 8 < 1), ekkor
|fcc(x + h7y + k) - fcc(x + h7y> - fcc(x; Y+ k) + fCC(ma y)| < C|h|a|k|ﬁ

teljestil minden z, y, h, k esetén. Legyen 0 < h,k < 1. Az z = y = 0 helyettesitéssel
az alabbi adodik:

|fcc<h'7 k) - fcc(h7 O) - fcc(07 k) + fcc<07 O)‘

= Z Zaij(cosih cos jk — cosih — cos jk + 1)
i=1 j=1
(5.1) o X
= ZZaij(l —costh)(1 — cos jk) =
i=1 j=1
ih jk
=4 ij sin® — < Ch™k".
S g sint W2 26 <
=1 j=1
Felhasznalva a
) 2 T
(5.2) sint > —t, 0<t<—
T 2

egyenlotlenséget, irhatjuk, hogy

5 ih 2 ih i’h*
sin 5> 7'1'2 :?7 2217277[1/h]:



és
k/’ -2k2
sm2j— > j7r2 ., J=12.. . [1/k] =

ahol [.] az egész részt jeloli. Ezek alapjan kovetkezik, hogy

n 2h2 2]{32
g E azjsm >§ E aZ]
=1 j=1 =1 j=1
h2k2 m n
=1 j=1

Ezt 6sszehasonlitva (5.1)-gyel és megjegyezve, hogy nemnegativ tagi kettés sorrdl

van sz6, nyerjik, hogy

h2k2 UL
(5.3) < ChekP,
=1 j=1
amelybdl adédik, hogy
2 2,62 Cr' 2—a -8
ZZZ] a”_ ho‘ k <T(m+1) (n+1)?
(5.4) ==l
Cr 2 2-8 4602—a—fB, 2—a. 23
gT(2m) “(2n) =Cr 27 Pm~ """,

ahol m := [1/h], n := [1/k]. Ekkor a 8.3. Lemma szerint, ha v = § = 2, p =
2 —a, v=2— [ kapjuk, hogy

i iaij =O0(mn%), mmn=12,...,

=m j=n

ami éppen (4.1), amit bizonyitanunk kellett.

(ii) Elegenddség. Tegytik fel, hogy (4.1) és az ezzel ekvivalens (4.2) fennall.
Ekkor vannak olyan K; és Ky m-t6l és n-t6l fliggetlen allanddk, hogy

(5.5) Zza”_i, mn=12...

t=m j=n
és
m n
(5.6) SN ijay <EKemn'f moan=12,.. .
i=1 j=1



Megmutatjuk, hogy f.. € Lip(a, ). Az 1.5. Definiciéban szereplé (1.8) kiilonbség
becsléséhez a megfelel$ egyvaltozos bizonyitasban hasznalt (3.5) trigonometrikus

Osszefiiggések szorzatat hasznaljuk:

-+ o — +9 -0
(cosa — cos 3)(cosy — cos ) = 4sin 2ﬁsin 2ﬁsinv2 '72 :

Tehat egyszert szamoléssal adodik, hogy

|fee(@ + 2h,y + 2k) — fec(x + 2h,y) — fee(®,y + 2k) + fec(z, y))|

=4 ZZaij sini(xz + h) sinihsin j(y + k) sin jk

i=1 j=1

(5.7)

< 422 la;;jsini(xz + h)sinihsin j(y + k) sin jk|.

i=1 j=1

Becsiiljiik ezt a kettds sort a
|sini(z +h)| <1 és |sinj(y+k)| <1

egyenlotlenségekkel, majd bontsuk négy részre az aldbbi médon:

|fee(® + 2R,y + 2k) — fee(x + 2h,y) — fee(m,y + 2k) + fee(m, )|

o0 o0
< 4ZZaij\ sin ¢h sin jk|

i=1 j=1

(5.8)

m oo oo oo

=40 DY+ DYDY DD+ D D pag|sinihsin k|
i=1 j=1 i=m+41j=1 i=1j=n+1 i=m+1j=n+1

=: 51+ 5+ S3+ 5S4,

ahol m :=[1/|h]] és n:=[1/|k|]. A
|sinih| < |ih| és |sinjk| < |jk|

egyenl6tlenségek és (5.6) szerint irhatjuk, hogy

S1 = 4iiaij| sinihsin jk| < 4|h||k| iim i

i=1 j=1 i=1 j=1

59
(5:9) < B k] Kam' 01~ < 4[| [k| Ky [h|" k]

= 4K,|h|®|K|°.
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Tekintsiik most Sp-t. A
|sinih| <1 ésa |[sinjk| < |jk|

egyenlotlenségek miatt vilagos, hogy
(0. @] n oo n
(5.10) Sp=4 > ai|sinihsingk| <4k| > > jai;.
i=m+1 j=1 i=m+1j=1

Legyen N pozitiv egész, amelyre 1 < n < N. Végezziink Abel atrendezést az

el6bbi egyenlétlenség jobb oldalan a j index szerint:

o] n 00 n N N
E E Jaij = E E E Qi — N E Qij
i=m+1j=1 i=m+1 | j1=1j5=4 j=n+1

Ezért, ha N — oo, akkor (5.5) alapjdn az (5.10) becslést igy folytatjuk:

Sa < 4[K| Z Z Za” < 4/k| Z

(511) J1=1= m—|—13 =71 Jj1= 1
< 4K, |h|* |k\z =
Ji= 11

Ha 0 < g < 1, akkor

n

1 n nl—ﬁ
. — —dr = .
(5.12) Z < /0 z= 175

LE‘

E szerint (5.11)-b6l nyerjiik, hogy

nl=P AK
(5.13) Sy < 4K |h|® |k| < ——L|h|*|k|°.
-3 1-p

A szimmetria miatt hasonléan adodik, hogy

(5.14) S3 <
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Végiil, Sy becslése igen egyszer(i: a |sinihsin jk| <1 és (5.5) szerint

Sy =14 Z Z a;;|sinihsin jk| < 4 Z Z aij
(515) 1=m-+1 j=n+1 1=m-+1 j=n+1
Ky
<4 7 =
(m+1)%n+1)
Osszefoglalva a kapott eredményeket, (5.8), (5.9) és (5.13)-(5.15) adja, hogy f.. €

Lip(«, B).

< 4K |h|*[k|".

Kett6s szinusz sor esete.

(iii) Sziikségesség. Legyen fss € Lip(v, 3), azaz, haz =y =06s0 < h,k <1,
akkor

|fss(h7 k) - fss(h70> - fss(07k> + fss(070>| = |fss(h7 k)| S Chakﬁ-

Specidlisan, ha h, k helyébe z-et és y-t irunk, kapjuk, hogy

(5.16) | fss(z,y)| = ZZaij sinizsin jy| < Cz®y®, x>0, y >0,

i=1 j=1
azaz
o o
—CzyP < Z Zaii sinizsin jy < Cz%y®, x>0, y > 0.
i=1 j=1
Integréljuk az egyenlétlenséget a (0, h) intervallumon, el6szor az = véltozd sz-

erint. Az egyiitthatékra vonatkozd (1.4) feltétel miatt a fenti kettés sort szabad

tagonként integralni:

h
(5.17) —C’yﬁ/ x%dx < ZZCLU Slnjy/ sinizdr < CyB/ x%dx,
0 0

=1 j=1
ahonnan
o0 [ ]
1 —cosih C
> ) agjsinjy—— < het iyl
, 7 a—+1
=1 j=1

Ezutén a (0, k) intervallumon az y valtozé szerint integralva nyerjiik, hogy
e~ 1—cosihl— cosyk

'k;
>3, ) BETIPRLIEEL
(518) =1 j=1 =1 j=1
hOH—lkﬂ_'—l,

<
~ (a+1D(B+1)
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figyelembe véve, hogy az egyenletes konvergencia megmaradt. Megismételjiik erre

a sorra az (i) részben latottakat. Az (5.2) egyenl6tlenség szerint ha m := [1/h] és
= [1/k], akkor
ih _ i*h° ik _ 57k
(5.19) SmQE > —, 1=12,...,m ¢és SinQ% > J 5 J=12,...,n
™

Ebbdl és (5.18)-bdl kovetkezik, hogy

2h2 j2k2
422 j i
=1 j=1
(5.20) 09 m m
4h k C a1 B+1
L2 ot DB+ 1)
amelybol adédik, hogy
m 4
ZZZ] aij < On Ry T
o+ DG D)
Crt
< (m+1)'"(n+ 17
(5.21) 4(a +;)(4ﬁ+1)
 _(2m) o (2n)
Aa+1)(6+1)
Crig—a=F

l—anl—ﬁ.

(a+ DB+

Ez éppen (4.2), amit bizonyitani kellett.

(iv) FElegenddség. Tegyiik fel, hogy (4.1) és az ezzel ekvivalens (4.2) fenndll.
Belatjuk, hogy fss € Lip(a, 3). Az 1.5. Definiciéban szerepldé (1.8) kiilonbség

becsléséhez az alabbi trigonometrikus Osszefiiggést hasznaljuk:

a+ o — +9 -0
(sina — sin §) (siny — sind) = 4 cos Qﬁsin 2ﬁ00872 Sin72 .
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Ez alapjan tehat irhatjuk, hogy

|fss(x + 2R,y + 2k) — fos(® + 2h,y) — fss(m,y + 2k) + fos(2,9)]

=4 ZZaij cosi(x + h)sinihcos j(y + k) sin jk

i=1 j=1

(5.22) o
<4 Z Z |a;; cosi(x + h)sinihcosj(y + k) sin jk|

i=1 j=1

oo oo
<43 ) " a|sinihsin jk|.

i=1 j=1

Ez a kifejezés megegyezik az (ii) rész (5.8) formuldjaval f.. helyén az f,, fiiggvén-
nyel. Mivel a kiindulasi feltételek ugyanazok, igy az ott leirt bizonyitdst megis-
mételve adédik, hogy fss € Lip(«, ).

Koszinusz-szinusz sor esete.
(v) Sziikségesség. Ha f.s € Lip(a, ), akkor
[fos (@ + Ry + k) = fes(@ 4 hyy) = fes(@,y + k) + fos(2,9)] < C|h|*|K?
minden z,y, h, k esetén. Specidlisan =y =0 és 0 < h, k < 1 esetén
|[fes(hy k) = fes(h, 0) = fes (0, ) + fes(0,0)| = | fes(h, k) — fes(0, k)]

= ZZaij(l—cosih)sinjk < Ch“ K",

i=1 j=1
Ha k helyébe y-t helyettesitiink, nyerjiik, hogy
ZZCL” — costh)sin jy| < Ch® By >o.
1=1 j=1

A kovetkezOkben a (iii) rész 1épéseit kdvetjiik. A (0, k) intervallumon az y valtozé

szerint integralva adodik, hogy

Z Z a;;(1 — cosih)

i=1 j=1 J

1 —cosjk C
- <

heERPHL
T A+1
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vagyis
th ik C
4 a - sin? — SlIl2 < T pogPHL

Ebbdl az (5.19) egyenlStlenségek szerint, ha m := [1/h], n := [1/k], a szokésos
modon kovetkezik, hogy

2 2 21,2 2712 m n
422 CL” h k —4hk ZZZ ]azjgﬁ%hakﬂ—i_l
7T

21]1 =1 j=1

ahonnan kapjuk, hogy

Crt Crt
; hoz—Qkﬁ—l < 41 2—a 41 1-p
;;”a“wm SiEepmty ey
< CﬂAQl_a_B 22—« l—a.
- B+

Ekkor a 8.3. Lemma szerint, ha vy =2, 6 =1, u =2 — «a és v = 1 — § irhatjuk,
hogy

i iaij = O(m_an—ﬁ), m,n=12...,

=m j=n

ami éppen (4.1).

(vi) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (4.1) és az ezzel ekvivalens (4.2) fenndll.

Most, mivel vegyes sorrél van szé, a

a+ o — +0 -0
(cosa — cos B)(siny —sind) = —4sin Qﬁsin 2ﬁ00872 Sin72

trigonometrikus Gsszefiiggés alapjan nyerjiik, hogy

|fes(@ + 2h), y + 2k) — fes(x 4 2h, y) — fes(z,y + 2k) + fes(2,y)]

=4 Z Z a;; sini(x + h)sinih cos j(y + k) sin jk)

i=1 j=1
oo oo
< 4ZZaij| sinih sin jk|.
i=1 j=1
Ez a kifejezés ismét megegyezik az (ii) rész (5.8) formuldjaval f.. helyén az f.s
fiiggvénnyel. Mivel a feltételek ugyanazok, az f.s € Lip(«, ) igazoldsa pontosan

ugyanigy megy, mint az (ii) részben.
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Ezzel a 4.1. Tételt bebizonyitottuk.
A 4.2. Tétel bizonyitasa.

Ebben a bizonyitasban az el6z6 bizonyitas 1épéseit fogjuk megismételni alka-

Imas mdédositasokkal.
Kett6s koszinusz sor esete.

(vii) Sziikségesség. Ha f.. € lip(a, 3), akkor tetszéleges € > 0-hoz van olyan
ho = ho(e) > 0, hogy

|fee(x + R,y + k) = feelx + hyy) = fee(w,y + k) + fee(z,y)| < 5|h‘a|k‘ﬂ

minden z,y esetén, ha 0 < |h|,|k| < hg. Feltehetjik, hogy 0 < h,k < hg < 1.
Az x = y = 0 helyettesitéssel kapjuk az el6z6 bizonyitas (i) részében az (5.1)-nek

megfelel6 kifejezést:

‘f66<h k) - fcc{h O) - fCC(Oa k) + fccm,o)‘
(5.23) o th . 5 Jk
=4 ; — < eh®kP.
S sint Wz 2 <
=1 j=1
Mivel definici6 szerint lip(«, 3) C Lip(a, 8), ezért a 4.1. Tétel szerint a (4.1) vagy
az ezzel ekvivalens (4.2) feltétel biztosan teljesiil. Megmutatjuk, hogy (4.3) is

teljesiil, azaz megadhaté olyan mg = mq(e) pozitiv egész, hogy

(5.24) Z Za” < T’ ha m,n > my.

men’
i=m j=n
Legyen m := [1/h], és n := [1/k]. Megismételjitk a 4.1. Tétel bizonyitdsanak az
(5.1)—(5.4) lépéseit. Ekkor (5.23) alapjan vilagos, hogy
m n
Z 2% a;; < e mho2mO P28,
i=1 j=1
ha 0 < h,k < hg < 1, azaz, ha m,n > 1/hg. Innen pedig a 8.4. Lemma szerint
adédik (5.24), hay=0=2, p=2—a, v=2—- .
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(viii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (4.1), (4.3) és az ezzel ekvivalens (4.4)

fenndll, azaz van olyan m-tdl és n-tdl fiiggetlen K; allando, hogy

5.25 ap; < ——, myn=1,2,...,

(5.25) ;g WS —

tovabba ha e > 0 tetszéleges, akkor vannak olyan mg = mg(e) és m1 = mq(e)

pozitiv egészek, hogy

oo oo
€
(526) Z ZCLU S W, ha m,n > my
=m j=n
és
m n
(5.27) Z Zij aij <em'™ 7P ha m,n>m;.
i=1 j=1

Célunk annak beldtdsa, hogy f.. € lip(a, 3), azaz olyan hg = ho(e) megadasa,

amelyre
[fee(® + P,y + k) = foe(w + hyy) = feel@,y + k) + fee(z,y)| < e[h|*[k]”

minden z,y-ra, ha 0 < |hl|,|k| < hg. Legyen m := [1/|h]], n := [1/|k|]. Végezzik
el most az ennek megfeleld (ii) rész (5.7)—(5.8) becsléseit:

| fee(w + 2R,y + 2k) — fec(x + 2R, y) — fec(z,y + 2k) + fec(z, )]

m oo oo oo

(528) <4¢3 3+ >3 +3 N+ > a;;| sinih sin jk|

i=1j=1 i=m+1j=1 i=1j=n+1 i=m+1j=n+1

=: 51+ 5+ S35+ 54.

Az (ii) rész (5.9) 1épése és (5.27) alapjan irhatjuk, hogy
(5.29) Sy < 4|h||klem'™n =P < de|h|¥|k|P,

ha m,n > mq, azaz, ha 0 < |h|, |k| < 1/m;. Legyen most m,n > mg. Sa- re ratérve

(5.11) els6 fele szerint adddik, hogy

S2 §4|]€‘ Z Z Zaij

ji=1i=m+1 j=j,

n

= 4|k| §+ > i i%.

Jji=1  ji=mo+1) j=m+1j=j
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Ebbdl (5.25) és (5.26) felhasznéldsdval kapjuk, hogy

n

52<4|/<;|Z D D—

]1 1 1 ]1:m0—|—1 (m+]‘)aj1
_ 4kE, mz Lk i |
— (m+1)* — Jl (m+1)° — f

ahonnan (5.12) szerint kovetkezik, hogy

4lk|Ky my” g 4|kle  ntP
(m+1)*1-p (m—i—l)o‘l—ﬁ
4K,

2 >

< h|®|klmg =P —h AL
530) =7 g kIme 4 IRk
1
8 -5 1
<5 e ma gk < [ )T L a0 < a1kl < 1/mo.
1_5 Kl mo

A szimmetria miatt hasonléan nyerjiik, hogy
1
(5.31) S <8—\h| “k|®, ha |n| < 1_OziesO<|h\ k| < 1/m
' 3 1-— Kl mo 0

Végiil Sy-et (5.15) és (5.26) alapjan becsiiljik:

€

5.32 S, <4 < de|h|*|k|?,
(5:32) S A s < delhIK
ha m,n > my, azaz, ha 0 < |h|, [k| < 1/my.
Osszegezve a kapott eredményeket, ha
1 1
. 1 1 eE\1—-pg 1 EN1—-p 1
0<|hl, |k < — — [ = — | = —
Bl <mind 2 (S TEF L (ST

akkor (5.28)—(5.32) alapjan adédik, hogy fe. € lip(a, 3).
Kett6s szinusz sor esete.

(ix) Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy fss € lip(a, B), azaz ha € > 0 tetsz6leges
és specialisan z =y =0, és 0 < h, k < hg = ho(e) < 1, akkor

(5.33) | Fss (B E) = fos(hy0) — fos(0,k) 4 fos(0,0)| = |fos(h, k)| < eh®kP.
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Tovabbé, mivel lip(«, 5) C Lip(a, 3), a 4.1. Tétel szerint teljesiil a (4.1) és az
ezzel ekvivalens (4.2) feltétel. Legyen 0 < h,k < hg < 1. Most az ennek a résznek
megfelel$ (iii) rész menetét kovetjitk. Elvégezve a (iii) rész (5.16)—(5.18) 1épéseit,
(5.33)-bdl vildgos, hogy

ih Jk € 11 841
4 i 2_ 2_< hO¢+ kﬁ"’ i
;]21 —a;; sin sin > S lax )G

Innen az (5.19)—(5.21) becslések szerint irhatjuk, hogy

4o—a—0
g2 l1-a,1-3
E E ij aij < a—l—l)(ﬁ—l—l)m n ",

=1 j=1

ahol m := [1/h], n := [1/k] és 0 < h,k < hy < 1, azaz m,n > 1/hg. Ez pedig
éppen (4.4), amit bizonyitani akartunk.

(x) Elegenddség. Mar a 4.1. Tétel bizonyitasanak elegenddség része is meg-
egyezett mindharom kettds sor esetében. fgy a kettds koszinusz sor esetében a
(viii) részben részletezett bizonyitds szerint kovetkezik a (4.1)-(4.2) és a (4.3)—
(4.4) feltételek elegenddsége.

Koszinusz-szinusz sor esete.

(xi) Szikségesség. Az el6z6 tétel bizonyitdsa (v) részét elemezve, ez a bi-
zonyitas is nagyon hasonléan megy a kettos koszinusz és a kettds szinusz sornél
a (vii) és az (ix) részben leirt bizonyitasokhoz. Ezért ennek 1jboli részletezésétol

most mar eltekintiink.

(xii) Elegenddség. A kettOs koszinusz sor esetében a (viii) részben leirt bi-
zonyitast megismételve adddik a feltételek elegenddsége.

A 4.2. Tételt ezzel teljesen bebizonyitottuk.
A 4.3. Tétel bizonyitasa.

A 3. fejezet elején megjegyeztiik, hogy a 4.3. Tétel egyvaltozés megfeleljének

—a 2.4. Tételnek — elegenddség részére Boas az itt bemutatottdl eltérd bizonyitast
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adott. Akkor felsoroltuk a Boas altal hasznalt segédtételeket. Ezek a tételek mind
kiterjesztheték kétvaltozora, igy Boas bizonyitasa alkalmazhatd a kettds szinusz
sor esetében is. A segédtételek kétvaltozora vald kiterjesztése és Boas bizonyitasa-
nak kiterjesztése részletesen a [7] pdlyamunkaban targyaltuk. Az értekezésiinkben

az eddigi felépitést kovetd bizonyitast olvashatjuk.

(i) Sziikségesség. A 4.1. Tétel bizonyitasanak kettés szinusz sorra vonatkozo
(iii) részét fogjuk kovetni. Legyen tehat fos € Lip(1,1), azaz, ha z = y = 0 és
0 < h,k <1, akkor

|f55(h7 k) - f33<h7 O) - fSS(Ov k) + f55(070)| = |f55(h7 k)| < Chk?

specialisan

oo oo

|fss(x,y)| = ZZaij sinizsin jy| < Cxy, z,y >0,
i=1 j=1
vagyis érvényes az (iii) rész (5.16)-os formuldja, ha a = § = 1. Végezziik el az
(iii) rész (5.17)—(5.18) 1épéseit, azaz integréljuk ezt az egyenl&tlenséget elészor
az x valtozé szerint a (0,h) intervallumon, majd az y valtozé szerint a (0, k)

intervallumon. Ekkor az (5.18)-nak megfelel6 kifejezést kapjuk, ahol a = =1
h ik
422 a” sin? Z— sin? ‘% < %th‘Q.
=1 j=1
Legyen m := [1/h], n := [1/k], 0 < h,k < 1. Az (5.19)—-(5.20) becslésekkel
folytatva irhatjuk, hogy

4h24k2 i i i ai; < % h2k2,

i=1 j=1

™

amelybdl egyszertien adédik a (4.5) feltétel:

4

>3 < =

=1 j=1
amit bizonyitani akartunk. Lathatjuk, hogy ez éppen az (iii) rész (5.21) formuldja,
haa=0§g=1.

38



Tehat megallapithatjuk, hogy a 4.1. Tétel bizonyitasa (iii) részében a 0 < a, f < 1

esetben leirt bizonyitas érvényben marad az o = 3 = 1 esetben is.

(ii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (4.5) fenndll, azaz van olyan m-tél és n-t6l

fiiggetlen K; allandd, amelyre

m

(5.34) Zizjaijgfﬁ, mn=1,2,....

i=1 j=1

Ekkor a 8.3. Lemmabdl a v = § = 1, up = v = 0 esetben kovetkezik, hogy van

olyan m-tol és n-tol fiiggetlen Ko allandd, amelyre

(5.35) ;;a”_%, m,n=12,....

Megmutatjuk, hogy fss € Lip(1,1). A 4.1. Tétel (iii) részében mér elvégzett
szamolds, (5.22) szerint 1atjuk, hogy

| fos(x +2h,y + 2k) — fss(@ 4 2h,y) — fos(@,y + 2k) + fos(z, )|

(5-36) < 4ZZaij\sinih sin jk|,

i=1 j=1
Tekintsik ezt a kettds sort az alabbi felbontasban:
A3 Y+ DY+ D+ > a;;| sinih sin jk|
(5.37) i=1 j=1 i=m+1j=1 i=1j=n+1 i=m-+1j=n+1

=: 514+ 89+ 53+ 54,

ahol m := [1/|h]], n := [1/|k|]. Si-et és Ss-et a szokdsos médon becsiiljik, ugy,
ahogy a 4.1. Tétel bizonyitasdnak (ii) részében a kettOs koszinusz sor esetében

lattuk. (5.34) és (5.35) alapjan nyerjiik, hogy

(5.38) St < Ah|k] Y ijai; < AKy|h||k],
i=1 j=1
(5.39) Sa<d4 > > ey <4 < 4K,|h||K|.

2 S e
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So-t és Ss-at eltéré modon becsiiljiik. Vizsgéljuk el6szor So-t. Vilagos, hogy

(5.40) Sy < 4|K| Z Zja”—4|k|2j Z aij.

1=m-+1 j=1 j=1 i1=m+1

A jobb oldal becsléséhez tekintsiik a kdvetkez6 kettos sort:

ZJZGU Z]ZZ (1aij),

ahol M tetszOleges pozitiv egész, amelyre 2 < m < M. Végezziink ezen a soron

Abel atrendezést az 7 index szerint:

(5.41)

Az (5.34) feltétel miatt ebbdl kovetkezik, hogy

M—
Z]Z . Zazg Z K1+ Kl

1 1 3 1
<K Ki— <K Ki—
< 1m—1+ 1M_ 1m+1+ Y
ahonnan ha M — oo kapjuk, hogy
IOWIELI
i=m - + 1
amely alapjdn (5.40) becslését igy folytatjuk:
1
(5.42) Sy < 41k|3K, < 12K |hl|k|.
m+1
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A szimmetria miatt hasonléan adodik, hogy
(5.43) Sz < 12K |hl|k|.
Osszefoglalva, (5.36)(5.39), (5.42)—(5.43) adja, hogy fss € Lip(1,1).

A 4.4. Tétel bizonyitasa.

(i) Szikségesség.  Kordbban megjegyeztiik, hogy a Lip(a,3) osztélyra
vonatkoz6 4.1. Tétel bizonyitdsanak kettSs szinusz sorra vonatkozé (iii) sziik-
ségességi része érvényes az o = 3 = 1 esetben is. Tehat az ott leirt bizonyitast
sz6 szerint megismételjik a 0 < a < 1,5 = 1 esetben, adédik a (4.6) feltétel

sziikségessége.

(ii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy a (4.6) feltétel fenndll, azaz van olyan m-t6l

és n-tol fiiggetlen K, allando, amelyre

(5.52) Y ija; <K im'Y, mn=12,....

i=1 j=1
A 8.3. Lemma szerint ay =6 =1, p=1— «, v = 0 valasztassal adodik, hogy

van olyan m-tol és n-tol fliggetlen Ko allandd, amelyre

(5.53) iiaijg%, m,n=12....

t=m j=n
Belatjuk, hogy fss € Lip(a, 1). A korabbi, Lip(1, 1) osztalyra vonatkozé 4.3. Tétel
bizonyitasa (ii) elegend6ségi része (5.36)—(5.37) becslései alapjan irhatjuk, hogy
|fss(x +2h,y + 2k> - fSS(CE + 2h7y> - fSS(*%y + Qk) + fSS(CL’, y)|

n oo oo oo

(5.54) <44 D>+ DD > D+ > a;;| sinihsin jk|

m
i=1 j=1 i=m+1j=1 i=1j=n+1 i=m+1j=n+1

=: 514+ 82 + 53+ 54,

ahol m := [1/|hl]], n := [1/|k|]. S1 és S4 becslése a megszokott mddon, (5.52) és
(5.53) alapjan torténik:

(5.55) S1 < AR|IKY 0D i ag; < AR|[k[Kym!' T < 4K [h|*[k],

i=1 j=1
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valamint

K>
(5.56) Sy <4 § | § ' ay < a < AK,|h|*|k).
1=m-+1 j=n+1 ’ m + 1> (’I’L + 1)

Ugyancsak a 4.3. Tétel bizonyitdsdnak (ii) részében latottak szerint becsiiljitk
So-t. (5.40) alapjén

(5.57) 52<4|k\zj Z aij.
j=1 1=m+1

Majd (5.41) alapjan nyerjiik, hogy

Z]ZCL”_ Z Zzzjaz]‘i‘_ZZZja”,

11=m =1 j=1 i=1 j=1
ahol M tetszlleges pozitiv egész, amelyre 2 < m < M. Ebbdl az (5.52) feltétel
szerint kovetkezik, hogy

M—-1

M—1
1 1 - jTa 1 1
(5.58) Zg;la”_“z;l 1K12 —|—MK1M :Kli; T K
Ha 0 < a < 1, akkor
M—1
Z Z'l—a—l S/ o gy = = <> -
et et alm—1)" =~ a (m+1)e

ezért (5.58) becslését a kdvetkez&képpen folytatjuk:

Ezt 6sszevetve (5.57)-tel kapjuk, hogy

3% 1 3
5.59 S<4kK—7<4 Ki|h|¥|k
(5:59) s SARKL Bl K
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Mivel most szimmetridra nem hivatkozhatunk, folytassuk Ss-mal. Vildgos, hogy
i=1 j=n+1 j=n+1i=1

Legyen M pozitiv egész, amelyre 1 < m < M. Az i index szerinti Abel atrendezés-
sel a jobb oldali sort az aldbbi alakba irhatjuk:

00 m 00 m M M 00 m M

> Y= ¥ {3 w0 3wl 3

j=n+1i=1 j=n+1 Uii=1i=i; i=m+1 j=n41i1=11i=i

Igy ha M — oo, akkor (5.60)-6l az (5.53) feltételt hasznalva kivetkezik, hogy

(5.61)  S3 < 4]h| Z Z Z aij < 4|h| Z < 4K\ h]|k| Z —.
i1=11=11 j=n+1 i1=1 1

Ha 0 < a < 1, akkor

mely szerint (5.61)-b6l adddik, hogy

m 4K2
(5.62) S < 4K h|k|2— < ——|h||k].
l1—« 11—«

Osszefoglalva, az (5.54)-(5.56), (5.59) és (5.62) becslések alapjan valéban azt
kapjuk, hogy fss € Lip(a, 1).

Fzzel a 4.4. Tételt belattuk.
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6. Kétvaltozos trigonometrikus sorok és Zygmund osztalyok

A 4. fejezet folytatasaként most a Zygmund osztdlyokra vonatkozo tételeket
terjesztjik ki kétvaltozoéra.

A 2.1. Tétel mellett a 2.3. Tétel kétvaltozés megfeleljének megadasa tiint a
legbiztosabbnak. Az egyvaltozés Zygmund osztaly esetében a koszinusz és a szi-
nusz sor egyforman viselkedik, ezért azt vartuk, hogy a kétvaltozds kiterjesztésben
is ugyanaz az egyiitthatofeltétel jellemezze a kettos koszinusz, kettds szinusz és a

koszinusz-szinusz sort is. Valéban, érvényes a kovetkezo

6.1. Tétel (Filop [4], [5]). Ha {ai; :ij = 1,2,...} nemnegativ szamok tetszdleges
kettés sorozata, amelyre az (1.4) feltétel teljesiil, és f jeloli az fee, fss €S fes
(1.5)—(1.7)-ben definidlt dsszegfiiggvények egyikét, akkor f € A.(1,1) akkor és csak
akkor, ha

oo

(6.1) Ziaij =0O(m™'n7Y), mn=12...

=m j=n

teljestil.

Ezt Osszevetve a 4. fejezetben targyalt Lip(a,3) (0 < «,f < 1) osztalyra
vonatkozo6 4.1. Tétellel, lathatjuk, hogy a (6.1) feltétel éppen a (4.1) feltétel azon
esete, amikor a = 3 = 1. Megjegyezziik, hogy a Lip(«, 8) (0 < a, 8 < 1) osztalyt
jellemzo két egymaéssal ekvivalens feltétel koziil az o = 3 = 1 kiterjesztett esetben
(6.1) a gyengébb feltétel.

Igaz a tétel A.(1, 1) osztalyra vonatkoz6 megfelelGje is:

6.2. Tétel (Filop [4], [5]). Az eldzd tétel feltételei mellett f € A\i(1,1) akkor és
csak akkor, ha (6.1) és

(6.2) Z Z ai; =o(m 'n™1), m,n— oo
=m j=n

teljestil, ahol m és n egymdstol fiiggetleniil tartanak oco-be.
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Megjegyezziik, hogy az egyvaltozds esethez hasonlé indoklassal valojaban
most is elegend6 megkdvetelni a (6.1) tipusu feltételeket elég nagy m-re és n-re,

pl. m > mg és n > myg esetére, ahol mgy pozitiv egész.
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7. A 6. rész tételeinek bizonyitasa

A kovetkezo tétel bizonyitasdban a 4.1. Tétel bizonyitasdnak menetére fo-
gunk jelentOsen tamaszkodni. Az egyes lépéseket akkor az (i) és (ii) részben igen

részletesen targyaltuk, ezért azok 1ujboli részletezésétdl most eltekintiink.
A 6.1. tétel bizonyitasa.
Kettos koszinusz sor esete.
(i) Sziikségesség. Legyen f.. € A«(1,1), azaz
|A(fec;z,ys b k)| < Khk Yo,y bk,

ahol A(fee; x,y; h, k) (1.9)-ben van definidlva. Hax =y =06és 0 < h, k < 1, akkor

egyszerl szamolassal adodik, hogy

|A(fee;0,0,h, k)| = 422@13'(1 — cosih)(1 — cos jk)

i=1 j=1

—1622&138111 %Sth.

=1 j=1

(7.1)

Az (5.2) egyenlStlenség szerint ha m := [1/h], n := [1/k], akkor

,ih _ i’k , ik _ §7K?

(7.2) sin §> i=1,2,...,m é sin"—->"—, j=12,...,n
T

Ennek alapjan (7.1)-bdl az alabbi kévetkezik:

no 22 5212 2,2 m n
(7.3) 1622&1] ) k 16h k ZZZ j ai; < Khk,

=1 j=1 =1 j=1

ahonnan

LI Krt K Krt
Z 2 52 T Gl (m+1)(n+1)<—7rmn.

<
22 VIS g S e 4
=1 j=1

(7.4)
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A 8.3. Lemma szerint a v =0 = 2, u = v = 1 vélasztassal kapjuk, hogy

ZZ@U (m~tn™Y, mn=12,...,

i=m j=n

amit bizonyitani akartunk.

(ii) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (6.1) fenndll, azaz van olyan K; m-t6l és

n-tol fliggetlen allando, amelyre

(7.5) ZZ@M_—, m,n=12,....

Ekkor a 8.3. Lemma szerint, ha v = § = 2, u = v = 1, van olyan K5 m-tol és
n-tol fliggetlen allandd, amelyre

(7.6) Z 2ja”§K2mn m,n=12,....

i=1 j=1
Belatjuk, hogy f.. € A.(1,1). Becsiiljiikk a A(f..;x,y;h, k) kifejezést. A szimme-
tria miatt feltehetd, hogy h, k > 0. Elemi szamolassal adédik, hogy

IA(fee; z,y; h, k)| =4 Z Z a;j cosix cos jy(1l — cosih)(1 — cos jk)

i=1 j=1

(7.7)
5 th 5 gk

§4ZZCLU 1 — cosih)(1 — cos jk) —1622&238111 —sm 5

=1 j=1 =1 j=1

Legyen m := [1/h] és n := [1/k|. Tekintsiik a (7.7) jobb oldaldn 1év6 kett&s sort a

kovetkezd eloallitasban:

m n 00 n m 00 0o 0o . o | jk
(7.8) 16 ZZ+ Z Z+Z Z + Z Z CLijSmQESmQ?

i=1 j=1 i=m+1j=1 i=1j=n+1 i=m+1j=n+1

=: 514+ 52+ 53+ 54.
A sint <t (t > 0) egyenlStlenség és (7.6) miatt irhatjuk, hogy
2 " 2 m
S < 1622% <_> (J_) — 122503 2%,
(79) i=1 j=1 2 =1 j=1

< hW?k?’Komn < Kohk.
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Térjiink ra So becslésére. A sint <1 éssint <t (¢t > 0) miatt vildgos, hogy
2 oo n
(7.10) Sy < 16 Z Za” <—> =4k Y Y jay.
t=m+1j=1 i=m+1 j=1

Legyen N pozitiv egész szam, amelyre 1 < n < N. A j indexre vonatkozd Abel

atrendezés szerint

o] n 0o n N
DD ST S DI SITEIE) YN S
i=m+1 j5=1 i=m+1 | j1=1 J=Jj1 j=n+1
00 n N 00 n N
2. 2 G- ap<2 ), Y q) e
t=m+1j1=1 J=i t=m+1j1=1 j=j1

Ha N — oo, akkor (7.5) alapjdn a (7.10) becslést igy folytatjuk:

SQSSinjl Z ZCL”<8]€ZZ]1

(711) 7J1=1 t=m-+1j=71 7J1=1
9 Kln
= 8k < 8Kihk.
m +

A szimmetria miatt hasonléan nyerjiik, hogy
(7.12) Ss < 8K1hk.

Sy-et a kovetkez egyszerit médon becsiiljitk: a sint < (¢ > 0) és (7.5) szerint

K,y
i=m+1j=n+1 ’ m+ 1)( + 1)

Osszefoglalva, (7.7)(7.9) és (7.11)—(7.13) alapjan tehat f.. € A,(1,1).
Kett6s szinusz sor esete.

(iii) Sziikségesség. Ha fos € Ay(1,1), akkor

oo o0

|IA(fss; z,y; hy k)| =4 ZZaij sin iz sin jy(1 — cosih)(1 — cos jk)

i=1 j=1

< Khk, 0<hk<1.
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Integraljuk ezt az egyenl6tlenséget a (0,h) intervallumon, elészor az = valtozdé
szerint figyelembe véve, hogy az egylitthatékra vonatkozo (1.4) feltétel miatt a
fenti kettOs sor tagonként integralhato. Tehat

oo 00 h h
4 Z Za” sin jy(1 — cosih)(1 — COSjk’)/ sinixdzr| < th}/ ldx,
i=1 j=1 0 0
azaz
= — 1 — cosih )
(7.14) ZZ@U sin jy(1 — cosih)(1 — cos jk)—— | < Kh*k.
i
=1 j=1

Ezutén az y véltozo szerint (0, k) intervallumon tagonként integralva adédik, hogy

e 1 —cosih1— ik
(7.15) 4 Z Z a;;(1 — cosih)(1 — cos jk) C,OSZ C_OSJ < Kh?k?,

i=1 j=1 ¢ J
amely adja, hogy

422 —aU (1 — cosih)?(1 — cos jk)?

i=1 5= 1”

h 'k
= 642 Z —aU SlIl4 ! sin ‘% < Kh2k2.

21]1

(7.16)

Legyen m := [1/h], n:=[1/k]. Az (5.2) egyenl6tlenség szerint
ih _ i*h* ik _ 'k

(7.17) sin42—22—, 1=1,2,...,m és sm4j—>j , j=12,....n.
2 mt 2 m

A mér megszokott médon ebbél a két egyenlStlenségbdl és (7.16)-bdl kovetkezik,

hogy
mol1 At j4k4 64h4k4 . 22
WSS T = T S e < s
=1 j=1 =1 j=1
ahonnan
(718) ii{,’_?’ _ Kr® <K7T8( 1 +1)2<K7r8 L,
. i:1j:1z J°ai; S siiE S el m n = mn”.

fgy a 8.3. Lemmat hasznédlva a v = = 3, u = v = 2 esetben kapjuk, hogy

o0 o0
Z Zaij =0O(m™'n7Y), mn=12,...,

t=m j=n
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amit bizonyitanunk kellett.

(iv) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (6.1) fennall. Megmutatjuk, hogy fss €
AL (1,1). Nézzik A(fss;x,y;h, k) kifejezést, ahol a szimmetria miatt feltehetjiik,
hogy h, k > 0. Egyszerii szamoldassal adodik, hogy

|IA(fss; z,y; h, k)| =4 Z Zaij sin iz sin jy(1 — cosih)(1 — cos jk)
i=1 j=1
< 422&@'(1 — costh)(1 — cos jk).
i=1 j=1

Ez a kifejezés megegyezik a kettos koszinusz sor esetén az ennek a résznek megfelel
(ii) részben kapott (7.7) kifejezéssel. Mivel a feltétel ugyanaz mindkét sor esetén,
igy az (ii) részben leirt bizonyitast szé szerint megismételve nyerjiik, hogy fss €

A(1,1).
Koszinusz-szinusz sor esete.

(v) Sziikségesség. Legyen f.s € A.(1,1), beldtjuk, hogy ekkor (6.1) teljesiil.
Kombinéljuk a kettés koszinusz, ill. kettos szinusz sorndl latottakat. Helyettesit-

stink z = 0-t az (1.9) formuldba, ekkor

(o cluNe o)

|A(fes;0,y;h, k)| =4 Z Z a;;sin jy(1 — cosih)(1 — cos jk)

i=1 j=1
< Khk, 0<hk<1.
Integraljuk az egyenlétlenséget az y valtozo szerint a (0, k) intervallumon:

= — , 1 —cosjk
422@13'(1 —cosih)(1 — COS]kJ)f < Khk?,
i=1 j=1

32 Z Z ~a;; sin” % < Khk>.

=1 j= 1

azaz

Ebbél a (7.2) elsé és a (7.17) masodik egyenlStlensége szerint a szokdsos médon

kovetkezik, hogy

2h2 4k4 32h2k4 m
3222 ay = >

Zz%y a;; < Khk?,
2

=1 j= 1 =1 j=1
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ahol, emlékeztet&il, m := [1/h], n := [1/k]. Az elébbi egyenlétlenségbdl lathatjuk,

hogy
- 5 3 Kr%  Kn®%
2 VI S g S T

i=1 j=1

amelybdl a 8.3. Lemma szerint, ha vy =2, § =3, p =1, v = 2, adédik (6.1).

(vi) Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (6.1) fenndll. Becsiiljiikk a A(fe.s;z,y; h, k)

kifejezést a szokasos moédon:

IA(fes; z,y; hy k)| =4 ZZaij cos iz sin jy(1 — cosih)(1 — cos jk)

i=1 j=1

< 4ZZaij(1 —cosih)(1 —cosjk), h,k>0.

i=1 j=1

Ez a kifejezés most is megegyezik a kordbbi (ii) részben a kettds koszinusz sor
esetében kapott kifejezéssel. Ezért az f.s € A.(1,1) igazoldsa az ott bemutatott
modon torténik.

A 6.1. Tételt ezzel teljesen bebizonyitottuk.

A kovetkezo bizonyitas az el6z6 bizonyitas megfelel6 részeinek alapos atgon-

dolasat igényli.
A 6.2. Tétel bizonyitasa.
Kettos koszinusz sor esete.

(vii) Sziikségesség. Legyen f.. € Ai(1,1) és legyen € > 0 tetsz6leges. Ekkor

van olyan hg = hg(€) > 0, hogy minden z,y esetén
|A(fee;x,y; hy k)| < ehk, ha 0<h,k < hg.

Feltehetjiik, hogy hg < 1. Specidlisan, ha z = y = 0, akkor az el6z6 bizonyitas (i)

részében a (7.1)-nek megfelel§ formulat kapjuk:

(7.19) |A(fee; 0,0;h, k)| < ehk, ha 0<h,k<hg<l.
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Ha f.. € A (1,1), akkor definici6 szerint f.. € A,(1,1), ezért a 6.1. Tétel szerint
a (6.1) feltétel teljesiil. gy célunk olyan mo = mo(e) pozitiv egész megaddsa,

amelyre

o0 o €
7.20 i'<—7 h 9 Z .
(7.20) Zza‘j_mn a m,n > mg

=m j=n
Legyen m := [1/h], n := [1/k] és 0 < h,k < hy < 1. Ismételjik meg az ennek a
résznek megfeleld (i) rész (7.1)—(7.4) 1épéseit. Ekkor (7.19) alapjan irhatjuk, hogy

non et

Z inzaij < Tmnv
i=1 j=1
ha 0 < h,k < hg < 1, vagyis, ha m,n > 1/hg. Végil a 8.4. Lemmé&t hasznalva a

v=9=2, p=v =1 esetben, adédik (7.20), amit bizonyitani akartunk.

(viii) Elegenddség. Legyen € > 0 tetszéleges, és tegyiik fel, hogy (6.1) és (6.2)

fenndll. Ekkor van olyan K; m-tdl és n-tdl fiiggetlen allandd, amelyre

7.21 < mn=1,2,...
(7.21) S
i=m j=n

és van olyan mg = myg(e) pozitiv egész, amelyre

oo

> €
7.22 a;; < —, ha m,n>mg.
(2 DI ;

=m j=n
Ekkor a 8.4. Lemmabdl, ha v = 6 = 2, u = v = 1, kovetkezik, hogy létezik olyan
my = mq(g) pozitiv egész, hogy
(7.23) Z ZinQaij =emn, ha m,n>m.
i=1 j=1
Megmutatjuk, hogy f.. € A\.(1,1), azaz hogy van olyan hg = ho(e), hogy minden

x,y esetén

|A(fccﬂx7ya h7 k)| < €hk, ha 0< h,k < ho.

Legyen m := [1/h], n := [1/k]. Most ennek a résznek megfeleld (ii) rész 1épéseit
ismételjiikk meg. Elvégezve a (7.7), (7.8) becsléseket nyerjiik, hogy

(724) ‘A<f667x7yah7k)| SSl_|—S2_|—S?>"i_54
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A (7.9) becslés szerint (7.23) felhaszndldsdval adédik, hogy
(7.25) S, < h?k*emn < ehk,

ha m,n > my, vagyis, ha h, k < 1/my. Ha m,n > myg, azaz ha h, k < 1/my, akkor
(7.11) els6 fele szerint irhatjuk, hogy

Sp <8R g YD ay

i=1  i=m+1j=j
mo n 0o 00
TSR S T S wrot
j1:1 j1:’)’TLQ—|—1 Z:m—|—1 ]:]1
Ebbél (7.21) és (7.22) alapjan kovetkezik, hogy

SQ<8]€22]1 f + 8k? Z Jl
j1

Jji=mo+1 ‘71

K
(7.26) < g2 21mo " < 8Ky hk2mg + Sehk
m 4+ 1 m-+1

< 16ehk, ha k<

és h,k <1/my.
1mo

A szimmetria miatt hasonléan kapjuk, hogy

(7.27) S; < 16ehk, ha h< és  h,k < 1/my.

1Mo

Végiil, Sy-et (7.13) és (7.22) szerint becsiiljik:
(7.28) Sy < 16chk, ha h,k < 1/mo.

Osszefoglalva, ha
h,k < min{1/mq,1/my,e/Kimo},

akkor (7.24)—(7.28) alapjan ad6dik, hogy fe. € A (1,1).
Kett6s szinusz sor esete.

(ix) Sziikségesség. A kordbbi (iii) rész alapos elemzése szerint a bizonyitas

hasonlé médon térténik. Ugyanis, ha fss € A« (1, 1), akkor tetszoleges € > 0 esetén
(7.29) |A(fsssz,y3 b, k)| < ehk
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minden z-re és y-ra, ha 0 < h,k < hg = ho(e) < 1. A kettds koszinusz sor esetén
a (vii) részben lattuk, hogy ha fss € A\.(1,1), akkor a (6.1) feltétel automatikusan
teljestil. Az (iii) rész (7.14)—(7.18) lépéseit felhaszndlva (7.29) alapjan nyerjiik,

hogy
8 8

ZZZ] a;; < < e m?n?, ha m,n > 1/he.
’ 64h2k;2 4

=1 j=1

Innen pedig a 8.4. Lemma szerint kévetkezik a (6.2) feltétel.

(x) Elegenddség. A 6.1. Tétel bizonyitasinak elegendéség része mindhdrom
kettds sor esetén megegyezik, e szerint a kettés koszinusz sornél a (viii) részben

leirtak szerint (6.1)-bél és (6.2)-bol valéban kovetkezik, hogy fss € Ax(1,1).
Koszinusz-szinusz sor esete.

(xi) Sziikségesség. A (v) részt elemezve ez a bizonyitds is szinte szordl széra
ugyanigy megy, mint a kettds koszinusz sor esetében a (vii) részben bemutatott

bizonyitas, ezért ennek részletezésétdl itt mar eltekintiink.

(xii) Elegenddség. A (viii) rész bizonyitasat megismételve adédik a (6.1) és a

(6.2) feltételek elegenddsége.
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8. Sorelméleti segédtételek

Mind az egyvaltozds, mind a kétvaltozos tételek bizonyitasa soran alapveto

jelentoségliek az alabbi lemmak:

8.1. Lemma (Boas [2], Mdricz [11]). Legyen {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szamok
tetszbleges sorozata, amelyre (1.1) teljesiil.

(i) Hoy>p >0 és

(8.1) > ia; =0(m"), m=12,...
i=1

fenndll, akkor

(8.2) Zai:O(m“_ﬁy), m=1,2,...

18 fenndll.

(ii) Ha v > pu > 0, akkor a forditott iranyi kovetkeztetés is érvényes.

Tehat lathatjuk, hogy a két feltétel akkor ekvivalens egymassal, ha v > p > 0.
Val6jaban ezt az ekvivalenciat mondta ki Boas lemmaja. Ay =pésa pu =20
hataresetek pontositasa Méricz Ferenctol szarmazik.
Azt, hogy az ekvivalencia nem érvényes a v = p és a = 0 esetekben, a kovetkezo
két egyszert példa mutatja: legyen pl. v = p =1, a; = %; valamint legyen pl.

1
vy=1 p=0, a; = =

Megjegyezziik, hogy Boas egyvaltozés tételeinek a bizonyitasdban még egy
tovéabbi lemmadt is hasznalt (ldsd [2, Lemma 2.]), amely bizonyitdsokat sikeriilt
annyira egyszerisiteni, hogy az altalunk kozolt bizonyitasokban mér az els6 lemma

elegendo.
Ervényes a 8.1. Lemma aldbbi valtozata is:

8.2. Lemma. Az el6z6 lemma feltételei mellett a v > p > 0 esetben a (8.1) és

(8.2) feltételek ekvivalensek egymdssal, ha "O” helyébe “o”-t irunk, azaz a

(8.3) Z iYa; = o(m"), m — oo
i=1
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és
(8.4) > ai=om""), m— oo
feltételek ekvivalensek.

Megadjuk a lemmak kétvaltozdos megfelel6it is:

8.3. Lemma (Fulép [6]). Legyen {ai; : 4,5 = 1,2,...} nemnegativ szdmok tet-
szbleges kettds sorozata, amelyre az (1.4) feltétel teljestil.

(i) Hoy>p >0, 6 >v >0 és

(8.5) ZZW]"SCLU =O0(m*n"), mn=12,...
i=1 j=1

teljestil, akkor

(8.6) Z Z a;j = O(m*"n*=%), mn=12,...
t=m j=n

15 teljesuil.
(i) Ha v > > 0 és § > v > 0, akkor a forditott irdnyu kévetkeztetés is

érvényes.
Tehat ha v > pu > 0és 0 > v > 0, akkor a két feltétel egymassal ekvivalens.

8.4. Lemma (Fiilop [7]). Az el6z6 lemma feltételei mellett ha (8.6) fenndll a
y>pu>0, 6 >v >0 esetben, akkor a

(8.7) Z Zﬂj‘saij =o(m"n”), m,n — o
i=1 j=1

és

(8.8) Z Z aij = o(m* In*=%), m,n — oo

t=m j=n

feltételek ekvivalensek, ahol m és n egymdstol fiiggetleniil tartanak oo-be.
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9. A 8. rész tételeinek bizonyitasa
A 8.1. Lemma bizonyitasa.

(i) Tegyiik fel, hogy (8.1) fenndll, azaz van olyan m-t6l fiiggetlen K; allando,
hogy
(9.1) d i <Kymt, m=12,...,
i=1
ahol v > p > 0. Célunk annak beldtédsa, hogy ekkor (8.2) is fennéll, azaz van olyan
m-t6l fliggetlen Ky allando, hogy

0
ZaigKgm“_V, m,n:1,2,....

=m
Legyen M pozitiv egész, amelyre 2 < m < M. Abel atrendezéssel a kovetkezot
irhatjuk:

M M
S a= Y i (e
=m i=m
1 ml M-1 /4
2 =—— i’ a; + = = Waﬁ—— i7" a;
92) o 2 Z(q oFE )Z Z
=1 11=m
M-1 /4
< - — iV a; —|— — > ila;.
I e DILIEE D
A Lagrange kozépértéktétel szerint
1 1
9.3) = — =« aholi < E<ii+1, 4> 0,

i (i +1)r Oft Tty

ezért (9.2) becslését igy folytatjuk:

M M—1 M
o IS SIS LRI
i=m ilzm =1
amelyb6l (9.1)-et felhasznalva az alabbi adddik:
M—1 1

(9.5) B
<Ky Z AT K MR

11=m
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Figyelembe véve, hogy u —~v — 1 < —1, vilagos, hogy

M-1 _ _
fe’e) — 1)+ n=y
(96) Y a7 < / N e

m—1 v —p (y — )2t

ezért (9.5)-bél kovetkezik, hogy

M p="y
H="
2SRy KM

i Kiv = =
a; S ( )2#‘7 - KQ m ’
P Y M

amit bizonyitani akartunk.

(ii) Megforditva, most azt tegyiik fel, hogy (8.2) fenndll, azaz van olyan m-t6l
fiiggetlen K; allando, hogy

(9.6) a<Kim'Y, m=12..., y>up>0.

i=m

Legyen M pozitiv egész, amelyre 1 < m < M. A (8.1) bal oldaldn 4llé soron

végezziink Abel atrendezést:

Zﬂai:Z(i (i — 1) Zaz m” Z a;

=1 i1=1 1=11 i=m-+1

Si(z Z1_1 Zaz§2721 1Za17

11=1 1=1%1 11=1 1=1%1

(9.7)

ahol az utolsé lépésben a Lagrange kozépértéktételt haszndltuk, amely szerint
il — (i —1)" =~ <~i77! ahol iy — 1< € < iy, v >0.

Ha M — oo, akkor a (9.6) feltételt haszndlva (9.7)-bél nyerjiik, hogy

(9.8) ZﬂazSZ”ﬂl 1Za1_zm:fyﬂ_lKlz"f_VzKlvii’f_l

’Ll 1 = 7,1 11:1 i1:1

o8



Mivel 4 — 1 > —1, érvényes a kovetkezo becslés:

m m+1 2 H
_ +1 2

(9.9) g H < / ot dr = (m+ D" < —mt.
— 0 12 H

E szerint (9.8)-bdl kapjuk, hogy

m QH
Zi7 a; < Ky y—m#,
i—1 H

amit bizonyitanunk kellett.

Az alabbi bizonyitas az el6z0 bizonyitas 1épéseinek atgondolasaval, illetve

megfelel6 médositasaval torténik.
A 8.2. Lemma bizonyitasa.

(iii) Tegyiik fel, hogy (8.3) fenndll. Ekkor tetszéleges € > 0-hoz 1étezik olyan
mo = mg(e) pozitiv egész, hogy

m

(9.10) Zﬂaigem”, ha m >mg, v>p>0.

i=1
Megmutatjuk, hogy ekkor (8.4) is teljesiil. Legyen m > mg és legyen M pozitiv
egész olyan, hogy mo < m < M. Az el6z6 bizonyitds (i) részének (9.2)—(9.4)

lépéseit megismételve irhatjuk, hogy

A (9.10) feltételt hasznalva ebbdl adédik, hogy

M M1 1 M1
Z Z V+15i’f+W5M“:e’yZiﬁ‘_v_l-l—eM’“‘_’V.
i=m

21 .
i1=m i1=m

A (9.6) becslést hasznélva ezt a kovetkez6képpen folytathatjuk:

Sase
a; <ey————+eM!.
i=m (7_/’6)2” K
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Ha M — oo, akkor

tehdt (8.4) valéban teljesiil.

(iv) Megforditva, ha (8.4) fenndll, akkor tetszéleges € > 0 esetén van olyan
mo = mg(e) pozitiv egész, hogy

o
(9.11) Zai <em" 7, ha m>mgy, v>up>0.
Ebben az esetben megadhaté olyan m-tdl fiiggetlen K, allandd, amelyre

[e @]
(9.12) Y a<Kim'Y, m=12,..., y>p>0

Belatjuk, hogy (8.3) is fennall, Tekintsiik a (8.3) bal oldaldn &ll6 sort. Az el6z6

bizonyitas (ii) részének (9.7) formulaja szerint

M m [ee)
(9.13) Zﬂaz < 2721 Zai SVZ{{”Z%

’Ll 1 i:il 11:1 i:il
Legyen m > mg és tekintsiik az egyenlGtlenség jobb oldalat a kovetkezd felbontas-
ban:
mo m oo
~y—1
{3 3 ey
i1=1  i1=mo+1 i=iy

A (9.11)—(9.13)-bdl kovetkezik, hogy

Zﬂaz<7221 K777+~ Z e

11=1 11=mo+1
p—1 p—1
'L'1:1 i1:1

ahonnan (9.9) szerint nyerjiik, hogy

m )7 2M
Zﬂ a; < Kyy—mpy +ey—m#
i=1 K K
1
2k K\ np .
< 2ey—mH, ha m>mg | — és m > my,
I €



tehét (8.3) valéban fennall.
A 8.3. Lemma bizonyitasa.

Ennek soran a 8.1. Lemma bizonyitasi mddszereit fogjuk alkalmazni elészor

a j, majd az ¢ index szerint.

(i) Tegyiik fel, hogy (8.5) fenndll, azaz van olyan m-t6l és n-tél fliggetlen K

allando, amelyre

(9.14) DY % < Kymfnt, mon=1,2,...,

i=1 j=1
ahol v > pu >0, 6 > v > 0. Igazoljuk, hogy ekkor (8.6) is teljesiil. Legyen M, N
pozitiv egész, amelyre 2 < m < M, 2 < n < N. Induljunk ki a (8.6) bal oldalan
allé kettds sorbél. Mint ahogyan a 8.1. Tétel bizonyitésa (i) részében tettiik, a j
index szerinti Abel atrendezéssel és a Lagrange kozépértéktétel felhasznalasaval a

kovetkezd adodik:

ii% ZZJ (4° aiy)

=m j=n =m j=n

M (N-1/y
(9.15) < >, (.—5— )Z] aij + 521 aij
i jl+1
= Z Z 511 Z] ajj + g ZZ] a;; =:1T1 + Ts.

1=m j1=n 1 =1 i=m j=1

N-1 S J1 M
Tl e Z 571 jé Z 2'_’7’(7/'7 aZ])
ji=nJ1 j=1  i=m
N-1 5 J1 M-—1 ")/ i1 M
1
SIS I HIPLD T P
' i1=m "1 =1 i=1

(9.16)




A (9.14) feltétel miatt ebbdl kovetkezik, hogy

N-1 S

M1 N— ]
Z Z 5+1K121J1+W235+1K1M J1

jl_n Ji=n 1
(9.17) .

ji=n
A 8.1. Lemma bizonyitasanak (9.6) becslése szerint
(9.18) Z_:l Hrl < /OO oH 7 dr < _om Y>u>0

= T (Y2t -
és ennek a szimmetrikus valtozata:

v—6—1 n""°
(9.19) ];j SW’ §>v>0
Ezért (9.17)-b6l nyerjiik, hogy
n—y n?9 v—o

020 TS K s KM

T5-t hasonl6 mdédon becsiiljiik:

1 N M
fm s DS 0y
J=1 i=m
1 N M-—1 i1 M
.5 .
CET R O S D OpEts o I
j=1 in=m 'l =1 i1
M-—1 1 N M N
1 v 11
=5 2 a2 et g 2D
N i1=m 2'17 i=1 j=1 M™ N i=1 j=1

ahonnan a (9.14) feltétel és a (9.18) becslés szerint

1 M-—1 ~
TQSF Z ZV+1K1ZIIJJNV+

ip=m "1

K MM N

M
(922) = KlzyN’/—‘s Z i/f—V—l + K, MH*=Y Nu—é
11=m
mb—
S Ky NS e KM N

62

i
N—-1 N—
ZZ ’yly51+K5Mu’yZ]1/5l‘



Osszefoglalva, (9.15), (9.20) és (9.22) szerint ha M, N — oo, akkor

e Ki~v6
Z Za” < L7 ———mt7 n’=0 = Kom" ™7 n?=9,
S S T T

ami éppen (8.6).

(ii) Megforditva, ha (8.6) teljesiil, akkor 1étezik olyan m-t6l és n-tdl fliiggetlen

K, allandé, amelyre

oo o0

(9.23) Y>> ap Km0 mon=1.2,...,

=m j=n
ahol v > u > 0 és 6 > v > 0. Tekintsiik a (8.5) bal oldaldn &ll6 kettds sort.
Legyenek M, N pozitiv egészek, amelyekre 1 < m < M és 1 < n < N. A 8.1.
Lemma bizonyitésa (ii) részében latottak szerint, el6szor a j index szerinti Abel

atrendezéssel és a Lagrange kozépértéktétel alkalmazasaval irhatjuk, hogy

m n
Zziryjaaij _ZZ’YZ] az] >~

i=1 j=1 i=1  j=
N
<ZZVZ j1—1 Za”<ZﬂZ5j 1Zaij
=1 ji1=1 J=ij1 =1 j1=1 J=ij1
n n
= i Z > i ai,
ji=1 =41 i=1

majd ismételjik meg az Abel atrendezést az ¢ index szerint is:

m n n N m M
PIPBUFETED SLX D DD LD DL

m n M N
— y—1 :6—-1
=0 D AT Y ai
7,1:1 ]1:1 7/:7,1 ]:]1

Ha M, N — oo, akkor ebbél (9.23) alapjan kovetkezik, hogy

SN ivihag <y > D G ATY D ay

i=1 j=1 i1=1j1=1 i=i1 j=
m n
=1 .5—1 1
(9.24) LD D e ST 1

i1—1j1—1

1 1

T Sl )

7,1 1]1 1
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A 8.1. Lemma bizonyitasanak (9.9) becslése szerint

e " p—1 2
(9.25) E i< " de < —mt,
0 I

11=1

és ennek a szimmetrikus valtozata:

I/

(9.26) Z s — v > 0.

Ji=1

Ezek alapjan (9.24)-b6l nyerjiik, hogy

ZZ@”]‘SCLU < K, 75— —m“

=1 j=1

Ez éppen (8.5), amit bizonyitani akartunk.

A 8.4. Lemma bizonyitasa.

Ez a bizonyitds — hasonléan a 8.2. Lemma bizonyitdsdhoz — az el6z6 8.3.

p >0,

Lemma bizonyitasa 1épéseinek alapos atgondolasaval torténik.

(iii) Tegyiik fel, hogy (8.7) fenndll. Ekkor tetszéleges € > 0-hoz létezik olyan

mo = mg(e) pozitiv egész, amelyre

m n
(9.27) ZZW]"S a;; <em*n”, ha m,n>myg,

i=1 j=1

ahol v > pu > 0 é 0 > v > 0. Megmutatjuk, hogy ekkor (8.8) is fen-
nall. Legyen m,n > myg, és legyenek M, N olyan pozitiv egészek, amelyekre

mo <m < M, myg <n < N. A 83. Lemma bizonyitasanak lépéseit kovetjiik. A

(9.15) osszefliggés alapjan kapjuk, hogy

M N-1

(9.28) ZZCL”<ZZ 5+1Z] a;; + 5223 aij =:Th + Ts.

t=m j=n zm]lnl i=m j=1

Tekintsiik elészor Ti-et. Az el6z6 bizonyitds (9.16) becslését elvégezve irhatjuk,

hogy

M—-1 N—-1 5 i1 J1 1 N-1

e 51 Zﬂf Wij Ty Z 5+1 ZZW} Qij>

ji=nJ1 =1 =1 ji=nJl =1 j=1
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ahonnan (9.27) szerint nyerjiik, hogy

M-—1 ~ N-1 S 1 N-1 5
.lj/ UV
T < Z v | Z 511t +ﬁ Z e MUY
i=m Y1 j=nJ1 j1=nJ1
M—-1 N-1 N-1
=y Y Y T e My G0
11=m j1=n ji=n

A korabbi (9.18) és (9.19) alapjén kovetkezik, hogy

mh= nu—6 v—4
veoMrT—
(v —p@)2P T (S —py2r 6 —)2° 0

(9.29) Ty <evé

Térjiink ra Th-re. Az el6z6 bizonyitas (9.21) becslése szerint

—N5 Z ’Y+1 Zzﬂ ° ’Lj M’}/N(S ZZZ ‘] Qij-

zlm =1 j=1 =1 j5=1

Innen elGszor a (9.27) feltétel, majd (9.18) alapjan adédik, hogy

Aﬁ:iaz’f]\f”%— L se M NY
o M'N

M-1
(930) = g»yN”_‘s Z 2'/1‘_’7—1 + e MPY NV—(S
11=m
mh—
<eyN' ' L e MFYNYTO,
B (v — w27

Osszefoglalva a kapott eredményeket, ha M, N — oo, akkor (9.28)~ (9.30) szerint

575 u—-~y , v—>a
a; m n”~°% ~ha m,n > mg,
Z Z ij = ,.Y _ ,u)((g _ V>2u—’y 21/—6 0

i=m j=n
azaz, mivel £ > 0 tetsz6leges volt, (8.8) valéban teljesiil.

(iv) Megforditva, tegyiik fel, hogy (8.6) és (8.8) fenndll. Ekkor van olyan

m-t6l és n-tdl fiiggetlen K, allandd, amelyre

o0 o0
(9.31) Z Zaij <Kym* 'n'70, mn=1,2,...,

=m j=n
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és tetszoleges € > 0-hoz megadhat6 olyan my = myg(e) pozitiv egész, amelyre

0 [ee]
(9.32) Z Z a;; <emt7 n’7% ha m,n > mo,

=m j=n
v >p>0,d<v>0.Belatjuk, hogy (8.7) is fennall. A 8.3. Tétel bizonyitasdban
az ennek megfeleld (ii) rész (9.24) els6 egyenlStlensége szerint

(9.33) izn:ﬂf a;; <v0 f: i it i i Qij-

i=1 j=1 11=1j1=1 1=%1 j=J1
Legyen m,n > mg, és tekintsiik a jobb oldalt az alabbi felbontasban:

mo Mo m mo mo n m n
A DIDIEIDIEDIED IED DEED DD
11=1751=1 t1=mo+171=1 41=1j1=mo+1 i1=mo+1j1=mo+1
0o o
ARy ay,
1=11 J=7J1

ahonnan a (9.31) és (9.32) feltételek alapjan (9.33)-bol kévetkezik, hogy

m n mo Mo m mo mo n
PONFETESLIDID LD VD IED DS

=1 ]:1 11:1 ]1:1 11:7TLQ—|—1 ]1:1 7,1:1 ]1:’)’TLQ—|—1

m n
=1 .§—1 U=y v—0 y—1 .6—1 _ .pu—vy v—96
i gy Kady g0+ 6 Z Z L5 Y SRR SR i1
t1=mo+1 ji=mo+1

. RO SDIEED DD SED DD DR T

1;1:1 j1:1 1:1:7’TLQ—|—1 ]1:1 11:1 j1:’)’TLQ—|—1

m n
teys Yoy T

11=mo+1 j1=mo+1

—1

=X

Ebbdl a (9.25) és a (9.26) becslések szerint latjuk, hogy

~ -y 0 2t u2 v v w
ZZW] ai; < Kiv0 3 —mg—mg + —mt'—mg + —my—n
e potv P Z
M v v
+evyd—mt—n" =K1y
14 v 187
outv gutv
mtn’ <de~v§
187 187
1

1
Ki\ K\ v
ha m>mo<—1>'u és n>m0<—1> .
€ €
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Tehat (8.7) valéban teljesiil.
Ezzel a 8.4. Lemmat bebizonyitottuk.
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11. f)sszefoglalé

Az értekezésben olyan nemnegativ egyiitthatoju egyvéltozos és kétvaltozos
trigonometrikus sorokkal foglalkozunk, amelyek abszolit konvergensek. Tehat
egyenletesen is konvergensek, igy az Osszegfiiggvénylik minden pontban létezik
és folytonos. Jél ismert, hogy egyenletesen konvergens trigonometrikus sor egy-
ben osszegfiiggvényének Fourier sora is. E sorok egyilitthatdéinak nagysagrend-
jét vizsgaljuk abbdl a szempontbdl, hogy az Osszegfiiggvény az egyvéltozds es-
etben a Lipa, lipa Lipschitz fliggvényosztilyok és a A, A\, Zygmund fiig-
gvényosztalyok egyikébe, illetve kétvaltozés esetben a Lip(a, ), lip(a, ) és a
A (1,1), A (1,1) fiiggvényosztdlyok egyikébe tartozzék. Erre adunk sziikséges
és elegend¢ feltételeket, amely feltételek az egytitthatékbol képzett kifejezések

viselkedésére vonatkoznak.

Az értekezés els6 felében Osszefoglaljuk az irodalombdl ismert idevonatkozé
eredményeket, amelyek az egyvaltozos trigonometrikus sorokra vonatkoznak.

Legyen {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szdmok tetszéleges sorozata, amelyre

(1) Zai<oo

teljesiil. Ekkor a
(2) Zai cosix =: fo(x), Z a; siniz =: f(z)
i=1 1=1

sorok egyenletesen konvergensek és Osszegfiiggvényiik folytonos. Tehét a (2) sorok
osszegfiggvényiik Fourier sorai is.

R.P. Boas és Németh Jozsef hasonlé témaju cikkeire épitve roviden felsoroljuk
és rendszerezziik a sziikséges definiciokat és az eddigi eredményeket a fenti szem-
pontbdl.

Elészor a Lipa (0 < a < 1) és ezzel parhuzamosan a lipa (0 < a < 1)
fiiggvényosztalyokat jellemezziik. Ezen fliggvényosztélyok definicidja kozismert.

R.P. Boas 1967-ben megjelent kozleményében bizonyitotta az alabbi tételeket.
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1. Tétel. Legyen {a; : i = 1,2,...} nemnegativ szamok tetszéleges sorozata,
amelyre (1) fenndll, és jelolje f az f. és fs, (2)-ben definidlt fiiggvények egyikét.
Ekkor f € Lipa valamely 0 < o < 1-re akkor és csak akkor, ha

(3) Zai:O(m_o‘), m=1,2,...,

vagy ami ezzel ekvivalens, ha

(4) Y ia;=0(m'""), m=12,...
i=1

teljestil.

Ervényes a tétel lip a osztalyra vonatkozé valtozata is, ha a tételben ”O”
helyébe ”0”-t irunk.

Az a = 1 hatdareset vizsgalata bonyolultabb, mivel ekkor a koszinusz és szinusz
sorok eltéré modon viselkednek. Az 1. Tétel az o = 1 esetben mar nem érvényes,
és nem igaz a (3) és a (4) feltételek ekvivalencidja sem. Boas bizonyitotta, hogy az
a = 1 esetben az er6sebb (4) feltétel szitkséges és elegendé ahhoz, hogy a szinusz
sor a Lip1 osztalyba tartozzék. A koszinusz sor esetében az o = 1 esetben az
er6sebb (4) feltétel nem sziikséges, a gyengébb (3) feltétel viszont nem elegend6
a Lip 1 osztdlyba vald tartozasra. Ebben az esetben a (3) feltétel és az a plusz

feltétel jellemzi a Lip 1 osztalyt, hogy

Y iagsiniz =0(1),  m=12,....

i=1
Masodszor a A, és A\, Zygmund fiiggvényosztalyokat jellemezziik. Szintén
Boas bizonyitotta, hogy ha a = 1, akkor a gyengébb (3) feltétel csak a Lip1
osztalynal bovebb A, osztalyba vald tartozast biztositja a koszinusz sor esetében.
Azt, hogy az allitas érvényben marad a szinusz sor esetében is, Németh Jézsef
mutatta meg egy még altaldnosabb fiiggvényosztaly esetében. Tovabba érvényes
a tétel A\, osztalyra vonatkozo valtozata is, mikor a feltételben ”O” helyett ”0”-t

frunk.

Az értekezés fobb eredményei kétvaltozds trigonometrikus sorokra vonatkoz-

nak.
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Legyen {a;; : i,j = 1,2,...} nemnegativ szamok tetsz6leges kettds sorozata,

amelyre

(5) ZZaij < 00

i=1 j=1

teljesiil. Ekkor a

Z Z a;j cosix cos jy =: fec(T, ),

i=1 j=1
o oo

(6) Zzaij sinix sin jy =: fss(xay>7
i=1 j=1
(0. @] oo
Z Zaij cosix sin jy =: fes(x,y)
i=1 j=1

kettOs sorok egyenletesen konvergensek, igy 6sszegfliiggvényeik 1éteznek és folytonosak.|j

Az egyvaltozos esetnek megfeleléen jellemezziik azon kettds sorokat, ame-
lyeknek az osszegfiiggvénye valamely kétvaltozés multiplikativ Lipschitz illetve
Zygmund osztalyba tartozik. Az elsé részben bemutatott tételek jelentés részét
kiterjesztettiik kettds sorokra.

« s ey

Moéricz Ferenctol szarmaznak:

2. Definicié. A kétvdltozds (multiplikativ) Lip(a, B) (a, 8 > 0) osztdly mindazon
folytonos, mindkét véltozéjiban 27 szerint periodikus ¢(x,y) fiiggvényekbél all,

amelyekhez létezik olyan C' = C(p) dllandd, hogy barmely x,y, h, k esetén
¢z +hy + k) = ¢z + hy) = ¢(z,y + k) + é(z,y)| < Clh|*|K|".

Ennek megfelel6en definidlhaté a lip(a, 3) (a, 8 > 0) osztdly is.

Az értekezés masodik felében ismertetett tételeket a megfelel6 egyvaltozds
eredmények motivaltdk. Az alabbi 3. Tétel az 1. Tétel kétvaltozora vald kiter-
jesztése. Mivel az 1. Tétel mind a koszinusz, mind a szinusz sor esetén érvényes,
azt vartuk, hogy a kétvaltozos kiterjesztés nemcsak a kettds koszinusz és kettos sz-
inusz, hanem a vegyes koszinusz-szinusz sor esetén egyarant érvényes. Ez valoban

igy van.
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3. Tétel. Legyen {a;; : i,5 = 1,2,...} nemnegativ szamok tetszdleges kettds
sorozata, amelyre az (5) feltétel teljestl, és jeldlje f a (6)-ban definidlt fec, fss €s
fes Osszegfiigguények egyikét. Ekkor f € Lip(a, 8) valamely 0 < a, 3 < 1 esetén

akkor és csak akkor, ha

(7) iiam’:O(m_o‘n_ﬁ), m,n=12,...,

=m j=n

vagy ami ezzel ekvivalens, ha

(8) ZZijaij:O(ml_o‘nl_B), m,n=1,2,....
i=1 j=1

Ervényes a tétel lip(ay, 3) osztélyra vonatkozé valtozata is, ha (7)-ben és (8)-
ban ”O” helyett ”0”-t irunk.

A max(a, #) = 1 hatédresetekben a koszinusz és szinusz sorok kiilonbozékép-
pen viselkednek. Ekkor a 3. Tétel mar nem igaz, és a (7) és a (8) feltételek
ekvivalencidja sem érvényes. Kideriilt, hogy az egyvaltozos esethez hasonlbéan az
a = 3 = 1 esetben erdsebb (8) feltétel lesz alkalmas a Lip(1, 1) osztaly jellemzésére
a kettds szinusz sor esetében. Azt is bizonyitottuk, hogy a kettds szinusz sor es-
etében ugyanezzel a (8) feltétellel jellemezhetjiik a Lip(a, 1) osztalyokat is minden
0 < a <1 esetén.

A teljesség igénye nélkiil soroljuk fel a kovetkez6 problémakat, amelyek a
tovabbi kutatés targyat képezhetik. Tobbek kozott, nem megoldott a kettds kosz-
inusz sor Lip(«, 3) osztdlyba valé tartozasédnak jellemzése, ha max(«, f) = 1, azaz
a Lip(1,1) ill. a Lip(a, 1) (0 < o < 1) osztalyok esete.

Attérve a kétvaltozos multiplikativ Zygmund osztéalyok jellemzésére, megad-
szintén Moéricz Ferenc nevéhez flizodnek.

Az egyvaltozos Zygmund osztaly esetében a koszinusz és a szinusz sor egyfor-
man viselkedik, ezért azt vartuk, hogy a kétvaltozos kiterjesztésben is ugyanaz az
egyutthato-feltétel jellemezze a kettos koszinusz, kettds szinusz és a koszinusz-
szinusz sort is. Kz valéban igy van, az egyvaltozds tételnek megfelel6en, a

Lip(a, 8) (0 < a, B < 1) osztélyt jellemz6 két ekvivalens feltétel koziil az o = 3 =1
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kiterjesztett esetben a (7) gyengébb feltétel jellemzi a A.(1,1) osztdlyt. A tétel
A« (1, 1) osztalyra érvényes megfelelGje is igaz.

A dolgozat végén mind az egyvaltozds, mind a kétvaltozos tételek bizonyita-
saiban alapvet6 jelentOségli, szamsorokra vonatkozd lemmak szerepelnek. A lem-
mak egyvaltozos esetei Boastél és Méricz Ferenctdl szarmaznak. Megjegyezziik,
hogy Boas az egyvaltozos tételeinek bizonyitdsdban még egy tovabbi lemmat is
felhasznalt. Mi a bizonyitasokat egyszertsitettiik, és az altalunk ko6zolt bizonyita-

sokban mar az elsé lemma haszndlata is elegend6 volt.
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12. Summary

In our dissertation we deal with single and double trigonometric series with
nonnegative coefficients which are absolutely convergent. Since absolute conver-
gence implies uniform convergence, the sums of these trigonometric series exist at
each point and they are continuous functions. It is well known that if a trigono-
metric series is uniformly convergent, then it is the Fourier series of its sum. We
investigate the order of magnitude of the coefficients in order that the sum of the
trigonometric series in question belong to one of the Lipschitz classes Lip «, lip «
and Zygmund classes A,, A, in the case of single series; and to one of the classes
Lip(e, 8), lip(ey, 8), Ax(1,1), A(1,1) in the case of double series. We give neces-

sary and sufficient conditions in terms of the coefficients.

In the first part of our dissertation we briefly summarize the basic results on

the single trigonometric series, which are known in the literature.

Given a sequence {a; : i = 1,2,...} of nonnegative numbers such that

1) 3 0 < o0,
=1

then the sum of the cosine series and the sum of the sine series
oo [ee)

(2) Z a; cosiz =: f.(x), Z a;siniz =: fq(x)
i=1 i=1

are continuous functions, due to uniform convergence. Thus, the series in (2) are
the Fourier series of their sums f.(x) and fs(z), respectively.

We will present the theorems by R.P. Boas and J. Németh.

First we consider the Lipschitz classes Lip a and lip a. The definitions of these

function classes are well known. R.P. Boas proved in 1967 the theorems below.

Theorem 1. Let {a; : i = 1,2,...} be a sequence of nonnegative numbers such
that condition (1.1) is satisfied and denote by f either f. or fs, defined in (2).
Then f € Lipa for some 0 < o < 1 if and only if

(3) Y ai=0m ™), m=12,...
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or equivalently

m

(4) Y iai=0(m'""), m=12....

=1

Theorem 1 remains valid if we replace Lip a by lipa and ”O” by ”0”.

If & =1, then the situation is more complicated, since in this case the cosine
and sine series behave differently. In particular, in case @« = 1 Theorem 1 and
the equivalence of conditions (3) and (4) are no longer true. Boas proved that in
case a = 1 the stronger condition (4) is necessary and sufficient for a sine series to
belong to the class Lip 1. For a cosine series in case a = 1 the stronger condition
is not necessary, while the weaker condition (3) is not sufficient to belong to the

class Lip 1. However, condition (3) in case a = 1 together with the condition
m
Ziaisinix:O(l), m=1,2,...
i=1

are necessary and sufficient for f.(x) to belong to Lip 1.

Second, we characterize the Zygmund classes A, and \,. Boas proved that for
cosine series the weaker condition (3) in the case o = 1 is necessary and sufficient to
belong to the class A, which is narrower than all the classes Lipa with 0 < a < 1
and broader than the class Lip 1. In the case of sine series J. Németh proved the
same condition (3) to be necessary and sufficient to belong to the class A,.

Furthermore, the theorem remains valid if we replace A, by A, and "O” by

” A0

(0]

The main results of our dissertation relate to double (two-dimensional)
trigonometric series.
Let {a;; : 4,j = 1,2,...} be a double sequence of nonnegative numbers such

that

(5) Y aij < oo,

i=1 j=1
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then the double cosine series, the double sine series and the double cosine-sine
series

oo o0

Z Z a;j cosix cos jy =: fee(,y),

i=1 j=1

0o 00
(6) Zzaij sin iz sin jy =: fss(xay)a
i=1 j=1

oo o0

Z Z a;; cosixsin jy =: fos(z,y)

i=1 j=1
converge uniformly, and in particular, their sums f.., fss and f.s are continuous
functions.

As in the case of single trigonometric series, we characterize those double
trigonometric series whose sum belong to some double (multiplicative) Lipschitz
or Zygmund class. We extend a few theorems of the previous part from single to
double trigonometric series.

We begin with the definitions of the two-dimensional multiplicative Lipschitz
classes Lip(a, §) and lip(«, ), where a, 8 > 0. The definitions are due to F. Méricz.

A continuous function ¢(x,y), 2w-periodic in each variable, is said to belong
to the two-dimensional Lipschitz class Lip(«, 3) for some «, 3 > 0 if there exists a

constant C' = C(y) such that for all z,y, h and k, we have
@@+ hyy + k) = d(a + h,y) — dw,y + k) + o(z,y)| < Clh|*|k|.

The definition of the little Lipschitz class lip(«, 3) for some «, 3 > 0 is similar.
The following theorems are motivated by the corresponding one-variable the-
orems. The first result below is the extension of Theorem 1 from single to double
series. Since Theorem 1 is valid for both cosine and sine series, we expected that
its extension would be valid not only for double cosine and sine series, but for the
mixed cosine-sine series as well. Indeed, this is the case as the following theorem

shows.

Theorem 2. Let {a;; : i, =1,2,...} be a double sequence of nonnegative num-

bers such that condition (5) is satisfied, and f be either fec, fss or fes, where
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feey fss and fes are defined in (6). Then f € Lip(a, B) for some 0 < o, < 1 if
and only if

(7) i iaij = O(m *n=P), m,n=12,...,

=m j=n
or equivalently
(8) ZZijaij = O(m!~n!=P), m,n=1,2,....
i=1 j=1

Theorem 2 remains valid if we replace Lip(a, 3) by lip(«, 5) and ”O” by ”0”.

In the case when max(a, 3) = 1 the cosine and sine series behave differently.
Furthermore, Theorem 2 and the equivalence of conditions (7) and (8) are no longer
true. It turns out that similarly to the one-dimensional case, when @ = § = 1 the
stronger condition (8) is the necessary and sufficient one for the sum fss(z,y) to
belong to Lip(1,1). We proved that the class Lip(a, 1) for 0 < a < 1 can also be
characterized by condition (8).

Without claiming completeness, we raise the following problems which may
be the targets of further research. Among others, it is an open problem of how
to characterize those double cosine series whose sum belong to one of the classes
Lip(«, #) when max(«, 3) = 1, that is, to Lip(1, 1) or Lip(c, 1) for some 0 < v < 1.

Next, we characterize the two-dimensional multiplicative Zygmund classes
A.(1,1) and A.(1,1), whose definitions are due to F. Méricz.

In the case of the one-dimensional Zygmund classes, the cosine and sine series
behave in the same way. Therefore we expected that this will be the situation in
the case of the double cosine, double sine and mixed cosine-sine series, too. In
fact, this is the case. Similarly to the one-dimensional theorems, from the two
equivalent conditions which characterize the class Lip(«, ) for some 0 < o, 5 < 1,
the weaker condition (7) in the case a = 3 = 1 characterizes the class A.(1,1).
Furthermore, the counterpart of this theorem is valid for the class A\.(1,1) when
70" is replaced by ”0”.

At the end of the dissertation we collected the auxiliary results which play

key roles in the proofs of one- and two-variable theorems. The lemmas in the
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one-variable case are due to Boas and F. Méricz. We note that in the proofs of
the one-dimensional theorems Boas used one more lemma, that is, altogether two
lemmas. We have managed to simplify the proofs of these theorems so that the

first lemma was enough to carry out the proofs.
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