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0. Bevezetés

Mivel az értekezés harom {6 fejezete egyardnt a Cesaro szummalhatésdggal foglalkozik, cél-
szeriinek tiint néhdny fontosabb definiciét, eredményt és problémét egy bevezetd fejezetben
osszefoglalni. A rovidség kedvéért, a dolgozatban sokszor fogunk ismert definicidkra, téte-
lekre indoklds nélkiil hivatkozni, ezek legtobbje megtaldlhaté Hardy [Hal] és Zygmund [Zy]
monografidiban.

Noha egy doktori értekezés nem tankonyv, engedtessék meg, hogy vizsgaléddsainkat egy
elemi feladattal inditsuk.

0.1. Egy elemi megkozelités

Tekintsik a

oo
(0.1) Z A
k=0
sort, és
(0.2) 8y 1= Z ak
k=0

részletosszegét. A bevezetd analizisbdl ismeretes, hogy valahdnyszor s,, — [, mindannyiszor
0, — [, ahol
S0 F 81 F vt 8y
n+1
az ugynevezett (C,1)-kozép (vagy szdmtani kozép). Ez a tény motivdlja az aldbbi definicidt:

(0.3) Oy b=

0.1. DEFINICIO. Az s, sorozat hatdrértéke (C,1)-értelemben az [ szdm, ha o, — L.
.Hasonléan, a (0.1) sor (C,1)-értelemben szummalhaté az [ szdmhoz, ha o, — [, ahol 7, a
részletosszeg-sorozatbdl képzett (C,1)-kozép.*

A fentiek szerint, a »(C, 1)-értelemben vett hatdrérték” a kozonséges hatarérték-fogalom

egy kiterjesztése. Azt, hogy valédi kiterjesztés, Leibniz hires soran mutatjuk be.
A 72 5(—1)* sor kozénséges értelemben nem konvergens, hiszen
1, ha n péros
- {O, ha n pératlan.

Azonban konnyi kiszdmolni, hogy
_[n/2]+1
 on+1

n b

azaz, a sor Osszege (C,1) értelemben 1/2.

* Természetesen a szummalhaté (,,summable”) helyett haszndlhatnink az , Osszegezheté” kifejezést is,
azonban - talan - a ,,szummalhaté” jobban elterjedt. Ezzel ellentétben, a ,,limitable” helyett nem elfogadott
a ,,limitalhatd”, ezért ez utébbit mindig koril fogjuk irni a fenti definicidéhoz hasonléan.



Konnyen meggy6ézédhetiink a kovetkezd osszefiiggés érvényességérol is:

1 n
4 n - = k .
(0.4) s On — k}::O ax

Ennek alapjian azonnal adédik a kovetkezd két eredmény:
0.2. ALLITAS. Ha a (0.1) sor konvergens, akkor kay — 0 (C,1) értelemben.

Az 4llitas bizonyitasa egyszerii: Ha (0.4) baloldala 0-hoz tart, nyilvdn a jobboldala is. ez
pedig definici6 szerint éppen a kay sorozat (C, 1) értelemben vett 0-hoz tartdsit jelenti. O

Emlékeztetiink arra, hogy ha a (0.1) sor konvergens, ax — 0 fenndll, de ez a konvergencia
tetsz6legesen lassu lehet, azaz, Axar — 0 dltaldban nem igaz semmilyen Ay — oo sorozatra.

Természetesen a (C, 1) szummalhatdsagbdl a sor konvergencidja dltaldban nem kovetke-
zik. Tauber-tipusinak nevezzilk azokat a tételeket, amelyek a szummadlhatésagbdl és vala-
mely pétfeltétel teljestlésébdl kovetkeztetnek a konvergencidra. Az elsé ilyen jellegli ered-
mény:

0.3. ALLiTAS (A. Tauber, 1897). Ha a (0.1) sor (C,1) értelemben szummdlhatd. és
kay — 0, akkor a sor kozonséges értelemben 1s konvergens.

Ezuttal a feltételbol elészor (0.4) jobboldaldnak 0-hoz tartasdra kovetkeztetiink. Ekkor,
a baloldal miatt, s, és o, egyszerre, ugyanoda konvergal. O

0.2. Linearis sorozat—sorozat transzformacidk

Legyen R*° az Osszes sorozatok (linedris) tere, és V' ennek egy (linedris) altere. Jeloljiik
tovabba c-vel a kozonséges értelemben konvergens sorozatok alterét.

0.4. DEFINICIO. Szummdcids eljdrdsnak nevezziik az olyan linedris V — R funkciondlo-
kat, amelyek c-n egybeesnek a szokdsos hatarérték-képzéssel.

Sorozatokrol 1évén sz, helyesebb lett volna a , hatdrérték-képzési eljaras” kifejezés. Gon-
dolhatunk azonban arra, hogy egy 3 ax sor s, részletosszegeit vizsgaljuk. A tovébbiakban,
ha ez nem zavard, dltaldban nem hangstilyozzuk a ,sor vagy sorozat” kettésséget.

Az ilyen linedris funkciondlok eldéllitdsdra egy nagyon dltaldnos mdédszer az uin. matrix-
transzformaécio.

- Legyen A = (ank), n,k =0,1,..., egy kétszeresen végtelen métrix, és legyen
(0.5) by = Z GnkSk
k=0

az s, sorozat transzformaltja.

0.5. DEFINICIO. A 3 a, sort A-médszerrel szummélhaténak nevezziik az s szimhoz. ha
a sor sy részletdsszegeinek (0.5) szerinti transzformadltjara t, — s.

0.6. TETEL (Toeplitz—Schur). Az A mdtriz dltal létesitett transzformdcid szerinti ésszeg
akkor €s csak akkor esik egybe c-n a kézdnséges hatdrértékkel (azaz a transzformdcid kon-
vergenciatartd), ha

(1) Z lank] < K n-ben egyenletesen,
k=0



(ii) Z ank — 1 (n — 00),
k=0

(iii) anr — 0 (n — oo, bdarmely k esetén).

Sokféle szummacios eljaras létezik. A témakor klasszikus monografidja [Hal]. A kovetkezd
szakaszban bemutatjuk a szdmunkra legfontosabb Cesaro-mdédszert. A Cesaro-mddszerrel
kapcsolatos tételeket egyben az dltaldnos elmélet illusztraciéinak is szanjuk.

0.3. A Cesaro-moddszer

Definiadljuk a Cesaro-szamokat a kovetkez6képpen:
1+a)2+a) - (n+a)

(0.6) A2 = ( — . Af =1, a>-1.
Konnyen meggy6zédhetiink a Cesaro-szamok aldbbi két tulajdonsagardl: Ha «, 6, a+6§ > —1,
(0.7) AgH =" AN A7 (n=0,1,...),
k=0
(0.8) AZ/n® = 1/T(a+1)  (n— o0).

Tekintsiik a kovetkez6 matrix-transzformaciot:

a—1/ 4« 2
(0.9) A% = (ank)ik=0s  ahol  an = {‘4”*/‘4”’ ha k < m,

0, kilénben.
Az A métrix alulrél trianguldris, (0.7) és (0.8) miatt o > 0 esetén a Toeplitz—Schur
tétel feltételei teljesiilnek, igy jogos az aldbbi definicid.

0.7. DEFINICIO. A Y ay sort (C,a)-szummalhaténak nevezziik az s szdmhoz, ha az s
részletosszegeibdl képezett

1 & a— 1 & «a
(010) 0': = e Z An_tSk = F Z An_kak
m k=0 N k=0

a-adrendi Cesaro-kozepekre o, — s.

0.8. MEGJEGYZES. Az itt definidlt (C,a) médszer az o = 0 esetben a kozonséges
konvergenciaval, az a = 1 esetben pedig a 0.1. fejezetben vizsgdlt dtlagoldssal esik egvbe.

Az aldbbiakban felsorolunk néhdny jellegzetes tételt a Cesaro-mdédszerrel kapcsolatban.

0.9. TETEL (permanenciatétel). Ha egy sor (C,a)-szummdlhaté s-hez, akkor bdrmely
B > a esetén (C,B)-szummdlhatd is s-hez.

Bizonyitas. A (0.7) Osszefiiggés felhaszndldsaval konnyen kiszdmolhatjuk, hogy a § :=

8 — « jeloléssel
[s3 1 - o a __ o
(0.11) ont’ = o D ATk ARl
n k=0
azaz,
AP(s) = AP=2(A%(s)),

amib6l a 0.1. tétel figyelembevételével allitdsunk kovetkezik. O

0.10. MEGJEGYZES. A tovdbbiakban az ilyen szituaciét réviden (C,a) = (C, 3)-val
fogjuk jeldlni.



0.11. TETEL (limitdciés tétel). Ha 0 < o < B és egy sor (C,B) szummdlhatd, akkor
[g2] € Knf~e, *

0.12. TETEL (Hardy-Landau-féle Tauber tipust tétel). Ha a 3 ar sor (C,a > 0) szum-
mdlhato, €és |kax| < K (vagy csupdn kar > —K), akkor a sor kézénséges értelemben us
konvergens.

Ennek a tételnek egy lehetséges bizonyitasardl a 3. fejezetben lesz szé.

Végezetil: Bér jelen dolgozatnak nem célja, hogy a szummadcids eljardsok alkalmazasi
lehetéségeit részletesen taglalja, annyit mindenképpen meg kell emliteniink, hogy a Fourier-
sorok (vagy altalaban az ortogondlis sorok) dltaldban , egyszeriibben”, , természetesebben”
viselkednek a kulonféle dtlagolé eljardsokkal vizsgdlva, mint a kozonséges konvergencia ese-
tén. Itt elegendé példdul arra utalnunk, hogy egy f € L fiiggvényt a Fourier-sora akar
normdban, akdr majdnem mindeniitt pontonként (C,1) értelemben eléallit, ugyanakkor a
Fourier-sor majdnem mindeniitt divergens is lehet.

0.4. Kettos sorozatok és sorok

Hogyan értelmezhetjiik egy (Smn)m n—o kettés sorozat konvergencidjat? A valasz kézenfek-
vOnek tiinik:

0.13. DEFINICIO (Pringsheim). s,,, — s, ha barmely ¢ > 0 esetén van olyan v, hogy
barmely n,m > v esetén |s,, — 5| < =.

Azonban ezt a definiciét haszndlva, a legtobb régi tételiink nem marad érvényben, hiszen
példaul ha sg, = n, és s,,, = 0 kiulonben, akkor egyrészt s,,, konvergédl (a 0-hoz). médsrészt
nem korldtos. A fenti definicié mellé persze megkovetelhetjiik az |s,m,| < K korldtossdgot
is, de ez mdér egy djabb, kevésbé természetes definicid.

Még tobb a lehetdség kettds sorok esetén. A

[ee]
Z Akl
k,l=0

sort elképzelhetjiik gy, mintha egy ,két irdnyban végtelem métrix” Osszes elemeit Ossze
kellene adni — de hogyan?

Osszeadhatjuk a szamokat el6bb atlésan,mint a Cauchy-szorzatsor, majd ezeket a részlet-
osszegeket egy kozonséges sorként, vagy képezhetiink , negyedkor-részletosszegeket”; Ossze-
adhatjuk a szdmokat el6bb soronként, majd oszloponként, vagy forditva, igy tulajdonképpen
,w - w rendtipusu” sorrd rendezve at a kettds sort. Taldn érdemes formalizalni is:

i( Zakz), 1i1rln( 3 akz); i(iakl), i(iau)-
n hl=n k2 4+12<n2 k=0 1=0 1=0 k=0

Azt is megtehetjilk, hogy képezve az

(0.12) Smn 1= Z Zakl
k=01=0

téglalap-részletosszegeket, feladatunkat visszavezetjik a kettGs sorozatok problémadjara.

* Itt és a tovabbiakban, K valamely pozitiv konstanst jelol, nem feltétleniil mindeniitt ugyanazt. K tehat
nem figg az adott formula valtozéitdl (mint itt n), de esetleg fiigghet a paraméterektdl (mint itt o és 3).
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Példakkal bizonyithatd, hogy a fenti definicidok egymadstol kiilonboznek, sét, dltaliban nem
is 0sszehasonlithatok. (Bar pozitiv tagu sorokndl minden ,rendtipus szerinti” atrendezés.
igy a fenti definicidk mindegyike egyenértékii.)

Sok szempontbdl kényelmes az alabbi definicid:

0.14. DEFINICIO. A 5 ay; kettds sort requldrisan konvergensnek nevezziik az s szdimhoz,
ha a (0.12) szerinti téglalap-részletosszegei Pringsheim értelemben s-hez konvergélnak. és a
kettés sor valamennyi sora és oszlopa szintén konvergdl, mint egyszeres sor.

Ehhez a definiciéhoz természetes médon megfogalmazhaté a Cauchy-kritérium is:

0.15. TETEL (Méricz F., [Mol]). A ¥ ax; kettés sor reguldirisan konvergens akkor és
csak akkor, ha bdarmely ¢ > 0-hoz megadhato olyan v, hogy valahdnyszor max{m.n} > v,

barmely p,q > 0 esetén
m+p l+q

' Z Zakl‘ <El

k=mi=n



1. Altaldnositott abszolut Cesaro szummalhatdésag

1.1. A definiciékrol

A 3" ay egyszeres sor esetében az abszolut konvergenciit a
oo

(1.1) Z]sn — Sp—-1| < 00
n=1

feltétellel definialtuk.
Ennek mintdjira, megalkothatjuk az abszolit Cesaro szummadlhatésag fogalmat. A for-

muldkat egyszeriisiti, ha bevezetjik a
T =n(og — Z A% lkay
A% i
jelolést.
1.1. DEFINICIO. A Y ay egyszeres sort o rendben abszolit Cesaro szummélhaténak,
roviden |C, | szummadlhaténak nevezzik, ha o > —1 és

o0 o0
3 log = ool = Y a2l < oo
n=1 n=1

A sort |C, |y szummédlhaténak nevezziik, ha o > —1, A > 1, és

o o o]
Z n’\_lla,‘f - af{_1|’\ == Z n~ 72} < 0.
n=1

A sort |C, o, u|y szummadlhaténak nevezzik, ha a > -1, A > 1, u > 0, és

)
(12) Zn)\u+)\—l|6: ol_ 1|/\ Zn/\u IITQIA<OO

n=1

A definici6 méasodik és harmadik része Flett-t6l szdrmazik [F11, F12]. A definiciék egy-
madsutdnja szebben latszik a 7-s alakokndl. Valéjdban 7¢ nem pusztdn tigyes jelolés, hanem
a kay sorozat (C,a)-kozepe is.

Ha kett6s sorokra is ki akarjuk terjeszteni az abszolut konvergencia fogalmat, természe-
tesen kindlkozik a

oo oo
(13) ZZISmn Sm— 1n — Smn l+sm 1,n— 1|<OO

feltétel. Az 0.4. szakaszban mar lattuk, hogy kettds sorok esetében a sorokra és oszlopokra
is ki kell réni valamilyen feltételt. Koveteljiik meg tehdt, hogy

0

(14) Z |3m0 = Sm—l,Ol < o0,

m=1



és
oo
(1.5) Z lSon = 50,n—1| < 0.
n=1
Ez a harom feltétel mar elegendd is, hiszen (1.3)-bdl specidlisan n = 1 vélasztdssal
Z |$m1 = Sm—1,1 = $mo0 + 8m—1,0] < 00,
amit (1.4)-gyel 0sszeadva és felhaszndlva a hdromszog-egyenlétlenséget,

Z Isml - Sm—l,ll < o0,

ma=]1
és igy tovabb, minden sorra és oszlopra.
Az abszolit szummalhatésidg hasonlé formuldkkal definidlhatd, az s,,, részletosszegek
helyett a

s —L—%ZZ Al ik, MA==1,01..4,;

Cesaro-kozepek segitségével.

Kettds sorok abszolit Cesaro szummalhatésdgdval sokan foglalkoztak, tobbek kozott
I. E. Zak és M. F. Timan [ZT], Méricz Ferenc [Mo2], Szalay Istvdn [Szl]. Mi most régton
a legdltalanosabb definiciét adjuk meg.

*1.2. DEFINICIO* (Németh Z., [Nel]). Legyen o, 8 > —1, u,v > 0, A > 1. A 3 a;; kettds
sort |C, (e, B), (u,v)|x szummélhaténak nevezziik, ha

(o o]
(1.6) R
i=1
oo
@ 5 g <o
k=1
és
oo
(18) Z Z)\‘u. lk/\v llle I)\ < o0,
tk=1
ahol
' af _oaB _oeB y_ 1 SN ga-ly
zmn_m(gmn Om ln) o ,BZZ m—i‘in_ktQik;
mAn 1=0 k=0
m
o8 = n(g®B — g8 M. Zzn:A"‘ APl ka
mn — mn mn—-1/ — O‘Aﬁ m—1‘tn—k ik
Am n 1=0k=0
es
B B B
728 =mn(02f — ot T i+ Bmetign=i)
— L iiAa IAB tka;k m,n=20,1,2
Az AL 4 S

* A tovabbiakban soreleji *-gal jeloljiik az értekezés ij fogalmait és eredményeit.
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1.2. Permanenciatételek

Természetesen vetddik fol a kérdés, hogy a paraméterek valtoztatdsakor milyen kapcsolat
van a |C, (o, B), (u,v)|r eljardsok kozott. Ezeket a kapcsolatokat irjak le az aldbbi téte-
lek, melyek Flett [F12], Kogbetlianz [Ko], Szalay [Szl], Zak és Timan [ZT] eredményeinek
altaldnositésai.

*1.3. TETEL (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > 1, u,v > 0, a > Au— 1. és

B > Av — 1. Ekkor 7,6 > 0 esetén |C,(a, B), (u,v)[x = |C,(a + 7,8 + 6),(u.v)|r. és
érvényesek az aldbbi egyenlitienségek (beleértve a jobb oldalon dllé sorok konvergencidjdt is):

Z m)\u 1|~a+'y ,B+6[A < K Z m/\u llz I/\

m=1 m=1

)
Z Av— 1|t0+7 ﬂ+5|/\ < AanAv llt 51/\

0
n=1

n=1

oo oo oC o0
Z zm/\u—ln/\v—ll,’_:l:%ﬂ+6l/\ <K Z Zm,\u—1n,\v—1|7_:lgl,\_
m=1n=1

m=1n=1

*1.4. TETEL (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek u,v >0, a > du—1, és 3 > Av — 1.
Ekkor
(i) u>A>16s6=1/\—1/u, vagy
(i) u>A=1¢€s6>1/A=1/p esetén |C,(a, B), (u,v)|x = |C.(a+7,B+6),(u,v)|,. és
érvényesek az alabbr egyenlitlenségek:

oo oo
(1.9) ( Z muu—llzrc;-gé,ﬁwlu)l/“ < K( Z m/\u—llzzl% ,\)1/’\’
m=1 m=1
o 1/ = 1/A
(1.10) (> n“”—lytg:“’“|ﬂ) <K( > o tegd)
n=1 f=]

co oo 1/p o o 1/A
(1.11) ( Z Z muu—lnuv—ll,r:l-:l-ﬁ,ﬂ+6|y) < K( Z Z m/\u—ln/\v-—llT:lﬁI/\> _
3 = m=1n=1

m=1n=1

© *1.5. TETEL (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > 1, u,v >0, a > du—1, 8> v —1,
E<u, nsy,v2€-u, 02—y, ésat+y,f+8 > ~1. Bkkor |C,(a, 8),(n.v)lx =
|C, (e +7v,8+6),(&m)|r, €s érvényesek az aldbbi egyenlétienségek:

oo o0
Z m,\e—1|zz£'y.ﬂ+5lx < K Z mxu-1|z;%|,\

m=1 m=1

n=1

0 oo oo oo
Z Zm/\f—ln)\n~1|7_gl:7ﬂ+5|)\ <K Z Z m/\u-—ln/\u—llTTc:li!/\‘

m=1n=1 m=1n=]l

€s
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A késobbi alkalmazdsok érdekében érdemes specializdlni az 1.5. tételt:

*1.6. KOVETKEZMENY (Németh Z., 1992 [Nel]).

(i) Legyenek A >1,0< ¢ <a,0<n' <. Ekkor, ha a ¥ a; kettds sor |C, (a, 3),(0,0)|x
szummalhato, €rvényesek az alabbi egyenldtienségek:

Zm—l /\E|~Q€Bﬂ|/\<sz—1|z IA
m=1 m=1

o0
Zn-l An’ |t°‘ &.B-n' !,\ < KZ —1|t0ﬂ|A
n=1 n=1

o0 o0 ’ ’ ! ! —
> 3 moi MM €T < K 3 S  mein g
m=1n=1 et e

(i) A >1, a,B > 0 esetén, ha a sor |C, (e, 3),(0,0)|r szummdlhatd, érvényesek az aldbbi
egyenlitlenségek:

}\ 1- Aa'a ')\ <K Z m—l|~

[ [\’]8 £M8

m=1
~1=38 g4, | <KZ i P,
n=]1
co oo
ZZ /\lz\az\lz\ﬁlanl/\<]—(zzm l/\
m=1n=1 m=1ln=1

*1.7. TETEL (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A\ > p > 1, u,v > 0, a > pu — 1,

B>pv—1,6<u,nLv,y>E—u, § >n—v. Ekkor |C,(a, B), (u,v)|y = |C,(a+’y,3%
8),(&,m)|., és érvényesek az aldbbi egyenlitlenségek:

(Zmﬂf 1|~a+7ﬁ+6lu) /“<K(imku 1l~ )1/’\’
=1

m=1
b 1 2 1/A
(Z n#n~l,t6&:7.ﬂ+6,y) /u £ K( Z n/\v—lltgflx\) /
n=1 n=1
oo oo 1/p oo oo 1/A
( Z Z m#E—ln#n—lngtmﬁ+6|p) < K( Z Z mAu—ln/\v—llTrorzl[TillA>
m=1n=]1 m=1n=1

Vizsgaljuk még meg az abszolit és a kozonséges szummadlhatésdg kapcsolatat. Még az
egyszeres sorok esetében is, az 1.1. definicié szerinti |C, a|y szummadlhatdsdgbdl A > 1 esetén
nem kovetkezik a (C, a) szummaélhatésdg (mig A = 1 esetén igen) (ldsd [Sz2]).

Ervényes azonban az aldbbi

*1.8. TETEL (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > 1, u,v >0, a>u—1, > v -1,
Yy>a—-u—-1/A>0,€é56>F—-v—1/A>0. Ekkor |C,(a, B), (u,v)|]x» => (C, (v,9)), azaz,
a o8 -kézepek korldtosak és Pringsheim értelemben konvergensek.

Példakkal megmutathatd, hogy fenti tételeink a ,lehet6 legjobbak”.

*1.9. PELDA (Németh Z., 1992 [Nel]). Ha g > A > 1 és min(v,68) < 1/A — 1/pu, akkor
barmely &, 7 > 0 esetén taldlhaté olyan sor, amely |C, (e, B), (u, v)|x szummadlhatd, de nem
|C, (e + 7,8+ 6),(&,7m)|, szummalhatd.
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*1.10. PELDA (Németh Z., 1992 [Nel]). Ha g4 > A = 1 és min(v,6) < 1 — 1/u, akkor
barmely £,n > 0 esetén taldlhaté olyan sor, amely |C, (a, 3), (u,v)|; szummalhatd. de nem
C, (o + 7, B+ ), (,m) szummélhats.

*1.11. PELDA (Németh Z., 1992 [Nel]). Ha A\, u > 1, u,v >0, a>u—1, 8> v — 1. és
¢ > u vagy n > v, akkor barmely a;, 31 (a3 > £ -1, 8 > n—1) esetén taldlhato olyan sor,
amely |C, (a, B), (u,v)|x szummélhaté, de nem |C, (o, 1), (§,7)|, szummalhatd.

*1.12. PELDA (Németh Z., 1992 [Nel]). Legyenek A > p > 1 és u,v > 0. Ekkor barmely
a, a1, B, 01 (a,00 >u—1, 3,81 > v—1) esetén taldlhaté olyan sor, amely |C, (a, 3), (u, v)|x
szummalhaté, de nem |C, (a1, £1), (u,v)|, szummadlhato.

A |C,(a,B), (u,v)|x szummadlhatésdgra vonatkozé eredményeink segitségével 1j ered-
ményeket nyerhetiink a kevésbé 4ltaldnos |C,(a,3)|n moddszerre is. Ilyen a kovetkezd
,approximacids” tétel, mely az 1.2 és 1.3 tételek analogonja.

*1.13. TETEL (Németh Z., 1991, [Ne2]). Legyen a, 3 > —1, s egy tetszbleges szdm (akdr
a sor Gsszege) €s
(i) pw>A>1és min(v,6) > 1/A—1/u, vagy
(ii) p> A =1 és min(v,6) > 1/A = 1/u, vagy
(ili) p = A > 1 €s min(vy,6) > 0. Ekkor érvényesek az aldbbi egyenlstienségek:

o o]

< Z m B+ 5!“) M o K( > m™onh - 3|A)1//\’

(Z a it _ lH)l/y & K( i n1oo _ SIA)l/M
n=1
( i S m-tn-tjgatate ) <
m=1n=1
k(% i “tntogd - )"

Ennek azonnali kovetkezménye a kovetkez6 elegendd feltétel:

*1.14. TETEL (Németh Z., 1991, [Ne2|). Legyenek o, 3 > —1, és A > 1. Ekkor. ha a

oC
S mYo2h - s,

A

> n Yoy — 8,
=1
=) noo
Z Zm—l —llo_ 8[/\

sorok konvergensek, a ) a; sor |C,(a+ 1,8+ 1)|x szummdlhatd.

1.3. Bizonyitasok

Az 1.2. szakasz tételeit és példdit részletesen tdrgyaljik a [Nel, Ne2] cikkek. Mivel a bizo-
nyitdsok hasonlé technikdkat, otleteket alkalmaznak, itt csak az egyik legjellegzetesebbet,
az 1.4. tétel (i) esetét targyaljuk részletesen.
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A bizonyitdshoz sziikségiink lesz néhdny lemmara.

1.15. LEMMA. E’r’vényes az aldbbi, in. Kogbetlianz-azonossdg:

m n
at+y,8+6 _ §—1 g 4B _ap
Tmn 4cx+7 _1ﬁ+6 ZZ A kA 4 Tik -
1=0 k=

Hasonlo osszefiggés érvényes a Zmn €S tmn kozepekre is.

1.16. LEMMA (Hardy, Littlewood, Pélya, 1926 [HLP]). Legyen (d;)32, egy nemnegativ
tagu sorozat. Ha p > A >1 €és 6 =1/X —1/p, létezik olyan K = K (A, u) dllandd. hogy

(Z (mzl —i)e- ld) )U#SK(éd;\)l/)\

1=0
M =0,1,2,... értékre.
Ennek a kettos valtozata az aldbbi
1.17. LEMMA (Szalay, 1991 [Sz3]). Legyen (dix)i%—o €9y nemnegativ tagi kettds sorozat.
Ha p>A>1¢6s 6§ =1/A—1/p. létezik olyan K = K (A, u) dllandd, hogy

M N m—

n—1 1/ M N 1
(X > 01g(m—i)é‘l(n-kﬁ-ldik)“) Mer(Ly @)

m=0n=0 i= i=0 k=0

k
fenndll barmely M, N =0,1,2,... értékre.

Az 1.4. tétel bizonyitdsara rdtérve, el6szor is jegyezziik meg, hogy az (1.9) és (1.10) egven-
l6tlenségek kovetkeznek Flett [F12] egyszeres sorokra vonatkozé eredményeibdl (hiszen az
1.15. lemma értelmében példaul a z mO B-t6l fiiggetlentil a ;2 a;o egyszeres sor kozonséges
a-rendli Cesaro-kozepe), igy nekiink csak (1.11)-et kell bizonyitanunk.

Jeloljiik az (1.11) jobb oldaldn &llé sor Osszegét S-sel. Az 1.3. tétel értelmében az altala-
nossag megszoritdsa nélkil foltehetjilk, hogy 6 = 1/A —1/u. Az 1.15. lemma szerint

a+6,8+56 = 6—1 46—1 g 4B
ITmn |— Aa+5Aﬁ+5 Z_:ZA A kA A I IS

m/2n/2 m[2 n n/2

(LAY L 4D N4 Y Y ) STt T+ T+ T

=0 k=0 1=0k=n/2 i=m/2k=0 i=m/2k=n/2

Felhasznélva a (0.8) aszimptotikét,

m/2n/2 wmon
s K §—1 46—1 4a 4B o 4B
Tmn - Aa+5 Aﬁ+5 Z Z A A kA A | | — Aa+1 Aﬁ+1 Z Z Ai Ak
1=0 k=0 ==l k=]

Legyen w egy olyan szdm, amelyre
max(—a—1/A+u,—-1/A+v)<w< (A=1)/A

Konnyen kiszdmolhatd, hogy

s B A—1)/A
(1.12) (ZZi-w,\/(,\—nk—wx/(x_n)( )/ < Km—e+O=D/Ap—wt(=1)/2
o

Alkalmazva a Holder egyenl6tlenséget a u, A/(A — 1), uA/(p — A) kitevékkel, kapjuk, hogy
14



m

Tr}rn. < Km—a—ln—ﬂ—l Z Z(ia+u}—(/\‘u.—1)(;1.—/\)//\p.kﬂ+u1—()\v—1)(/1,—/\)/)\;4ITiC;tcﬁl/\/p) x
i=1 k=1

x (i—wk-“’)(i()\“‘l)(#—)\)//\#k(/\v—l)(ﬂ-—/\)//\# 'Tl_f;cﬁ l(#—k)/#) <

< B0yl ( Z Z i““"'“’“_(’\"'l)(“')‘)/)‘kﬂ“+‘”“_(’\”_1)(“")‘)/)‘|Tscﬁ|>‘) Y %
i=1k=1

m

X (zrn: i i—uh\/(/\—l)k—w/\/(z\—l))()\—1)//\ ( Z i Z-,\u—lkz\v—l|Ticz,8|)‘)#'—/\)//\# S

i=1k=1 i=1 k=1
< KSﬂ—z\)/Apm—a—w—l/kn—ﬁ—-w—l/z\ %

m n 1/
" (ZZz'a#+wu—(f\u—1)(ﬂ—/\)//\kﬁ#+w#—(/\v—l)(#-/\)//\hﬁf{/\) ",

ezért
m n
(Trhn)“ < I\/S/.L—/\)//\m—ay.—wu-—p.//\n—ﬁy—u,u.—y.//\ Z Z i/\u-—lkx\v—l %
i=1 k=1
% ’Tic;cﬁI/\ia/\p-f-w/\y—u/\p,-}-p.)//\kﬁ)\;l.+w/\p—u)\u+p)/)\’
és barmely M, N =1,2,... értékre
M N

M N
z Zmpu—lnp.‘u—l(Tr}l )/J, < K SH— /\)/y.zzzz\u lk)\v IIT-Lk lz\

m=1n=1 i=1 k=1
% ia/\y.+w)\;.¢—u/\;t+l_t)//\kﬁ/\/.t+u/\p—vx\u+u)/z\ %

M N
x Z Z m ek wn—p/Atpu—1 —Bu—wu—p/A+pv—1 < KS“/’\,

m=in=k

hiszen, mint az kénnyen kiszdémolhatd,

M
(113) Z-a/\p+w/\y—u>\p+p)//\ Z m-—a,u—wy-u/k+uu—l < K.
m=1

A kovetkezé tagra

Tin = Aa+5 Aﬁ+6 Do Y ATRAITLARAYT <
i=0 k=n/2
m/2 n
S Aa+1 I M. - e
1=0 k=n/2
és
1
TR S K— 3" 3 (n—-k+ 1P ARET P <
Am™ 2 k=n/2

= k)P TLAR (k + 1P Rl +

m
5% S
e

m

MS an

A" SN = T T2,

ASFT -

-
Il
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Alkalmazva az 1.16. lemmat a

= (k+1)*"1/* ZA“M

i=1
sorozatra, azt nyerjik, hogy barmely N =1,2,... esetén
N ot
Z(T21#<Km—ua—y2(z 6 ldm) <

n=0

b ol 5 - N = g A\ /A
< Km—ke “(Z ke e 1(ZA?IT{’kﬂI)

Ismét a Holder egyenlStlenséget (A és A/(A — 1) kltevokkel) s (1.12)-t folhasznélva,

(114 > aclnif] < K 3 (i) ) <
i=1
e DL X=1}P%
SK(ZZ-/\0+/\<»| )/ (ZZ w/\/(/\—l)) )/ <
=1 i=1
S K—m_“’"'(’\_l)//\(iz/\aﬁ-/\ul )l//\.
i=1
valamint, a Holder egyenldtlenséget p/\ és u/(pn — M) kitevékkel alkalmazva,
N N m “/l\
(1‘15) Z(Tgnll)# < Km-—;ta—u—wu—i-(/\—l)p//\(ZZ k-{-l Av—1 z\a+/\w| [ )
n=1 k=0:=1

N
— Km—pa—p—wu+(/\~1)p/z\(2i k+1 Av=1)A/p /\a+)\u,—()\u 1)(pu— )\)/p

A
x |r |/\2/#)((k+1)/\v—l)(u—A)/#iz\u—l)(#—/\)/u|Tﬁcﬁlu—/\)z\/#))”/ <
N m
Km—He—k—wpt(A=1)u/A gu=A)/pn Z Z(k sy l)Av—lia#ﬂm—(z\u—1)(u-/\)//\IT:;_ﬂf\
k=0i=1
(1.13) felhasznéldsdval barmely M = 1,2,... értékre kapjuk, hogy
g

Z Z pu—1 T21 m <Ksp. A)/Azzl/\u 1 k+1)/\v—1l7_i0;cﬂ|)\ %

k=01i=1

M
x jentwn—uptp/A Z m ok wHh—p/Atpu—1 < K SH/
m=1

(1.14) felhaszndldsaval, barmely N = 1,2,... értékre

N N m
Y (TEAP = Kmwet 3 pv=126 (3" g2|re8))”
n=1 n=1 i=1
d o m/A
< Km—p.a—-u—u/.z+()\—1)u/)\ Z nv—l/)\)u ( Z i)\a-i—z\wleJTllﬂl)\) ;
n=1 gl
Jol ismert az az elemi egyenldtlenség, hogy a; > 0, 0 < p < 1 esetén
(116) (a1+a2+...+ak)”ga’i’+a’2’+...+az,
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1gy
Z(Tm)u < Km—uor—p—wu-{»—(/\—l)p.//\( Z Z n)\v—li)\a-i-)\wl ‘ )
n=1
és ugyanugy fejezhetjiik be a becslést, mint az (1.15)-nél.
Ezzel igazoltuk, hogy

n=1i=1

N
Z pu— ln/.ru I(TZ )/_4<K5p./)\

Hasonlo érveléssel lathato

zc"ﬁMa

MZD":

m# It LT3 # < KSHA,
1

3
Il
R
3
Il

Tekintsiik most T4 -

4 6— l §—1 qa 4B
Th = i 3 S ATAATLAT AL <
i=m/2k=n/2

Z Z —6k 45 1 46 I |
i=m/2k=n/2
és
m—-1 n-1
mu—l/ynv—l/uTrin <K Z Z (m —?:)6_1(71—- k)&—liu—l/)\kv-l/)\lq_icl!cﬂl +
i=m/2k=n/2

m=—1

n—1
+Knu-—l/A Z (m _ i)é_liu_l/AlTic:;,ﬂl +Kmu—1/A Z (TL _ k)&—lkv—l/)\lTrc:fkl +
i=m/2 k=n/2

+ Km* VA=V 28| = Tl + T + Tl + T
Alkalmazva az 1.17. lemmat a
die = (i + 1)k + 1)V
kettds sorozatra, kapjuk, hogy barmely M, N =1,2,... esetén

M N M N - )
oI eE > 3 ( Z k)é_ldik) <
0 k=0

m=1n=1 m=ln=] =

N
(ZZZ+1)‘u 1k+1Av 1| aﬁl) SKS#/)\.

Alkalmazva az 1.16. lemmat
a7 = (i + )7V gf)
sornzatra, kapjuk, hogy barmely M =1,2,... esetén

M M m—1 "
S (Tazy < Knem#A 3 (3 (m—iyldp)” <
m=1 m=1 1=0
e wl
< KTLU#_#//\(Z(Z.-F1))\“_1'7'31‘;])‘)
=1
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felhasznélva (1.16)-ot, barmely N =1,2,... értékre

M N
Z Z T42 k< K(Z Z(i+I)Au_ln/\v_ll"}:ﬂr\)#//\ < K SH/A.

m=1n=1 i=1n=1
Hasonl6 érveléssel lathatd be, hogy

M N

> N (T < KsHA,

m=1ln=1
és végezetiil, ismét (1.16)-ot alkalmazva,

M N

Z Z T4':)“ <K Z Z m““‘“/’\n"l‘—#/)\lﬂif)lp <

m=1 m=1n=1

M N /A
< I{( Z Z Au—1 /\v 1| l/\) & KS/J.//\‘
Osszegyiijtve becsléseinket, az i = 1,2, 3,4 értékekre egyarant fennall, hogy

M N
> > m T (T, M < KSH,

m=1ln=1

s ezzel a bizonyitds kész. a

A teljesség kedvéért vizsgdljuk meg a megfelelé negativ eredményt is, azaz az 1.9. példat!
Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil foltehetjiik, hogy v < 1/A — 1/ és 0 < u,v < 1/A.
Legyen
a'k={Ci’ ha k=0,
: 0  kulonben,
ekkor, mint az konnyen ellenérizhetd, a 3 ¢; sor |C,a,u|y szummélhatéséga, és a 3 a
kettds sor |C, (v, B), (u,v)|» szummalhatésiga ekvivalens fogalmak.
Az u > 0 esetben, valasszunk egy p szdmot, amelyre \/(1 —ul) < p < A, és legyen 3 ¢;
olyan sor, amelyre
' Taz{ml/”, ha m = 2%,
0 kiilonben.

m
A 3 ¢; sor |C,a,uly szummalhatd, hiszen

i m)\u 1| - i 2u(uA—1—/\/p) < o0,

m=1 v=0

de nem |C, a + v, 0|, szummélhatd, mert

oo
m—l—u'y|,,.;|# - Z ov(=1=pr+u/P) — g
v=0

108

és felhasznédlhatjuk az 1.6. kovetkezményt. Mivel nyilvan igaz, hogy |C, (a+~, 3+6), (£, 7).
= |C, (a + 7,8 +9),(0,0)|,, az allitdst belattuk.
Az u = 0 esetben a megfelel$ ellenpélda megtaldlhaté Flett [F11] cikkében. a

18



1.4. Ortogonalis sorok

Ebben a részben

(1.17) > aipi(z
1,k=0

ortogonalis sorokrdl lesz szd, ahol ;i egy (kettésen indexezett) ortonormadlt rendszer va-
lamely (X, A, u) pozitiv mértéktéren. (Ilyen példdul a ¢;x(x,y) := signsinimax signsin k7y
kett6s Rademacher rendszer az egységnégyzeten.)

Els6 eredménytink az ,eldjel-tipusi” ortonormalt rendszerekre vonatkozik (ilven a Ra-
demacher vagy a Walsh rendszer).

*1.18. TETEL (Németh Z., 1991, [Ne2]). Legyen |pix(z)| = 1 majdnem mindenitt,
a,3>0, és A > 1. Ekkor, ha az (1.17) sor majdnem mindenitt |C, (e, B),|x szummdlhatd, a

Z A— 1—Aa|am0|/\,

oo
Z n/\ 1—/\ﬂ|a0n‘/\a

n=1
[ee] (o ]
Z Zm,\ 1=dapA=1-Af|g 12
m=1n=1
sorok konvergensek.
Ez az eredmény az 1.4. tétel kovetkezménye. a

Tételezziik f0l, hogy az a;x egytitthaté-sorozat mindkét indexében monoton csokken, azaz
Qik > Qit1,k S Qi > ; k+1, tovdbbd, legyen o, 3 > 1—1/). Ekkor az 1.18 tételben szerepld
sorokat , diadikusan blokkolva”, a szummalhatdsig egy sziikséges feltételét kapjuk. Hasonld
feltételt bizonyitottak Méricz Ferenc és Szalay Istvan [MSz] més titon, a A = 1 esetben.

*1.19. KOVETKEZMENY (Németh Z., 1991, [Ne2]). Legyen |pix(x)| = 1 majdnem min-
denutt, a,3>1—1/A, A > 1 és a;, mindkét indezében csokkend. Ekkor, ha az (1.17) sor
majdnem mindenitt |C,(a, 3),|x szummdlhatd, a

oo

Z(Qi(l_a)laT,OI))\v

=1

(25=B)|ag 24 |),

k=1

© oo
Z Z(Zl(l_a)2k(1_ﬁ)la2‘,2’° |)A

i=1k=1
sorok konvergensek.

Szakaszunk f6 eredménye az ortogondlis sorok |C, (a, 8)|» szummaélhatésdgara vonatkozé
egyutthaté-feltételek megaddsa. Az els6 ilyen jellegli eredmény Tandori K.-t6l szérmazik:
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1.20. TETEL (Tandori K., 1960, [Ta]). Ha

oo 2m—1

Y (T @)’ <o,

m=0 2m—l
az (1.17) sor majdnem mindenitt |C, 1| szummdlhatd.

Ezt az eredményt késébb Leindler Laszl6 [Le| 4ltaldnositotta a |C,a > 0| esetre olvan
moédon, hogy a nagy zdrdjelen beliil szerepel még egy a-tdl fliggé multiplikdtor, majd megint
Leindler Lészlé és H. Schwinn [LeSch] gy, hogy ilyen multiplikdtor nem szerepel. helyette
a nagy zardjelen beliili 6sszegzés nem 2-hatvanyok, hanem mds, a-t6l fiiggé hatdrok kozott
torténik. Az utébbi ,tiszta blokkos” feltétel az dltaldnos esetben gyongébb. Az 1 < A < 2

esetet Szalay Istvan vizsgalta [Sz4].
A kett6s sorokra vonatkozé feltételek az alabbiak:

*1.21. TETEL (Németh Z., 1991, [Ne2]). Legyen . tetszéleges ortogondlis rendszer,
1<A<2,ésa,B>1—-1/\. Ekkor, ha

o© o0 HMm+1—lppgpr1—1

ZZ( Z Z a?k)/\/2<007

m=0n=0 i=pm  k=pn
az (1.17) sor maydnem mindenitt |C, (c, B)|x szummdlhaté, ahol
g ha a>1/2,

fm = 5= ] 2Oy o gy
m(2=N/AA=2)) " pe 1 -1/A < a < 1/2.

Ha o < 1-1/A, hasonld, de nem , tiszta blokkos” feltételt bizonyithatunk. A lehetséges
esetek koziil az egyik:

*1.22. TETEL (Németh Z., 1991, [Ne2]). Legyen o; tetszéleges ortogondlis rendszer,
1<A<2, -1<a<1-1/A és1—-1/)X< B. Ekkor, ha

oo 2™ —1 pnt1—1 22

Sy(Y Y i) <o

m=0n=0 i=2m-1 k=p,
az (1.17) sor majdnem mindenitt |C, (a, B)|x szummdlhatd.
1.23. MEGJEGYZES. A szokdsos médszerekkel az is bebizonyithaté, hogy ha ¢, a kettés

Rademacher rendszer és a;; mindkét indexében monoton csokken, a fenti feltételek sziiksé-
gesek is, ebben az értelemben tételeink a ,lehets legjobbak” (ldsd pl. [Ne3]).

1.24. MEGJEGYZES. Hasonld feltételeket sikeriilt bizonyitanunk az &ltaldnosabb |C,
(a, B), (u,v)|x esetben is [Ne3]. Azért nem ezeket idézziik, mert nem , tiszta blokkos”, hanem
,multiplikdtoros”, tehdt kevésbé elegins eredmények.

1.5. Az egyutthato-feltétel bizonyitasa

Az 1.3. szakaszhoz hasonldan, itt is csak a legfontosabb 1.21. tétel bizonyitdsat adjuk meg.
Mivel a bizonyitds igen sok rutinjellegii szimoldst tartalmaz, megprébaljuk [Ne2|-hoz képest
kicsit roviditeni. A bizonyitds alapvetden [LeSch]-ra épiil.
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Eloszor alakitsuk at a feltételt:

m=0n= 1=lm k=pn
) Hm41—1 A2 o Hnt1—1 /\/2 © oo Hmt+1—lpnt1—1 2/2
=apo+ Y (X ako) +Z( > “kO) ZZ( > X k).
m=1 A=l n=1 =l m=1n=1 3= k=p,

A masodik és harmadik tagban szerepl6 Osszeg végessége miatt, Szalay [Sz4] megfelelé
eredményeit alkalmazva kapjuk a 2, €s t,, kozepekre vonatkozd, az (1.6)-(1.7)-nek meg-
felel6 eredményeket. Az (1.8) egyenlétlenség bizonyitdsahoz, a Beppo Levi-tételt hasznadlva,
elegend6 beldtnunk, hogy

oo 00 Hm+1—1lpng1—

(19 i im"ln'I/X et ran< kS 3 ( x Z S

m=1n=1 =pm k=pn
Jeloljiik a jobb oldalon &llé sor osszegét S-sel. Legyen tovabba

o o
~1z+1 - _ Ai—p

a af — B
L= —e as 0 Likwg = L Lip
Km = 65 1= (Bma1) M O = (p)M N,
Konnyen ellen6rizhetd, hogy barmely m=1,2,... esetén
KamAGE—%) ha o> 1/2,
(1.19) Km < I\'m“’\/22’\/(2"’\)m(2_w2, ha a=1/2,
Km2e/(1~2a) ha o <1/2.

Alkalmazva a Holder egyenlétlenséget a 2/, 2/(2 — X) kitevékkel,

=3 S min AR

m=1n=1

—1lpnt1—1

(o o] o0 m+1 .-)
—KZ Z Z Z (1) k+1)2 1 / |‘7:+1k+1 ?£+1 ‘71+1k+<71k| d#) <

m=0

:

Hmtr—1 pnpr—1

<K i i( Z Z (i +1)* b4 1) 1)2/(2 ,\))(2 /\)/7
m=0n=0

1=pm k= =Hn

Bm41—1 gnp1—

A/2
Z Z / le+1 Ba1 =9 1€+1 z+1 kT O PP d#) <

"ﬂ'm =

Pm+1—1 pny1—1

=) 2/2
<K S S RG-V20e- ,\)/o( 3 Z / PO O . du) A/
m=0n=0

1=pm k=p,

IN

Pm41—1lpnyp1—1 i

<K Z—:OX—:OK’("E_WZKS'Z_W2( T 3 (ZZ (L. )%a2,

i=pm k=p, p=0g=0

k

1 1 A/2

+( o ) E :(L ) 1+1 ) E : ,k+1 +( P ( )20'1‘2 Je+1 .
A1.+1 q=0 q k+l p=0 P Az+1 A£+1 G ))
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Konnyen kiszdmolhatd, hogy barmely ¢,k =1,2..., p,¢g=0,1... értékekre

(z+1— ) e
I ipl_ jatl ’

" (z+1— p)* p(k+1-q)P g
ikpgq jat+l kB+1

Ty

Ezeket a becsléseket felhasznalva,

oo oo
SK Y REN2e2-N2
m=0n=0

Pmt1—1 pnp1—

( Z Z ZZF%‘ e i1 p)zo‘_2(k+1— ))‘3 2p2g? apq>\/2+

1=|fim k=pn p=04q=0

KPm+1 Hnt1—1

+ K i ing-,\)/%&z ( Z Z _2azk 28— 2(k+1_q)2,8 24 a;q)A/2+

m=0n=0 i=pm+1 k=pn q=0
=) Pm+1—1 pnipr A2
= 2-\)/2 - - 2 N
w30 S eSS ST e St ety -
m=0n=0 1=pm k=p,+1 p=0

Hm+41 Hn41 /

+KY Z Poah e B DD M 2 °)A e B

m=0n t=pum+lk=p,+1

A negyedik taggal kénnyti dolgunk van. Eszrevéve, hogy barmely a > 1 —1/A-ra
(1.20) k3=

o e £ X,
azonnal kapjuk, hogy

Hmt1—1 pngp1—

I,<K i iﬂg—,\)/zﬁglz—/\)/zﬂ;axﬂn ( Z Z ) < K8

=0 m=0 i=fm k=pn

Foglalkozzunk most a méasodik taggal. (1.20)-at hasznalva,

: oo oo Pm+1—Llpnypr1—1 A/2
L <K Z an—x)/:)&slz—,\)ﬂ( Z Z —2aZk 28-2 (k+1- )zﬂ—2q2a~l_2q) o
; m=0n=0 1=l k=jpn q=0
co oo Hm+1—1 Mnt1—1 k& 22
<K Z Z ( nﬁf“’\)/’\ Z Z k—2ﬁ~2(k - q)25—2q2a?q> <
m=0n=0 V=flmn k=p, ¢=0
oo oo HMm+1-—1 Mnt1—1ln—2 prp1—1 2/2
SKZZ( Z (2 A)/A Z Z Z k28— 2(k+1 )2522;’q) +
m=0n=2 1={lm k=p, =0 gq=pr

/J'n+l—1 I-ln_l

+KZZ((2 A)/A Z Z p—2p- 2k +1 -~ )21322%)/\/2_'_

k=pn 9=Hn-1

3
I
o
3
I

MUm+1—1 pnp1—1

Z Z Z k—26-2 ]C+1 )2ﬁ é 2 fq)/\ﬁ =: Iy + I35 + Io3.

m=0n=0 i=pm k=p, 9=in

+
=
L
bvlg
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Bevezetve a
Bntp1—1

vp =vP = Z (41— g, )20~
k=pn
jelolést, konnyen ellendrizhetjik, hogy

Kg22-2, ha B> 12,
<s Klogp,, ha g=1/2,

K, ha 1-1/A<B<1/2,
és
(1.21) fcslz_’\)ﬂu;ﬁ)‘v,’:/? <K.
Ezt a becslést haszndlva,
(2=2)/\  —28 Paga 28-2 e nwe
122<KZZ('% Hn ( Z (k+1— pn) )( Z aiq)) %
m=0n=1 k=pn q=Hn-1

Hmy1—1 pn—1

<k 3SRy 3 )V < ks,

1=fm G=Hn-1

és
co oo  Mmt1—1 " A#n+1—1#n+1—1 X/2
Ins < ZZ( S KA T Zk2ﬁ2k+1 0¥ 2¢%l) " <
m=0n=0 i=fm q=Hn

Hm+1—1 pp—1

N/ =37 A/2( S Y )’\/° KS.

m=0n=1 1=fm G=HKn-1

hosszadalmasabb. (1.16) felhaszndldsdval

IA
X
M8
M8
mf\

s

Az Iy becslése kicsi

Bm+1—1 ll-n+1 In—2pry1—1 A2
I?1<KZZ(Z (2)\ Zzzszk‘*'l )m2q2:q) <
m=0n=2 1=l k=p, r=0 gq=p-r
c© oo  Hmt+1—1 n—2Mre1—1 A2
sEY 301 X Y N B - e ) =
m=0n=2 1= ftym r=0 q=pr

n—2 Hmt1—1 prp1—1

<K i f:nf‘*)”u;”*?(unﬂ~un)”2(Z(un—u % 3 . e )A/-

m=0n=0 r=0 1=pm q=Hr

n—2 Hm41—1 prpr1—1

I/\

SKi i“ﬁ e o (T Z(ﬂn"ﬂr AB=X ,\( 3 Z ),\/2S

m=0n=0 r=0 i=pm q=pr

Pm+1—1 prp1—1 )/\/2

SkEY(YT %

m=0n=0 i=p,, q=pr
ahol
= (2=2)/2, —BA—A 2/2 AB=A
T =T = D w021 — ¥t — g )2
n=r+2
I5; becsléséhez azt kell beldtnunk, hogy
(1.22) 1r € KK
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A 3> 1/2 esetben

T, < K2 i 9n/29=BAn=AngnA/2(gn _ gr+1yBA=X < frorA f: 2=M < K
n=r+2 n=r+2
A 3 =1/2 esetben legyen
) r4r/2 )
To=p Y =p Y +ur >, =T'+T.

n=r+2 n=r+2 n=r+r3/241

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy
i e S5 {K(2 -A)/2(n—r —_—}/22"\/27"’\/2/1,+l, ha r+2<n<r+r2,
K(1 - 2—(@=2)/2)37% %y, ha r+7*24+1<n.
és
fintl = fn = Kpnn™ 2
ezeket a becsléseket haszndlva 7). tovabb becsiilhetd:

r4r/2
Trl = ,Lt:‘ Z "5512—/\)/2#'7:3/2)\(#114-1 - .U'n)/\/Q(lun - ur-i—l)_l/?/\ <

n=r+2

/2
r+r
SKQ,\M--*)/2 Z n=AM2=A)/492/2n N2 5 _3/9An BN/

n=r+2

% 2)\/271(2_’\)/2n—z\2/4rz\2/42(—1/2/\(r+1))(2_’\)/2(n P 1)—1/» <

r-{-r'\/2

< Kr—M2+X%/4 Z (n—r— 1)—1/‘2/\ <K
n=r+2
és
oo
Tr2 = Z n$12_/\)/21u';3/2/\(/1n+1 . Au-n))‘/Q(l"n - ,Ur-f-l)_l/Q/\ <
n=r+4+r*/241
< Kz,\r”-”/? i n-—/\(2—z\)/42/\/2n(2_’\)/22—3/2/\71(2—/\)/22/\/211(2"“ ® 5
n=r+4+r*/241
x p=Al49=2[2m3=N/2 6 i . L e el K

n=r+2
Végiil, a 1 —1/X < 3 < 1/2 esetben, az el6z6 esethez hasonléan jarhatunk el:

oo 2r+1 o0

To=py 3, =u ), +ur Y, =T +T}
n=r+2 n=r+2 n=2r+2
2-) mor—1 ha 7+2<n<2r 41,

Ko B
n — frgl 2 X(1=28) r+1 Hr+l
© Hr+1 Z {K(l . 2(,\_2)/(,\(1—%)))#”, ha 2r+2<n,

fngl — fin = Kn2A-2+80)/(A(1-28))

2r+1
T =} 3 U s = ) — a2 <

n=r+2



2r+1
(2=2)B/(1-28) , (A=2)(B+1)/(1-28)

< Kr(2-N/(1-28)
n=zr;i-‘2

x pA=AHIN/(1=28) (1 _ 7 4 1)E=DA (4 1)1=BA (1 1)@=NB-1/(1=28) ¢

2r+1
£ Ky~ Lra=pa Z (n—r+1)F-D* < g
n=r+2
és
T2=p} Y kG2 — )M = )P <
n=2r+2
< Kr(2=2/(1-28) Z n(2=28/(1 °5)n(/\—?)(ﬂ+1)/(I—Qﬁ)n(1~/\+5/\)/(1—QB) x
n=2r+2

n(2ﬁ+z\—3)/(l—‘2ﬁ) S K.

x p(2=NE-D/1=20) ¢ [p(2-0/1-20) §°
n=2r+42

Ezzel beldttuk, hogy I < K'S. Hasonldéan igazolhatd I3 < K S is

Ezutan ratérunk I; becslésére.

53—/\)/25512—,\)/2 »

||M8

IN

o A2
2 2(k+1—q)°*3 2p2420pq)

Um+1—Llpnp1 =1

(2% zz R SRR

1=pm k=pn, p=0gq
Hmy1—lpng1—1 4

3 5303 3D 3D 3D ot

k=pn P=Hm q={n

lpnt1—=1 4 pn—1

EYS Y S Y T .

kynpl-’-leinl

n—2Hpr4+1—1

00 00 Hm+1—lHpny1— i
+E Y > Z 2 2 2ot
m=0n=2 i=p,, k=p, P=Hm r=0 q=pr

lpnyr=1 pm

23335 ol 3D >+

m=1n=0 i=p, k=pn Hm-1q=Hn

oo o0 Hm+1—lpny1—1 pm—1 pp—1

+EY X 2. k; p=§_lq=§—x+

m=1ln=1 i=pn,
—lpnty1—1 pm—1 n—=24r41—1

o e e B

m=1n=2 i=p,, k=p, P=Hm-17=0 gq=p,

lpng1—1m—2ps41—1

S hripr Sy

k=pn =0 p=ps q=pn

)=

m=2n=0 di=u,,
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mi1—lpnt1—=1lm—2ps41—-1 p,—1

xESS TS Y

Um k=pn, s=0 p=ps; q=pn-—1

1un+1—lm 2n— 2lis+1"ll~l-r+l—1

233038 558 3058 31 3l

m=2n=2 i=p,, k=p, s=0r=0 p=ps q=pr
Ezt a kilenc tagot kiilon-kiilon becsiilhetjiik, lényegében ugyanigy, mint az el6z6 esetekben.
Most mindkét indexben kiilon-kilon kell elvégezniink az el6z6 két eset valamelyikének
megfelelé becslést. Felhaszndlva (1.18)—(1.22)-t és a maésik indexhez tartozé megfeleliket,
végul kapjuk, hogy I} < KS, s ezzel a bizonyitds kész. O
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2. A Fourier-egyutthatdok nagysagrendjérol

2.1. El6zmények

Tekintsiink egy 27 szerint periodikus, integrdlhat6 f € L(T) fliggvényt, ahol T := (—x=, 7]
jeloli az un. egydimenzids téruszt. Az f Fourier-sordt az

il %Af(t) coskidt, k>0,
Bl = }T/Tf(t)sinktdt, B3,

oo
flz) ~ %9 +k2:lak cos kx + by sin kx

formuldk definidljdk.

A Fourier-sorok elméletébdl jol ismert a Riemann-Lebesgue lemma, amely szerint bar-
mely f € L esetén

klim ar(f) = klim be(f) =0.

Jo6l ismert az is, hogy ez a konvergencia ,tetszOlegesen lassu” lehet, még akkor is, ha az
L helyett szlikebb fiiggvényosztdlyokat tekintiink. Pontosabban, akdrhogyan is vélasztunk
egy Ar — oo sorozatot, taldlhaté olyan f € C(T) folytonos fliggvény, amelynek Fourier
egyutthatdira Apar(f) és Abe(f) nem korldtosak.

J. B. Reade vette észre, hogy koézonséges konvergencia helyett Cesaro értelemben vett
hatarértéket tekintve, a Fourier egytitthaték nulldhoz tartdsidnak nagysdgrendje becsiilhetd.

2.1. TETEL (Reade, 1986 [Re]). Ha f € L*(T), akkor
kY 2a,(f) =0 és kY2 (f)— 0  (C,1) értelemben.

Ezt az eredményt késébb Yu. E. Kuprikov altaldnositotta, f € LP (p > 1) fiiggvények
és (C,a) (a > 0) értelemben vett hatdrérék esetén meghatdrozta a leheté legjobb Ay
multiplikdtorokat, amelyekre még

Akar(f) — 0 és Akbi(f) — 0

teljesiil.

Jegyezzik meg, hogy Kuprikov bizonyitdsa meglehetdsen hosszi, és nagyon erdsen ki-
haszndlja a trigonometrikus rendser specidlis tulajdonsdgait. Sikeriilt észrevenniink, hogy
hasonlé eredmények nyerheték egyszerti(bb) szummaécidelméleti megfontolasokkal is. Ez tet-
te lehet6vé, hogy ezeket az eredményeket tovabb altaldnositsuk: dltaldnos ortogondlis sorok-
ra, kettds ortogonadlis sorokra, illetve bizonyos ,, Fourier-tipusi” integraltranszformaltakra is.

2.2. MEGJEGYZES. Mindezekben az 4ltaldnositdsokban, a (C,a) értelemben vett ha-
tarérték kicserélheté kozonséges hatarértékre, amennyiben megkoveteliink még valamilyen
, Tauber-tipusi” feltételt, példdul az egylitthaté-sorozat monotonitasat.
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A kérdés nemcsak az LP, hanem a C osztily fiiggvényeire is vizsgdlhatd.

2.3. TETEL (Reade [Re]). Ha f € C(T), akkor
kax(f) — 0 €s kbe(f) — 0 (C,2) értelemben.

2.4. TETEL (Kuprikov [Ku]). Ha f € C(T) és a > 0, akkor
kai(f) — 0 €s kbe(f) — 0 (C,1+ «) értelemben.

2.2. A diszkrét eset

Tekinsiink egy {@k(z) : k > 0} egyenletesen korldtos ortonormdlt rendszert az (X, F.u)
véges pozitiv mértéktéren. Tetszbleges f € L(X) integralhaté fliggvény esetén a

ce(f) = /X Foe(t)du(t), k>0,

o0
f(@)~ > crpr(),
k=0
formulédkkal értelmezhet6 a (¢) rendszer szerinti altaldnositott Fourier sor.
Ezekre az egyiitthatdkra igaz a kovetkezd allitds:

*2.5. TETEL (Mdricz F., Németh Z., 1996 [MN1]). Legyen 1 < p < 2, a > 0 é€s
1/p+1/q=1. Ha f € LP(X), akkor

(2.1) tlex(f)]— 0 (C, ) értelemben,
ahol
(k+1)Y9, ha o> 1/q,
(2.2) F=14 (k+1)Y9(n(k +2)M/9D-1 ha a=1/q,
(k+1), ha 0 <a<1/q.

2.6. MEGJEGYZES. Kuprikov eredményei (a trigonometrikus rendszerre) ezzel az o # 1/q
esetben megegyeznek. Az o = 1/q esetben Kuprikov multiplikdtora jobb, (k + 1)/9(In(k +
a)—/a,

- 2.7. MEGJEGYZES. Miutan Kuprikov multiplikdtorai a trigonometrikus rendszerre a le-
hetd legjobbak, nyilvdn az dltaldnos esetben is, a # 1/q esetén a 2.4. tétel nem élesithetd.
Nyitott kérdés, hogy ha a = 1/q, altaldnos ortonormalt rendszer esetén mi a pontos multipli-
kator. Annyit tudunk, hogy a Rademacher rendszer esetében is a Kuprikov-féle multiplikdtor
a jo.

Ez a megjegyzés értelemszertien ezen fejezet tovabbi adltaldnositdsaira is érvényes.
A kettés sorok esetében, eldszor néhany definiciét kell megadnunk.

2.8. DEFINICIO. A 0.5. és 0.7. definicidkkal analég mddon, egy {ujr : j,k > 0} ketts
sorozatot (C,a > 0,3 > 0)-értelemben 0-hoz tarténak neveziink, ha

Y3 AL ARy =0

28



A teljesség kedvéért emlékeztetiink arra, hogy egy, az (X, F, u) véges, pozitiv mértéktéren
adott {@jk :j,k > 0} ketts ortonormalt rendszer szerinti Fourier-sor egyiitthatoi

cu(f) = [ FOemt)dult), Gk 20
specidlisan a kettds Fourier-egyttthatok

1

ajx(f) = F//ref(u,v)cosjucoskvdudv, J, k>0,
1

bix(f) :=—7;-2—//1‘2f(u,v)sinjusinkvdudv, gk 1,

1
el f) :=F//Zf(u,v)cosjusinkvdudv, j>0,k>1,
T
és
1
din(f) = ;r;//zf(u,v)sinjucosk'vdudv, i LERD,
T

ahol f € L(X), illetve f € L(T?).
A 2.5. tétel kettés megfeleldje a kovetkezo:

*2.9. TETEL (Mdricz F., Németh Z., 1996 [MN1]). Legyen 1 <p <2, a,> 0. 3 >0 és
1/p+1/q=1. Ha f € LP(X), akkor

AN ein(F) =0 (C,(a,B)) értelemben,
ahol A% ugyanaz, mint (2.2)-ben.
A folytonos fiiggvényekrdl sz6l6 2.3. és 2.4. tételek kettés megfeleldje pedig:

*2.10. TETEL (Modricz F., Németh Z., 1996 [MN1]). Ha f € C(T?) és a > 0, 3 > 0,
akkor
G+1)(k+1Dan(f) =0  (C,(1+a,1+p)) értelemben,

€s ugyanez igaz a bjk, ¢k, djx egyiutthatokra is.

2.3. Bizonyitasok

A 2.5. s 2.9. tételek bizonyitdsdban legfontosabb eszkoziink az un. Kronecker-lemma (lasd
pl. [Al, 71. 0.]) és véltozatai lesznek.

2.11. LEMMA (Kronecker lemma). Ha a
D uk
k=0

sor véges osszeghez konvergal, fennall, hogy

(k+1)ur =0.

NE

n—oon +

k

Il
(=]

Kettos sorokra a lemmadt a téglalap-részletosszegek segitségével terjeszthetjik ki.
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2.12. LEMMA. Ha egy kettos sor (0.12) szerinti s,,, részletosszegei korlitosak és véges
hatarértékhez tartanak, ha m,n — oo, akkor

1 m n
lim ——m— +1)(k+ 1)u,;r = 0.
m,n—oo (m+1) n+1 ;”C%:OJ ( Ik

Felhaszndélva, hogy
Ujk = Sjk — Sj—1,k — Sj k=1 1T Sj—1 k-1
(a szokasos
8j-1=8-1k=58-1,-1=0
jeloléssel), végrehajtva egy , kettds Abel-féle* atrendezést”, kapjuk, hogy

D2 G+ DK+ Duje =
j=0k=0
ZZ]+1 )(k +1)sjk — ZZ 2)(k + 1)s;5 —
]=0 c=0 = k=0
m n—1 m—1ln-—1
=D D Gk +2)s6 + (G +2)(k +2)s5 =
j=0 k=0 =0 k=0
m—1n-—1 m—1 n—1
=ZZsjk—(n+1)Zan (m + )Zsmk+(m+1)(n+1)smn.
j=0 k=0 j=0 k=0
Ebbél
1 N
(m+1)(n+1) J‘;J,;)(] s

1 m—1n-—1
=Smn‘m—+12 Jn"nHZSm”mmZ 2 55k

amibdl az allitds adddik, felhasznédlva a (C,1) és (C, (1,1)) mdédszerek konvergenciatartdsat
(14sd 0.1. szakasz).

Figyeljiik meg, hogy a bizonyitdsban fontos szerepe volt az sj; részletosszegek korlatos-
sdgdnak is, a 0.13. Pringsheim-definicié mellett. O

A Kronecker lemma tovabb altaldnosithaté a (C, ) mdédszerre is. Most a kettés valto-
zatra lesz sziikséglink.

*2.13. LEMMA (Moricz F., Németh Z., 1996 [MN1]). Tekintsink egy Y ujr kettds sort,
melynek

amn = AC'ABZZA n ku]k

j=0k=0
(C,(a>0,82>0)) kozepei korldtosak és véges hatirértékhez konvergdlnak. Ekkor

G+D*k+Due—0  (C,(1+a,1+p3)) értelemben.

* Szokas Hardy-atrendezésnek is nevezni.
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Legyen
lim O'Qﬁ =s.
Mivel a (C,(a > 0,0 > 0)) mddszerek konvergenciatartok,

a B+1 a+1 B+1 _

lim a°‘+1 s = = limoy)

= limoy, = 8,
Felhaszndlva, hogy
gort _it1te o I>0,
1+« e
konnyen kiszamolhatjuk, hogy
238, = i v g . LB o

1} 1 1 1
= A% .48 .
(1 - a)(l + ﬁ) A;zn+lAg+l J;“; m—jin_kUjk rd

x [(m+1+a)(n+1+,3>—(m—j+1+a)(n+1+3)—

—(m+l+a)n-k+1+B)+(m-j+1+a)n—k+1+8)) =

T 1+a)(1+8) 4"“;1‘3* Z Z_:OA"“J'A""‘]M“"
Mivel
hrn( aﬁ Ugn-:zl‘ﬁ = 0':{54-1 + 0_;—:-11,[3-5-1) —3—8—5+8=0,
fennéll, hogy
(23) mlrlz—.oo Aa+1Aﬁ+1 Z Z A n k:-]kujlc =0.
j=0k=0
Hasonlé mdédon levezethetd, hogy
1 m n
ooP a+l,8 _ a
n =il n Am A‘n, ]u LX)
Om m ]-+CYA°(+1A JZ__%’;) 3 kJ %7
amibdl kovetkezik, hogy
(2.4) mlrllrgoo Aa+1Aﬁ+ ZZ m=—j n k]qu =0.

(2.4)-et, a masik indexre vonatkoz6 szimmetrikus megfelel6jét, valamint (2.3)-at Gsszeszed-
ve, az allitds adodik. O
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A 2.5. és 2.9. tételek bizonyitdsa
Mivel a két tétel bizonyitdsa teljesen analdg, csak a technikailag nehezebb 2.9. tételt bizo-
nyitjuk.

A 2.8. definici6 szerint azt kell bizonyitanunk, hogy

B .= roy Aﬂ Z ZA“ lAﬁ 1/\"‘/\ﬁ|cjk(f)| -0 ha min(m, n) — oo.
n §=0 k=0

Alkalmazva a Holder egyenlStlenséget p és g kitevokkel, (2.2)-t is figyelembe véve, azt
kapjuk, hogy

(25) 0% = 3 3 (9,8 (G + DYk + DY) <

< K(a,B,p)(m +1)7**9(n 1) ﬁ+1/q(fj )P i(nfk)")”” x
=0 k=0

1 LI . g\ /¢
X (m%é(] + 1)(k + 1)|cjre (f)I ) ;
ahol
~1°‘_1], ha a > 1/gq,
ki =4 A% (In(G +2)?7Y ha a =1/,
AX- 1(]-4-1)"‘ L, ha a < 1/q.

A kovetkezd 1épésben megmutatjuk, hogy van olyan K = K(a,p) dllandé, amelyre
m 1/
(2.6) S% = (m+ 1)-°+1/4(Z(K:;J.)P) Y<K, m>o.
=0

Az o > 1/q esetben a (0.8) aszimptotikat haszndljuk fel:
m 1/
S < K(a,p)(m +1)70FY9( 3 (m — j + 1)e=Dr) 7 <
Jj=0
< K(a,p)(m +1)70F 9 (m + 1)* 7P = K(a, p).

Az a = 1/q esetben hasonlé szamoldssal kapjuk, hogy

s < K(ap)(S(m—j+ 17 (G +2)™)" <
3=0
, 1 o ayle 1 s 1/p
SA(a,p)((m—_\/—T:n-ﬁj;O(ln(J+2)) 1) +<1—HT"_”L+—2FZ\/; =g+ 1) ) )S

< K(a,m((———mf’_"\/%il)”’# (‘“(1&1@;2 )" < K(ap)

Végiil, az o < 1/q esetben a kovetkezoképpen becsiilhetiink:

IN

n 1
52 < K(a,p)(m + 1)1 (3 (m — j + 1)@ 0p(j 4 1)(e=1/0w) 7P
j=0
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m/2

< K(a,p)(m + 1)~o+1/a ((m +1)lembe S 4 1)lest/or 4

J=0
m 1/
+ (m + )V S (g — 1)) <
j=m/2

1/p

IA

< K(o,p)(m +1)749((m + 1) @D (m 4 1)(@/Dp+1 (g 4 1)@ 1/0)p)

< K(a,p)(m + 1)7*4((m + 1)~ V/0P) /P = f(a, p).
Végil, (2.5) és (2.6) felhaszndldsaval nyerjiik, hogy

(2.7) c%® < K(a,8,p)S2 sﬂ(ml— Z Z 54+ L)k + DlealF)? ) L&

A Hausdorff-Young-Riesz egyenlétlenség szerint (ldsd pl. [Zy, Vol. 2, 102. o.]), egy f €
LP(X) (1 < p < 2) fliggvény Fourier-egyitthatdira igaz, hogy

(2.8) > e (£)]E < oo

j=0k=0

Ezekutdn a tétel dllitdsa (2.6)—(2.8)-bél, a 2.12. lemma felhaszndldsaval azonnal adédik. O

A 2.10. tétel bizonyitasa

A cosinus-egytitthatdk esetében a tétel egyszeriien bizonyithaté. M. Riesz tétele szerint (lasd
(Zy, Vol. 1, 94. o., Vol. 2, 304. 0.]), mivel az f fliggvény az origéban folytonos, a

o0

Z ajk(f)

J k=0

numerikus sor barmely o > 0, 3 > 0 esetén (C, (o, §)) szummalhaté az f(0,0) szdmhoz, és
a 028 kozepei korlitosak. Igy a tétel allitdsa a 2.13. lemmabél adédik.

Sajnos, a sinusos és vegyes egyiitthatékra ez az egyszerii otlet nem alkalmazhatd. Az
dltaldnosabb gondolatmenet a funkciondlanalizis eszkozeit haszndlja. A bizonyitdst csak
vazoljuk.

2.14. LEMMA. Legyen B tetszéleges Banach tér, és {Ly, : m,n > 1} B-n értelmezett
linedris funkciondlok olyan sorozata, amelyre ||Lyn|| korldtos m,n-ben. Ekkor, ha

(2.9) mlrilmoo Lennd ) =10
fenndll minden olyan f-re, amelyek a B tér valamely fundamentdlis halmazdba tartoznak,
akkor (2.9) a B tér minden f elemére igaz.

A lemma szinte nyilvdnvald, csak azt emlitjik meg, hogy a ,fundamentdlis halmaz” a
tér egy olyan részhalmaza, melynek linedris burka a B-ben siirii. O

Konnyen igazolhatdk az aldbbi osszefiiggések:

e > ATk = [ 0650

k=1

ahol
L i A% kcoskt = %i( f: A%_, sin kt)
TAY o mART dt N i
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valamint

1 2 B .
A 2 ARskbe(l) = [ SO0

ahol

& 1 1 d S o
Yelt) = ;‘;*1 Z AZ_iksinkt = A;‘l“%(_;‘{"’k coskt).

2.15. LEMMA. Minden o > 0 értékre

/ 62(0)|dt = O(1)  és / [We(8)|dt = 0(1), n>o0.
T T

A lemma levezethetd a Bernstein egyenlétlenségbél (ldsd pl. [Zy, Vol. 2, 276. 0.]). a Cesaro
szamok tulajdonsdgaibdl, valamint abbdl, hogy

/ ' Z AR _ i sin ktl dt = O(n®)
* k=1
és

/ ‘ > A%y cos kt' dt = O(n%).

A két ut6bbi becslés a [Ku] cikkben is szerepel. O
Most mar ratérhetiink a tétel bizonyitasdra. A (kettés) Riemann-Lebesgue lemma szerint

J+1imoo a;x(f)=0.

Ezt felhasznélva, a bizonyitandd

224 AL G+ D)(k+Dap(f) =0, ha mn—ooo

a+1 ﬁ+1
A A 71=0k=0

allitas ekvivalens azzal, hogy

(2.10)  L28(f):= S A% _ AP jkaj(f)—0, ha m,n— oo
1 k=1

Ho+l 4B+1
AAJ

m
Az L2B (f) linedris funkciondl a C(T?) Banach téren barmely m,n > 1 értékre, és, mint az
konnyen ellenérizhetd,

(2.11) rtn= | /T  F )65 (W) (v) dudo.
A 2.15. lemma felhaszndlasaval
150 = [ lemwldu [ 68w dv = 0.

A (2.10)-ben szereplé limes-reldcié nyilvén igaz a kettds trigonometrikus rendszer véges li-
nedris kombindciéibdl 4116 fundamentalis halmazra, igy a 2.14. lemma segitségével az 4llitast

beldttuk.
A bjr(f), cji(f), és djr(f) egyltthaték esetében hasonlé médon bizonyithatunk, azzal

a kﬁlénbséggel hogy az
3 An ;AR yikbiu(f) = [ fw v @ued) dua,

a+1 5+1
A A g=1 k=1
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Aa+1A,B+l Z Z A2 AP Gkein(f) = / e f(u,v)02 (w)vP (v) du dv.

j=1 k=1

a — . oh® B y
A°‘+1AB+1 E“EIA —An_ k]kdjk )—/T2 flu,v)Yn (w)dy (v) du di
i=

eloallitasokat kell hasznalnunk. O

2.4. A folytonos eset

Sorok helyett integrdlokra is kidolgozhatjuk a Cesaro szummaélhatésag elméletét.

2.16. DEFINiCIO. (i) Az f € LL _(Ry) fiiggvénynek az ¢ szam (C,a) értelemben vett
hatdrértéke (z — o0), ha

.o [T uya-l
(2.12) Ih_n;o;/o (-5 fwau=t
(ii) Az [;° f(z)dz integrdl (C,a) értelemben szummélhaté az s szimhoz, ha
(2.13) lim (1 - E)af(u)du = 8.
I—0o0 0 T

Nyilvdn az a = 0 eset a kozonséges konvergencia. Ha o = 1, a (2.13) feltétel azt jelenti,
hogy

lim —/ flu)du = ¢,

T—o0
ami a (0.3) formula integralis megfelelje. Tovdbbd, parcidlis integralassal adddik, hogy
I flx)de = s (C «) értelemben pontosan akkor, ha F(u) — s (u — o) (C,a értelem-
ben, a.hol F(u) := [y f(z)dz. Végezetil, ha a > 0, szintén parcidlis integralassal nyerjiik,

hogy

%/0: (1 - %)Q_IF(u)du = /0z (1 - g)af(u)du

Lathaté, hogy sorok szummaciéelméletének pontos megfeleléje épitheté ki — a részletek
példaul [Ti, 26-29. o.]-ben megtaldlhatdk.

- A folytonos Fourier transzformadlt nagysdgrendjére vonatkozé elsé eredmény a kovetkezo:

2.17. TETEL (Bagota M., D. Giang, Méricz F. [BGM]). Ha f € L' N LP(R) valamely
1<p<2értékre, 1/p+1/g=1, és a € (0,1/q), akkor

u®f(u) — 0, ha |lu| — o0 (C,1/q) értelemben.
Ha f € LP(R) valamely 1 <p <2 értékre, 1/p+1/q=1, és a € (1/q,0), akkor

w9 f(u) — 0, ha |lu| — o0 (C, ) értelemben,
ahol
2.14 / e~ dr, u € R.

az f fugguény Fourier transzformdltja.
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Ahhoz, hogy eredménytinket dltaldnosan megfogalmazhassuk, sziikségiink van egy ijabb
definicidra.

*2.18. DEFINICIO (Németh Z. [Ned]). Legyenek p és g olyanok, hogy 1 < p < 2 és
1/p+1/q = 1. Legyen tovibba ® egy LP(R4+) — L7(R.) linedris operdtor, és haszndljuk
a ®(f) =: f jelolést™. A & operatort Hausdorfl-Young tipusinak nevezziik, ha teljesiti az
alabbi két feltételt:

(i) Barmely f € LP(R4) fliggvényre érvényes, hogy

(2.15) ([ Fwrra)” < k@) ([ 1@k )"

(Hausdorff-Young egyenlétlenség).
(ii) Barmely f € L}(R,) fiiggvényre

(2.16) fu) — 0, ha U — 00 (kozonséges értelemben)
(Riemann-Lebesgue lemma).
Az ilyen operatorok szerinti transzformdltakra is kimondhaté a 2.9. tétel megfeleléje.

*2.19. TETEL (Németh Z. [Ned|). Legyen f € LN LP(Ry) valamely 1 < p < 2 értékre,
1/p+1/qg=1, és a>0. Ha f jeloli f eqy Hausdorff-Young tipusi transzformdltjdt, akkor

(2.17) Aoi) |f )| — 0, ha T — 00 (C,a) értelemben,
ahol

xl/a, ha o> 1/q,
(2.18) Aalz) =% 5=, ha 0 < a<1/q,

zt(log(z + 2))/9"!, ha a=1/q.

*2.20. MEGJEGYZES. A bizonyitdsbol latni fogjuk, hogy az o > 1/q esetben a tétel
f € L' N LP helyett csupan f € LP(R,) feltételezése mellett is igaz (mert ekkor a 2.18.
definicié (ii) részét nem hasznaljuk fel).

A kovetkez6 részben néhdny példit mutatunk be Hausdorff-Young tipusi operatorra.

A Fourier transzformdlt

Ha f € L'(R), az f Fourier transzformaltja a (2.14)-ban definidlt. Ha az f fliggvény péros,
f(=z) = f(z) minden z € R-re, akkor (2.14) az

f( [/ f(x) cos ux dzx

cosinus-transzformalttal egyezik meg, ha pedig az f pératlan, f(—z) = —f(z), akkor lénye-
gében a sinus-transzformalttal:

flu) = —if(w), ahol Folw) = \/g/ooo f(z)sinuz dx.

* A jelolés nem teljesen konzekvens, hiszen (2.14)-ben a Fourier transzformaltat jeloltiik igy. Mégis ezt a
jelolést hasznéljuk, egyrészt hogy ezzel is hangsilyozzuk az analégiat, masrészt, mint latni fogjuk, lényegében
a Fourier transzformacié is Hausdorff-Young tipusi.
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Tudjuk, hogy barmely f € L!(R) felbonthaté paros és paratlan fiiggvények Gsszegére:
1 1
f@) = 5 (@) + f(-2) + 3 (f(2) = f(=2)) = g(2) + h(2),

ahol g,h € L1 (R), g péros és h paratlan, tovabbd, f(u) = g.(u) — zﬁs(u) Jol ismert, hogy
mind a cosinus-, mind a sinus-transzformdlt teljesiti a (2.15) és (2.16) feltételeket, azaz
Hausdorff-Young tipusu. A 2.19. tétel szerint tehdt

*2.21. KOVETKEZMENY (Németh Z. [Ned|). Ha f € L'NLP(R), 1 <p <2, 1/p+1/q=
1, és f az f Fourier transzformdltja, akkor

Aallz])[f(@)] = 0, ha |z| — o0 (C,a) értelemben,
ahol \y(x) ugyanaz, mint (2.18)-ban.

Ez az eredmény az o # 1/q esetekben megegyezik a 2.17. tétellel. Az o = 1/q esetben
pedig egy részleges vélasz [BGM, Problem 1]-re.

A Walsh—Fourier transzformalt
A [0,1) intervallumon a Rademacher rendszert a
ri(z) = signsin(2*z), keN

formula, a Walsh fliggvényeket pedig a
e
MR 1= H Tk;+1, ahol n= 2k 4ok keN és wo(z) =1
Jj=1

képletek definidljak. Terjessziik ki a w,(z) fliggvények értelmezését a [0,1) intervallumrol
az egész R, félegyenesre periodikus médon, azaz, legyen ¥, (z) := w,(z — [z]). Végezetiil,
legyen

wu(l‘) o= w[u](l‘) ’ w[z](u>a u,T € R+ :
Ezen fliggvények segitségével a Walsh—Fourier transzformalt

Fulti) 1= /Ooo fle,(z) dz, u€ Ry

moédon definidlt. A részleteket illetden csak utalunk [SWSP]-re, szimunkra most csak az a
lényeges, hogy a Walsh-Fourier transzformdlt teljesiti a (2.15) és (2.16) feltételeket (ldsd
[SWSP, 422. és 427. o.]).

~ *2.22. KOVETKEZMENY (Németh Z. [Ne4]). Ha f € L'NLP(R), 1<p<2,1/p+1/q=
1, és f az f most definidlt Walsh-Fourier transzformdltja, akkor

Xa(l2]) ()] = 0, ha |z] — o0 (C,a) értelemben,
ahol Ao (x) ugyanaz, mint (2.18)-ban.

Operdtorok Fourier-tipusi magfiggvénnyel
Tekintsiink egy
frw = [ ko) f(z) do

alaku transzformdciét. Mindenesetre foltessziik, hogy a k € L[, fliggvény korlatos, tovédbbd,

hogy
(2.19) /Ooo kl(xu)kl(yu)% = min(z, y), ahol ki(u) = /Ou k(z) dx.
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Az ilyen k(uz) magfiggvényeket nevezziitk Fourier-tipusi magnak. Ilyen példaul a k(z) =

% cos x, amely a cosinus-transzforméltat szirmaztatja, de valéjaban a (2.19) , konvoliciés
feltétel” teljesiilésekor ki lehet épiteni a ,Fourier-elmélet” analogonjat. A részleteket illetéen
Titschmartz monografidjara [Ti, Ch. 8] utalunk.

Beldthatd, hogy a ®(f) := fr operator Hausdorff-Young tipusu. Egyrészt. ha f €
L'(R,), akkor

|fr(w)] < /Ooo Iklloolf (@) dz, I fllco < kllcoll fll1,

azaz a ® operdtor (1,00)-tipusi. Ha f € L?(R.), legyen

gla) : / ky(zu) f du

ez a ¢ majdnem mindeniitt definidlt, g € L?(R.), tovabba,

f@) = [ThEgw S mm, & = loll,

azaz a ® operdtor (2,2) tipusu. A Riesz—Thorin-féle konvexitési tétel alkalmazasdval (2.15)
adodik.

Madsrészt, legyen g egy kompakt tartéju, folytonosan differencidlhaté fliggvény. Konnyen
lathatd, hogy

|ugr(u |— /g Vk(zu) d:r |/ g'( (zu dx}

Ha a k; figgvény korldtos, nyilvdn gr(u) — 0, ha u — co. Az f € L' fiiggvényhez
vélasszunk egy olyan g-t, amelyre ¢’ € C¢, és ||f — g|| < . ® linearitdsa miatt

Ifr —39Fll <ellklloo,
ebbdl
limsup §r(u) < ¢||klc,
n—oo
és mivel € > 0 tetsz6legesen kicsinek vélaszthato, lim, . fp(u) =0, azaz (2.16) is teljestl.

*2.23. KOVETKEZMENY (Németh Z. [Ned]). Egy f — fr Fourier tipusi transzformdci-
ora, feltéve, hogy k és ki(u) = [y k(z)dz korldtosak, valamint (2.19) teljesil, érvényes a
2.19. tétel.

2.5. Bizonyitas

A bizonyitas a 2.9. tétel bizonyitdsdnak folytonos véaltozata. Itt is a Kronecker lemma jdtssza
a f6 szerepet.

2.24. LEMMA. Ha g€ L} _ és
Gz} &= / g(u)du — s, ha T — 00,
0
akkor
1 T
——/ ug(u)du — 0, ha T — o0.
z Jo
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Parciélis integrédlassal kapjuk, hogy

%/Ox ug(u) du = G(z) — %/OI G(u) du =: I(z).

Bdrmely € > 0-hoz létezik olyan R szam, hogy s — ¢ < G(z) < s + < minden z > R esetén.
Ezért
(s—s / G(u du+/G du

R
< —/ G(u) du +
x Jo

is teljestil minden = > R-re, tovabbd, mivel G(u) korlatos,

/ Glu)du+ =

_R(s+s)

R
-1—/ G(u)dugﬁ—»O, ha T — 00,
z Jo T

amibdl
I(z) - s—s=0, ha T — 00

azonnal kovetkezik. O

Most madr ratérhetiink a 2.19. tétel bizonyitdsdra. Azt kell beldtnunk, hogy

(2.20) %/ (1- %)“"lAa(u)lf‘(u)( Gl T wmevem

1. rész. o > 1/q. Alkalmazzuk a Holder egyenldtlenséget a p, ¢ kitevékkel:

2 [ (1 = 2" el F ) du =
—/ 1 - 1/\0,(u)7,t"1/‘7) (ul/qlf(u)l) du <

< (%/0 (1- ;)pa " (Aa(w))Pu~?/e du)l/p(% /OJc 'ulf(u)lqdu)l/q =:

(9,515 =:(Iz,a)1/P( /ulf |qdu)1/q

A (2.15) feltételbdl [~ |f(u)|? du < oo, a 2.24. lemma szerint a (2.21) mdsodik tagja tart
0-hoz, ha z — .
Végrehajtva a € = u/z helyettesitést,

L~ c /I (1 _ y_)pa_pup/qu—p/q g =
z Jo T

1
=2 [((1-gprds < K(ayp)
0
hiszen pa — p > —1, s ezzel (2.20)-et beldttuk.
2 rész. @ < 1/q. A (2.20)-ben szerepld integralt kettébontjuk:

(2.20°) 5;‘-/0 (1- -;f)""l,\a(u)[f(un du = %(/01_1 +{ ).

Elészor a mésodik tagot becsiiljik. A (2.16) feltétel szerint |f(:r)l < €, ha x elég nagy.
Legyen z elegendden nagy. Az 0 < a < 1/¢ esetben

2L D =2 [ (1= 3)" e <

T

z—1
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| . 1
< —ex "‘m"‘/ (z —u)* " du =c¢,
Z z—1

az a = 1/q esetben pedig

2 [ (-3 @l fw)du =

= % :_1 (&~ %)l/q—lul/"(log(u +2)Y91 Flw)| du <

& gxl_l/q:cl/"(log(:c # 1))l/q—15/

z

- (z — w9  du = a(log(z + 1))/9"1e= < e.

O

-1
Most mar csak a (2.20*) jobb oldaldnak elsé tagja van hatra. Ugyantgy jarhatunk el,
mint az 1. részben. Alkalmazva a Holder egyenlétlenséget, kapjuk, hogy

- /0 (1- 5 Aalf @)l du <

G @2 uwpariean) (2 [T wfwr ) " =

z

c—1 —~
(2:31%) = (L) (2 [ ufwira) .

A (2.21)-hez hasonléan, az elsé tényez6 most is 0-hoz tart. Elegendé tehat beldtnunk, hogy
a masodik tényezd korlatos.

Az 0 < a < 1/q esetben
L=t = _ UNPOTP pa—p/q g, _
I .= I/o (1 x) u du =
1

=
= aI—l—pa+p/ (z — u)pa—pupa—p/q du =
0

z/2 z—1
= qg~1-PatP (/ +/ ) =: 1) + I,
0 z/2

és konnyen kiszamolhatd, hogy

=2
I, = a$—1~pa+p/ (z — u)pa—pupoz—p/q du <
0

/2
<Ko [ wre P du < K(p,0)a? P < K(p,a),
0

mivel —1 < pa — p/q < 0, valamint

z—-1

12 = a:c‘l_p“+”/
T

(z — u)pa—pupa—p/q du <
/2

z-—1 z/2
<Kp e [ C@ouperiu<Kpa) [ €0 < Kip,a),
z/2 1

mivel -p<pa—p<p/g—p=-1.
Az o = 1/q eset hasonléan kezelheté. Kettébontva az integrélt

z—1 =
B g/ (1 b g_)p/q P P19 (log(u + 2))P/9Py P9 gy =
0
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1 z—1 1 vz z—1
=—/ (x—u)_l(log(u+2))“1du=—-(/ +/ ) =: I3 + Iy,
qJo q™Jo Ve
az el6z0hoz hasonld szamolassal
1 o= " o
I3 = 5/ (z —u)” " (log(u+2)) " du <
0
i | e vz o1
< - 1 2 tdu g ——— < K
<cim ) Geswr2)tau < Mo < ()

és végezetiil

1 r—1
I =—/ z —u) " Ylog(u + 2)) " tdu <
4 q ﬁ( ) (g( ) S

z—z
< K(@(log(a+2)™" | %dé < K(g).

Osszegyfijtve becsléseinket, a tételt bebizonyitottuk.
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3. Tauber tipusu tételek

Mint arra mar a 0.3. szakaszban is utaltunk, altaldban Tauber tipustinak nevezziik azokat az
eredményeket, amelyek egy sor szummalhatdsdgabdl és valamely tovabbi feltétel teljesiilésé-
bél a sor konvergencidjira (vagy ,gyengébb” szummélhatésigara kovetkeztetnek. Az egyik
legnevezetesebb klasszikus eredmény a 0.12-es, , Hardy-Landau-féle féloldalas” feltétel.

A Tauber tipusi eredmények igen fontosak a szummadcidelméletben. Illusztraciéképpen
mutatjuk be az aldbbi példat.

A 0.3. szakasz végén idéztik Fejér tételét: Egy f € L fliggvény Fourier sora (C.1)
szummélhaté az 3(f(zo — 0) + f(zo + 0)) értékhez minden olyan z, pontban, ahol ez az
érték egyaltaldn létezik. A 0.12. tétel szerint, ha a fliggvény Fourier egylitthatéira teljesiil
az |f(n)| < K(1/n) feltétel, a Fourier sor az $(f(zo = 0) + f(zo + 0)) értékhez konvergdl.
Konnyen beldthatd, hogy ez a feltétel teljesiil a korlatos valtozdsu fiiggvényekre, igy a 0.12.
tételbdl egyszertien levezethetd a Dirichlet—Jordan-féle kritérium [Zy, 57. o.].

Mindazonaltal, a Tauber tipusi eredmények igen sokfélék lehetnek (a 2.2. megjegyzés-
ben mi is mds tipusu feltételt haszndltunk). Ebben a fejezetben alapvetéen két eredményt
mutatunk be: kettds sorok (C,1,1) reguldris szummadlhatésdgét, illetve integrdlok (C.1)
szummalhatdsdgat vizsgdljuk.

3.1. A (C,1,1) szummalhatdsag egy jellemzése

Tekintsiink egy

(3.1) i A
k=0

sort. Feltéve, hogy ez a sor (C,1) szummalhato, értelmezhetjiik a

oo ak
(3.2) By== Y. ,  n=0,1...,
Zk+1

sorozatot (beldthaté, hogy a jobb oldal konvergens). A b, sorozat segitségével megfogal-
mazhaté a (C,1) szummaélhatésdg egy sziikséges és elegendé feltétele.

3.1. TETEL (Hardy [H2]). Az (1.1) sor ckkor és csak akkor (C,1) szummdlhaté az L
(véges) szamhoz, ha a

oo

(3.3) bn

n=0
sor konvergdl ugyanahhoz az L szamhoz.
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Erdemes megjegyezni, hogy Hardy eredetileg az aldbbi médon fogalmazta meg a tételt:

(3.4) Z b = $pn+ (n+1)bpy1 — L, ha n — 00.
k=0
Ezt az eredményt terjesztjik ki reguldrisan szummadlhaté kettds sorokra. 0.14-ben defi-
nidltuk a reguldris konvergencidt. Ennek mintdjdra a reguldris (C,1,1) szummalhatdsdgot
az aldbbi mddon definialjuk:

3.2. DEFINic1O. Tekintsiik a
oo oo
(3.5) P
kett6s sort, és

1 L AL ] k
T = DD 2 = 2 2 (1 ) (1 5 e

j=0k=0 J=0k=0

elsérendii Cesaro kozepeit. A sor reguldrisan (C, 1, 1) szummaélhatd, ha Pringsheim értelem-
ben szummalhatd, azaz barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan N = N(¢) szdm, hogy

(3.6) |[omn — L| < ¢, valahdnyszor min(m,n) > N,

tovdbba a kettds sor ,sorai” és ,oszlopai’, azaz a

(3.7) > aj, k=0,1,...,
=0
=)

(38) Zajk, j=0,1,...,
k=0

sorok (C,1) szummaélhatok.
A 0.15. tételhez hasonléan, most is érvényes a Cauchy kritérium kovetkezd alakja:

3.3. TETEL (Méricz F., [Mol]). A (3.5) kettds sor akkor és csak akkor reguldrisan (C,1,1)
szummdlhatd, ha bdrmely € > 0-hoz létezik olyan N = N(e) szdm, hogy

(3'9) |Jm1,nx ~ Oman; — Omyne T Umz,n2| <g,
valahdnyszor maz(mi,n1) > N, 0 < my < mg, 0 < ny < ny, tovdbbd, tetszéleges n > 0
esetén
(3.10) P min = Tmanl € 6 valahdnyszor min(my, ms) > N
és m > 0 esetén
(3.11) |om,ny — Omona| <€, valahdnyszor min(ni,ns) > N.
A reguldris konvergencia és szummalhat6ség néhany fontos tulajdonsdgdt hdrom lemma-
ban foglaljuk 6ssze.

3.4. LEMMA. Ha a (3.5) kettds sor reguldrisan konvergens, akkor téglalap-részletisszegei
korldtosak, azaz,
I8l < B, w2 0., . .
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3.5. LEMMA. Ha a (3.5) kettds sor reguldrisan (C,1,1) szummdlhatd, akkor
|omn| < K, m,n=0,1,...,
Smn/(Mm+1)(n+1) — 0 ha max(m,n) — oo,
specidlisan

|8mal/(m+1)(n+1) L K, My =10, 1505 <

A 3.4. lemma szinte nyilvdnvalé. A 3.5. lemma egy bizonyitdsa megtaldlhaté [MN2]-ben,
de ez is ismert eredmény. Erdemes még megjegyezni, hogy lemmank részben a 0.11. tétel
egy analogonja.

Végezetiil, bevezethetjik a sor (C,1,0) kozepeit is:

amn:=m+lz.s]n—-z Z( m-i—l) e m,n=20,1,....

7=0 k=0
A (3.5) kettés sort (C,1,0) szummaélhaténak nevezziik, ha a (o10) (kettés) sorozat Pring-
sheim értelemben egy véges szdmhoz konvergdl. Hasonlé rnodon értelmezhet6 a (C,0.1)
kozép (és szummalhatdsdg) is. Végezetiil, a szokdsos mddszerekkel konnyen igazolhatd, hogy
ezek konvergenciatarté moédszerek.

3.6. LEMMA. Ha a (3.5) kettds sor Pringsheim értelemben egy véges L szdmhoz konver-
gdl, €és téglalap-részletosszeger korldtosak, akkor a sor (C,1,1), (C,1,0), valamint (C,0,1)
szummalhatd is ugyanahhoz az L szdmhoz.

A fentiekben koriljartuk a regularitds koncepciéjdt. Most méar megfogalmazhatjuk 6

eredménytinket.
Vezessiik be az alabbi jelélést'
Ajk
3.12 — =04 155555
312} ZZ(]+1 Wk+1) ™"

j=mk=n

A 3.9. lemmédban latni fogjuk, hogy ha a (3.5) kettds sor regularisan (C,1,1) szummaélhatd,
a jobb oldalon 4ll6 sor konvergens, igy a definici6 értelmes.

*3.7. TETEL (Mdricz F., Németh Z., [MN2]). 4 (3.5) kettds sor akkor és csak akkor
reguldrisan (C,1,1) szummdlhaté egy véges L szdmhoz, ha a

(3.13) i {2 -

m=0n=0

kettos sor reguldrisan konvergdl ugyanahhoz az L szdmhoz.

A 3.7. tétel szerint tehdt, ha a (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummadlhaté egy véges L
szamhoz, akkor a (3.12) sor barmely m,n > 0 esetén konvergens, és a (3.13)-ban definidlt
1j kettOs sor reguldrisan konvergens ugyanahhoz a hatdrértékhez. Forditva, ha a (3.12)
sor barmely m,n > 0 esetén konvergens, és a (3.13)-ban definidlt kettés sor reguldrisan
konvergens, akkor az eredeti (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummdlhaté ugyanahhoz a
hatdrértékhez.

A 3.2. definici6 szerint a (3.5) sor reguldris (C,1,1) szummadlhatésidgabol kovetkezik,
hogy ,sorai” és ,oszlopai”, azaz a (3.7) és (3.8) egyszeres sorok (C,1) szummalhaték. A
3.1. tétel szerint ekkor a

3.14 —7
(3.14) J§=o:1 7

k=0,1,...,
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és a
(3.15) Zk+1 ji=0,1,...,

sorok konvergensek. Konnyen beldthaté, hogy a (3.12) sor valamely m,n > 0 értek esetén,
illetve minden m,n > 0 értek esetén valé konvergencidja ekvivalens.

Természetesen meriil fol a kérdés, hogy vajon csakugyan sziikség van-e a regularitds
feltételezésére a 3.1. tétel dltaldnositasakor?

*3.8. PELDA (Mdricz F., Németh Z., [MN2]). Van olyan Pringsheim értelemben (C,1,1)
szummdlhatd kettds sor, amelyhez a b,,, sorozat nem értelmezhetd.

Nyitott kérdés, hogy ha a (3.5) sor csupan Pringsheim értelemben (C,1,1) szummalhatd,
de a b,,, sorozat létezik, érvényes-e a 3.7. tételhez hasonlé jellemzés? [MN2]-ben megfogal-
mazott sejtésiink szerint nem, de ilyen példat nem sikeriilt konstrudlnunk.

3.2. Bizonyitasok

Mindenekel6tt belatjuk a (3.12) definicié jogossagat.

*3.9. LEMMA (Modricz F., Németh Z., [MN2]). Ha a (3.5) sor reguldrisan (C,1.1) szum-
malhatd, akkor a (3.12) sor minden m,n =0,1,... értékre konvergens.

Mivel a (3.14) és (3.15) sorok konvergensek, a (3.12) konvergencidja regularis.

A 3.9 lemma bizonyitdsa

Kényelmesebb, ha a (3.12)-ben definidlt by, 41 n+1 sorral dolgozunk, ahol m,n = —1,0,1,...
rogzitettek. Legyen M > m + 2 és N > n + 2. Mivel

(3.16) Bk = Bl g b — G bt F Bjtilonls

a szokdsos

S—1,k = 85,-1 = 8-1,—-1 = 0, j,k)—"—O,l,...
jeloléssel, végrehajtva egy kettGs Abel-dtrendezést, azt kapjuk, hogy
Qjk
8.17 SN .
et Z Z G+ 1)(k+1)

j=m+lk=n+1

Sik
Z Z +1)(]+2)(k+1)(k+2)

j=m+1lk=n+1
M-1 N-1
: 1

1 SiN SMk
- o - e
N+1j:§+1(j+1)(]+2) M+1k£1(k+1)(k+2)

By LT
n+2j=m+l(j+1)(j+2) m+2, & (k+1)(k+2)
Smn SmN SMn SMN

tmrmt2 meV+) M+Dm+2) MV ED)
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Felhasznalva a 3.5. Lemmat és végrehajtva egy Ujabb kettds Abel-dtrendezést,

M-1 -
Sik
3.18 § §j J
(818} Jm+1kn+1]+1(j+”(k+l)(k+2)

) G
= Z Zl GFOG+)k+ Dkt T

j=m+1lk=n+

9  M-=2 . 9  N-2
2 e Y, ¥ og;k j
N+1Jm+1(]+2)(3+3) +1, 52, (k+2)(k+3)
___2(n+1) Z 2(m+1) NZZ Omk
(n+2(n+3) m+1]+2 ]+3) (m+2)(m+3), (k+2)(lc+3
___OM-1N-1 (m 4+ 1)om -1 5
(M+1)(N+1) (m+2)(m+3)(N+1)
(n+1)orm-1n (m+1)(n+1)omn

T M+ +2)(n+3)  (m+2)m+3)n+2)(n+3)
Ismét a 3.5. Lemmadt haszndlva, ha (4.18)-ban M, N — oo,

Sjk _
(3.19) Z Z G+ +2)(k+1)(k+2)

j=m+1lk=n+1

" Ijk _
- ._%:H k—;l (G+2)G +3)(k+2)(k +3)

2(n+1) 2(m +1) Tmk
(n+2)(n+3)];+1]+2)(]+3) (m+2)(m +3) Z ko) (k+3)

(m+1)(n+1)omn
; $ = =1,0,15:: s
tmrdmedm+)mry’ ™"
Mivel a jobb oldalon &llé sorok abszolit konvergensek, (3.19) bal oldala is konvergens.
Egyszeres Abel-dtrendezéssel kapjuk, hogy

Nz_l SiN —9 MZ_2 (1V+1)0'jN—NUj,N_1

i G+ +2) T4 G+ +3)

L WA+ Doy-1ny = Noy-an-1 _ (m+ (N +1)0my — Nom,n-1)
M+1 (m +2)(m + 3)
Legyen M, N — oo. Felhasznélva, hogy minden

Um’Nzi(l_mil)UN(j)’ N=0,1,...,

-}

j=0
egyszeres sorozat konvergens, ha NV — co és m = 0,1,... rogzitett, kapjuk, hogy
1 et SiN
3.20 S - —— | ha M,N — .
3.20) N+1J§+l(y+1)u+2)_’

A formula szimmetrikus megfeleldje a mdsik indexben

1 N-1 S

(Bl M+1 kgl (k+1)(k+2)

— 0, ha M,N — oo.
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Hasonl6 szamoldssal nyerjik, hogy

-1
Z 1SJ.,,' 2 Z (TL+1 U‘;n 710:;]'.,1_1 +
g M + jom G+2)(G+3)

(n+1)oM—1n —MOM-1n-1 B (m+1)((n+1)0mn — NOm n-1)

M+1 (m+2)(m+3)
Ismét a 3.5. Lemmat hasznalva, M — oo hatdratmenettel nyerjiik, hogy
oo
s
8.22 R =
g 2 GG

o G+2)(G+3) (m +2)(m + 3)

Mivel a jobb oldalon &ll6 sorok abszolit konvergensek, (3.22) bal oldala is konvergens.
Hasonldan,

=2 i (n+1)0jn =n0jn-1 _ (m+1)((n+1)0mn — NOm,n-1)

it Smk
(3.23) > =
k1 (B + 1)(k +2)
o i (m+1)omk = mOm-1k _ (n+1)((Mm+1)0mn = MIm_1,n)
s (k+2)(k+3) (n+2)(n+3)
A 3.5. lemma szerint, a (3.17) jobb oldaldn &ll6 utolsé hirom tag nulldhoz tart, ha
M, N — oo. Osszegytjtve a (3.17)-(3.23) formuldkat, a lemmat bebizonyitottuk. g

A (3.12), (3.17), (3.20) és (3.21) formuldkbél levezethetjiik az aldbbi eldallitdst is:

Sjk
(3.24) B 5 ;
e j ;ﬂk—zn;q G+1)G+2)(k+1)(k+2)
1 — Sjn 1 =2 Sk S
5 . B . |
n+2, ;H U+1G+2) m+2k=§_l (k+1)(k+2)  (m+2)(n+2)

ahol a jobb oldalon minden sor konvergens.

A 3.7. tétel bizonyitdsa
(1) Szukségesség. Mivel
Qs
bik = bjs1.k — bjrt1 + b; =
7k 7+1,k 7,k+1 7+1,k+1 (] T 1)(k T 1) )

kettds Abel dtrendezéssel kapjuk, hogy

(3.25) Smn = Z Z J+1)(k +1)(bjk — bjg1,k — bj k41 + bjgr,k41) =
j: =

= Z Z ik — TL e ].) Z bJ n+l — (m + 1) Z bm+1,k =+ (m 7t 1)(7L + 1)bm+1,n+1‘
=0 k= 7=0 k=0

Konnye klsza.molhatjuk hogy

oo oo

(3.26) Zobj,n+l = {Z+Z+ Z} Z

1=0 g=1
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+ (m + 1)bm+1,n+1,

m oo
'= =n
és hasonldan

(327) Z m+1,k = n o l)bm+1,n+1~
DT

Jj=m+lk= 0

Egyesitve a (3.25)—(3.27) formuldkat, kapjuk, hogy

n

(328) i Z bjk = Smn + (Tl < 1) Z Z

k=0 1=0k= n+1

+(m+1) > i 0 3 b3 D Dbisg v

Végrehajtva egy Abel dtrendezést,
N-1

m N
a5k Smn Smk SmN
2. e snd - :
71=0k=n+1 k+1 n+2 k=n+1 (k+1)(k+2) N 41

ahonnan /N — oo hatdrdtmenettel kapjuk, hogy

a] Sm
(3:29) > T f-tmy S e

J=0k=n+1 k=n+1

(3.23)-ban mar lattuk, hogy a jobb oldalon &ll6 sor konvergens, igy a bal oldali sor is.
Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy

A5k Smn o Sin
(3.30) § j § = -y
j=m+1lk= ] + 1 m + 2 j=m+1 (] + 1)(] 3 2)

Osszegezve (3.28)-(3.30)-at, felirhatjuk, hogy

(3.31) ZZ g =+ Lk +1) ZZ (j + 1)( ]+2s)](l;c+1(k+”)

=0 k= j=mk=n

J
ahol, mint (3.19)-ben lattuk, a jobb oldali sor konvergens.
(3.19) és (3.31) felhasznéldsdval az alabbi el64llitast kapjuk:

(3.32) >0 b (m+1)n+1)zz G +2)( ]+30;J(}/cc+2)(k+3)

7=0%k=0 j=mk=n
2(m+1)n & Tjn—1 2m(n+1) & Om—1k MNOm—1n—1
- S e F f Tt
n+ 2 _m(]+2)(]+3) m+2 (k+2)(k+3) (m+2)(n+2)

Konnyen beldthatjuk, hogy (3.32) akkor is érvényes marad, ha a bal oldalbdl kivonunk L-
et, a jobb oldalon pedig ojx-t kicseréljiik ojx — L-re. Igy a (3.13) sor Pringsheim értelemben
konvergens, ha a (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummalhat6. A

(3.33) Yobie & D b
7=0 k=0

sorok konvergencidja (ahol £ = 0,1,..., illetve j = 0,1,... rogzitettek), kovetkezik a 3.1.
tételbsl. Ezzel a (3.13) sor reguldris konvergencidjat beldttuk.
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(ii) Elegenddség. Legyen
tmn::-Zijk, m,n=20,1,...
j=0k=0

a (3.13) sor téglalap-részletosszege. Vildgos, hogy

Z bj,n+l = tm,n-}-l = tmns Z bm+1,k = tm+1,n = bmns

7=0 k=0
és

bm+1,n+1 = tm+1,n+1 = tm,n+l = tm+1,n + tmn.
Ebbél, (3.25)-6t folhasznélva,
Smn = tmn = (M + 1)(Emnt1 = tmn) + (M + 1)(tmt1,n = tmn) +
-+ (m b 1)(” + 1)(tm+1,n+1 i tm,n+l -z tm+1,n + tmn)a

amibdl konnyen adddik, hogy

M N M N M
Z Zsmn:4 Z Ztmn_2(1V+1) Z tm,N+1—

m=0n=0 m=0n=0 m=0
N
-2(M +1) Z tM+1n + (M +1)(N + Dipgr, N1

n=0

Ezt felhasznélva,
4 M N

3.34 OMN = tmn -
(334) MN (M+1)(N+1)mZ=OT;)

9 M 2 N
Y Z tm,N+1— o7 Z tM+1,n +EM41,N+1-
M T N1 L

Tegyiik fel, hogy a (3.13) sor reguldrisan konvergdl egy véges L szdmhoz. A 3.4. és 3.6.
lemm4ékat felhaszndlva, (3.34)-bél adédik, hogy

omny 4L —-2L —-2L+ L =1L, ha M,N — .
A (omn) reguldris konvergencidjanak teljes bizonyitdsahoz be kell még ldtnunk, hogy a
(oMn : M =0,1,...) és (oyn : N = 0,1,...) egyszeres sorozatok is konvergensek. Ez

azonban a 3.1. tételbdl, az el6z6 esethez hasonléan, azonnal kovetkezik. Ezzel a 3.7. tételt
belattuk. ]

A 3.8. példa konstrukcidja
Legyen

o 1/2, ha. j§ =0,
07U (-1)9, ha j=1,2,...,

ajk = (=1)*(k 4 1)ajo, k=1,2,...,

(3.35)

és tekintsiik a megfelel6
(o o)
> D sk
7=0k=0
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sort. Konnyen beldthatd, hogy
_ (Y _
Smn——z—([§]+1), m,n—O,l,...,
(ahol [-] az alsé egészrészt jeloli), valamint, hogy

1 * &
amnz(m—*—l)(n-i-l)jz g ([ ]+1)

0, ha m vagy n=1,3,5,...,

1 n

—| +1) kilénben.
2(m + 1)(n + 1) ([2} +1) kiilouben

Ha m,n — 00, a (0mn,) sorozat 0-hoz tart, azaz a (3.35)-ben definidlt sor Pringsheim

értelemben (C, 1, 1) szummadlhaté a 0-hoz. A szummaélhatdsdg azonban nem reguléris, hiszen

a kettds sor (3.8)-nak megfelelé ,oszlopai” (C,1) értelemben divergensek, példdul a j = 0

esetben a
k+1
Z aok = Z 1)k(9—)
k=0 4

egyszeres sor nem (C, 1) szummalhato.
Mésrészt, a by, definicidjaban szerepldé sor Pringsheim értelemben sem konvergens. Ha

m=n =20, a (3.12) sor téglalap—részletésszegei
M M

A5k
ZZ‘]—f—l(lﬁ—l g

j=0k=0

-5 2% ha N=0,244,...,

0, ha N =1,3,5,...,
nem konvergensek M, N — oo esetén, hiszen

M M+1 il
%50 Z (~1) 1 - 1
Z,——z —_— == 0g2— - #0, ha M — .
=T EO I 2 2
Kovetkezésképpen a (3.13) sor nem értelmezhetd. a

3.3. Alkalmazasok

Bar a 3.7. tétel onmagdban is érdekes, legfontosabb alkalmazdsa Tauber tipusi tételek
bizonyitdsa. Hardy idézett cikkében ([H2|) a 3.1. tételbdl levezeti a klasszikus 0.12. tételt,
valamint az aldbbi mdés jellegii eredményt:

3.10. TETEL (Hardy, [H2]). Ha a Y a, sor (C,1) szummdlhatd, és 3 nP|a, P! < oo
valamely p > 0 értékre, akkor Y a, konvergens.

Hardy gondolatmenetét kovetve, ebben a szakaszban a (C,1,1) szummadlhatésigra vo-
natkozé Tauber tipusu tételeket bizonyitunk. A szakasz Gj eredményei még nem jelentek
meg cikk formédjiban. Mivel a témdval jelenleg is foglalkozunk, lehetséges, hogy az ered-
ményeket vagy a bizonyitdsokat nem kiforrott formajukban kozoljiik. Mégis, gy érezziik,
hogy ezeknek az eredményeknek is helyiikk van az értekezésben, mind a téma fontossédgira
valé tekintettel, mind a 3.7. tétel alkalmazédsaként.
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A 0.12. tételt kettos sorokra Moricz Ferenc altaldnositotta.

3.11. TETEL (Méricz F., [Mo3]). Ha az (s;i) sorozat (C,1,1) szummdlhatd, és léteznek
olyan N >0 és H > 0 szamok, hogy

(3.36) |85k = 8j-1k'~ 8jp=1 F Si=1,4=1| £ H, valahdnyszor j, k> N,
(3.37) 185 = Syea,q] € H, valahdnyszor in >N,

valamaint

(3.38) klsmk — Smk—1| < H, valahdnyszor m,k > N,

akkor az (s;i) sorozat konvergens.
A mi eredményiink a kovetkezo:

*3.12. TETEL. Ha a (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummdlhatd, és léteznek olyan N > 0
és H > 0 szdmok, hogy a sor téglalap-részletosszegeire

(3.39) Mo = Si-gm) 2 =, valahdnyszor gim 3N
valamint
(3.40) k(Smk — Smk—1) = —H, valahdnyszor m,k > N,

teljesulnek, akkor a sor Pringsheim értelemben konvergens.

*3.12'. TETEL. Ha a (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummdlhatd, és léteznek olyan
N >0 és H > 0 szamok, hogy a sor téglalap-részletosszegeire

(3.39) 8y — $5-1.0) = —H, valahdnyszor max(j,n) > N,
valamint
(3.40") k(Smk — Sm k—1) > —H, valahdnyszor max(m, k) > N

teljestlnek, akkor a sor requldrisan konvergens.

3.13. MEGJEGYZES. A 3.11. tételt ,kétoldalas”, mig a 3.12. tételt , féloldalas” feltétellel
fogalmaztuk meg. A két alak kozott nincs lényegi kiilonbség. A féloldalas feltételt haszndl-
hatjuk valds sorokra, a komplex sorokndl a kétoldalas alakra van sziikség, ezutan a valds és
képzetes részt kiilon-kiilon targyalhatjuk.

3.14. MEGJEGYZES. Méricz Ferenc is észrevette, hogy a 3.11. tételben a (3.36) feltétel
elhagyhaté ([Mo4]). Ennek ismeretében a 3.12. tétel nem wj. Azért targyaljuk mégis, mert
a 3.7. tétel segitségével mds tton, egyszertibben bizonyithat, mint a szokdsos médon. (A
,Szokdsos” technikdt haszndljdk pl. a [Mo3], [Mo4], [MN3] cikkek.)

Madsik eredménytink a 3.10. tétel kettos véltozata.

*3.15. TETEL. Legyen a (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummdlhatd, és 0 < ¢ < p.
Ekkor, ha létezik olyan N > 0 szam, hogy a téglalap-részletisszegekre

(3.41) Z(k + 1)?|Smk — sm,k_llp"'l < 00, ha m> N,
k=0
(3.42) > (G +1)Ysjn — sj—1a"t <00, ha  n>N,
j=0
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valamaint

(3.43) Z(J-i—l (Z (k+1)P|sjk — 8516 — Sjk—1 + Sj—1.k—1|P "

(g+1)/(p+1)
) e

teljesd'lnelc, akkor a (3.5) sor reguldarisan konvergens.

*3.16. MEGJEGYZES. (3.41)-(3.42)-ben a p és q szamok, valamint (3.43)-ban a j és k
indexek folcserélhetdk.

p = q valasztassal kevésbé altaldnos, de szimmetrikusabb feltételeket kapunk.

*3.17. KOVETKEZMENY. Legyen a (3.5) sor reguldrisan (C,1,1) szummdlhatd, és 0 < p.
Ekkor, ha létezik olyan N > 0 szam, hogy a téglalap-részletésszegekre

)
Z(/c + 1)?|8mk = Smk—1/PT! < o0, ha m > N,
k=0

)

Z(j"'l)pls_jn—b‘j_l,nlp-*-l < 00, ha n > N,

J=0

valamint

oo o0
Z Z J+1)P(k+1)P|sjk — Sj—1,6 — Sj k-1 + Sj_l‘k_1|p+1 < oo
teljesilnek, akkor a (3.5) sor requldrisan konvergens.

A 3.12. tétel bizonyitdsa
Az altaldnossig megszoritdsa nélkiil foltehetjiik, hogy a (3.5) sor 0-hoz szummaélhaté. Te-
gyik fel, hogy limsup s;mn, = A > 0. Ekkor 1étezik az (m,n) indexeknek egy olyan részsoro-
zata, hogy

Smane = A, m, — 00, N — 00, ha K — 00,
igy, ha k elég nagy, sm,n. > A/2. Vélasszuk meg az w > 0 szdmot akkordnak, hogy
Hw < A\/3 legyen. Legyenek tovdbba u és v olyanok, hogy

Me < it < My + WMy és Ne <V < Ny + wnye.
Nyilvan
) Nk 7 v
(3.44) Suv = Smeme+ . D Gik+D. D Gk
j=me+1k=0 =0 k=n.+1

Folhaszndlva a (3.39) feltételt,

K Nk H
Z Z ajr = Z (Ss.me = Fi-La) 2
gyt k=0 [ Mgl

“ —
58 3 —n-gETTes pus oy
et T M + 1

Hasonlé médon, a (3.40) feltételbdl kapjuk, hogy
H v v
Z Z Ajk = Z (S;L,k - su,k—l) >
J=0k=n,+1 k=n.+1
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Y i

k=n,.+1
Ezt a két becslést (3.44)-be helyettesitve, azt kapjuk, hogy

Myx+WMeg Ne+wng
Sik

(3.45) (et D+l 2, 2 GINGIDEIDETD >

Mg+Wwmg N twng 1

1
2 (me +1)(ne +1)3 o mzm k_nz+1 G+DG+2)k+1)(k+2) = =

Ez azonban ellentmond annak, hogy a (3.19) formula szerint a bal oldalon 4llé 6sszegnek
k — oo esetén 0-hoz kellene tartania, mert o, — 0. Ezzel beldttuk, hogy limsup s;n, < 0.
Hasonlé gondolatmenettel, (3.45)-ben a

M N

o gy

J=me—wmyg k=n,—wn,.

osszeget haszndlva, beldthatjuk, hogy liminf s,,, > 0. Ezzel a Pringsheim értelemben vett
konvergencidra vonatkozd 3.12. tételt beldttuk.

A 3.12'. tétel esetében a regularitds igazoldsdhoz vizsgélnunk kell még a (3.5) kettds
sor sorait és oszlopait, mint egyszeres sorokat. Vildgos azonban, hogy a (3.39") és (3.40")
feltételek teljesiilése esetén ezekre a sorokra alkalmazhatd a 0.12. tétel. a

A 3.15. tétel bizonyitdsa
A (3.28) formula szerint

(346.) Smn = Z Z bjk - (TL + 1) Z Z k-a.:;.k]_ N
Follibomnrfl

7=0k=0

(m+1)(n 4 1)bmtint1 = Shn = Soin — S20 + Sn

j=m+1k=07 + 1
A 3.15. tételben feltettiik, hogy smn — L (C,1,1) értelemben. A 3.7. tétel szerint ekkor
Sl — L, ham,n— co.
A jobb oldal mésodik Osszegére a Holder egyenldtlenséget alkalmazva a p+ 1, (p+1)/p
kitevokkel,

1_((n+1)z Z aJk | <+ Z kH]}: ajn| =

J=0 k=

oo

=(n+1) >, ((k 2 1)—(2P+1)/(P+1)) ((k 3 1)p/(p+1)! iaikl) <

k=n+1 7=0

<(n+ 1)( i (k + 1)—(2p+1)/p)1’/(p+1)( i (k + 1)”’ i ajk‘p+1) 1/(p+1) <
k=n+1 k=n+1 =

<K Z (k + 1)P|Smk — Smk—1|PTF — 0, ha m,n — 0o,
k=n+1

a (3.41) feltétel miatt.
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A (3.42) feltételbdl hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy
S% - =0, ha m,n — oo.

A negyedik tag vizsgilatakor is hasonlé dtalakitdsokat végziink, és kétszer alkalmazzuk
a Holder egyenlGtlenséget:

lajk|

=|(m+1)(n+ 1)bmt1,n+1| < R
1Sl = I( +1,n+1 "%:+1k-—zn;i-1 GEDGTD
oo 1 o0
=(m+1)(n+1) —_ ((k+ 1)—(2P+1)/(p+1)) ((k+ 1)p/(”+1)|ajk|) g
: gt l
j=m+1 k=n+1
= 1 — 2 (p+1
<m+1)(n+1) Y _1( X (k+1)~<-p+1>/p)P/P B
j=m+17 + k=n+1
= 1/(p+1)
< (% (k+1Planp) T <
k=n+1
= : —(2 ; = ‘ 1/(p+1)
< K(m+1) Z ((]-f-l) (‘q+1)/(q+1)) ((]+1)Q/(q+1)( Z (k+1)p’ajk‘p+l) )S
J=m+1 k=n+1
b : +1)
5[\"(m+1)( >, (j+1)“(24+1)/¢1)q/(q s
J=m+1
> (g+1)/(p+1)\ 1/(g+1)
(3 GHUI( S (h+1Plagefprt) TTETYYED o
j=m+1 k=n+1
- (a+1)/(p+1)\ 1/(g+1
<k( S G+ X Gr1Plapt) TV o e .
j=m+1 k=n+1

Eredményeinket Osszegytijtve nyerjiik, hogy (3.46) jobb oldala konvergens, igy Smn —
L. a

3.4. A folytonos eset

Ebben a szakaszban is a 0.12. tétellel rokon Tauber tipusi eredményekkel foglalkozunk,
ezuttal azonban eredményeinket integralokra fogalmazzuk meg.

Ertekezésiink 2.3. fejezetében mar definidltuk integrdlok Cesaro szummalhatésdgat. Em-
lékeztetiink arra, hogy ha f: Ry — C, f € L}, (R4), értelmezhetdk a

s(t) : / f(z és g(t) = %/Ot s(u) du, t>0
fliggvények. Az
(3.47) /0 "~ Falis
integral (improprius értelemben) konvergal a (véges) A szdmhoz, ha
(3.48) tlir{.lo s(t)y=A
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illetve (C,1) értelemben szummadlhaté a (véges) A szdmhoz, ha
(3.49) lim o(t) = A.

Most is igaz, hogy (3.48)-bdl (3.49) kovetkezik, de forditva nem. Mindenesetre. ha az f
figgvény allandé eldjeli, a két limes ekvivalens, hiszen Fubini tételét folhaszndlva, irhatjuk,

hogy
a(t)=%/0 du/ouf(x)d:cz/o (1-3)i @ da.

Az is vildgos, hogy a (3.47) integrdl (C,1) szummaélhatésdga nem fligg attdl, hogy a fliggvény
valamely rogzitett (0,xo) intervallumon milyen értékeket vesz fel.
Els6 tételiinkben egy , féloldalas” feltételt fogalmazunk meg valds fiiggvényekrre.

*3.18. TETEL (Méricz F., Németh Z., [MN3]). Legyen f € L} _(Ry) valds értéki fugg-
vény, €s tegyik fel, hogy a (3.47) integrdl (C,1) szummdlhatd a véges A szdmhoz. Ekkor
(3.48) pontosan akkor dll fent, ha

At
(3.50) sup lim inf / [s(z) — s(t)]dz >0
A>1 t—oo At —1 /¢
és
t
(3.51) sup liminf / [s(t) = s(z)]dz > 0;
0<A<1 t=oo T — At Jae

e feltételek teljesulésekor szikségképpen

] 1 At
(3.52) tl_lfgom/t [5(z) — s(t)] dz = 0
minden A\ > 1 értékre, valamint

. 1 ¥
(3.53) tl_lf& e /\t[s(t) - s(z)]dz =0

minden 0 < A < 1 értékre.
Valés sorozatokra R. Schmidt [Sch] vezette be a a ,lasst csokkenés”* fogalmaét.

3.19. DEFINICIO. Egy, az R, -on értelmezett, valds értékii s(t) fliggvényt lassan csokke-
nének neveziink, ha

3 . By . » > 0.
(3.54) /\Er&o Iltnlg}ftsrgcllsr&t[s(x) s(t)] >0

Ez a definicié szokatlannak tiinhet. Erdemes atfogalmazni az alabbi, ekvivalens alakba
is: Barmely € > 0 esetén léteznek olyan ¢ty > 0 és A > 1 szdmok, hogy

s(z) —s(t) > —¢ valahdnyszor g€t LwLal

Ezt az alakot tekinthetjikk a Cauchy kritériumban szerepld feltétel egyfajta (féloldalas)
»gyengitésének”. Tudjuk, hogy a konvergencia és a Cauchy kritérium ekvivalensek. A
Hardy—-Schmidt féle tétel gy is interpretdlhatd, hogy a lassi csokkenés és a (C,1) szum-
malhatdsag egyiitt ekvivalens a konvergencidval. A mi eredményiink pedig , dtlagban valé”
lassu csokkenésrol szol.

* ,,slowly decreasing sequences”
» y g seq
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A (3.54) feltétel az aldbbi médon is dtfogalmazhato:
(3.55) lim liminf mm [s t) —s(z)] > 0.

/\—~—0th

Valéban, ha A > 1 esetén
lim inf mm [s(m -s(t)=L

t—oo t<z<
valamely véges L szamra, akkor

- . B <
hrn_ligf)\_glsr%sz[s(x) s(t) <L

is fenndll. Forditva, ha a mésodik limes inferior véges, az el6z6 is legfeljebb akkora.

Ezen megjegyzés alapjan azonnal adédik Schmidt klasszikus tételének integrélis alakja:

*3.20. KOVETKEZMENY (Moéricz F., Németh Z., [MN3]). Legyen f € L{ (R4+) valds
értéki figguény, és tegyuk fel, hogy a (3.47) integrdl (C,1) szummdlhatd a véges A szdmhoz.
Ekkor, ha az f fiugguény s(t) integrdifuggvénye lassan csokkend, akkor (3.48) fenndll.

Hasonléan vezethetjiik le a Landau-féle 0.12. tétel megfelelgjét is.

*3.21. KOVETKEZMENY (Mdricz F., Németh Z., [MN3]). Legyen f € LL_(Ry) valds
értéki figguény, és tegyuk fel, hogy a (3.47) integrdl (C,1) szummdlhatd a véges A szdmhoz.
Ekkor, ha vannak olyan H > 0 és x¢ > 0 konstansok, hogy

(3.56) zf(x) > —=H majdnem minden T > xo esetén
fonndll, akkor (3.48) teljesil.

Valéban, ha zy < t < z < oo, irhatjuk, hogy
o] T d
s(x) — s(t) :/ f(u)du > —H/ zu = —Hlog% > —Hlog A,
t t

amibdl

111;111&1ft<m1n [s(z) — s(t)] > —H log A, A>1,

ahonnan A — 1 + 0 hatdrdtmenettel adddik a (3.54) egyenlétlenség.

A (3.50) és (3.51) feltételek szimmetrikus megfeleléi a kovetkezok:

At
3.57 inf li = &
(3.57) jof limsup /\t_t/t [s(z) — s(t)]dz <0
és
: — <
(3.58) Oénillxﬂgp 5 / [s(t) — s(z)]dz < 0.

A 3.18. tétel akkor is érvényes marad, ha a (3.50)-(3.51) feltételeket kicseréljiik (3.57)-(3.58)-
cal. El6z6 gondolatmenetiink mintdjara értelmezhetjiik a lassan novekedés fogalmat a

lim li -s5(t)] <0
JJim limsup max, [s(z) — s(t)]

feltétellel, belathatjuk, hogy ez kovetkezik a

afiz) < H majdnem minden x > x( esetén

feltételbdl, és megfogalmazhatjuk a 3.20. és 3.21. kovetkezmények szimmetrikus megfelel6it.
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A tovdbbi részletezés helyett inkdbb arra mutatunk rd, hogy a 3.18. tételben szerepld
(3.50) és (3.51) feltételek egymadstdl fliiggetlenek. Ertelmezziik az f fiiggvényt a kovetkezd

modon:
1 ha z € [2" —-1,2"),

f(z) = { -1, ha ze2",2"+1), n=1,2...,
0 kiilonben.
Konnyen kiszamolhatd, hogy ekkor
t—2"+1, ha te[2"-1,27),
s(t) = {2"+1—t, ba t€ [2%,2%+1); m=1;2,+.5
0 kiilonben,

limo(t) = 0, tovabba

1 At
litm inf T / [s(z) — s(t)] dz = — limsup s(t) = —1, ha A>1,

t—oo
és
t
lim inf / [s(t) — s(z)] dz = liminf s(t) = 0, ha 0< A<
t—oo t— At Jae t— o0

A komplex értéki fiiggvényekre is hasonlé tételek érvényesek.

*3.22. TETEL (Mdricz F., Németh Z., [MN3]). Legyen f € Ll (Ry4) komplezx értéki
fliggvény, és tegyik fel, hogy a (3.47) integrdl (C,1) szummdlhatd a véges A szamhoz. Ekkor
(3.48) pontosan akkor dll fent, ha

1 At
inf limsup ‘E—t/ [s(z) — s(¢)] da:’ = (.
- t

0<AL< >
A£1 t—oo

A valds esethez hasonldan itt is megkaphatjuk a 3.20 és 3.21 kovetkezményekkel analdg
eredményeket. Ha a (3.47) integrdl (C,1) szummaélhatd, a (3.48) teljesiiléséhez elegendd
akdr a Schmidt tipusu

li lims a, z)—s(t)) =0
Jlm lgriol‘}ptsrgsﬁtb(x) s(t)]

feltétel (ezt lassu vdltozdsnak™ nevezziik), akar a Landau tipusid

lzf(z)| < H majdnem minden x > xg esetén

feltétel.

*3.23. MEGJEGYZES. Ha az itt leirt médszert numerikus sorokra alkalmazzuk, a 3.18 és
a 3.22 tételek mintdjira egy kicsit javithatjuk Moricz Ferenc el6z6 eredményeit [Mo5]. A
részleteket illetéen [MN3]-ra utalunk.

Végezetiil jegyezzik meg, hogy a diszkrét és a folytonos eset analégidja nem véletlen.
Definiciéink és bizonyitdsaink szinte szd szerint viheték at arra az esetre, ha u egy véges
pozitiv Borel mérték R, -on, és Lebesgue-Stieltjes értelemben tekintjik az integralokat.
Ekkor a mérték megfelelé valasztdsaval mindkét , széls6” esetet megkaphatjuk. E szakasz
eredményei a duy = dx Lebesgue mértéket haszndljadk. Ha u(k) = 1, ha £ = 0,1,...
(,,8z4mlalé mérték”), valamint f(k) = sx — sg—1 szakaszonként linedris, R -on folytonos
figgvény, a 3.23 megjegyzésben emlitett, sorozatokra vonatkozé eredményeket nyerjik.

" ,slowly oscillating function”
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3.5. Bizonyitasok

Sziikségilink lesz az aldbbi, onmagaban is érdekes lemmadra:

3.24. LEMMA (Méricz F., Németh Z., [MN3]). Ha a (3.47) integrdl (C,1) szummdlhato
eqy véges A szdmhoz, akkor minden 0 < A < 00, A # 1 esetén

1 At
fenndll.

A ) > 1 esetben, a definicid szerint,

ﬁ/fﬂ(@m:%(u%) /Ons(z)dx—(A_ll)t/ots(x>d:c=

1
A—1
A 0 < X\ <1 esetben hasonlé mddon eljirva,

1 L 1 £ 1 1 A
T Ats(z)dac————-———(1_)\)t/o s(a:)dx+ﬁ(l——1_—)\)/0 sz )de =

1 _1_ /\[a(t) — o(At)] + a(At).

Igy mindkét esetben (3.59) kovetkezik (3.49)-bél. O

=og(At) —

[0(A\t) — o(t)]-

Most mar ratérhetiink a 3.18. tétel bizonyitasara.

Szukségesség. Tételezziik fel, hogy (3.48) fenndll. Felhasznédlva az el6z6 lemmat,

At
Jim [ ls(@) - (o) do =

. 1 - .
= lim B\T:—t_/g s(x)dw—tglglos(t)—A—A—O‘

t—o0
Ezzel bebizonyitottuk, hogy (3.52) és (3.53) teljesiil a A > 1, illetve a 0 < A < 1 esetben.
Elegenddség. Tegyiik fel, hogy (3.49), valamint (3.50) és (3.51) fonnéllnak. Legyen ¢ > 0
adott. A (3.50) szerint van olyan A; > 1 érték, amelyre
. At
(3.60) li}fﬁg}f TR /: [s(z) — s(t)] dz > —e,

a (3.51) szerint pedig van olyan 0 < Ay < 1, amelyre
t

(3.61) lim inf

t—oo ¢ — Agt Syt

[s(t) — s(z)] dx > —e.

Felhasznalva (3.49)-et, valamint a 3.24. lemmadt, minden A > 1 értékre

At
lim inf [s(z) — s(t)] dz = A — limsup s(t),
t—oo A\t — t t— o0
tovabba minden 0 < A < 1 értékre
i} t
litrEZEf g [\t[s(t) — s(z)]dz = 1itrgir°1fs(t) - A
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fennallnak. Kovetkezésképpen (3.60) és (3.61) ekvivalensek az aldbbi allitassal:
A—-ec< litm inf s(t) < limsups(t) < A + <.

t—o0

Mivel £ > 0 tetsz6legesen kicsi lehet, (3.48)-at bebizonyitottuk.

A 3.22. tétel hasonlé médon bizonyithaté.
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4. Summary

Introduction

The main topic of this dissertation is the Cesaro summability and its generalizations and
applications. Therefore, it’s convenient to sum up the basic notations and definitions of this

topic.

Let’s denote by R the linear space of all sequences and by V its some subspace.
Moreover, ¢ denotes the space of all convergent sequences.

DEFINITION 0.4.* By summability method we mean a linear functional of type V' — R
which coincides the usual limit on space c.

There are a lot of different summability methods, one can find many of them, for example,
in Hardy’s book [H1|. In the present dissertation we investigate the Cesiro method, which
is defined below.

First we define the Cesaro numbers by

(0.6) A = (Ha)(“;)'“(“’a), AZe=1, @~

Let’s consider the following matrix transformation:

fqa—1 « :
(0.9) A = (Ont)hms Where  an = { Aa-k/AR EEST
: 0, otherwise.
DEFINITION 0.7. The series ) aj is said to be summable (C,a) to the number s, if its
Cesaro means of order «, defined by

1 & 4 1 &
(0.10) Iy = kZ AR sk = Fr kZ ALk,
TN k=0 n k=0

converge to s as n — oQ.

The different summability methods have a lot of areas of application. Roughly speaking,
the orthogonal series or Fourier series behave more regular and simpler handling them
with summability methods instead of ordinary convergence. (For example, we can see this
phenomenon via the classical Fejér theorem.)

The other main concept of our dissertation is the convergence of double series. We could
present the following definition in plausible way.

DEFINITION 0.13 (Pringsheim). The double sequence ($mn)pe =0 tends to s if for any
€ > 0 there is a number v such that |s,,, — s| < e for any n,m > v.

* In this summary the referring numbers are corresponding to that of the original text.
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Howewer, using this definition, the most of the theorems analogous to previous ones are
not valid any more. For example, if sp, = n and Sm», = 0 otherwise, then s,,, — 0 as
m,n — oo, on the other hand, the sequence s,,, even is not bounded. Of course, we can
demand the boundedness of the sequence $,,,, but this leads to a new definition, which is

a less natural one.

In the case of double series there are much more possibilities.
If the double series

oo

> a

k,1=0
is thought as the sum of the elements of a matrix, infinite in two directions, then the method
of summing is ambigious. One of the possibilities that we consider the double sequence of
rectangular partial sums

m n
Smn ‘= Z Zak[.
k=01=0

One of the most convenient definitions is the following:

DEFINITION 0.14. The double series 3" ax; is regularly convergent to the number s, if
the sequence of its rectangular partial sums converges to s in Pringsheim’s sense, and each
“row series” and “column series” of it are convergent as single series.

The generalized absolute Cesaro summability

In the case of single series ) aj, the absolute convergence is defined by the following

condition:
oo

(1.1) Z|sn—sn_1| < 0.

n=]
Motivated by above definition, we define the absolute Cesaro summability. For the sake of
brevity, we use the folloving notation:

1 n
e =nlo) =05 ;) = P Z A%~ hay:
n k=0

"~ DEFINITION 1.1. The single series 3 ay is said to be summable |C, a|, where o > —1, if

(o] o0
5108 — o8l = Yonlrs] < o
n=1 n=1

The series is said to be summable |C, |y, where a > —1 and A > 1, if

o0 o0
Z n* 1o — af{_llA == Z n_l|T,‘.L’|’\ < 0.
n=1

n=1

The series is said to be summable |C, o, u|y, where & > —1, A > 1, and u > 0, if

(o <] oo
(1.2) Z U [ o ol Z e < 0.
n=1

n=1
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The second and third parts of above definition is due to T. M. Flett [F11, F12]. It is easier
to see the inner logic of definitions in the second form using 7 means.

In order to extend the concept of the absolute convergence to double series, we naturally
suppose that the condition

oo oo
(13) Z Z lsmn —Sm—-1n — Sm,n-1 + sm—-l,n—ll <o

m=1n=1
holds.
As we saw in Section 0.4., in the case of double series we must suppose additional con-
ditions for the rows and columns of double series. Therefore we require that the conditions

(1.4) il [$mo — Sm—1,0] < 00
and i
(1.5) {:jl |Son — S0,n—-1] < 00
hold. i

Finally, we define the absolute summability in similar way, using the o means instead
of the partial sums s,,,. The absolute Cesaro summability of double series are investigated
by many authors, for example, I. E. Zak and M. F. Timan [ZT], Ferenc Méricz [Mo2], and
Istvan Szalay [Sz1].

Our definiton reads as follows:

DEFINITION 1.2 (Z. Németh, [Nel]). The double series 3 a;; is said to be summable
|C, (e, B), (u,v)|x, where o, 3 > =1, u,v > 0, and A > 1, if the following conditions

oo
(1.6) DT < oo,
=1
= 6
Av—1 A
(1.7) N il of o XS
k=1
and
oo
(18) Z z-)\u—lk)\v—llTilllcﬂr\ < oo,
f s k=1
hold, where
288 = m(cP — P = izn:A"‘_lAg ia;
mn mn m—1,n _AaAﬂ m—i‘tn—k Wik,
m<in =0 k=0
taﬁ Ay TL( aﬂ aﬁ )_ 1 f: Xn:Aa Aﬁ—lka
mn — rnn % 8 m—i‘tn—k ik
mATl 1=0 k=0
and
af __ af af a
Tmn —mn( mn Um 1n " Im WL e n—l)
1
AQAHZZA"‘ lAﬁ kzkaik, m,n==0,1,2
1=0 k=0
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This is a natural question that what kind of connections are between different |C, (a, 3),
(u,v)|x methods if the parameters are varied. In Section 1.2 we investigate these connections.
Our results are extensions of those of Flett [F12|, Kogbetlianz [Ko], I. Szalay [Sz1], and
I. E. Zak and M. F. Timan [ZT)].

The main results of this section are the following:

THEOREM 1.3 (Z. Németh, [Nel]). Let A>1, u,v >0, a> A u—1, and 3> \w—1. If
7,6 > 0 then |C, (o, 8), (v, v)lx = |C, (@ +7,8+6), (u,v)]x.

THEOREM 1.4 (Z. Németh, [Nel]). Let u,v >0, > Au—1, and > Av —1. If
(i) p>A>1land 6§=1/A-1/u, or
(ii) p>A=1and 6§ >1/A—1/p, then |C, (e, B), (u,v)|x = |C,(a +7, 8+ 6), (v, v)],.

THEOREM 1.5 (Z. Németh, [Nel]).Let A> 1, u,v >0, a>Au—1, 3> w -1, £ <u,
n<v,y2€—u, 6 2>2n—-v,and a+v,B8+86 > —1. In this case |C,(a, B), (u,v)|» =
|C, (a + 7,8+ 8), (&, m)]x-

THEOREM 1.7 (Z. Németh, [Nel]). Let A > p > 1, u,v > 0, a > pu—1, 8 >
pv—1, §E < u,n<Lv,y>E—u, and 6 > n—v. In this case |C, (e, B), (u,v)|]x =

IC7 (Ot +’Yaﬂ+6)a (5»77)|p

THEOREM 1.8 (Z. Németh, [Nel]). Let A > 1, y,v > 0, a > u—1, 8 > v -1,
y>a—-u—1/A>0,and 6 > B—v—1/A > 0. In this case |C, (e, B), (u,v)|x» = (C, (7, 6)).

Counterexamples show that our results are the best possible.
Moreover, we can specialize our general results for the summability |C, («, 3), (u,v)|x to
the method |C, (a, B)|x which is less general but more familiar.

The concept of generalized absolute Cesaro summability can be applied to orthogonal
series

1

(1.17) i aikpik(),
=0

where (¢;k) is a double orthogonal system on some positive measure space (X,.A, i).
The main results in Section 1.4 are the theorems containing the coefficient condition of

summability |C, e, B|x of the general orthogonal series.
The first result in this topic was the following:

- THEOREM 1.20 (Kéroly Tandori, 1960, [Ta]). If

oo 2m—1

(Y ) <o,

m=0 2m—l
then series (1.17) is summable |C, 1| almost everywhere.

This result was generalized by Lédszlé Leindler for the case of summability |C,a|. In his
condition there is a multiplier depending on « inside of big parentheses. Later L. Leindler
and H. Schwinn generalized this result without this multiplier, such that the summation is
taken between other limits depending on ¢, instead of the powers of 2. These conditions with
“pure blocks” are weaker in general. Finally, the case of |C, a|y, 1 < \ < 2 was investigated

by Istvan Szalay.

We proved analogous results for double series. One of our typical result reads as follows:
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THEOREM 1.21 (Z. Németh, [Ne2]). If 1< A <2, a,8>1-1/), and

00 oo  Hmt1—lpngr1—1

S (Y Y &)<,

mi=0 n=0 1=fm k=pn
then the orthogonal series (1.17) is summable |C, (o, B)|x almost everywhere, where
gm=1 if a>1/2,
fm = pEt = q 2(m=1)E7N2 if a=1/2,
mE=RMI=2a0) 4 § 1/ < a<1/2.

On the order of magnitude of Fourier coefficients

Let f be a periodic function, integrable in Lebesgue’s sense, in sign: f € L'(T), where
T := (—m,n] is the one-dimensional torus, and let

B = %/Tf(t)cosktdt, k>0

and 1
be(f) :=-—/ f(t)sin kt dt, k>1
m™JT
be its Fourier coefficients.

In the basic theory of Fourier series the Riemann-Lebesgue lemma is well known: for any
function f € L' the following relations

lim ax(f) = lim bi(f) =0

k—oo
hold. It is also well known, that this convergence can be arbitrarily slow. More precisely. for
all sequence A\x — oo there is a continuous function f € C such that the sequences Apax(f)
and Agbx(f) are not bounded.

In 1986, J. B. Reade discovered that the order of magnitude of Fourier coefficients can
be estimated using the limit in Cesaro sense instead of ordinary convergence.
THEOREM 2.1 (Reade, [Re]). If f € L*(T), then
EY%a(f) — 0 and EY2bi(f) = 0 in (C,1) sense.

Later this result was generalized by Yu. E. Kuprikov. He appointed the best multipliers
such that
: Akak(f) =0 and  Agbe(f) — 0
in the case of f € LP, in (C,a > 0) sense.
We remark that Kuprikov’s proof is long and strongly depend on special properties of the
trigonometric system. We proved similar results by using simpler methods from summability

theory. Using our method we could generalize these results to general orthogonal systems,
double orthogonal series, and some integral transforms of “Fourier type”.

In the discrete case, our first result is the following:
Let {¢k(z) : £ > 0} be a uniformly bounded orthonormal system on a finite positive

measure space (X, F,pu). Given f € L(X), let
aw(f)= [ 1On®due), k20,
be its Fourier coefficients with respect to (¢x).
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THEOREM 2.5 (F. Méricz, Z. Németh, [MN1]). If f € LP(X) for some 1 <p <2, a >0,
and 1/p+1/q =1, then

(2.1) Aele(f)] — 0 in (C, ) sense,
where
(k+1)Yq if a>1/q,
(2.2) F=1< (k+1)Y(In(k +2))M/D=1 4f a=1/q,
(k+1)= if 0<a<l1/g,

The double counterpart of above theorem reads as follows.

THEOREM 2.9 (F. Mdricz, Z. Németh, [MN1]). If f € LP(X) for some 1 <p <2, a,> 0,
B3>0, and 1/p+1/qg=1, then

M Xk (Hl =0 in (C,(a, B)) sense,
where \§ is defined by (2.2).

Finally, we proved similar results in the case of f € C.

In the continuous case, firstly we define the Cesaro summability of integrals.

DEFINITION 2.16. (i) We say that a function f € L _(R4) has the limit ¢ as + — oo in
the sense of Cesaro of order a > 0 (or briefly, f(z) — ¢ as z — oo in (C, a) sense), if

(2.12) Jim 2 /0 (1- %)““lf(u)du )

(ii) We say that the integral [;° f(z)dz is summable to the sum s in (C, ) sense, where
a >0, if

(2.13) i Ox (1-2) fwdu=>s.

r—0o0
The Theorem 2.1 was generalized by Ménika Bagota, Dang Vu Giang, and Ferenc Moéricz
to trigonometric Fourier transform.

We have proved that the common root of these continuous generalizations is not the
special property of the trigonometric system, but more general ones of the transforms.
Before formulating our results, we need the following

"~ DEFINITION 2.18 (Z. Németh, [Ned]). Let p, ¢ be two numbers such that 1 < p < 2 and
1/p+1/q =1, and ® be a linear operator from LP(R4) to LI(Ry), ®(f) =: f. We say that
the operator @ is one of Hausdorff-Young type if the following two conditions are fulfilled:

(i) For all f € LP(R), the estimate

(2.15) ([ 1Fwra)” <x@)([ 17@Pda)"”

is valid (Hausdorff-Young inequality).
(ii) For all f € LY(R,),

(2.16) Flu) =0 as U — 00 (in ordinary sense)
(Riemann-Lebesgue lemma).

The result corresponding to Theorem 2.9 is as follows.
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THEOREM 2.19 (Z. Németh, [Ned]). If f € L'NLP(R4) for some 1 <p <2, 1/p+1/q=
1, a > 0, and f denotes the Hausdorff-Young transform of the function f, then

(2.17) Aa(@)|f(z)| = 0 as T — 00 in (C,a) sense,
where

zt/e, if a>1/q,
(3.2) Aa(z) = ¢ 27, if 0<a<l/g,

z'/9(log(z + 2))Y/97Y, if a=1/q.

We show that the well known cosine, sine, Fourier, Fourier—-Walsh transforms are of
Hausdorff-Young type. A more general construction is the following:
We consider the integral transform

(3.4 Frw = [ k(ue)f(@)dz,

where k € L], _ is bounded, furthermore the conditions
S ] d u

(2.19) / kl(xu)kl(yu)u—g = min(z, y), where fey(n) = / k(x)dx
0 - 0

hold. If the functions &k és k; are bounded then this transform is of Hausdorff—-Young type,
too.

Tauberian theorems

As usual a Tauberian result contains a convergence statement building up the summability
of a series and certain additional condition.
Let’s consider a single series

(3.1) > ak
k=0
which is summable (C,1). Hardy [H2] introduced a new sequence by setting
n=20,1,...,

and proved the following

THEOREM 3.1 (Hardy [H2]). The series (3.1) is summable (C,1) to a finite number L
of and only if the series

(3.3) > b

n=0

converges to the same limit L.

We extend above theorem to double series.
Given a double series

we set

(3.12) ZZﬁﬁ, mn=0,1,....

j=mk=n

Our result can be formulated as follows:
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THEOREM 3.7 (F. Mdricz, Z. Németh, [MN2]). Series (3.5) of complex numbers is regu-
larly summable (C,1,1) to a finite number L if and only if the series

[e <IN o]

(3.13) 33 ban

m=0n=0
converges regularly to the same limit L.

It is important to note that the Theorem 3.1 cannot be extended to double series without
the regularity condition.

In Section 3.3, applying this theorem, Tauberian results of Hardy and Landau are ex-
tended to double series.

In the next section we are dealing with integrals again. Our basic result is the following:

THEOREM 3.18 (F. Méricz, Z. Németh, [MN3]). If a real-valued function f € L] (Ry)
is such the integral [y f(z)dz is summable (C,1) to a finite number A, then we have
s(t) — A as t — oo if and only of

At
(3.50) itili ligg}f 3 /t [s(z) — s(t)]dz >0
and
1 t
(3.51) sup litm inf /\t/ [s(t) — s(z)] dz > 0;
0<Agl t—oo b — At

in which case we necessarily have

1 At
2 1 s, — —
(3.52) lim At_t/t (8(z) — s(t)] dz = 0
for every A > 1, and
] 1 g
(3.53) Jim m/\t[s(t) _ o(z)]dz = 0

for every 0 < A < 1.

Using this theorem some Tauberian results are obtained for (C,1) summable integrals.
In the discrete case the usual way in this topic is based on the conditions of type O(1/n)
and the concept of slowly decreasing sequences, due to Landau, Schmidt, and Hardy.

- Our method can be used in the case where the integration is taken with respect to a
Borel measure on R . So, we can treat the discrete and continuous cases together choosing

the corresponding measures.
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