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Doktori értekezésemet a [18, 19] és [20] dolgozatok eredményeibdl allitot-
tam Ossze. Az els6 dolgozat témaja nem kapcsolddik szervesen az értekezésem
cimét ad6 eldonthetéségi problémak koréhez, hanem egy specialis algebraosz-
taly egyszert algebrait irja le. A masodik dolgozatomban egy tiz éve megol-
datlan eldonthet&ségi problémat, az tgynevezett tobbségi fiiggvény létezésé-
nek problémajat vizsgalom, és annak egy parcidlis valtozatanak eldonthetet-
lenségét bizonyitom. A harmadik, még nem publikilt dolgozatomban meg-
mutatom, hogy az eredeti probléma a varakozasokkal ellentétben eldonthetd.
Ennek egyik kovetkezménye, hogy fontos algebraosztalyokrol, a végesen gene-
ralt kongruenciadisztributiv kvazivarietasokrol eldonthets, hogy a klasszikus
Pontrjagin-, Stone-, illetve Priestley-féle dualitisokhoz hasonléan, topologiai
modszerekkel leirhatok-e.

Doktori értekezésem megértéséhez csak az univerzalis algebra alapfogal-
mainak ismeretére van sziikség, melyek mindegyike az egyetemi tanulmanyok
alatt eléfordul, illetve a [2] vagy [23] konyvekben fellelhets. Annak ellenére,
hogy a tdbbségi fiiggvény létezésének problémajat a természetes dualitasok el-
mélete motivalta (lasd [4, 5, 6]), ezen elmélet ismeretére nem lesz sziikségiink.
A hivatkozisok megkonnyitése érdekében megtartottam az értekezésben ki-
mondott definiciok és tételek szamozasat.

F-félhalok

Az univerzilis algebrai vizsgalatok egyik f§ célja altalanos algebraosztalyok mi-
nél teljesebb leirasa. G. Birkhoff tétele szerint az azonossigokkal definidlhato
algebraosztalyok, mint példaul a klasszikus csoportok, gytirtk, és halok alkot-
ta varietdsok minden algebraja az osztaly épit6koveinek tekinthets szubdirekt
irreducibilis algebrak szubdirekt szorzatara bonthat6. Mivel nagyon sok al-
gebrai tulajdonsag vizsgalata visszavezethetd szubdirekt irreducibilis algebrak
vizsgalatara, fontos kutatasi teriilet ezen algebrak leirasa.

A félhalok varietasdban példaul ez a leiras trivialis, mivel csak a kételemi
félhalo szubdirekt irreducibilis. Méshol a helyzet nem ilyen egyszert, mint pél-
daul a turnamentek altal generalt varietasban [21], ahol nem minden algebra
turnament, de a szubdirekt irreducibilis algebrak azok. Léteznek olyan (re-
zidualisan nagy) varietasok is, mint példaul a kvaterniécsoport altal generalt
varietas, ahol a szubdirekt irreducibilis algebrak valédi osztalyt alkotnak, és
valamilyen értelemben leirdsuk reménytelen. Ezért sokszor az egyszeri algeb-
rak vizsgalatara szoritkozunk, azaz olyan szubdirekt irreducibilis algebrakra,
melyeknek csak trividlis kongruenciadi vannak. A véges egyszerl csoportok
klasszifikici6ja mutatja legjobban, hogy még ez a probléma is milyen nehéz
altalaban.

T6bb probléma vizsgalataban természetes mddon keriilnek els felcserélhets
felhalomivelettel rendelkezd algebrak, azaz olyan algebrak, melyekben minden



f(x1,...,2zy) miveletre teljesiil az

f(xl/\ylv"'vxn/\yl)%f(xlv"'vxn)/\f(ylv'-'vyn)

azonossag. Sok tekintetben ezen algebrak nagyon hasonléan viselkednek a mo-
dulusokhoz. Példaul K. Kearnes és Szendrei Agnes [15] cikke alapjan ha vala-
mely lokalisan véges varietas a szelid kongruencidk elmélete szerint (lasd [9])
csak 5-0s tipust tartalmaz, és teljesiil benne egy speciilis term-feltétel, akkor
létezik olyan félhalo-kifejezésfiiggvénye, amely minden mivelettel felcserélhe-
t6. Az olyan idempotens algebrak vizsgilataban, amelyekben az alapmiiveletek
egymassal mind felcserélhetSek, a félhalomiivelettel rendelkezs algebrak fontos
szerepet jatszanak, melyeket félhalomodoknak neveziink. Lokalisan véges fél-
halémodok varietasaiban a szubdirekt irreducibilis algebrakat K. Kearnes irta
le a [14] cikkben.

Erdekes, felcserélhetd falhalomiivelettel rendelkezd algebrat kapunk, ha fél-
halohoz automorfizmusokat, mint 0j egyvaltozos miiveleteket adunk hozza. Fzt
altalaban is elvégezhetjiik [3]: minden V varietas természetes médon kibGvithe-
t6 egy rogzitett F automorfizmus-monoiddal tgy, hogy az A € V algebriakhoz
olyan 1j egyvaltozos miiveleteket vesziink hozzi, amelyek endomorfizmusként
hatnak A-n. Ennek a konstrukciéonak mi csak a kdvetkezd specialis esetével
foglalkozunk.

1.1. Definicié. A kétvaltozos A miiveletet és az F' halmaz elemeivel jel6lt egy-
valtozos miveleteket tartalmazo S = (S; A, F') algebrat F-félhdlénak nevezziik,
ha F = (F;-,~1,id) csoport, és S-ben teljesiilnek az alabbi azonossagok:

1) a félhalo-azonossagok a A miiveletre,

)

2) id(z) =

3) f(g(x)) = (f -¢)(x) minden f,g € F miveletre, és
)

(
(
(
(4) f(z Ay)~ f(z) A f(y) minden f € F miveletre.

Minden félhalo trividlis modon F-félhaloként is tekinthets, ha az F-beli
egyvaltozds miveletek mindegyikét identikus leképezésnek definidljuk. Ennél
egy sokkal érdekesebb példa a kdvetkezd.

1.2. Definicié. Legyen F = (F;-, 71 id) rogzitett csoport. Az F halmaz
hatvanyhalmazan definidljuk a P(F) = (P(F); A, F) F-félhalot a kovetkezo-
képpen:

(1) ANB = AN D minden A, B C F elemre, és

(2) f(A)=A- f~! minden f € F miiveletre és A C F elemre.



Az els6 fontos allitasunk visszavezeti a szubdirekt irreducibilis F-félhalok
vizsgalatat a fent definialt P(F') algebra részalgebrainak vizsgalatara.

1.6. Segédtétel. Minden szubdirekt irreducibilis ¥ -félhdlé izomorf P(F) va-
lamely U részalgebrdjival, amelynek létezik eqy egyértelmiien meghatdrozott
M C F eleme, melyre a kévetkezdk teljesiilnek:

(1) M monoid, azazid € M és M - M = M,
(2) A=M - A minden A € U elemre, és
B) M=({AcU|ide A}.

Ezen segédtétel felhasznalasaval kdnnyen adodik a véges szubdirekt irre-
ducibilis F-félhalok, illetve a lokalisan véges F csoportok esetében az Gsszes
szubdirekt irreducibilis F-félhalé jellemzése (az 1.4. Allitas és 1.7. Kovet-
kezmény). FEzekben a speciilis esetekben az U algebra tartalmazza az iires
halmazt, és M részcsoport F-ben. Nem meglepd, hogy ezek az elemek fontos
szerepet jatszanak az egyszert F-félhalok kovetkezs fontos osztilyadban is.

1.8. Definicié. Az F csoport minden M részcsoportjara legyen S(M) a P(F)
F-félhalo azon részalgebraja, amelynek elemei az iires halmaz és M jobb oldali
mellékosztalyai.

S(M) olyan ,lapos”’ félhalo, amelyben az iires halmaz a zéruselem, M jobb
oldali mellékosztalyai az atomok, és az F csoport tranzitiv permutaciécsoport-
ként hat az atomok halmazan. Az S(M) algebrak pontosan azokat az egyszert
F-félhalokat irjak le, amelyeknek a félhalérendezésre nézve van legkisebb eleme
és legalabb egy atomja.

J. Jezek a [11] cikkében leirta az egyszert, két egymassal is felcserélhetd
automorfizmussal bovitett félhalokat, azaz a (Z x Z; +)-félhalok varietdsaban
az egyszer( algebrdkat. Ennek tetszéleges kommutativ F csoportra valo ki-
terjesztése a [18] dolgozat legfontosabb eredménye. Az el6z8 S(M) egyszert
F-félhalokon kiviil a linearis félhalorendezéssel rendelkezs kdvetkezs F-félhalok
is fontos szerepet jatszanak:

1.13. Definicié. A kommutativ F csoportnak a valés szamok (R;+) additiv
csoportjiba torténd minden nemtrividlis § homomorfizmusara definidljuk az
R = (R;min, F) F-félhalot a kovetkezdképpen:

(1) min(a,b) a valos szamok természetes rendezése szerinti kisebbik szam, és
(2) f(a) =a— B(f) minden f € F miveletre és a,b € R szamokra.

1.16. Definicié. A §: F — (R;+) homomorfizmust sirdnek nevezziik, ha
minden valdés € > 0 szamhoz létezik olyan f € F elem, hogy 0 < 3(f) < e.



Ha 3 az 1.13. definicioban nem siird, akkor  képe az (R;+) csoportban
(Z;+)-szal izomorf részcsoportot alkot. Ezt kiilon esetnek fogjuk tekinteni:

1.18. Definicié. A kommutativ F csoportnak az egész szamok (Z;+) addi-
tiv csoportjara torténé minden sziirjektiv o homomorfizmusahoz definidljuk a
Z, = (Z;min, F) F-félhalot a kovetkezSképpen:

(1) min(a,b) az egész szamok természetes rendezése szerinti kisebbik szam,
és

(2) f(a) =a— a(f) minden f € F miiveletre és a,b € Z szamokra.

1.21. Tétel. Ha F kommutativ csoport, akkor minden egyszerd F-félhdlo a
kévetkezd eqyszeri algebrdk valamelyikével izomorf:

(1) Sas, ahol M az F csoport valamely részcsoportja,
(2) Z,, ahol a: F — (Z;+) sziirjektiv csoport-homomorfizmus, €és

(3) az Ry algebra barmely részalgebrdja, ahol 5: F — (R;+) strd csoport-
homomorfizmus.

A felsorolt algebrdk pdronként nem izomorfak, kivéve azt az esetet, amikor (31
€s o stirt csoport-homomorfizmusok, S1 és So rendre az Rp, és R, algebrdk
részalgebrdi, és léteznek olyan valos t > 0 és d szdmok, hogy Po = t01 és
So =51 + d.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a nemkommutativ eset ennél bonyolultabb.
A [18] cikkben példat adunk olyan egyszerti F-félhalora, amelynek van legki-
sebb eleme, de nincs atomja, és félhalorendezése nem linearis.

Dualitaselmélet és a tobbségi fiiggvény probléma

A dualitaselmélet a klasszikus Pontrjagin-, Stone-, illetve Priestley-féle duali-
tas kozos altalanositasaként fejlodott ki (lasd [6]). Az elmélet szerint algebrak
valamely A osztilya és a koztiik 1étez6 homomorfizmusok alkotta kategoria
dualisan ekvivalens egy megfelel§en vilasztott topoldgiai struktardk X osz-
talyanak és folytonos, struktiramegérzé fliggvényeinek kategoriajaval. Az A
osztaly minden esetben valamely P € A algebra altal generalt kvazivarie-
tds. Az X osztdly valamely P € X topologiai struktira hatvanyainak zart
részstruktiraival izomorf struktirak osztlya. Tovabba a P algebra és a P
topologiai struktira alaphalmaza mindig megegyezik. A részleteket keriilve
megjegyezziik, hogy az A € A algebra A € X’ dudlisinak pontjaia p: A — P
homomorfizmusok; illetve az X € & topoldgiai struktira X € A duélisinak
elemei az f: X — P folytonos, struktirameg6rz6 fiiggvényei.



Példa. A Pontrjagin-féle dualitds esetében A az Abel-féle csoportok varietd-
sa, P a komplex szdmok multiplikativ csoportjinak P = {z € C : |z| = 1}
részhalmazdn értelmezett (P;-, 1 1) eqységkércsoport, X a kompakt topoldgi-
kus Abel-féle csoportok kategoridja, és végezetil P = (P; "5 1,7), ahol T a
komplex szamsik topoldgidjinak az eqységkdrre valo megszoritdsa.

Példa. A Stone-féle dualitds esetében A a Boole-algebrdk varietdsa, P =
({0,1};A,V,7,0,1) a kételemi Boole-algebra, X a teljesen szétesé Hausdorff-
terek kategoridja, és P = ({0,1};7), ahol 7 a diszkrét topoldgia. Kénnyen
lathato, hogy az A € A Boole-algebra ultrafilterer éppen az A algebra P-be
mend homomorfizmusainak felelnek megq.

Példa. A Priestly-féle dualitds esetében A a korldtos disztributiv hdldk varie-
tisa, P = ({0,1}; A, V,0,1) a kételemd korldtos disztributiv hdld, X a teljesen
rendezésszétesd terek kategoridja, és P = ({0,1,};<,7), ahol 7 a diszkrél to-
poldgia. Konnyen ldthatd, hogy az A € A korldtos disztributiv hdlé primfilteres
éppen az A algebra P-be mend homomorfizmusainak felelnek megq.

Azt mondjuk, hogy a P algebra rendelkezik természetes dualitdssal, ha
létezik olyan P topolégiai struktira, amelyre a dualitdselmélet altal megha-
tarozott moédon, a P altal generalt A kvazivarietdsnak a P altal generalt X
kategoria dualis reprezentacioja. Nem minden algebra rendelkezik természetes
dualitassal, és nem viladgos, hogy ez a tulajdonsag egyaltalan eldonthetd-e véges
algebrakra. Fzt a problémat nevezziik természetes dualitdsi problémdnak.

Nagy attorést jelentett a dualitdselmélet vizsgilataban a kdvetkezs ered-
mény, amely algebrak egy jelent&s osztalyara a természetes dualitasi probléméat
tisztan algebrai problémara redukalta. A P algebra t kifejezésfiiggvényét t6bb-
séqi fiigguénynek nevezziik, ha az teljesiti a

tHy,z,....¢0) =~ t(x,y,z,...,¢0) =~ -~ t(x,...,,y) R T

azonossagokat. FEgyesités-féligdisztributivnak neveziink egy halot, ha abban
teljesiil az

xVy=xzVz = zV(yAz)=xzVy
kvaziazonossig. Az A € A algebra kongruencia-egyesitésféligdisztributiv, ha
A kongruenciahal6ja egyesités-féligdisztributiv.

Tétel (B. A. Davey, L. Heindorf és R. McKenzie [5]). Tetszéleges véges P
algebrdra és az dltala generdlt A kvdzivarietdsra a kévetkezd dllitdsok ekviva-
lensek:

(1) P rendelkezik t6bbségi kifejezésfiigguénnyel.

(2) P rendelkezik természetes dualitdssal, és A minden algebrdja kongruen-
cradisztributiv.



(3) P rendelkezik természetes dualitdssal, és A minden véges algebrdja kon-
gruencia-eqyesitésféligdisztributiv.

A tobbségi fligguény problémdt az el6z8 tétel motivalta, ahol véges algeb-
rardl kell azt eldonteni, hogy rendelkezik-e t&bbségi kifejezésfiiggvénnyel. Ter-
mészetesen, ha tudnank a tobbségi fliggvény valtozbdinak szamat, akkor magat
a tObbségi fliggvényt mar konnyen megkereshetnénk, mivel a megfelel§ szamiu
elem Altal generalt szabad algebrat egyszert kiszamolni. A nehézséget az je-
lenti, hogy nem tudjuk a tobbségi kifejezésfiiggvény valtozdinak szaméit, ha
egyaltalan létezik; de még felsd korladtunk sincs ra.

Tobbségi kifejezésfiiggvénnyel rendelkezd algebrak természetes moédon for-
dulnak el6 az univerzalis algebra kiilonb6zé teriiletein. Példaul minden hald
rendelkezik az

(xAyY)V(yAz)V(zAx)

haromvaltozos tobbségi fliggvénnyel. E. L. Post [26] klasszifikaciojabol kide-
riil, hogy kételemii alaphalmazon majdnem minden klén tartalmaz tobbségi
miiveletet. Ismert, hogy minden tobbségi fiiggvénnyel rendelkezd algebra kon-
gruenciadisztributiv varietast general, és véges azonossagbazissal rendelkezik
(feltéve, hogy csak véges sok alapmiivelete van).

Konnyen eldonthets, hogy egy véges algebra kongruenciadisztributiv vari-
etast general-e, mert elég a véges sok haromvaltozos kifejezésfiiggvény kozott
Jonsson-fiiggvényeket keresni. Ha a tObbségi fiiggvény probléma eldonthetet-
len lenne, akkor az el6z6 megjegyzések alapjan a tébbségi fliggvény probléma
kongruenciadisztributiv varietast general6 algebrakra is eldonthetetlen volna,
és a tétel szerint igy a természetes dualitasi probléma is eldonthetetlen lenne.

A parcialis tobbségi fiiggvény elddonthetetlensége

R. McKenzie a kévetkezd megkozelitéssel probalta a tobbségi fiiggvény prob-
lémanak az eldonthetetlenségét bizonyitani:

2.1. Definicid. Legyen t(x1,...,2,) az A algebra kifejezésfiiggvénye, és le-
gyven S C A. Azt mondjuk, hogy t parcidlis tobbségi fiigguvény az S halmazon,
ha a

ty,z,....o0) =tx,y,z,...,x) = =tuz,...,z,y) =

egyenl@ség teljesiil minden x,y € S elemre.

Koénnyen lathato, hogy a t kifejezésfiiggvény akkor és csak akkor tobbsé-
gi fliggvénye az A algebranak, ha az A Aaltal generalt varietas két elem altal
generalt szabad algebrajaban t parcialis tobbségi fiiggvény a generalo elemek
{z,y} halmazan. Talan ez motivalta a parciilis tobbségi fiiggvény eldont-
hetéségét vizsgald [22] cikket, amelyben R. McKenzie bebizonyitja, hogy a
parcialis tobbségi fliggvény létezése eldonthetetlen kételemd részhalmazokra.



A disszertacido masodik fejezetében ezt az eredményt terjesztem ki olyan rész-
halmazokra, amely az algebra két elemén kiviil minden mas elemet tartalmaz.

2.2. Teétel. Nem létezik olyan algoritmus, amely tetszdleges véges A algeb-
rdarél és r,w € A elemekrél eldontené, hogy A rendelkezik-e parcidlis t6bbségi
kifejezésfiiggvénnyel az A\ {r,w} halmazon.

Ez a tétel nem tiinik jelentGsnek utdlag, a tobbségi fiiggvény létezésének
eldonthet&ségét ismerve. Mindenesetre a bizonyitasban hasznalt technikik on-
magukban is érdekesek, és esetleg hasznosak lehetnek mas kifejezésfiiggvények
létezésével foglalkozd problémék eldonthetdségének vizsgalatakor.

A bizonyitasban Minsky-gépeket hasznalunk, amelyek lényegében ekviva-
lensek a Turing-gépekkel (lasd [24, 25]). A Minsky-gép végtelen szalag helyett
csak két regiszterrel rendelkezik, amelyek tetszéleges nemnegativ egész értéket
vehetnek fel. A gép programja dllapotok, koztiik egy kezdd- és egy ledllddlla-
pot, illetve parancsok véges halmazaibol all. Kétféle parancs van: az elsé az
adott allapotban az egyik regiszter aktualis értékét eggyel megnoveli, majd a
gépet egy 1j allapotba lépteti. A masik fajta parancs végrehajtasakor a gép
el6szor megnézi, hogy milyen érték van az adott regiszterben; ha az nem nulla,
akkor a gép azt eggyel csOkkenti, és 1j allapotba lép; ha nulla, akkor egy méasik
allapotba 1ép. A gép szdmitdsdn a gép allapotainak és regiszterei értékeinek a
lépések soran felvett (akar végtelen) sorozatat értjiik.

Mivel a Minsky-gépek megallasi problémaja eldénthetetlen, ezért minden
M Minsky-géphez elég (egy algoritmus segitségével leirhato) olyan specialis
r,w elemekkel rendelkezd A (M) algebrat definidlni, amelynek akkor és csak
akkor van parciilis tobbségi kifejezésfiiggvénye az alaphalmaz A(M) \ {r,w}
részhalmazan, ha M megall.

Az A(M) algebra konstruckidjaban az alaphalmaz, illetve a miveletek
halmaza rendre M Aallapotainak, illetve parancsainak halmazatol fiigg. A
konstrukcioban az a célunk, hogy M megalld szamitasat bekddoljuk A (M)
valamely parcialis tobbségi kifejezésfiiggvényébe. A bizonyitis legkritikusabb
része az, amikor megmutatjuk, hogy M megalld szamitasa felfedezheté min-
den olyan t kifejezésfiiggvény alapmitveletekbdl felépitett fajaban, amely az
A(M)\ {r,w} halmazon parcialis tobbségi fiiggvény. Az alapmiveletek meg-
felels definicidjaval elérhets, hogy ilyen esetben ¢ lényegében linearis szerkezeti
legyen, amely M allapotainak egy sorozatat kddolja. MegfelelGen definialva
az alapmiiveleteket, példaul tgy, hogy a kiilénbdz6 miiveletek értékkészlete
kiilonb6z6 legyen, konnyen elérhetd az is, hogy az allapotok sorozata 1ényegé-
ben helyes legyen azt az esetet kivéve, amikor a kdvetkezd allapot attol fligg,
hogy a regiszter tartalma nulla-e vagy nem. Ezt a probléméat tgy oldjuk meg,
hogy az allapotok mellé meg azt is bekodoljuk, hogy az adott 1épésben az
egyes regiszterek értéke nulla-e. Természetesen a regiszter pillanatnyi értékét,
ami tetszélegesen nagy természetes szam lehet, nem tudjuk bekddoélni, mivel



az A(M) algebranak csak véges sok eleme és mivelete lehet. Mar csak azt
kell ellendrizniink, hogy a faban kodolt allapotok és a regiszterek nulla értékét
jelzé kdédok a Minsky-gép szamitasanak megfelelen vannak-e elhelyezve. Fazt
a faban eléfordulé valtozok megfelel§ parositasaval oldjuk meg, felhasznalva
azt, hogy ismerjiik t értékét a parciilis tobbségi fiiggvény altal elgirt helyeken.

A w € A(M) elemnek (lényegében) megvan az tgynevezett elnyeld tulaj-

donsdga, azaz minden f(xy,...,x,) alapmiveletre a
wedry,...,xn} = f(x1,...,20) =w

tulajdonsag teljesiil. Az alkalmazott modszer a w elem segiségével jelzi, ha a ¢
kifejezésfiiggvény alakja vagy az altala bekoédolt allapotsorozat nem felel meg
a megall6 szamitasnak. Ha valahol eltérés van, akkor a faban levé valamely

alapmiivelet a megfelels tobbségi (x,...,x,y,z,...,z) kiértékelésnél a w ele-
met adja vissza, ami automatikusan terjed a fiban a gyokér felé. Ebbdl az
kovetkezne, hogy t(z,...,z,y,x,...,x) = w, ami pedig ellentmondas.

Valoszint, hogy a 2.2. tételt ki lehet terjeszteni az alaphalmaz csak egyet-
lenegy elemét, w-t kizar6 részhalmazara, amit a [13] kézirat eredményéhez
hasonléan, legegyszertibben parcialis algebrakra lehet megfogalmazni:

1. Probléma. Véges parcidlis algebrdrol eldonthetd-e az, hogy rendelkezik
olyan kifejezésfiiggvénnyel, amely minden tébbségi kiértékelésnél értelmezve
van, €s teljesiti a tébbségi fiiggvény azonossdgait?

A tobbségi fiiggvény eldonthetdsége

A disszertacid utolso fejezetében bebizonyitom, hogy a tébbségi fliggvény prob-
léma eldonthets. Mivel a bizonyitas soran a klonok nyelvezetét hasznalom,
magat a tételt is igy mondom ki:

3.17. Tétel. Véges halmazon definidlt véges sok miveletrdl eldonthetd, hogy
az dltaluk generdlt klon tartalmaz-e tébbségi fligguényt.

A bizonyitas a kovetkezd Otletre épiil. A miiveletek és a rajtuk értelme-
zett kompoziciboperator hasznalata helyett a miiveletek olyan osztalyozasat
keressiik, amelyben

(1) a tobbségi fiiggvények az osztalyozas egyik blokkjat alkotjak,
(2) a blokkok halmazan be lehet vezetni a kompozici6 fogalmat, és

(3) elég kevés blokk van ahhoz, hogy véges lépésben meg lehessen hatarozni
a blokkok kompoziciéra zart halmazait.



Ezek alapjan talan nem annyira meglepd a kovetkezd definicid, melynek ki-
mondasahoz sziikséges néhany jelolés bevezetése. Legyen w, illetve w™ rendre
a véges, illetve megszamlalhatd szamossigok halmaza. Az A halmazon értel-
mezett miiveletek halmazat O4-val jeldljiik, tovabba minden n € w egészre
legyen Oj(f) = A" ami az A halmazon értelmezett n-valtozos miveletek hal-
maza.

3.1. Definici6é. Minden f € Oj(f) miiveletre és i € w egészre definidljuk az f

miivelet i-edik polimerjének nevezett f|; € Of) kétvaltozods miiveletet:

T.

flx,...,z, gz, ...,2) ha0<i<n,
flz, ..., x) ha i > n,

ahol y az i-edik pozicidban szerepel az els6 esetben. Az f miivelet polimerjei-
nek multihalmazat f karakterisztikus fligguényének nevezziik, ami formalisan a

xrb)=Hicw: fli="b}

(2)
A

formula altal definialt x;: O’ — w' leképezés.

Koénnyen belathato, hogy a tébbségi fliggvények jellemezhetéek polimer-
jeik segitségével Ggy, hogy minden polimernek x-szel kell egyenlének lennie.
Kovetkezésképp az Osszes tobbségi fiiggvénynek ugyanaz a y,u leképezés a ka-
rakterisztikus fliggvénye, amelyet a

w hab(zr,y) =,
Xmu(b) = ( . )
0 egyébként

formula definidl. Legyen X4 az A halmazon értelmezett miiveletek karakte-
risztikus fiiggvényeinek halmaza. Tehat a karakterisztikusfiiggvény-képzés

X:0p— Xy, Xo froxs

operatoranak magja teljesiti az (1)-es célkittizésiinket.

A Cr kompoziciboperator technikai definiciojat itt nem adjuk meg. Elég
most annyit tudnunk réla, hogy megkiilonboztetjiik a ,kiils¢” F C Oy miive-
leteket azoktol a ,bels¢” elemektél, amelyekre az F-beli miiveleteket alkalmaz-
zuk. Miveletek minden F,G C O4 halmazaira Cx(G) tartalmazza az Osszes
olyan

Y1y k) = f(g(:l;ll,...,:l;ln),...,g(:l;ml,...,:l;mn))

miiveletet, ahol f € F és g € G rendre m- és n-valtozés miiveletek, tovabba
{z11, - s Tmn} € {y1,...,yx}. A karakterisztikus fliggvények kompozicido-
peratoranak jelolésére is ugyanazt a Cr szimbdélumot hasznaljuk: igy minden
U C X4 halmazra Cr(U) C X4. A két kompozicidoperator kézotti kapcsola-
tot, a (2)-es célkitiizés valodi tartalmat, a kévetkezd segédtétel fejezi ki.



3.6. Segédtétel. XCr(G) = CrX(G) tetszbleges F,G C O halmazokra.

Az eddigiek alapjan az F miveletek altal generalt (F) klon akkor és csak
akkor tartalmaz tobbségi fiiggvényt, ha az egyvaltozos projekcid yiq karakte-
risztikus fliggvényébdl kiindulva a Cx kompoziciboperator véges sokszori alkal-
mazasaval yn, megkaphaté. Sajnos a (3)-as célkitiizés megvalositasatol még
nagyon messze vagyunk; valojadban annak csak egy gyengitett valtozatat bizo-
nyitjuk.

Tegyiik fel, hogy mind az A alaphalmaz, mind az F C O4 miiveletek hal-
maza véges, tovabba azt, hogy (F) tartalmaz tobbségi fiiggvényt. Lovasz Lasz-
l6nak a Kneser-grafok kromatikus szamarol szolo tételét (lasd [17]) felhasznalva
megmutathato, hogy (F')-nek tartalmaznia kell a tobbségi fliggvény azonossa-
gaihoz nagyon hasonlé technikai feltételt teljesité g miiveletet is, amelynek
valtozoszama csak A elemszamatol fiigg, igy az megkereshetd.

A ¢ miivelet segitségével egy jolrendezett parcialis rendezést definidlunk a
karakterisztikus fliggvények valamely részhalmazan. Megmutatjuk, hogy ha
a kompozicidoperatort (karakterisztikus fiiggvényekbdl 4ll6) filterre alkalmaz-
zuk, akkor ismét filtert kapunk. A kapott filter minimalis elemei (melyek
szama sziikségképpen véges) az eredeti filter minimalis elemeibdl kiszamitha-
tok. Ha a kompozicidoperatort ismételten alkalmazzuk, akkor filterek egy, a
tartalmazésra nézve boviilg lancat kapjuk. Ismert azonban, hogy jolrendezett
parcialis rendezés filterei nem alkothatnak végtelen, szigortian béviil lancot,
tehat ennek az eljardsnak véges lépésben meg kell allnia, és igy a karakterisz-
tikus fliggvények kompoziciboperator szerinti lezartja kiszamithato.

Ahogy mar utaltunk ra, az [5] cikk eredményét felhasznilva a bizonyi-
tott tétel kovetkezményeként azt is megkaptuk, hogy kongruencia-egyesités-
féligdisztributiv varietdsba tartoz6 véges algebrakra a természetes dualitas
problémaja eldonthetd.

Mivel legfeljebb r-valtozés miveletekkel rendelkezé algebrabol csak véges
sok definidlhat6 egy n-elemt halmazon, a t6bbségi fliggvény elddnthetdségébdl
az is kovetkezik, hogy létezik olyan N(n,r) rekurziv fliggvény, amely feliilrsl
korlatozza a tobbségi fliggvénnyel rendelkezé ilyen algebrak tobbségi fliggveé-
nyeinek minimalis valtozoszamat. Kovetkezésképpen, minden ilyen A algeb-
rara elég a legfeljebb N(n,r) valtozdju kifejezésfiiggvények kozott keresni a
tobbségi fliggvényt. Ha ilyet nem talalunk, akkor A-nak nincs tobbségi kifeje-
zésfiiggvénye. Tudjuk, hogy létezik ilyen rekurziv fliggvény, de egyelGre nincs
ra formulank.

Nagyon érdekes megoldatlan probléma kapcsolédik az tgynevezett kény-
szerkielégithet&ségi problémahoz (constraint satisfaction problem). A problé-
mat itt mi nem definialjuk; az érdeklddd olvasoénak T. Feder és M. Y. Vardi [§]
cikkét ajanljuk. A [10] cikk eredménye szerint, ha relaciok egy I' halmazanak
van kompatibilis tobbségi fiiggvénye, akkor a CSP(I") kényszerkielégithet&sé-
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gi probléma polinomialis id6ben megoldhaté. Ezért (is) érdekes a tobbségi
fiiggvény relacidokra vonatkoztatott problémaja:

2. Probléma. Véges halmazon értelmezett reldcick véges halmazdrdl eldént-
hetd-e, hogy létezik a reldciokkal kompatibilis t6bbségi fiiggvény?

Egyel6re nem ismerjiik erre a problémara a valaszt. Tudjuk azt (lasd pl.
[30]), hogy ha relaciok (akar végtelen) I' halmazahoz létezik kompatibilis t6bb-
ségi fliggvény, akkor mind a I' altal generalt relaciokléon, mind a relacidkkal
kompatibilis mtiveletek klonja végesen generalt. Utolsd problémank ehhez a
kérdéskorhoz kapcsolodik:

3. Probléma. Véges, kozés alaphalmazon értelmezett miveletek F és reldciok
I' halmazairdl eldontheté-e, hogy az (F) klon megegyezik a T'-val kompatibilis
mduveletek klonjdval?
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