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Bevezetés

Az els6 impulzust nem-asszociativ struktirdk tanulmanyozasara a geometria alapjainak meg-
teremtése, ezen beliil a nem-Desargues—féle sikok koordindt4dzasanak kérdései adtak szdza-
dunk elsé évtizedeiben. W. BLASCHKE érdekl6dését loopok és kvézicsoportok irant a diffe-
rencidlgeometria topol6giai kérdései motivalték ([Bla38]). R. BAER [Bae39], A.A. ALBERT
|[Alb43, Alb44] és R.H. BRUCK [Bru58]| alkotték meg a kvazicsoportok és loopok 6n4ll6 al-
gebrai elméletét. Baer szdméara a loophoz rendelt geometria toltott be fontos szerepet, mig
Bruck targyaldsaban az elmélet az univerzélis algebra része. Albert a loop eltolasainak hal-
mazat mint szelést tekintette az &ltaluk generalt csoportban. A loopok és kvézicsoportok
elmélete ebben a harom irdnyban fejldott ki az utébbi 50 évben. Fontos irdny loopok topo-
l6giai algebrai, topol6giai geometriai és differencislgeometriai keretekben torténd vizsgélata,
amely K.H. HOFMANN, H. SALZMANN, M.A. AKIVIS és L.V. SABININ nevéhez fiz4dik,
1d. a [Che90] &sszefoglalé gydjteményt, valamint NAGY PETER T. és K. STRAMBACH el6-

késziilet alatt all6 [NS99] monografiajat.

*Doktori tanulmanyaimhoz 1995. és 1998. kozott az alabbi intézmények nyujtottak anyagi tdmogatast:
Orsz4gos Tudoményos Kutat4si Alap (F021271, T020066), a Magyar Mdvel6dési Minisztérium Fels6oktat4si
Kutatési és Fejlesztési Palyazata (FKFP-0152/1997), Soros Alapftvany (1995), E6tvos Allami Osztondfj
(1998). Koszonettel tartozom még az Universitit Erlangen-Niirnberg (Németorszag) és a potenzai Universita
di Basilicata (Olaszorszag) matematikai intézeteinek vendégszeretetéért.



Jelen dolgozatban a loopokat, kvazicsoportokat és a hozzjuk tarsftott geometridkat mint
absztrakt objektumat tanulményozzuk. Ennek a megkozelftésnek egyik fontos képviselGje
V.D. BELOUSOV [Bel76]. A témakdr nyugati nyelv standard referenciai kézé a [Bru58],
[PA90], [Che90] és [BS83] mdvek szadmitanak, orosz nyelven a [Bel76] mdvet emlftjiik meg.

A tézisekben megfogalmazott tételek, néhany kivétellel, uj eredményeket tartalmaznak. Egyes
esetekben, ezen eredményekb6l ismert korabbi tételek uj bizonyitdsdt nyerjiik, ezeket a
disszert4ci6ban kiilon megjegyezve kozoljiik.

A Bol-tiikrozések elméletének tovibbfejlesztése, illetve az elmélet alkalmazdsa tobb irAnyban
képzelhet6 el. Az egyik lehetséges irany a véges Bol-loopok és involutérikus Bol-loopok téma-
kéréhez, ezen beliil a téziseink végén megfogalmazott harom probléméahoz kapcsol6dik. Ezek
a problémék a csoportelmélet nyelvén megfogalmazva is érdekl6désre tartanak szamot. Egy
mésik sz6ba johet6 alkalmazas az algebrai B-loopok témakédre. Ezen beliil az els6 természetes
lépés példaul az algebrai kommutatfv Moufang-loopok lefrasa lehet.

1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben, bevezetd jellegéb6! kifoly6lag, nem szerepelnek jelentSsebb 6n4ll6 ered-
mények. A témakér fontosabb referencisibol ([Bru58], [Pi90], [Che90], [BS83]) a fejezet
allft4sai, az 1.2.8 és 1.5.3 tételek kivételével, tobb-kevesebb erdfeszitéssel Gsszeoll6zhatok.

A kudzicsoportok a csoport nem-asszociatfv altalanosftasanak tekinthet6k. Az egységelemmel
rendelkez6 kvazicsoportokat nevezziik loopoknak. Ezeket a fogalmakat az univerzalis algebra
nyelvén is definialhatjuk.

A loophoz ,kiviilrél” rendeliink kiilonb6z6 permutaci6- és szimmetriacsoportokat, amelyek
kdzvetett modon szolgaltatnak informaciét a looprél. A legfontosabb ilyen csoportok az
eltoldscsoportok. Bevezetjilk a A, : L = L, A;(y) = zy bal és p, : L — L, p,(y) = yz jobb
oldali eltol4s, valamint a

Gba_l(L) = (/\ZII € L), Gjobb(L) = (p,lz € L)

bal illetve jobb oldali eltoldscsoport fogalmat. Az (L,-) loop teljes eltoldscsoportjénak vagy
multiplikdcidcsoportjdnak nevezziik az

M(L) = {Gva(L), Gjorn (L))

csoportot. Az egységelem stabilizdtor részcsoportja is fontos szerepet jatszik, ezért erre
kiilon jelolést vezetiink be: I(L) = M(L), és U(L) = Gva(L)1. Az I(L) csoport elemeit
belsd leképezéseknek is nevezziik. ’

A csoportok elméletében a centrum az, ami ,beliilr6]l méri” a kommutativitastél valo tévol-
s4got. Hasonlo szerepet t6ltenek be a loopok elméletében az Ny, N, N, nukleuszok.



Az 1.2.8 és 1.5.3 tételek tartalma kapcsol6dik. korabhi, eredményekhez (1d. pl. a [Gla64,

Lemma 8.] bizonyit4sét), de ebben a sz&munkra hasznos formatumban jak.

1.2.8. Tétel. Legyen 7 az L halmaz egy tetszéleges permutédci6ja. m pontosan akkor

centralizélja az (L,-) bal oldali eltoldscsoportjat, ha m = p,, valamely n € N, jobb oldali

nukleuszelemre. Analég 4llitds teljesiil a jobb oldali eltoléscsoport centralizdtordra. Végiil
Z(Ly= Z{M(L)).

A loopok és kvazicsoportok vizsgalatat eredend6en nem csoportelméleti, hanem geometriai
kérdések miotivaltak,:mint pl. a nem Desargues-féle projektiv: sfkok koordinétazasa, vagy.a
differencislhat6 sokasagokon megadhatb gorbeseregek vizsgélata.:-.

A kv{mcsoporthoz illetve’ loophoz rendelt pont~egyenes illeszkedési ‘struktira a J-hdldzat.

Fotditva, egy &hélbzathoz egy’ or1g6 k:vélasztéséval koordinitaloopot rendelhetiink. A kvAzi-
csoportok és loopok osztalyan ilyen mo6don kapott ekvnvalencnarelécn()t izotdpidnak nevezziik.

A 3-halézatok irAnytart6 kollmeacxélt lefrd algebrai esikoz az autotopzzmusak fogalma. Pon-

tosabban az
(z,9) » (a(z), B(y))

leképezés akkor és csak akkor lesz a 3-halézat irAnytart6 kollineaci6ja, ha létezik egy v: L —
L invertalhat6 leképezés 1igy, hogy az (a, f,7) harmas az (L,-) loop autotopizmusa. A v
leképezés geometriai jelentése az (¢, 8) kolline4ci6 hatasa a ferde egyenesosztalyon.

Ezen beliil, az origora illeszked§ vizszintes illetve fiigg6leges egyenest fixen hagy6 kollineacitk
pontosan megfeleltethet6k a koordinataloop bal illetve jobb oldali pszeudo-automorfizmusa-
inak.

Az univerzdlis tulajdonsdgok a 3-halézat geometriai (koordinadtamentes) jellemz6it frjék le. A
kovetkez6 tétel a loophoz rendelt algebrai fogalmak geometriai és csoportelméleti jellemzésére
ad példat. A tételben szerep8 megfeleltetés hasznos eszkoznek fog bizonyulni a dolgozatban.

1.5.3. Tétel. Létezik egy kolcsondsen egyértelmi megfeleltetés a bal oldali nukleusz ele-
meihez tartoz6 {\a;n € N,} baleltoldsok, a jobb oldali eltolsscsoport Cur(iy(Giobn(L)) =
{An;n € Ny} centralizatora és az dsszes vizszintes egyenest rogzits {(An,id);n € Na} kolli-
neéciék csoportja kozétt.

2. Bol-loopok

Ebben a fejezetben olyan specislis looposztalyokat vizsgalunk, amelyekben az asszociativitas
bizonyos gyenge formai vannak jelen. Ezek koziil a ,legerdsebbnek”, azaz a csoportokhoz
legkozelebb &lloaknak a Moufang-loopok osztalyst tekinthetjilk, amire a klasszikus példa az
oktdvok, vagy més néven a Cayley-szémok multiplikatfv struktiraja. A mi targyalsdsunkban a
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P(zy) (m,y)

(m, m\zy) P'(m-z7'm,m\zy)

(z=m)

1. dbra. A Bol-konfiguréci6 és Bol-tiikrozés.

Bol-loopok a Moufang-loopok természetes altalanosftasai, pontosabban a Moufang-loopokat
mint a Bol-loopok specialis esetét tekintjiik.

Bol-halézatok és Bol-loopok

A 2.1 alfejezetben az

z-(y-z2) = (¢ yz) 2 1)
azonossag 4altal meghatarozott Bol-loopokat és a hozzajuk tartozé 3-hélézatoknak a szakiro-
dalombél 4ltaldnosan ismert tulajdonségait targyaljuk.

A Bol-féle 3-hélézatok osztilya azzal a tulajdonsaggal is jellemezhetd, hogy a hozzarendelt 3-
hal6zatban az 1. abran lathat6 konfiguracié zarédik. Mint lathaté, a konfiguracié zarédasa
ekvivalens azzal a ténnyel, hogy a 0, : P — P’ leképezés egy nem iranytart6 involutfv
kolline4ci6. Ezeket a kolline4ciokat nevezziik Bol-tikrozésnek. Koordinatakkal megadva a
Bol-tiikrozés alakja

Om : (z,y) = (m - z7'm, m\zy). (2)
Ebbél a 0,,0, Bol-eltoldsra

Om01 = (/\mpm: ’\1_7;1) (3)
adédik. Vizsgalodasaink egyik legfontosabb célja és egyben eszkoze a Bol-tiikrozések altal
generalt
N = (0;;z € L), Ny = (0z01;2 € L)

kollineaciécsoportok. Ny iranytart6 kolline4ci6esoport, az N csoport egy 2 index( részcso-
portja. N-et és Np-at normalizalja az Osszes iranytart6 kollinedci6. Az N csoport nem
iranytart6, a ferde és a vizszintes irdnyokat felcseréli.

A (3) képlet azt mondja, hogy az Ny csoport elemei agy hatnak a vizszintes egyenesek
halmazan, ahogy a Gpa (L) eltolascsoport hat a loop tartohalmazan. Ezt fejezi ki a

Qzazali—))\;l

leképezést lefré 2.2.2 tétel.



Az (L,-) Bol-loop esetén az z + y = z - y~'z mivelettel definiljuk a loop (L, +) szivét.
A szfvnek geometriai jelentést is adhatunk, amib6l azonnal kovetkezik a fogalom izot6p-
invarienci4ja (1d. [Rob66]): 0,0,0; = 024y

B-loopok

Azokban a Bol-loopokban, amelyekben az z — z2 leképezés bijektfv, a loop szfve kvazicso-
port. Ennek a kvéazicsoportnak a loop-izot6pjat a loophoz tdrsitott B-loopnak nevezziik. A
(B'-loopok) B-loopok olyan Bol-loopok, amelyekben a négyzetre emelés bijekci6, az inverz-
képzés miivelete pedig (jobb oldali pszeudo-) automorfizmus. A B’-loopok osztalyaban a sziv
kézvetleniil tartalmazza a loop teljes struktirajat.

A B'-loopok osztalydnak bevezetését az indokolja, hogy ez az osztdly geometriailag is lefr-
haté, azaz a B'-loop tulajdons4g izot6pinvarians. A 2.3 alfejezetben geometriai szemszdgb6l
vizsgaljuk ezt a looposztalyt. A kovetkezs harom tétel 0j eredmény, a 2.3.3 tétel ad egy dj,
geometriai bizonyft4st [Rob66, Corollary 3.2.2.)-re (1d. 2.3.4 kovetkezmény).

2.3.3. Tétel. Legyen (L,-) egy Bol-loop, jelolje N a Bol-tiikrozések 4ltal generalt kolline-
dci6-csoportot és legyen Ny.teng az z-tengely N-beli stabilizatora. Az invertdlss J : z v
z~! miivelete akkor és csak jobb pszeudo-automorfizmus, ha Ny._teng az z-tengely valamely
pontjat stabilizalja. Ha a fixpont koordinatdja (c, 1), akkor c a J kisér6eleme.

2.3.4. K6vetkezmény. Az univerzilis B-loopok pontosan az Abel-csoportok.

2.3.5. Tétel.

(i) A B'-loop tulajdonsag izot6pia-invaridns.
(ii) Egy B-loop minden izotépja B’'-loop.
(iii} Minden B'-loop izot6p egy B-loophoz.

2.3.6. Tétel. Legyen (L,-) egy paratlan rendi Bol-loop. Ekkor az L halmazon az
Toy= Z% . yz%

miivelettel értelmezhetjiik az (L,o) B-loopot, amelyet tarsitott B-loopnak neveziink. To-
vébb4:

(i) Az L-hez tarsftott B-loop izot6piainvarians.

(ii) A két loopmilvelet akkor és csak akkor egyezik meg, ha (L,-) kommutatfv Moufang-
loop.

(iii) A két loop (L,-) és (L,o) akkor és csak akkor izomorf, ha (L,-) B-loop.
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(iv) A két loop (L,-) és (L, o) akkor és csak akkor izotop, ha (L, ) B'-loop.

Az eddigiekb6) az deriilt ki, hogy az (L,-) loophoz tarsftott (L,o) B-loop az eredeti loop
Abel-csoport tulajdonsagol val6 ,tavolsagat" méri. A kovetkez6 allftds mutatja, hogy a dolog
ennyire nem egyszerfl, hiszen nem-asszociatfv vagy nem-kommutatfv L esetén is lehet (L, o)
Abel-csoport.

2.3.7. Allitas. Legyen (L,-) egy pératlan rendd Bol-loop G(L) baloldali eltolsscsoporttal.
Az (L, o) tarsftott B-loop akkor és csak akkor Abel-csoport, ha G(L) nilpotens és nilpoten-
ciaosztélya legfeljebb 2.

A 2.3.7 allitss mas médszerrel, bovebben targyalva van a [Gla64, Theorem 4}-ben és az
azt kovetd Corollary-ban. Az altalunk megfogalmazott eredményt bizonyitjsk [NS98, Theo-
rem 3.8)-ben megint csak egy teljesen més osszefuggésben, analitikus B-loopokra, az érint6
algebra fogalmanak felhasznalasaval. . :

A kovetkezd allitas azt az esetet frja le, amikor a tarsftott loop mévelete kommutativ. Az
allftas [Bru58, VII. Theorem 5.3. és Lemma 5.3.]-a} allithat6 pArhuzamba, de ann4l erdsebb,

hisz gyengébb feltételbsl (Moufang-loop helyett Bol-loop) indul ki. Némileg m4s formé&ban
pedig szerepel [NS98, Theorem 3.8.}-ben is.

2.3.8. Allitas. Legyen {L,-) egy paratian rendd Bol-loop. Ekkor a hozzé tarsftott (L,o)
loop akkor és csak akkor kommutativ Moufang loop, ha minden z,y € L esetén teljesiil

(zyz)? =2 y°2>

Strukturaelmélet B-loopokra

Minden B-loop eléfordul mint egy paratlan rendd Bol-loophoz tarsitott loop. A kévetkezében
bemutatjuk B-loopoknak egy masik, tisztan csoportelméleti konstrukci6jat. A 2.4 alfejezet
minden eredménye G. GLAUBERMAN |Gla64, Gla68, Gla66] munkaibél kivetkezik, a jelen
bemutat4sban az ijdonsag a megkdzelitésben van, ami leginkébb a 2.4.5 tételben mutatkozik
meg.

A tovabbiakban G mindig egy véges csoportot fog jeldini, J pedig G-nek egy involutfv
automorfizmusat. Kézponti fontossaga fogalom a Glauberman-automorfizmus. Glauberman
igen mély csoportelméleti Z*-tétele szerint minden Glauberman-automorfizmussal rendelkezd
véges csoport paratlan rendd.

A disszertaci6ban definalt core, illetve a zdrt normdloszté fogalméanak felhasznalésaval az
alabbi struktdratételt bizonyitjuk B-loopokra (v6. [Gla64, Lemma 5(v)]).

2.4.5. Tétel. Legyen (L,-) B-loop, G = G(L), és jeloljiik J-vel a loopbeli z - !
inverzképzés miveletét és az 4itala generlt Glauberman-automorfizmust egyidejileg. Ekkor
létezik egy megfeleltetés a G J-invarisns norméalosztéi és az L normélis részloopjai kéztt az

alabbiak szerint:



(i) Az N «G J-invaridns norméloszté esetén x(N) = N(1) a L norm4lis részloop.

(i) Legyen K oL normalis részloop és definidljuk a H = {g € G; g(K) = K} részcsoportot.
Ekkor v(K) = coreg(H) zé4rt norméloszté.

(iii) Teljesiil k(v(K)) = K és v(k(N)) = :

(iv) A K aL normélis részloop esetén G(L/K) = G(L)/v(K).

A fenti tétel és a Z*-tétel kombinalasaval 1athaté be Glauberman egy masik tétele, miszerint
minden véges B-loop feloldhat6.

3. Moufang-loopok és 3-halézatok

A Moufang-loopok elnevezése RUTH MOUFANG német matematikusra utal, aki els6ként vizs-
galta ezt a struktirat kvazicsoport néven az 1934-ben megjelent {Mou34] cikkében. Késobb
sokan foglalkoztak ezzel a témakorrel, hisz a Moufang-loopok az asszociativitdshoz legkdze-
lebb 4l16 fontos looposztalynak tekinthet6k.

S. DORO [Dor78] cikkében lefrta a kapcsolatot a Moufang-loopok és a trialitassal rendelkez6
csoportok kozott. Ez a kapcsolat meglehetésen bonyolult, kiilondsen ha a loop nukleusza
nem trivialis. A 3.2 alfejezetben ezt a kapcsolatot egy egyszer@bb geometriai megkozelftés-
bél targyaljuk, természetesen a Bol-tiikrozések felhasznalasdval. F6 eredményiink, hogy a
trialitassal rendelkezd csoportok kdzvetleniil megfeleltethet6k a Moufang-fooppal koordina-
tazott 3-halozatoknak (Id. [Nag99)).

A kétoldali Bol-loopokat Moufang-loopnak nevezziik. Egy Moufang-loop 4ltal koordinatazott
3-halézatot Moufang-hdlézatnak neveziink. Az elmélet legfontosabb fogalma a trialitdssal
rendelkezd csoport.

3.2.4. Tétel. Legyen M az N' Moufang-h4l6zat dsszes Bol-tiikrozése altal generalt kolli-
ne4ciécsoport, és legyen My < M az irdnytart6 kollinedciékbél 416 részcsoport. Rogzitsiink
egy tetsz6leges P N-beli pontot, és legyen S a P-re illeszked6 egyenesek tiikrozései 4ltal
generélt csoport. Ekkor M = MyS és az (M, S) par csoport trialitdssal.

Ennek a megforditasa is igaz. A tétel kimondasahoz az alabbi jelolést rogzitjik. A (G, S)
trialitassal rendelkez6 csoport esetén jeldlje o és p pedig az S megfelels generatorait (o? =
p® = 1), és legyen 07 = 0, 02 = 0p és 03 = po az S harom involicidja. Jeldljiik tovabba
Ci-vel a of konjugaltosztalyt.

3.2.5. Tétel. Legyen (G,S) egy csoport trialitdssal. Ekkor az alabbi konstrukcié egy
N(G, S) Moufang-féle (duélis) 3-halézatot hataroz meg. A hdrom egyenesosztélyt feleltessiik
meg a harom Cy, Cy és C3 konjugdltosztélynak. Hérom, paronként nem parhuzamos oi, of,
a;{ (9,h, f € G) egyenes akkor és csak akkor illeszkedjék egy pontra, ha

(af,ag,o:{) Gy,
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Tovibbi, ha Gy = (G, S]S, akkor az M(N') N -beli tiikrozések altal generalt csoportra teljesiil
MWN) =2 G\/Z(G)).

[Dor78] szerint a véges egyszerid Moufang-loopok osztalyozasa ekvivalens a trialitéssal ren-
delkezd véges egyszeri csoportok osztalyozasaval. Ez utobbit M.W. LIEBECK végezte el, a
véges egyszeril csoportok sztilyozasat felhaszndlva. Az osztilyozas sordn az els§ alapvet6
lépés annak megmutatasa, hogy S kiils6 automorfizmusokbél 4ll. Ennek a tulajdonsagnak
a bizonyftasa a mi geometriai megkdzelitésiinkben egyszertibb, mint a Doro-féle, loopokra
épiil6 targyalasban.

3.2.6. Allitss. Legyen (G,S) egy véges csoport trialitdssal és tegyiik fel, hogy p €
InnAut(G). Ekkor minden [g,0] elem rendje 3, és |G, S] 3-csoport. Tovébb4, az N(G, S)
3-h4lézat 4ltal meghatdrozott loop centrélisan nilpotens.

4. Specialis looposztalyok

Ebben a fejezetben Bol-loopok specialis csztélyaival fogialkozunk. Ezen osztalyok egyik része
azonossagokkal definidlhat6, masik résziik pedig konkrét konstrukcidkhoz kapcsolodik.

Bal konjugalt zart és Burn-féle loopok

A 4.1 alfejezetben a bal konjugdlt zdrt és a Burn-loopok osztalyat definialjuk. Ilyenek vizs-
galataval elSszér a [NS94] cikkben foglalkoztak, az ut6bbi elnevezés is innen szarmazik. Az
alabbi harom 4llitss sajat eredményiink, kivéve a 4.1.2 4llitas (iii) pontjat, mely az [NS94)
cikkben mar szerepel.

Az els6 allitas a Bol-loopok bal nukleusz4nak tulajdonsagaival foglalkozik.

4.1.2. Allitas.

(i) Egy bal inverz tulajdonségi loopban a bal oldali és a kozéps6 nukleusz megegyezik.
(ii) Egy (bal) Bol-loopban a bal oldali (=kozéps6) nukleusz normalis részloop.

(iii) Az (L,-) Bol-loop akkor és csak akkor Burn-féle, ha minden elem négyzete benne van
a bal oldali nukleuszban.

A kovetkez6 allitas a  leképezés magjat irja le 4ltalanos Bol-féle 3-halézatok esetén. Mivel
ker ® elemei trivislisan hatnak a vizszintes egyenesek halmazan, ezért Sket azonosithatjuk a
fiigg6bleges egyeneseken vett hatasukkal.

4.1.5. Allitas. Tekintsiink egy L Bol-loop 4ltal koordinatazott 3-hélézatot.
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(i) Ha L-ben a J : x — z7! inverzképzés mivelete jobb pszeudo-automorfizmus, akkor
ker @ = {id}.
(ii) Altalsban, a fenti azonositdssal ker & = Uy Hy, ahol

Hy = {[Azy,- - A }izn, - 2z € Lin <k Ag -+ Ay € S(L)).

Teljesiil tovabb4 ker ® « G(L).

4.1.6. Tétel. Legyen L egy véges Burn-loop és hasznéljuk a fejezet eddigi jelGléseit.

(i) ker® = H,, ahol s = max{|L: N,| - 1,2}.
(i) Has <7, akkor s € {2,3} és

ker ® = [S(N3), G(L)] = {[Am; As]ln € Ny, z € L).

Specislisan, ker® = L', ha L csoport.

Burn-konstrukci6k és csoportinvariansaik

A 4.2 alfejezetben részletesen lefrjuk a [Bur78, Bur81]-ben megadott By, (n > 2) és Cyy,
(n > 2 péros) loop-konstrukci6kat. Ezek a loopok az €l6z6 alfejezetben vizsgélt looposztélyba
tartoznak, az ottani eredményeink felhasznalasaval explicit kiszdmoljuk a loopokhoz, illetve
az altaluk meghatarozott 3-hal6zatokhoz tartozé automorfizmus- és kollinesciécsoportokat.

4.2.3. Tétel. Legyen (L,-) a By, vagy Cyn (n 2 2) loopok valamelyike. Ekkor

o~ f Zn L=Byésn pdratlan,
ker @ = { Z, kiilonben.
Tovéabbé Ny = ker & G, ahol ® izomorfizmust indukél a G < N, részcsoport és G(L) kézott.
Jeléljiik G megfelel6 generatorait &, B és ¥-val, és §-val a ciklikus ker & generétor4t. Ekkor
& és 7 trividlisan hat ker ®-n, és 63 = 671

A kovetkez6 tétel a loopok automorfizmus-csoportjat frja le. Ez a tétel abban az értelem-
ben kil6g a sorbél, hogy az eddig targyalt csoportokkal ellentétben a loop automorfizmus-

csoportja nem izotdpia-invarians.

4.2.6. Tétel. Legyen (L,') a By, vagy Cy, (n > 2) loopok valamelyike. Ekkor

Z; xS; hal = By, n pératian

Z; x Dy ha L = By, n péros

Z; xZ, haL=Cy,n>2 n phros
Dg haL=Cg

Aut(L) =

9



Tovdbb4 ezen loopok mindegyikére igaz, hogy az dsszes bal oldali pszeudo-automorfizmusuk
automorfizmus.

Az utols6 tételiink a By, (n > 2) és a Cyn (n > 2 péros) loopok 4ltal koordinétszott 3-hal6zat
teljes I' kolline&cié-csoportjét frja le.

Vezessiik be a Ag = (a, ) jelolést. Definisljuk a I' alabbi részcsoportjait.

T = {(Am,id) : m € My}, A = &}(Ag),
A ={(0,0) : 0 € Aut(L})}, M =TA.

4.2.8. Tétel. Legyen T az L loop 4ltal koordinétdzott 3-ba]oéat teljes kolline4ci6-csoportja,
ahol L = By, vagy Cun (n 2 2). Ekkor T felfrhat6 mint M x Aut{L), ahol M egy, az origé
T-pélyjén regulérisan haté Abel-féle kollmeécxé—csoport & Aut(L) hatésa. a konjugélds
szerinti. L ) .

Megjegyzés. Ez az eredmény egy érdekes analogist mutat a csoport 3-halézatok esetével,
mikor is ' 2 (G x G) » Aut(G) (1d. [BS83, Theorem 10.1].)

Involutérikus Bol-loopok

A 4.1.2 allitas (ii) és (iii) részeib6] ad6dik, hogy egy L Burn-loop esetén az L/N, faktor-
loop minden elemének a rendje 2. Az ilyen loopokat involutérikus loopoknak is nevezik (ld.
|KS88]). Forditva, egy involutérikus Bol-loop konjugélt zart, vagyis Burn-loop, hiszen a
AzAy Az € S(L) &s a AJ'A ), € S(L) azonosségok ekvivalensek. Involutérikus Bol-loop ese-
tén nyilvan J = id, s fgy a 4.1.2 allitas (i) részébsl kovetkezik, hogy ilyen loopok esetén
ker & = {id}.

Ebben az alfejezetben E. KOLB és A. KREUZER [KK95] nevéhez fiz6d6 involutérikus Bol-
loop konstrukciét vizsgéljuk meg.

Legyen R = F[[u]] a formalis Laurent-sorok gy€rdje. R lokalis gyfirdi, minden ideslja (u*)
alaku, legyen Ry = R/(u*). Jeldlje Z az Fy-beli konjugélds R-re illetve Ryx)-ra valé kiter-
jesztését (egyiitthatonként), és definialjuk az alabbi mdveletet.

A 0 € R lathatoan egységelem, az Fy kettes karakterisztikaja miatt pedig z ® z = 0. Azt
is kiszamoljuk, hogy R Bol-loop, tehat involutérikus Bol-loop. Tovabb4, mivel az dsszes
szamolas igaz az Ryx) faktorgytr(ben, ezért minden k > 0 esetén (Rx), ®) véges involutérikus
Bol-loop.
Jelslje U = Gy illetve Uyy = G0 az egységelem megfelel6 loopbeli stabilizatorat. Megmu-
tatjuk, hogy U 2¢ Ey, ahol

R, = {zeRz=1+u(.)},

E, = {z€Ry;zz=1}

10



A szamolasbol az is adédik, hogy |[Ugy| = 2¢~! Abel-csoport és |G| = 21

Teljesiil tovabba Z(R) = 0 é&s Z(Ry)) = {au*';a € Fy} 2 Z, x Z, amibsl adédik, hogy
Ry = Riet1)/Z(Re+1)). Ezek felhasznalasaval bizonyitjuk a kovetkezs tételt.

4.3.1. Tétel. Az (R, ®) involutérikus Bol-loopot két elem generélja.

Az alfejezetet involutérikus Bol-loopokhoz kapcsol6dé nyitott kérdésekkel fejezziik be.
1. probléma. Igaz-e, hogy minden véges involutdrikus Bol-loop feloldhats?

A 4.4 alfejezetben latni fogjuk, hogy a kérdés ekvivalens azzal, hogy minden véges invo-
lut6rikus Bol-loop rendje kettGhatvany, illetve azzal, hogy a G(L) bal oldali eltolascsoport
2-csoport. S. HEISS [Hei96] munkAijaban megmutatta, hogy G(L) feloldhat6sagabol kovetke-
zik, hogy 2-csoport, valamint, hogy G(L) nem lehet véges egyszerfi csoport. P. CAMERON ¢és
KORCHMAROS GABOR |CK93] cikkbeli eredményébél kovetkezik, hogy ha G(L) 2-tranzitivan
hat L-en, akkor L elemi Abel-csoport kell legyen.

2. probléma. Igaz-e, hogy minden L involutdrikus Bol-loop esetén a G(L), stabilizdtor
részcsoport Abel-féle?

Az ismert példak esetén a valasz igen.

Bol-féle univerzalis 2-loopok

A 44 alfejezetben targyalt Bol-féle univerzalis 2-loop tulajdonsigot az el6z6 alfejezetben
vizsgalt loopok motivaljak. Az alfejezetben a [Nag98] cikkben publikalt eredményeinket
ismertetjiik, kivéve a publikilatlan 4.4.5 tételt.

A [Nag98] cikkben Bol-féle 2-loopokat és univerzdlis 2-loopokat vizsgaltunk. A 6 eredmény
a kovetkez6.

4.4.3. Tétel. Minden véges univerzélis Bol-féle 2-loop feloldhaté.

Mint [Nag98]-ban geometriai iton belattuk, Moufang-loopok esetében a 2-loop-tulajdonsag
univerzalis. Tovabb4a a Moufang-loopok esetében a bal és a jobb oldali eltolascsoportok
izomorfak és normalizaljsk egymast. Ebb6l kévetkezik, hogy egy L Moufang-féle 2-loop
esetén M (L) 2-csoport. Ezzel, felhasznélva [Bru58, VI. Lemma 2.2.])-t, 4j bizonyftast adtunk
Glaubermann és Wright egy tételére.

4.4.4. Kbvetkezmény. (Glauberman, Wright, [GW68]) Minden véges Moufang-féle
2-loop nilpotens.

A dolgozatot egy, az el5z6 alfejezetben emlitett 1. probléméhoz kapcsol6dé tétellel fejezzitk
be. Ha az 1. kérdésre adandé valasz nem, akkor a legkisebb létez6 ellenpélda egyszer( loop.
S6t, a kovetkez8 tételbdl az is kovetkezik, hogy a legkisebb ellenpéldat két eleme generélja.
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Ez a tétel teremt kapcsolatot a 4.3.1 tétel és a 4.3 alfejezetben megfogalmazott keérdések
kozott.

4.4.5. Tétel. Ha az L Bol-loop birmely két eleme 2-hatvinyrendi részloopot gener4l, akkor
L univerzalis 2-loop.

A jelenlegi ismeretek szerint minden véges, 2 elem A&ltal generalt, involutérikus Bol-loop
valamely Ry loop homomorf képe. Adédik tehat a harmadik nyitott kérdésiink.

3. probléma. Igaz-e, hogy minden véges, 2 elem dltal generdlt, involutdrikus Bol-loop elddll,
mint valamely (Ry, ®) loop homomorf képe?
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