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1. Bevezetés

Az értekezésben linearis idgkésleltetett sztochasztikus differencial-
egyenletekkel leirt statisztikai modellt tekintiink. A vizsgalédas cél-
ja a likelihood fiiggvény lokalis aszimptotikus tulajdonsagainak bizo-
nyitdsa. A késleltetett egyenletek lokalis aszimptotikus tulajdonsa-
gait vizsgald cikkek listaja nem tul kiterjedt. Az eredmények nagy
része Gushchin, Kiichler és tarsszerzéinek koszonhets. A hivatkoza-
sok részletes bemutatasa megtalalhato az értekezés 1.3-as szakaszaban.
Gushchin és Kiichler 1999-ben irédott cikkét azonban ki kell emelni.
Ebben a tanulmanyban a

dX(t) = (aX(t)+0X(t —1)) dt +dW(¢)

egyenlet lokalis aszimptotikus tulajdonsagait vizsgaltak meg. Kideriilt,
hogy tizenegy kiilonboz6 esetet lehet megkiilonboztetni — melyekben
a LAN, LAMN, PLAMN és LAQ tulajdonsagok valamelyike teljesiil
(ezek definicioi megtaldlhatéak ebben a bevezetGben és az értekezés
2.1-es szakaszéban is) — amint a 6 = (a,b) paraméter befutja az R>
paraméterteret. Ez a cikk volt az egyik legmotivalébb és leghasznosabb
el6zmény az értekezés megsziiletésénél.

Az értekezés bevezetGje tartalmaz még néhany egyéb motivaléd ids-
késleltetést tartalmazo példat (1.1-es szakasz), valamint az aszimpto-
tikus statisztika alapvetd koncepcidjanak egy heurisztikus targyalasat
(1.2-es szakasz).

Ebben a tézisfiizetben felidézziik az aszimptotikus statisztika alap-
vetG definicioit. Az értekezés 2.1-es és 2.2-es szakaszdban e témakor
tovabbi, részletesebb bemutatasa talalhaté.

1.1 Definicié. (LAQ) Legyen © C RP egy nyilt halmaz. Statiszi-
kai kisérletek eqy (X1,X7,{Po1 : 0 € O})rcr,, csaladja lokdlisan
aszimptotikusan kvadratikus (LAQ) a 0 € © pontban, ha léteznek
rer € RPP, T e Ry, (skdldzd) mdtrizok, Aer : X7 — RP,
T € Ry mérhetd figguények (statisztikdk) és Jor : X7 — RP7P,
T e R,y mérhetd figgvények dgy, hogy

dIP9+T9,ThT7

1
log T h;A97T——h;JG7ThT+OIP‘9’T(1)7 amint T — oo,
dPe 7 2

amint hp € RP, T e Ry, egy korldtos csaldd, amire teljesil, hogy
0 +rorhy € © minden T ¢ R esetén, tovibbd

(Ao r,Jor) = O (1), TeR.,



és a
(L((Ae,r:do1) |Po,r))Ter, |

csaldd minden pe torléddsi pontjdra, omint T — oo, ami egy vald-
sziniségi mérték az (RP x RP*P B(RF x RP*F)) téren teljesil, hogy

(1.1) we({(A,J) e RP X RP*P 1 J egy szimmetrikus

és szigordan pozitiv definit }) =1
és
1
(1.2) / exp {hTA - —hTJh} po(dA,dJ) =1,
Rr xRpxpP 2

amint h € RP gy, hogy létexik Ty, ¢ Ry y, ke N, és hp € RP,
k e N, dgy, hogy hr, — h, amint k = oo, 0 +rerhr, € O
minden k € N esetén.

1.2 Definicié. (LAMN) Legyen © C R?P egy nyilt halmaz. Statisz-
tikai kisérletek egy (Xr,Xr,{Po1 : 0 € O})1cr,, csalddja lokdlisan
aszimptotikusan kevert normdlis (LAMN) a 0 € © pontban, ha LAQ
a 0 €O pontban, és a (L((Aer,Jo,1)|Po,1))TcR,, csaldd minden
e torléddsi pontjdra, omint T — oo, teljesil, hogy

/ P A p(dA, dT) = / e P IR/2 o (dA, dT),

Rrx B RrPx B

minden B € B(RP*P) és h € RP esetén, azaz A feltételes eloszlisa
J-re vonatkozéan a pe mérték melett N,(0,J), illetve, ami ezzel
ekvivalens, pe = L((neZ,nemy )| P), ahol Z:Q —RP és ng:Q —
RP*P  egymdastdl fiiggetlen véletlen viltozok o (Q,F,P) wvaldsziniségi
mezdn gy, hogy L(Z|P) = N,(0,1I,).

1.3 Definici6. (LAN) Legyen © CR?P egy nyilt halmaz. Statiszti-
kai kisérletek eqy (X7, X7, {Pe1 : 0 € O})rcr,, csalddja lokdlisan
aszimptotikusan normdlis (LAN) a 6@ € © pontban, ha LAMN a
0 € © pontban, és a (L((Aer,Jo,17)|Por))Tcr,, csaldd minden
pe  torldddsi pontjdra, omint T — oo, teljesil, hogy

po = Np(0,Jg) X 04,

ahol Jg € RP*P egy szimmetrikus, szigordan pozitiv definit mdtriz,
35, pedig a Jo pontba koncentrdlt Dirac-mérték az (RP*P, B(RP*F))
téren. A Jg mennyiséget informdcids mdiriznak nevezzik.



1.4 Definici6. (PLAMN) Legyen © C R? egy nydt halmaoz. Sta-
tisztikai kisérletek eqy (X, Xp,{Po1 : 0 € O})rer, csalddja perio-
dikusan lokdlisan aszimptotikusan kevert normdlis (PLAMN) o 0 € ©
pontban, ha LAQ a 6 € © pontban, és

D .
(Ao.kp+d Jorpra) — (Ae(d), Jo(d)), amint k — oo,

amint d € [0,D), és minden d € [0,D) esetén Ag(d) feltételes
eloszldsa Jo(d)-re vonatkozéan N,(0,Jg(d)) illetve, ami ezzel ekviva-
lens, léteznek egymdstdl figgetlen Z :Q — RP és ne(d) : Q — RP*P
véletlen wviltozok gy, hogy Z L Np(0,1,), és Ag(d) = ne(d)Z,
Jo(d) = ne(d)ng (d).

2. Heston-modell

A lokilis aszimptotikus tulajdonsag illusztralasdhoz egy jol ismert
pénziigyi modellt, a Heston-modellt vizsgaltuk meg az értekezés 2.3-as
szakaszaban. Ezen vizsgalodas eredményei Benke és Pap {3] cikkében
keriiltek publikalasra.

A vizsgalt Heston-modell az alabbi alaki.

dY; = (a — bY;) dt + 01/V; AW,
dXt — (Of - ﬁn) dt +0—2\/§7t(Qth + mdBt)7

ahol ¢ >0, b,a,B€R, 01 >0, 09 >0, pe (—1,1) és (W, Bt)i=o
egy kétdimenzios standard Wiener-folyamat. Ebben a pénziigyi mo-
dellben X, irjale egy kockdzatos eszkéz ¢ idGpontbeli drfolyamanak
logaritmusat, és Y; pedig a sztochasztikus volatilitasat. A b paramé-
ter el6jelétd] fliggben harom esetet lehet megkiilonboztetni, melyeket
szubkritikus (b > 0), kritikus (b = 0) és szuperkritikus (b < 0) esetnek
neveziink. Az (a,a,b, 8) drift paramétereket tekintve megvizsgaltuk
ezen modell lokalis aszimptotikus tulajdonsagait.

Legyen Pg 1 az (Y, Xi)icjo,r) folyamat dltal generalt valoszintisé-
gi mérték a (C([0,T),R?),B(C([0,T],R?)) téren. Tovabba tekintsiik
statisztikai kisérletek

(2.1) (&)= (C(R,R*),B(C(R,R*)),{Pgr: 60 €R; xR*})

t>0,

csaladjat, amint T € Ry, valamint az alabbi jeltlést.

2
(2.2) S = { o1 9“12“2]

00102 (o5}



?

a,B € R, akkor o statisztikai kisérletek (2.1)-ben megadott csalddja
LANa 60 :=(a,a,b,3) pontban rer = L1, TeR,,, skilizs-

\/7
sal és
E(i) 1
~1 E(Y.)

2.1 Tétel. (Szubkritikus eset) Ha a € (i ), beRiy, és
1

® 8!

informdcids mdtrizszal.

Kovetkezésképpen a statiszikai kisérletek (C(R.,R?), B(C(R,,R?)),
{Poipyrr © h € R*})rer,,  csalddja konvergdl az (R* x
R4 B(R* x RV, {Ny(Jgh,Jg) : h € R*}) kisérlethez, amint
T — oo.

2.2 Tétel. (Kritikus eset) Ho a € (Ul oo) b=0, és «,p R,
akkor o statisztikai kisérletek (2.1)-ben megadott csalidjo LAQ a 0 :=
(a,a,b,8) pontban

o

1
. log T
ToeT —
i |7

1} @Iy, TeRiy,

=

skaldzassal és
(Ao1(Y,X),Jor(Y,X)) =5 (Mg, Jo),  amint T — oo,

ahol

ahol (Vi Xi)ier, @

{dytadt+al\/7tdwt7 feR
+

dX; = adt +agm(Qth +4/1— 02 dlf)’t)7

egyenlet (Yo, Xo) = (0,0) kezdeti értékkel vett egyértelmi erés megol-
ddsa, ahol (Wt78t)tER+ egy kétdimenzids standard Wiener-folyamat,



Zo eqy kétdimenzids standard normdlis eloszldsd vdltozd, ami figget-
len (J1, fol Vedt, X1)-t6l, és S a (2.2)-ben definidlt mdtriz.

Kévetkezésképpen a statisztikai kisérletek (C(R, ,R?), B(C(R,R?)),
{Posrg,nr : h € R‘*})T@R++ csalddja konvergdl az (R* x
R4 B(R* x R**), {Qqp, : h € R*}) kisérlethez, amint T — oo,
ahol

1
Qo n(B) =E (eXP {hTAe - ihTJeh} ]lB(A97J9)> )

minden B € B(R* x R***) és h € R* esetén.
Amennyiben b = 0 és S € R rdgzitett paraméterek, akkor a
statisztikai kisérletek

(C(R+7R2)7B(C(R+7R2))7 {PG,T rac (%%700)7 @€ R})TE]R++

részesalddjo LAN o (a,«) pontban 7](91,)T = \/1olﬁI2’ T e Ry,

—1

skdldzdssal és Jél) = (a — %%) S~ informdcids mdtrizszal.
Kévetkezésképpen a statisztikai kisérletek (C (R, R?), B(C(R,R?)),

{Poin/yiggrr @ h1 € R?})rer,. csalddja konvergdl az (R? x

R2°2 B(R? x R2*2), {No(J S hy, J) - hy € R2)) kisérlethez, amint

T — o0, ahol h:= (h{,0)" € R%.

2.3 Tétel. (Szuperkritikus eset) Ho a € [%ioo), beR__, és

a,B € R, akkor o statisztikai kisérletek (2.1)-ben megadott csalddja
nem LAQ a 0 := (a,a, b, 8) pontban az

1 0
ToT = |:O ebT/2:| & I27 Te R++

skaldzdssal, annak ellenére, hogy
(Ao r (Y, X), Tor(Y, X)) = (Do Jo),  amint T — oo,

ahol

1
o1 0920 A
A = I ® ’
ool )L
Lo )



[ [T Sde 0
J9 = 37
0 N V4]

tovdbbd (yt)t@lh a

® 8L

dY, = adt + o1\/ Yy dW,,  t€R,,

egyenlet Vo = yo kezdeti értékkel vett eqyérielmi erds megolddsa, ahol
Wh)ier,  egy standard Wiener-folyamat és

~ - 2 —1/b
Vi=logY 15 —logyo — (a - %) / Ve du,
0

ahol Z1 egy standard normdlis eloszldsd viltozd és Zo eqy kétdimen-

#1038 standard normdlis eloszldsd vdltozo dgy, hogy ()7,1/5,7 fofl/b Vu du),
Zy és Zq figgetlenek eqgymdstol, S pedig a (2.2)-ben definidlt mdtriz.
Tovdbbd (1.1) szintén tejesil, viszont (1.2) nem igaz.

2
Hg ac€ (%7 oo) és o € R ragzitett paraméterek, akkor o statisz-
tikai kisérletek

(C(R+,R?), B(C(Ry,R*), {Por:b R, FERY) 1y

részesalddja LAMN o (b, 3) pontban 7](92,)T =2, T e Ry,
skaldzdssal és

~ 1/2 1
A [ Yo o1 0w e
o b 0 oyi-g@ %

I = (—%) 51,

Kévetkezésképpen a statisztikai kisérletek (C(R,,R?), B(C(R,R?)),
{Poyctrrenr @ ho € R*})per,, csalddje konvergdl az (R? x
R2<2 B(R? x R22) {L((AY + TP hy, I |P) - by € R2})  kisér-
lethez, amint T — co, ahol h = (0,hy)! € R*.




3. Egyenletes késleltetés

Az értekezés harmadik fejezetében a {6 eredmények keriilnek bemuta-
tasra. Tegyiik fel, hogy a megfigyelt (X (¢));ci—, 7], folyamatot a

dX(t) = 19/ X(t +u)a(de)dt +dW (), 320,
[77’70]

linearis késleltetett sztochasztikus differencidlegyenlet irja le, ahol «
egy véges, elGjeles mérték a [—7,0] intervallumon, W egy standard
Wiener-folyamat, ¢ pedig az ismeretlen, valds paraméter. Ezen modell
lokalis aszimptotikus tulajdonsigaira vagyunk kivancsiak.

Egy bevezetés utdn a 3.2-es szakaszban elGszor egy specialis esetet
tekintiink, amikor a késleltetés egyenletes. Ezen vizsgalodas eredmé-
nyei Benke és Pap {1] cikkében keriiltek publikalasra. Tehat tegyiik fel,
hogy (X(ﬁ)(t))téﬂh a

AX(t) =9 [° X (¢ +u)dudt + dW (1), tE€R,
X(t) = Xolt), te[-1,0],

egyenlet megoldasa, ahol (Xo(t))ie(—1,0) egy rogzitett, folytonos kez-
deti fiiggvény. Tovabba minden T € R.. esetén legyen Py
az (X (t))e_17) folyamat altal generalt valoszintiségi mérték a
(C([-1,T],R),B(C([-1,T],R))) téren. Tekintsiik a statisztikal kisér-
letek

(31) (gT) = (C(R+7R)7 B(C(R+7R))7 {]P)&T U e R})
csaladjat, ahol T e R, .

3.1 Tétel. Ho ¥ € (—%270), akkor a statisztikai kisérletek (3.1)-
ben megadott csalddja LAN a O pontban rop = =, T € Ry,

\/T}
skdldzdssal és
e} 0 2
Jo = / </ :Eoﬂg(t —+ u) du) dt.
0 -1

3.2 Tétel. A statisztikai kisérletek (3.1)-ben megadott esalddjo LAQ
a 0 pontban ror =4, T €Ry | skdldzdssal és

1 1
_ _ 2
Ao = /O W) dW®E), o = /O W(t)? dt,

ahol (W(t))ici0,1) egy standard Wiener-folyamat.



3.3 Tétel. A statisztikai kisérletek (3.1)-ben megadott esalddjo LAQ

2
a —% pontban v_,» =7, T e€R | skdldzissal és

2

1 1
A,L; = m (16/0 (Wl(s) dWZ(S) — WZ(S) dWl(S))
1
—47r/0 (Wi (s)dW(s) + Wz(s)dWZ(s))>7
16 !
I = e /O WL 1+ Wa(6)?) dr,

ahol Wi(t), Wa(t))ic0,1) egy kétdimenzios Wiener-folyamat.

3.4 Tétel. Ha 9 € (0,00), akkor a statisztikai kisérletek (3.1)-ben
megadott csalddjo LAMN o ¥ pontbon rer1 = e T T eR,,
skdldzdssal és

(1 _ efvo(ﬁ))Z

= 200(9) (w0 (9)2 + 200(9) — 9)2 vy,

Ay = Z+\ Ty, Jo

ahol
0 0 e}

U@ :Xo(0)+19/ / e M= X (s) ds du+/ e v s qW (),
—1Ju 0

és 7 eqy standard normdlis eloszldsd vdltozd, ami figgetlen Jy-tol.

3.5 Tétel. Ho v € (—oo, —%2), akkor a statisztikei kisérletek (3.1)-

ben megadott csalddja PLAMN o 9 pontban D = #(1’0 periddussal,

ror=e W T cR,, skildzissal és

Ag(d) = Z/To(d),  Jg(d) = /OO e 2o @s (g — ¢))2ds,

0

amint d e {07 HO%)), ahol

0 0
V(1) = Xo(0)ps(t) + 19/ / ot 4 u —s)e NGV X (¢)ds du
—1Ju

+/ ot —s)e AW (s),  teR.,
0

10



valomint
wo(t) == Ao(V) cos(ko(9)t) + Bo(9) sin(ko(9)t), teR,

és Z egy standard normdlis eloszldsi vdltozo, ami figgetlen Jy(d)-tdl.

4. Altalanos késleltetés

Az értekezés 3.3-as szakaszaban az altalanos késleltetést modellt vizs-
galjuk. Az eredmények Benke és Pap [2] cikkében keriiltek publikalasra.
Tekintsiik tehat a

dX(t) = 19][%0] X(t+w)a(du)dt +dW(t), teRy,
X(t) = Xo(t), t e [-r,0],

egyenletet, ahol a késleltetést lefré a mérték egy tetszdleges, véges,
elgjeles mérték a [—r,0] intervallumon.

Az aszimptotikus viselkedés szoros kapcsolatban all a hy : C — C
tn. karakterisztikus fliggvénnyel, ami elgall a

ho(A) == X — 19/[ ; e a(du)

alakban, és a
A — 19/ e M a(du) = 0.
[77’70]

un. karakterisztikus egyenlet megoldasainak (karakterisztikus gyokok)
Ay halmazaval. Az egyik legfontosabb mennyiség a maximalis valds-
rész(i karakterisztikus gyok valdsrésze, azaz

vo(9) :=sup{Re(A) : A € Ay} < 0.

Minden X € Ay esetén jeldlie myp(A) a M\ karakterisztikus gyok
multiplicitasat.

A korabbi eredményekben és az egyenletes késleltetés esetében is az
lathato, hogy a LAN tulajdonsag akkor teljesiil, ha a vp(¥) mennyiség
szigortian negativ. Ennek megfelelGen az sejthets, hogy ez a feltétele
a LAN tulajdonsag teljesiilésének. Ezzel szemben mutatunk példat
olyan esetre, amikor wvg(¥) = 0 és a LAN tulajdonsag all fenn (1d.

11



az értekezés 3.3.7-es példajat). A wvo(¥) mennyiség egy modositasara
van szitkség. Ehhez minden X\ € Ay esetén jelolie myg(A) a

777,19()\)71

Py(t) = Z conett

£=0
komplex értéki polinom valédi fokszamat, ahol

ma(A)—1—£

_iq—e(A .
Cone i— % v A /[ ]ugem (),
: —7r,0

I
=0 J

és Ay r(N), ke {—my(X),—my(A)+1,...} az 1/hy(z) fliggvény 2 =
A pont koriili Laurent-soranak egyiitthatéi. A zér6 polinom fokszama
legyen —oco. Tovabba legyen

vy =sup{Re(A) : A € Ay, Mmy(A) = 0},

my =max{my(A) : A € Ay, Re(N) = vy},

ahol sup®:= —oo és max{ := —co.
Minden T € R, esetén legyen Pyr az (X)(¢ Nie—r,m folya-
mat altal generalt mérték a (C([—r,T],R), B(C([—-r,T],R))) téren.

Tekintsiik a statisztikal kisérletek

(41) (&)= (C(R4,R), BC(R,R)), {Pyr: 0 € BY)

csaladjat, ahol T e R, .

4.1 Tétel. Ha ¢ € R olyan, hogy v} < 0, akkor a statisztikai

kisérletek (4.1)-ben megadott csaldédje LAN o ¢ pontban vy =
T2, T eR,, skdlizdssal és

2
Jy = /o (/[7’70] zo9(t+u) a(du)) dt.

Specidglisan, ha a([-r,0]) =0, akkor v = —c0, mi = —00, €3 a
statisztikai kisérletek (4.1)-ben megadott csalddjo LAN o O pontban
ror =T, T €R,, skdlizdssal és

Jo = /OT al[—t,0])° dt.

12



4.2 Tétel. Ho ¢ € R olyan, hogy v}, = 0, akkor o statisztikai
kisérletek (4.1)-ben megadott csalddjo LAQ o O pontban 191 =
T-"s~1 skildzdssal és

1
Ay = Z 019,,\,m1*9/ Z1m(x),m3 (8) A2y ,0(8),
0

AEASN(R)
my (A)=mj

1
Jo= > |019,A,m:9|2/0 | Ztma),ms (5)] ds,

AEASN(IR)
g (A)=my

ahol
W, ha ¢ =0,
Z%o = %(th,Re + iWLp,Im)7 ha ZBS R++7
Z .0 ha peR__,

és (W(s))scio,1, Were(s))scro,) €5 Weim(8))sep,1, ¢ € Ry,
egymdastdl figgetlen standard Wiener-folyamatok, valamint

Z,0(s) ::/O (s —u) dZ, o(u), se€l0,1], R, ¢eN.

Specidlisan, ha a([-r,0]) # 0, akkor o5 = 0, m§ =0, ésa
statisztikai kisérletek (4.1)-ben megadott csalddjo LAQ o O pontban
rop =T skdldzdssal és

1 1
Ag = a([-r, O])/O W(s)dW(s), Jo = a([—r, O])Z/O W(s)? ds.

4.3 Tétel. Legyen ¥ € R olyan, hogy vj > 0. Ha
Hy :={Im(A\) : A e Ay (vy +1R 1), mg(N) =my}+ £ 0,

és o Hyg-beli szamoknak létezik eqy Dy kozds osztdja (azaz pdron-
ként dsszemérhetdek és az ezen szamokbdl képzett hdnyadosok és Dy
egész szdamok), okkor o statisztikai kisérletek (4.1)-ben megadott csa-
ladja PLAMN a 9 pontban ]%—7; periddussal, 97T = T-moevaT

skdldzdssal és
Ay(d) = Z+/ Jy(d),

13



2
Jg(d) = / e%fﬂRe( Z c&%mgyimei(dtnm(x)) dt,
0

AEA5N(wl+HR)
my (A)=m}

amint d € [0, £%), ahol

O [ee)
U@:Xo(o)ﬂ;;/ / e*“S*“)Xo(s)dsa(duH/ e W (s),
[—7,0] Ju 0

minden X € C esetén, valomint 7 egy standard normdlis eloszldsi
vdltozd, ami figgetlen az (Xo(t))ici—rq €5 (W(t))ier, folyamatok-
tol.

Ha Hy = 0, akkor a statisztikai kisérletek (4.1)-ben megadott
csalddjo LAMN o ¥ pontban ry 1 = T—m9e= T gkildzissal és

2
C Kk
Ny = 7Ty, Jy — 5 iy,

* vk
2y ®
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