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GEOMETRIAK KARAKTERIZALASA PROJEKTIV-METRIKUS TEREKBEN

1. A kutatas el6zményei

A 20. szazad els6 matematikai konferencidjan David Hilbert a szézad matematikajat
szerinte meghatarozo problémak sorat vetette fel. Negyedik helyen emlitette a
klasszikus nemeuklideszi geometriak [14] kozos altalanositasaként felmeriils azon
geometridk meghatarozasat, amelyekben az egyenes rendelkezik a ,legrovidebb ut”
tulajdonsagaval.

Tanitvanyai, P. Funk [6] és G. Hamel [8] munkajaval kezdve, majd sok mas
matematikus, mint W. Blaschke [2], A. V. Pogolerov [18] és Szabé Zoltan [19]
munkajanak készonhetSen mara az 6sszes ,,projektiv-metrikus”’ geometriat el§ tudjuk
allitani. Ezekbdl olyan sok van, hogy nem vizsgilhatok egyenként, de Busemann
ramutatott [4], hogy a koztiliik kivalaszthato két legfontosabb tipus a Minkowski- és a
Hilbert-féle, mert ezekben az egyenesek kozti izometriak projektivitasok (Minkowski-
esetben konkrétan affinitasok).

A Minkowski-geometridkat alaposan ismerhetjiik, hiszen a matematikusok
jelentSs része ezeket normalt vektortérként ismeri, és igen bdéséges irodalom ve-
szi szamba jellemzGiket és tulajdonsagaikat [1, 20|, mint példaul azt, hogy egy
Minkowski-sik akkor és csak akkor euklideszi, ha az egységkor barmely x és'y vek-
tordra (x +y) Lp (x —y), ahol a B index a Birkhoff-merélegességre utal [10].

A Hilbert-geometriak kevésbé ismertek!, de kutatasuk napjainkban egyre
ujabb és valtozatosabb eredményekkel zarkozik fel [17]. Példaul a hiperbolikus
geometriat karakterizalja a Hilbert-geometridk kézott az, hogy

o a merdlegesség szimmetrikus, magasabb dimenzioban is [11], [3];
a metrika lokalisan euklideszi [10];
minden egyenesre vonatkozoan létezik tengelyes tiikrozés [3];
a geometria minden pontjaban a gorbiilet nempozitiv [15];
a geometridban az aszimptotikus haromszogek teriilete konstans [5].
Kutatasunk célja ezen ismeretek bévitése volt olyan karakterizaciokkal, ame-
lyekben geometriai konfiguraciok jatsszak a fGszerepet.

O O O O

2. Alkalmazott mddszerek, felhasznalt ismeretek

Az értekezésben felhasznaljuk, és ezért be is mutatjuk a Minkowski-geometridkat
(amelyek az euklideszi geometria altalanositasai), a metrikus osztéviszonyt és a
Birkhoff-mer6legességet. Ugyancsak felhasznaljuk és be is mutatjuk a Hilbert-
geometridkat és a hiperbolikus osztoviszonyt, tovibba a hiperbolikus geometria né-

1Elsésorban ezért mutatjuk be a Hilbert-geometriakat kicsit részletesebben.
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Ezeken tul felhasznaljuk és bemutatjuk a nyaldbok fogalmat, illetve haromszo-
gekben a biszektordlis és az ortocentrum fogalméat, valamint a Menelaosz-, illetve
Ceva-tripletek és -szamhdrmasok fogalmét.

Mivel a hiperbolikus esetben nem altalanosan ismertek, kiilon be is bizonyitjuk
a kovetkezs sziikséges tételeket elsGsorban a jol ismert Cayley—Klein-, illetve a
Pincaré-modellben.

2.1. Tétel. (Hiperbolikus Menelaosz-tétel [16, 467-468. 0.]) A hiperbolikus térben
az ABCA trigon egy (C', A’, B")-tripletje akkor és csak akkor Menelaosz tipusi, ha
az ((A, B; C"),(B,C; A"),(C, A; B')) szdmhdrmas Menelaosz tipusii.

2.2. Tétel. (Hiperbolikus Ceva-tétel [16, 467—468. 0.]) A hiperbolikus térben az
ABCA trigon egy (C', A, B')-tripletje akkor és csak akkor Ceva tipusi, ha az
((A,B; C"),(B,C; A"),{(C, A; B)) szdamhdrmas Ceva tipusi.

2.3. Tétel. (Hiperbolikus biszektoralis centrum tétele [16, p. 350|) Hiperbolikus
térben bdarmely trigon oldalfelezd merdlegesei egy nyaldbhoz tartoznak.

2.4. Tétel. (Hiperbolikus magassagpont tétele [9, Theorem 3|) Hiperbolikus térben
barmely trigon magassdagvonalai egy nyaldbhoz tartoznak.

A Hilbert-geometridk legfontosabb jellemzGinek bemutatasa soran a kettGs-
viszony logaritmusarél megmutatjuk, hogy teljesiti a hdromszog-egyenl&tlenséget,
és valoban egy metrikat hataroz meg a definialé tartomanyon. Ramutatunk, hogy
minden pontban egy lokalis Minkowski-geometria adodik a metrikabol, amellyel a
Hilbert-geometria egy Finsler-sokasag. Definidljuk a merdlegesség fogalmat a metri-
kaval, amely megfelel a Birkhoff-merdlegességnek. Megmutatjuk, hogy egy egyenes
pontosan akkor merdleges egy mdsikra, ha konkurens az annak végpontjaiban vett
érintdkkel. Megallapitjuk, hogy minden olyan kollineécid, mely invaridnsan hagyja
az alaptartomanyt, a Hilbert-geometria izometriaja, tovabba a Hilbert-geometria
minden egyes izometridja a projektiv siknak az alaptartomdnyt invaridnsan hagyo

3. Az elért f6bb eredmények bemutatasa

Az értekezésben bemutatott f6bb eredmények harom tanulmanyban jelentek meg
[KKc, KKh, Km|, de utalunk még egy kapcsolodo publikaciora [KKp], tovabba a
kutatas folytatasaként elért tovabbi eredményekre [KKq|. Ezek kivétel nélkil a
klasszikus euklideszi, illetve hiperbolikus geometridk Minkowski-, illetve Hilbert-
geometridk kozti karakterizacidjat adjak.

Elskésziileteink sordn az elsé technikai eredmény a hiperbolikus osztéviszony
szigori monotonitasat adja.
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3.1. Lemma. [KKc, Lemma 2.3| Legyenek a H-val adott Hilbert-geometridban A, B
és C kollinedris pontok, és legyen ABNOH = {P,Q} gy, hogy A a P és B kozitt
van. Tekintstik az AB egyenesnek eqy olyan euklideszi koordindta-rendszerét, hogy
P koordindtdja 0, és A koordindtdja 1. Legyenek ebben a koordindta-rendszerben q,
béscaQ@, B ésC pontok koordindtdi a g > b > 1 és 0 < ¢ < q feltételekkel. Ekkor
a hiperbolikus metrikus osztéviszonyra

c—>b 1_~_b—1
(c—1)vb qg—"b

A kettSsviszony alkalmazésa lehetévé teszi a klasszikus Ceva- és Menelaosz-
tétel egyesitett projektiv targyalasat (lasd [KKp, 2.2. tétel]). Ehhez az eredeti
Ceva-konfiguraciot kiegészitjiik egyenesekkel és pontokkal a bévitéssel szarmaztatott
projektiv sikon (lisd a 3.1. Abrat).

(A,B;C) =

3.2. Tétel. ([KKp, 2.2. Tétel]) Legyen fa, fp és fc az ABCA trigon csicsain
datmend egy-egy egyenes, €s legyen X, Y és Z rendre az ABCA oldalegyenesein
egy-eqy pont. Az A', B' és C' pont legyen rendre az fa, fB €s fc egyenes metszete
a szemkozti oldal egyenesével.

(1) Ha fa, fB és fo konkurensek, és az X, Y, Z pontok kollinedrisak, akkor

(A, B;C", Z)(B,C; A", X)(C, A; B',Y) = —1. (3.1)

(2) Ha (3.1) teljesiil, akkor az X,Y, Z pontok pontosan akkor kollinedrisak, ha az
fa, fB €s fo egyenesek konkurensek.

3.1. Abra. Projektiv Ceva-konfigurécié

Az euklideszi, illetve a hiperbolikus geometriat a Minkowski-, illetve a Hilbert-
geometriak kozott karakterizalo tételekhez sima gorbék ellipszisekkel vald 6sszeveté-
sén keresztiil jutottunk el. Ennek sorédn fontos szerephez jutnak a szigorian konvex
tartoméanyok John-Léwner-ellipszisei, ezért a koriilirt (minimalis teriiletd) John—
Lowner-ellipszisek érintési pontjaira vonatkozé alapvetd allitasokat is attekintjiik,
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és két lemmat igazolunk ezen érintési pontok elhelyezkedésérdl, illetve altaluk meg-
hatarozott haromszogekrsl. Az alabbi lemmék egyes allitasait tételesen alkalmazzuk
késgbbi bizonyitasainkban.

3.3. Lemma. ([KKc| Lemma 2.2) A sikban minden olyan nem tres, nyilt, konvex
H halmazhoz, amely nem ellipszis, létezik egy olyan, H-t tartalmazd & ellipszis,
amelyre a O \ H halmaznak legaldbb hat kilonbozd pontja van, és £\ H nem tres.

3.4. Lemma. ([KKh, Lemma 3.3]) Legyen H egy konvex tartomdny a sikban. Ekkor
(1) létezik a H-nak egy E koréirt ellipszise legaldbb hdrom kilonbézé E, Eo, Fs
érintési ponttal a IH N OE halmazban igy, hogy a zdrt Fy EsEs/A tartalmazza

a & ellipszis C' centrumdt, és

(2) ha H % &, akkor ezek az érintési pontok vdlaszthatdk dgy, hogy kozilik az
egyiknek minden kérnyezetében teljesiil a OH \ 9E # () feltétel.

Legyenek t1,to és ts a két alakzat kézos érintdi az Ey, Es, illetve E3 pontban. Ekkor

(3) ha EyEsE3/ a belsejében tartalmazza a C pontot, akkor t1,ta,ts egy trigont
alkot az My = to Ntg, My = t3 Nty és M3 = t1 Nty csucsokkal igy, hogy e
trigon az E1, Fo, E3 érintési pontok kivételével a belsejében tartalmazza az €
ellipszist;

(4) ha az E1EsE3/\ hdromszog valamelyik oldala tartalmazza C-t, mondjuk, C' €
EyEs, akkor a hdrom érintd a siknak egy pdrhuzamosok kézotti olyan félsdvidt
hatdrozza meg, amelynek (esetleg idedlis) csicsai My = tq Nts, Mz = to Nty
és ez a belsejében tartalmazza a & ellipszist, kivéve az Fy, Es, E3 érintési
pontokat.

Ha B1, Bo, Bs rendre az FxE3, EsE, és By Ey szakaszok felezdponja, akkor

(5) az M;B; (i =1,2,3) egyenesek a C' pontban taldlkoznak.

Tételeink igazolasa soran 6ssze kell hasonlitanunk olyan sikbeli sima, konvex
gorbéket, amelyeknek egy pontban kozos az érintsjiik, a gorbiiletiik elGjele, és az
egyik a mésik belsejében halad. Erre vonatkoz eredményeinket a differencialgeo-
metria szokasos apparatusat [13] hasznalva értiik el.

3.5. Lemma. ([KKh, Lemma 3.4]) Legyenek r,p: (—¢,¢) — R? kétszer folytonosan
differencidlhatd gorbék kis € > 0 értékekre ugy, hogy p(t) = p(T)u,, és r(7) =
r(T)u,, aholp,r: (—e,e) = Ry, tovdbbd azr(7)/p(T) az 1 minimumértéket kizdrdlag
a1 =0 helyen veszi fel.

Ekkor az r, illetve p gorbék r(r), illetve p(r) pontbeli érintd egyenesei egy
olyan m(7) pontban metszik egymdst, amely a p(0) ponthoz tart, amint T — 0,
mégpedig gy, hogy ez az Op(T) egyenesnek ugyanazon az oldaldn van, mint a p(0).
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3.6. Lemma. (|[Km, Lemma 2.4]) Legyenek r,p: [0;1] — R? folytonosan differenci-
dalhato gorbék, melyek derivdltja nem tinik el.
(1) Ha (i) r || p, (ii) T || p, és ezek a gorbék metszik egymdst, akkor r = p.
(2) Hat(0) || p(0), ést(1) || p(1), akkor létezik egy olyan ty € (0,1) érték, amelyre
t(to) || B(to)-

3.1. A hiperbolikus geometria karakterizaciéi a Hilbert-geometriak kozott

A kérdés az volt, hogy a Ceva-szamharmasokkal és Ceva-pontharmasokkal megfo-
galmazhatoé allitas teljesiilése Hilbert-geometridban milyen kévetkezménnyel jar.

3.7. Tétel. (Ceva tipust karakterizacio) [KKc, Theorem 3.1 Egy Hilbert-
geometridgban akkor és csak akkor létezik minden ABCA trigonhoz olyan (C', A’ B')
Ceva-triplet, hogy az ({(A, B;C"),(B,C; A", (C, A; B')) szdmhdrmas Ceva tipusi,
ha a geometria hiperbolikus.

3.2. Abra. Ceva-konfiguricio és egy haromszog az ellenpéldahoz

A [7, Lemma 12.1, 226. o.] altal biztositott lehetSségnek megfelelGen a bizonyi-
tas kozben a sikra szoritkozhatunk. A bizonyitas kulcsa a John—Léwner-ellipszisre
vonatkozo 3.3. Lemma alkalmazaséaval hat olyan pont felvétele a Hilbert-geometriat
megad6 OH gorbén — az indirekt OH nem ellipszis feltétel mellett —, melyek ko6-
ziil 6t egy ellipszisre illeszkedik, a hatodik pedig annak bels6 pontja. Megfelels
parositasukkal egy olyan nem elfajulé haromszdget kapunk, amelynek két oldalegye-
nese egyszerre hiperbolikus és Hilbert-egyenes, mig a harmadik oldal hiperbolikus
egyenese tartalmazza a Hilbert-félét (lasd a 3.2. Abrat). A 3.1. Lemma szerint a
hiperbolikus osztoviszonyok az els6 két egyenesen megegyeznek, mig a harmadikon
kiilonbozsek. Ezért egy Ceva-pontharmashoz a hiperbolikus Ceva-tétel szerint Ceva-
szamharmas tartozik 41 osztéviszonyszorzattal, mig a Hilbert-geometria szerinti
osztoviszonyok szorzata nem lehet 1, és igy a szamharmas sem lehet Ceva-féle a
Hilbert-geometridban.
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Analog gondolatmenet igazolja a Menelaosz-tétel karakterizalé tulajdonsagat is.

3.8. Tétel. (Menelaosz tipusu karakterizacio) [KKc, Theorem 3.2] Egy Hilbert-
geometridgban akkor és csak akkor létezik minden ABC/\ trigonhoz olyan (C', A’ B')
Menelaosz-triplet, amelyre az ((A, B; C"),(B,C; A", (C, A; B")) szdmhdrmas Men-
elaosz tipusi, ha a geometria hiperbolikus.

3.3. Abra. Menelaosz-konfiguraci6 és egy haromszog az ellenpéldahoz

Emlékeztetiink, hogy hasonlé probléma Minkowski-geometridban érdemben
nem vetddik fel, hiszen azokban a metrikus osztéviszony megegyezik az affin oszto-
viszonnyal, és ezért a Ceva-tétel és a Menelaosz-tétel pontosan ugyanugy teljesiil,
mint az Euklideszi (affin) geometridban.

A tovabblépést annak a természetes kérdésnek a vizsgalata jelenti, hogy vajon
lehetséges-e hasonl6d karakterizalas oldalfelezé merdlegesekkel, illetve magassagvo-
nalakkal?

A valasz megfogalmazésa el6tt utalnunk kell arra, hogy a Hilbert-geometriak
esetén a Birkhoff-féle merglegesség inverzét, a H-merdlegességet hasznaljuk az ol-
dalfelez& merdleges egyenesek és kés6bb a magassagvonalak esetében is, mert a
Birkhoff-merdslegesség esetében nem jutottunk eredményre, és az irodalomban sem
talaltunk akar csak hasonlé eredményt sem.

Mig az euklideszi geometridban az oldalfelezs merélegesek a koriilirt kor kozép-
pontjara illeszkednek, addig a hiperbolikus sikon egy trigonnak nincs is feltétleniil
koriilirt kore — am az oldalfelez6 merdélegesek ugyanigy nyalabot alkotnak, ezért
beszéliink biszektordlis centrum létezésér6l. Ugyanez a helyzet a magassagvonalak
egyeneseivel — ezek is nyalabot alkotnak az euklideszi és hiperbolikus geometriaban
is, ezért beszéliink ilyenkor ortocentrumrdl (2.4. Tétel).

Felvet6dik a kérdés, hogy milyen feltétellel teljesil a nyaldb-tulajdonsdg, és ha
teljestil, akkor mit mondhatunk a geometridrél?

A valaszhoz két, onmagukban is érdekes tételiinkon keresztiil vezetett az ut.
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Koziiliik els6ként egy ellipsziskarakterizacios eredményiinket emlitjiik. Ez? el-
lipsziseknek egy harmonikus elvilasztasra épité geometriai jellemzése, és a kovetkezs

konfiguraciora vonatkozik.

3.9. Konfiguracié. Az 0H ovalison kiilonbozs E; (i = 1,2,3) pontokra jeldlje ¢; az
E;Ey, egyenest (i, j, k killonbozok), t1* pedig a H érint6jét az E; ponton keresztiil.
Végiil jelolje f}* azt az egyenest, amelyet az l; = EyE; és {, = E;E; egyenesek
(4,k = 1,2,3) harmonikusan valasztanak el t]*-t6l. A

3.4. Abra. Konfiguracio ellipsziskarakterizaciohoz

3.10. Tétel. [KKh, Theorem 4.2| Tekintsiink egy 3.9. Konfigurdcidt.

(i) Ha H egy ellipszis, akkor az f1t, f3t, f3* egyenesek konkurensek.
(ii) Ha az fIt, f3, It egy nyaldb egyenesei az Ey, By, B3 € OH pontok tetszéleges

vdlasztdsa esetén, akkor H egy ellipszis.

Az (i) rész bizonyitasanak lényege kiolvashato az 3.5. Abrabol.

w(Es)

3.5. Abra. A @ az & ellipszistartomanyt a D korlemezbe, a i F2FE3/\ ha-

romszoget szabalyos haromszogbe transzformalja.

2Ut6bb kideriilt, hogy a duélisa — a Ceva- és a Menelaosz-tétel révén — ekvivalens Segre egy

korabbi eredményével, amely véges geometridkra vonatkozott.
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Az (ii) igazolasdhoz a konfiguraciot ugy transzformaljuk, hogy a harom kitiinte-
tett pont koziil kett6 origora atellenes legyen, helyvektorukra meréleges érintékkel.
Majd olyan ellipszist vesziink fel, amelynek e két pontban kézos érintGje van a
gorbével, és a harmadik kitiintetett pont is kozds (lasd a 3.6. Abrat).

H £
tim =17

t3t =5

3.6. Abra. Harmonikus sugarnyalabok bevezetése

Ezutan bebizonyitjuk, hogy a harmadik pontban is kozds az érintg, végiil
belatjuk, hogy a goérbénk egy origd centrumu ellipszis.

A masik fontos eredményiink egy Ceva tipusu tétel ovalisba irt haromszogekre,
melyet a 3.9. konfiguracio (3.11) bévitmeényére igazolunk.

2 H / &

t3

3.7. Abra. Kibovitett 3.9. Konfiguracio

3.11. Konfiguracié. A 3.9. Konfiguréaciot az alabbiakkal bévitjiik.
Legyen az X; pont a 0; = F; Ej, nyilt szakaszon kozel az I; ponthoz minden
i = 1,2,3 esetén, ahol {j,k} = {1,2,3}\ {i}, és jelolje rendre az E; X3, E3X; és

Ey X, egyeneseket £, 0 és 0.
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Vegyiik a kovetkezs metszéspontokat: A Vi = ¢, Ne5, Vo = 0500, Vs =05 N4,
metszéspontok altal alkotott nyilt szakaszokra vezessiik be a o] = VaV3, of = /A
és ol = V1 V4 jeloléseket.

Vegyiik tovabba az X! = t; N#y, XL = to N0y, Xt = t3N /0 és az X]t =
OHN(H\{E3}), X3 = OHN (U5 \{E1}), X3t = OH N (¢} \ {E2}) metszéspontokat
is az érintkon, illetve a OH gorbén. Ezek a metszéspontok 1étrejonnek, amennyiben
az X, pontokat elegendGen kozel valasztjuk ki az E; (i = 1,2, 3) pontokhoz.

Végezetiil legyen az XoF1 Fo<t, X3FEoF3<t, X1 F3F1< szogek nagysaga rendre
&1, &o, &3, mig a X1 E Fa<, X5EyF3<, X E3E1< szogeké rendre g, as, ag, és a
EsEEs<t, B EyE3<t, By E3E < szogeké rendre (1, B2, P3.

A

3.12. Tétel. [KKh, Theorem 4.4] Tekintstink egy 3.11-konfigurdciot. Minden i =
1,2,3 esetén jeldlje B; a o; szakasz euklideszi felez6pontjdt, és Bt a nyilt o/ szakasz
H-felezépontjat. Az f1, fa, f3 egyenesek akkor és csak akkor tartoznak egy nyaldbhoz,
ha az X1, Xo és X3 pontok vdlaszthatok igy barmely €,6 > 0 esetén, hogy

|BI* — Bi| + B} — Ba| + |BY — By| <,
|X1—E1|+|X2—E2|+‘X3—E3| < 4.

3.8. Abra. Konstrukcio6 a felezépontokkal

A tétel igazolasahoz sziikséges szamitasok a 3.8. Abran jelzett szogek és hosszi-
sagok segitségével kiszamitott kettGsviszonyok felhasznalasaval végezhetSk el.

A biszektoralis centrumra feltett kérdésre a Hilbert-geometria esetén az alabbi
tétel adja meg a valaszt.

3.13. Tétel. ([KKh, Theorem 5.1|) Egy Hilbert-geometridban akkor és csak akkor
létezik minden hdromszdognek biszektordlis centruma, ha a geometria hiperbolikus.
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3.9. Abra. Trigon oldalfelez6 merdlegesei Hilbert-geometridban

A tétel bizonyitasakor indirekt feltevésiink, hogy a geometriat definialo H
nem ellipszoid. A [3, Lemma 12.1, 226. o.] allitasra tekintettel elegend6 a sikban
dogoznunk. A 3.4. Lemma (1) része szerint van egy minimalis teriilet £ ellipszis a
H koré irva, a 9H N IE-ban 1évE legalabb harom kilénbozs Ey, Es, E5 érintkezési
ponttal, tovabba azzal a tulajdonsaggal, hogy a zart EiFEsFE3/\ trigon tartalmazza
az origot. Igy tekinthetjiik a 3.4. Lemma (4) részében leirt konfiguraciot, melyet
ugyanezen lemma (3) részében leirt vetitéssel nyerhetiink. A sziikséges pontok és
egyenesek felvételével alkalmazhatjuk a 3.1. Lemmaét, majd az igy igazoltan létrejové
metszéspontokra a 3.5. Lemma szerint eljarva jutunk olyan konfiguraciohoz, melyre a
3.10. Tétel és a 3.12. Tétel biztosit megfelels konvergenciat euklideszi, illetve Hilbert-
féle szakaszfelezG pontokra. Végiil egy olyan trigon létezésének igazolasahoz jutunk
el, amelynek oldalfelezé merdlegesei altal meghatarozott egyes félsikok metszete
iires, mikozben egy megkonstrualt pontot mindharomnak tartalmaznia kellene. Igy
jutunk ellentmondasra a kiindul6 feltevéssel.

Miutan az oldalfelez8 merdlegesek vizsgalataval a biszektoralis centrum léte-
zésének karakterizalo tulajdonsagét lattuk, hasonlé eredményt vartunk és kaptunk
is a magassagvonalak egyeneseire.

3.10. Abra. Trigon magassagvonalainak egyenesei Hilbert-geometriaban
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3.14. Teétel. (|[KKh, Theorem 5.2]) Ha egy Hilbert-geometridban minden trigonnak
van ortocentruma, akkor az hiperbolikus geometria.

3.11. Abra. Haromszog, melynek magassagai belsé pontokban talalkoznak

Az €l6z6 tételiinkben alkalmazott konstrukcidhoz hasonlot vizsgélva jutunk
ellentmondésra azzal az indirekt feltevéssel, hogy H nem ellipszoid (lasd a 3.11. Ab-
rat). Az ott hivatkozott lemméakra tekintettel elég két dimenzioban végezni a bi-
zonyitast, illetve korlatozhatjuk azt egy alkalmasan kialakitott konfiguraciora. Az
egyes lépésekkel nyert (1étezd) euklideszi metszéspontok vezetnek el egy olyan pont-
hoz, amelynek harom Hilbert-féle szakaszfelez6 mersleges egyenes adott félsikjainak
metszetében kellene lennie, amely viszont bizonyithatéan iires.

11
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3.2. Az euklideszi geometria karakterizaciéi a Minkowski-geometriak k6zott

Ezutan a Hilbert-geometridkban nyert karakterizacios eredményeink koziil a biszek-
toralis centrumokra és a magassagvonalakra vonatkozokkal analog tételeket keres-
tiink Minkowski-geometridkban. Ezuttal a Birkhoff-merslegességnek és inverzének,
vagyis a bal-, illetve jobb-mersSlegességnek az esetében is eredményre jutottunk.

A biszektoralis centrum kérdésével kezdjiik. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy
a jobb-merdleges oldalfelezé meréleges egyenesek akkor és csak akkor mennek at
egy ponton (jobb-biszektoralis centrum) minden egyes haromszog esetén, ha annak
indikétrixa egy ellipszoid, vagyis a geometria euklideszi. Ezt kovetGen azt is meg-
mutatjuk, hogy a jobb-meréleges magassdgvonalak pontosan akkor mennek at egy
ponton (jobb-ortocentrum) egy Minkowski-geometriaban, ha a geometria euklideszi.

3.15. Tétel. ([Km, Theorem 3.1]) Egy Minkowski-geometrigban a jobb-merdleges
oldalfelezdk akkor és csak akkor konkurensek minden hdromszégre, ha a geometria
euklideszi.

A [3, Lemma 12.1, 226. o.| alapjan elegendd sikban bizonyitani.

Indirekt feltevésiink, hogy van olyan kétdimenzios sikmetszete az indikatrix-
nak, mely nem ellipszis. A 3.4. Lemmanak megfelelGen létezik harom kiilonb6zé
pont az ellipszis és az indikatrix hataranak metszetében. A kdzéppontos szimmet-
riara tekintettel a két gorbe metszéspontjai a centrumra szimmetrikus parokban
fordulnak elg, ezért van legalabb négy kozos pontunk. A koézos pontok szama, il-
letve a péarok elhelyezkedése (egyeneseik merdlegessége) szerint megkiilonboztetett
esetekben alkalmasan megkonstrualt trigon vizsgalataval jutunk ellentmondéasra (az
egyik esetre vonatkozoéan lasd a 3.12. Abrat).

to

BI

BS 2 B

L y E

[ o :I 2

&N 1 ’ O
El : II
MF tF . E, ME
/ IBI vpll—

Mg tf  Bf P Mg

3.12. Abra. Jobb-mersleges oldalfelezdk, ha S¢ # PF
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Ekozben felhasznaljuk a kordbban mar igazolt 3.6. Lemmat, amely igazolja,
hogy az egyik oldalfelez& meréleges egyenest a trigon mésik két oldalfelezé merdle-
gese kozos kezdGponti komplementer félegyenesek pontjaiban metszi.

A jobb-merdleges magassagvonalak konkurencija is karakterizalo tulajdonsag.

3.16. Tétel. (|[Km, Theorem 3.2|) Egy Minkowski-geometridban akkor és csak ak-
kor konkurensek barmely trigon jobb-merdleges magassdgvonalai, ha a geometria
euklideszi.

A bizonyitas az el6z6 tétel bizonyitasanak 11 {6 1épésébdl az els6 kettd alapjan
egy alkalmas kétdimenzios konfiguracio vizsgalatara sztikiti az eljarast. Ezutan bont-
juk esetekre az igazolast az indikatrix és a John—Lowner-ellipszis kézos pontjainak
szama, valamint a péarok elhelyezkedése szerint.

Ezuttal is azt mutatjuk meg, hogy egy trigon két magassaganak egyenesei
a harmadikat kiilonb6z6 pontokban metszik. Ehhez az indikatrix és az ellipszis
érintGinek szogét vizsgaljuk. A 3.5. Lemma kovetkezményeként a megfelel6 szogek
nagysagat osszehasonlitva juthatunk ezen ellentmondashoz.

A bal-biszektoralis centrum és bal-ortocentrum esetén a karakterizécios tételek
indirekt igazoladsahoz az alkalmas trigont nem lehet kozvetleniil az indikatrix, illetve
a John-Lowner-ellipszis érintSinek megfelel§ valasztasaval elGallitani, de ki tudjuk
azokat gy jelolni, hogy veliik azonos irdnyt egyenesekbdl megkonstrualhassunk egy

ellentmondashoz elvezets haromszoget (lasd a 3.13. Abra jobb oldalat).

3.17. Tétel. ([Km, Theorem 4.1]) Egy Minkowski-geometridban a bal-merdleges
oldalfelezdk akkor és csak akkor konkurensek minden hdromsziogre, ha a geometria
euklideszi.

As
4 Es ta \ \

3.13. Abra. Bal-mersleges oldalfelezsk, ha S¢ # Bj.
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A bizonyitéas az el6z6 megjegyzésiink szerint a jobb-merdlegességre vonatkozo
tétel bizonyitasanak lépéseivel indulhat. Az indikatrix és a Lowner—John-ellipszis
kozos pontjainak szama és elhelyezkedése szerint megkiilonboztetett esetekben az
el6z6 tétel bizonyitasédnak egyes lépéseivel analog (esetenként azonos) kovetkezteté-
seket tehetlink. Az indirekt bizonyitasban ezuttal is az vezet ellenmondésra, hogy
bizonyos metszéspontok kiilonb6z6ségét allapithatjuk meg.

Végiil a bal-merg6leges magasséagvonalak esetével zarunk, amelynek bizonyitasa
ezuttal is esetek szétvalasztasaval és olyan konfiguracié konstrudlasaval torténik,
amelyben egy haromszog magassagvonalainak egyenesei nem mehetnek 4t egy pon-
ton (lasd a 3.14. Abrat ).

3.18. Tétel. ([Km, Theorem 4.2]) Egy Minkowski-geometria akkor és csak akkor
euklideszi, ha minden trigon bal-merdleges magassdguonalai konkurensek.

3.14. Abra. Bal-merslegesség és magassagok, amikor s€ # Ay

4. Osszefoglalé és kitekintés

A disszertacioban a klasszikus euklideszi és hiperbolikus geometridk kézvetlen altala-
nositasaként ismert két legfontosabb projektiv-metrikus geometriaban, a Minkowski-
és Hilbert-geometridkban végzett kutatasi eredményeinket mutatjuk be, melyek ha-
romszogek metrikus és affin tulajdonsagainak egybevetésével karakterizaljak az
egyes klasszikus geometridkat projektiv-metrikus altalanositasaik kozott.

A kutatéasokat folytatva vizsgaltuk azt is, hogy egy projektiv metrika klasszikus-
e, ha benne egy hiperbola kvadratikus gorbe, de a véilaszok bemutatasa talmutat
jelen értekezés témajan, ezért csak megjegyezziik, hogy a Minkowski- és a Hilbert-
geometria esetében is sikeriilt igazolni [KKq|, hogy egy hiperbola akkor és csak
akkor kvadratikus, ha a geometria euklideszi, illetve Bolyai-féle hiperbolikus.
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