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1. A témaválasztás indoklása

Kutatási tevékenységem középpontjába a problémamegoldási képesség kett®s szem-
lélettel való megközelítését helyeztem. Gyakorló pedagógusként nagy szükségét
éreztem annak, hogy az elemi matematikai problémákat kett®s látásmódban szem-
léljem: elemi matematikai ismeretekkel (amelyek a diák rendelkezésére állnak), il-
letve olyan fels®bb matematikai eszközökkel, amelyekkel a diák nem rendelkezik,
mivel ezek a f®iskolai vagy egyetemi képzés része (ezek az ismeretek viszont a tanár
rendelkezésere állnak). Ilyen értelemben egy problémát megközelíthetünk "diák-
eszköztárral", illetve "tanár-eszköztárral", ugyanakkor beszélhetünk az adott prob-
léma "diák-megoldásáról", illetve "tanár-megoldásáról" is. Nagyon sok esetben
egy matematikai problémára a "tanár-megoldás" gyors választ ad, viszont olyan
matematikai eszköztárat feltételez, amely nem áll a diák rendelkezésére, ugyan-
akkor diákjaink számára nem is magyarázhatjuk el. Ebben az esetben a tanár
kidolgozza a "diák-megoldást" is, amely az esetek többségében több kreativitást
igényel és szebb a "tanár-megoldásnál". A �diák-megoldást� a diák is megtalál-
hatja vagy önállóan, vagy pedig a tanár irányításával. A matematika tanításában
a tanár el®nyét a többlet-tudása képezi, amelyet változatos formában képes kama-
toztatni az oktatási folyamat során.
A tanári többlettudás nemcsak a problémák megoldásában játszik fontos szerepet,
hanem az új (vagy a diák számára újszer¶nek t¶n®) feladatok megalkotásában is.
A tanár tankönyvb®l vagy feladatgy¶jteményb®l válogat feladatokat oktató mun-
kájához. Ez viszont sok esetben akadályokba ütközik, ugyanis nem mindig talál az
adott témakörhöz olyan feladatokat, amelyek összhangban vannak az adott tanu-
lók tudásszintjével és szervesen illeszkednek az oktatott témakörbe. Bármennyire
sokrét¶ és di�erenciált egy feladatgy¶jtemény, akkor sem elégítheti ki teljes mér-
tékben az igényeket, ugyanis az osztályközösségek összetétele, tudásszintje egyedi
sajátosságokat mutat. Esetenként egy tanóra keretén belül, az el®készített fel-
adatok feldogozása során derül ki, hogy a pedagógusnak újabb problémákat kell
"rögtönöznie". Ez történhet például amikor a tanulói kérdések, ötletek analóg
problémák felvetését teszik szükségessé. Ezért jelenik meg az egyetemi-f®iskolai
oktatási gyakorlatban a problémamegoldás tanítása mellett a problémaalkotási
képesség fejlesztése.
Az új problémák megalkotásának egyik módja, hogy egy viszonylag egyszer¶ alap-
feladatból kiindulva a tanár egy általános feladatot alkot (amely például paramé-
tereket is tartalmazhat), amelyet "tanári módszerrel" old meg. A paramétereknek
konkrét értékeket adva megalkothatja az általános feladat különböz® speciális ese-
tei. Ezeket már tanórán kit¶zheti és "diák-módszerrel" oldják meg.
Munkánk során többféle módszert ismertettünk a következ® területeken: szöveges
feladatok és széls®érték-feladatok megoldása, önálló problémaalkotás a matemati-
kai indukció, oszthatóság és számelmélet területén. Több esetben egyfajta átte-
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kintést adtunk egy-egy sajátos probléma megoldásának a történeti hátterér®l és
továbbfejlesztési lehet®ségeir®l.

2. Kutatási célok

A kutatás a tanulók problémamegoldási képességeit és a tanári problémaalkotás
lehet®ségeit vizsgálja különböz® témakörökben.
A kutatás céljai a következ®k:

• A problémamegoldás elméleti hátterének meghatározása és bemutatása tanár-
illetve diák-szemlélettel.

• A tanulók problémamegoldási képességeinek felmérése, a fejlesztési lehet®ségek
vizsgálata a szöveges feladatok és a széls®érték-problémák megoldásának te-
rületén.

• Az aritmetikáról az algebrára történ® áttérés vizsgálata az általános iskolás ta-
nulók körében, a megoldási módszerek és különböz® típus-hibák elemzése.

• A tanári problémaalkotás eszközeinek vizsgálata a tanári többlet-tudás alkalma-
zásával.

• A matematikai és a nyelvi eszközök összevetése a kijelentések tagadásának vizs-
gálatában.

3. A kutatás folyamata

A kutatásom az alábbi f® irányokban folyt és folyik:

• Az aritmetika és algebra tanításának iskolai gyakorlata és a megfelel® matemati-
kai elmélet közötti kapcsolat vizsgálata az általános iskolás tanulók körében.

• A széls®érték-problémák megoldási módszereinek vizsgálata a középiskolás ta-
nulók körében.

• A tanári problémaalkotás lehet®ségeinek elemzése tanári eszközök segítségével.

• Elemezni a matematikai logika kapcsolódását a magyar nyelv szabályrendszeré-
hez, ennek az iskolai gyakorlatban tapasztalható vetületei.

A fentiekben felsorolt kutatási eredményeimr®l a dolgozat különböz® fejezeteiben
számoltam be, ezeket a következ®kben foglalnám össze.
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3.1. Szöveges feladatok megoldása az általános iskolában

Elemeztük a tanulók problémamegoldó képességeit a szöveges feladatok megol-
dásával kapcsolatban az általános iskolai oktatásban. Olyan feladatokat is tár-
gyaltunk, amelyek általánosított algebrai modellje egy két- vagy több ismeretlenes
egyenletrendszer. Viszont az ilyen típusú egyenletrendszerek nem hozzáférhet®k
az általános iskolás tanulók számára. Ezért a tanárok minden esetben ki kell dol-
gozzák azokat a problémamegoldási stratégiákat, amelyek elemi aritmetikai, illetve
algebrai eszközökön alapulnak, mint például:
• buborék-ábra készítése;
• szakaszos ábrázolás;
• aritmetikai számítások;
• mérleg készítése;
• hamis feltételezések módszere;
• egyismeretlenes egyenletek felírása.
Az algebra tanításában és tanulásában végzett kutatások bizonyos komoly problé-
mákat és akadályokat tártak fel, f®ként az aritmetikáról algebrára történ® áttérés
kezdeti fázisaiban(lásd [3]). Egy fontos kihívás a nemzetközi kutatásokban és a
kerettantervek megtervezésében azoknak a módszereknek az átgondolása, hogy az
aritmetikáról algebrára való áttérés minél zökken®mentesebb legyen (lásd [6], [13],
[18], [19], [88], [97]). Saját kutatási tevékenységem során is igyekeztem feltárni
és a fentiekkel összehasonlítani azokat az akadályokat, amelyek az algebrai mód-
szerek általános iskolai tanítása során merülnek fel (lásd [20], [28]). Különösen a
"korai algebra" (early algebra) irányzat képvisel®i elemezték hogyan kell az aritme-
tika tanítását olyan módon megoldani, hogy az felkészítse a tanulókat az algebra
megértésére, és kiemelje azokat a gondolkodási folyamatokat, amelyek az algebra
alapjául szolgálnak. A f® célkit¶zés nem az algebrai szimbólumok korai bevezetése,
hanem az aritmetika oktatás súlypontjának áthelyezése kell legyen. Már nem meg-
felel® egy olyan aritmetikai tananyag, amely kizárólag a számoláson alapul, hanem
be kell vezetni különböz® általánosítási eljárásokat, matematikai struktúrákat, il-
letve el kell mélyíteni azokat a m¶veleti tulajdonságokat, amelyek el®segítik az
algebra tanítását.
Elemeztük az aritmetikai gondolkodásról az algebrai gondolkodásra történ® átté-
rést a Kálvin Téri Református Általános Iskola (Veresegyház) 6. osztályos tanulói-
nak körében (2015-2016-os tanév). Megjegyzem, hogy ennek az általános iskolának
a matematika szakos tanára vagyok és a teljes programot a saját 6. osztályos ta-
nulóimmal hajtottam végre. Ebb®l a célból egy három fázisból álló programot
valósítottunk meg, amely a következ®ket tartalmazta.
1. Aritmetikai számítások : Kezdetben számos szöveges feladatot oldottunk meg
aritmetikai módszerekkel, mint például buborék-ábra készítése, szakaszos ábrázo-
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lás, mérleg készítése, visszafelé következtetés. Minden feladat esetében többféle
megoldási módszert mutattunk be, valamint kiegészítettem a tanulók megoldási
ötleteit olyan esetekben, amikor saját magukra hagyatkozva nem találták a helyes
megoldást. Ennek a fázisnak a végén a tanulók egy hat feladatból álló feladatlapot
oldottak meg, ezzel mértük fel az aritmetikai módszereken alapuló problémameg-
oldó képességeket (1. Felmérés).
2. Algebrai módszerek : A program következ® szakaszában a tanulókkal fokozato-
san megismertettem az algebrai módszereket. Kezdetben egyenleteket oldottunk
meg a lebontogatás módszerével, illetve mérleg-elvvel. Mindezek után, a problé-
mamegoldási tevékenységünk során a legfontosabb stratégiánk a szöveges feladatok
egyismeretlenes egyenletekkel történ® megoldása volt. Legvégül, ahhoz hogy körül-
határoljuk a különböz® megoldási módszereket és felmérjük, hogy mely módszerek
bizonyulnak a leghatékonyabbaknak (valamint megismerjük a tanulók viszonyu-
lását az aritmetikai, illetve algebrai módszerekhez), a tanulók írásban egy hat
feladatból álló feladatlapot oldottak meg 45 perc alatt (2. Felmérés). Megjegy-
zésem, hogy az 1. Felmérés-ben és a 2. Felmérés-ben szerepl® szöveges feladatok
algebrai modellje nagyon hasonló volt, teljesen más szövegkörnyezettel.
3. A hamis feltételezések módszere: Tapasztalatunk szerint (lásd [28]) az általános
iskolás tanulók a szöveges feladatok megoldásakor sok esetben el®térbe helyezik
a próbálgatási módszereket. Ezeket a nemzetközi szakirodalom estimation/guess
and check és trial-and-error néven említi. Ezért felértékel®dik a hamis feltéte-
lezések módszerének alkalmazása, mivel ez egy olyan eszköz, amelyet a tanulók
bizonyos szöveges feladatok megoldásakor alkalmazhatnak. Ennek a módszernek a
használata f®ként abban az esetben nyújt segítséget, amikor a tanulók (jobb híján)
próbálgatással akarnak egy feladatot megoldani, ugyanis ez a deduktív módszer
nem igényel különösebb ismereteket az aritmetikai, illetve algebrai módszerekre
vonatkozóan.
2 tanóra keretében a hamis feltételezések módszerével oldottunk meg feladatokat.
A következ®kben a tanulók egy (hat feladatból álló) feladatlapot oldottak meg (3.
Felmérés). Ezek a feladatok nem voltak egyszer¶ek, egyesek közepes nehézség¶-
nek számítottak. Hangsúlyoztuk, hogy minden eddig tanult módszert elfogadunk,
tehát mindenki kiválaszthatta a véleménye szerint legmegfelel®bb eszközt a prob-
léma megoldására. A legtöbb tanuló a hamis feltételezések módszerével adott jó
választ. Ez ékes bizonyítéka annak, hogy a különböz® gyakorlati feladatok megol-
dásában a tanulók inkább intuitív, nem-algebrai módszereket választanak. Tehát
nagyobb arányban numerikus eljárásokat alkalmaznak, és számolásokat végeznek,
ahelyett, hogy aritmetikai vagy algebrai módszerekkel elemezzék az adott problé-
mában szerepl® mennyiségek közötti összefüggéseket.

5



3.2. A széls®érték-feladatok megoldása a középiskolai okta-

tásban

Céljaink között szerepelt azoknak a széls®érték-problémáknak a vizsgálata, ame-
lyek elemi úton is megoldhatók, mell®zve ezáltal a tanár-eszköznek tekinthet® dif-
ferenciálszámítás módszerét. A középiskolai oktatásban a széls®érték-feladatok (a
maximum és minimum feladatok, vagy a legnagyobb, illetve legkisebb értékekkel
foglalkozó problémák) bizonyos tekintetben érdekesebbek más matematikai problé-
máknál. A széls®érték-problémák fontossága elhanyagoltnak tekintett a kerettan-
tervekben, annak ellenére, hogy a versenyfeladatok egyik f® irányvonalát képezik.
Ebb®l kifolyólag ezek a feladatok hasznos eszközei a tehetséges tanulók kiválasz-
tásának és fejlesztésének.
A di�erenciálszámítás egy általános módszert ad a széls®érték-feladatok megoldá-
sára. A jelenlegi tantervek nem tartalmazzák a di�erenciál- és integrálszámítás
elemeit (ebben az esetben természetesen nem a speciális matematika osztályokra
gondolunk). Viszont ez nem jelenti azt, hogy a középiskolai oktatás során nem
foglalkozhatunk széls®érték-problémákkal, ugyanis az ilyen típusú feladatok jelen-
t®s része megoldható elemi módszerekkel is. Ezen túlmen®en, olyan feladatokat
is megoldhatunk elemi úton, amelyek esetében egy többváltozós függvény parciá-
lis deriváltjainak a vizsgálata szükséges (ezt viszont a középiskolai tantervek nem
tartalmazzák).
A széls®érték-feladatok elemi úton történ® megoldása a di�erenciálszámításon ala-
puló, esetenként kissé sablonszer¶, módszerek olyan (a matematika különböz® te-
rületeir®l vett) elemi eszközökkel történ® helyettesítését jelenti, mint például a
nevezetes közepek közötti egyenl®tlenségek, a másodfokú- vagy a trigonometrikus
függvények értékkészlete, a vektorok skaláris szorzata, stb.
Az elemi eszközökkel történ® megoldások esetében nem beszélhetünk egy általáno-
san érvényes szabályról, minden feladat egy különálló problémát jelent. Ugyanak-
kor, ha egy érdekes és komplikált feladatot megoldunk, a tanulók értékes ötlethez
vagy modellhez jutnak, amit hasonló feladatok megoldásához alkalmazhatnak. �k
továbbfejleszthetik ezt a módszert, miközben analóg problémákat közelítenek meg,
vagy megvizsgálják azokat a feltételeket, amelyek lehet®vé teszik ennek a módszer-
nek az alkalmazását adott feladatok esetében. Egy megoldási eszköznek az ilyen
jelleg¶ továbbfejlesztése során végül olyan ismeretek birtokába jutnak, amelyek
egy jól felépített és hasznosítható tudásanyagot jelentenek. Bemutattunk bizo-
nyos problémamegoldási modelleket, amelyeket a tanulók hasznosíthatnak hasonló
feladatok megoldásában. Ezek az eszközök hasznosak lehetnek a közoktatásban
dolgozó tanárok számára is, amikor ezt a témakört tanítják a középiskolai oktatás
során. Továbbá különböz® ötleteket mutattunk be arra vonatkozóan, hogy a ta-
nári többlettudás milyen módon alkalmazható új feladat-családok megalkotására,
vagyis érintettük a tanári önálló problémaalkotás területét is.
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A továbbiakban egy középiskolás tanulók körében végzett felmérést mutattunk be
és megfogalmaztuk következtetéseinket a problémamegoldási képességek fejleszté-
sére vonatkozóan. A felmérést a Boronkay György M¶szaki Középiskolában (Vác)
és a Gödöll®i Református Líceumban végeztük el, ebben 10. és 11. osztályos ta-
nulók vettek részt.
A felmérés során a következ® kérdésekre kerestük a választ:
• A tanulók milyen mértékben képesek megoldani a széls®érték-problémákat elemi
módszerekkel (vagyis a di�erenciál-számítás mell®zésével)?
• Milyen módszereket alkalmaznak a széls®érték-problémák megoldása során?
•Melyek a legnagyobb nehézségek és ismereti hiányosságok a széls®érték-problémák
megoldásában?
• A tanulók mennyire képesek a matematika különböz® területeir®l vett ismerete-
ket szintetizálni a problémamegoldási folyamat során?

3.3. Problémaalkotás a tanári többlettudás alkalmazásával

Példákat mutatunk arra, hogy a tanárok (saját többlet tudásuk felhasználásával)
miként alkothatnak új feladat-családokat olyan területeken, mint a teljes indukció,
oszthatóság és számelmélet.

3.4. A matematika és a nyelv viszonya

Ebben a fejezetben kitértünk a matematika és a nyelv viszonyára. A kijelentések
megfogalmazása és a velük végzett m¶veletek sokrét¶bbek és színesebbek a nyelv-
ben, ilyen téren a matematika sz¶kebb, de pontosabb. Megfogalmaztunk néhány
kijelentést (matematikában ítélet) és kerestük ezeknek a tagadását. Sokféle taga-
dási változatot vetettünk fel, de ezek közül matematikailag csak egy elfogadható
(ezt matematikailag tökéletes tagadásnak neveztük). A f® célkit¶zésünk az volt,
hogy elemezzünk három kijelentést és a tagadásaikat olyan matematikai eszkö-
zökkel, mint a konjunkció, diszjunkció és implikáció. Ugyanakkor megvizsgáltuk
ezeknek az állításoknak a tagadását a magyar nyelv eszközeivel is. A teljesség
igénye nélkül elemeztük, hogy a nyelvi eszközök milyen mértékben igazodnak a
matematikai logika elemeihez a tökéletes tagadás problémája kapcsán. Ezenfelül,
céljaink között szerepelt annak a felmérése, hogy a tanulók hogyan gondolkodnak
a kijelentések tagadásával kapcsolatban. A felmérés során a következ® kérdésekre
kerestük a választ:

1. A tanulók milyen kompetenciával rendelkeznek a különböz® állítások tagadá-
sának a megfogalmazása terén?

2. A nyelvi ismeretekre hagyatkozva a tanulók milyen arányban választják a ma-
tematikailag tökéletes tagadást, illetve mennyire részesítik el®nyben a nyelvi
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szempontból elfogadható tagadásokat?

3. Milyen mértékben érvényesül a matematikai logika elemeinek ismerete a 12.
osztályosok körében?

A felmérésben 817 tanuló (7-12. osztályosok) vett részt négy iskolából: Boronkay
György M¶szaki Középiskola (Vác), Gödöll®i Református Líceum, Veresegyházi
Kálvin Téri Református Iskola, Fabriczius József Általános Iskola (Veresegyház).
A feladatlapon a következ® három állítás szerepelt és a tanulóknak kellett kivá-
lasztaniuk az állítások tagadását 6-6 válaszlehet®ség közül.

1. Ha Béla korán kel, aranyat lel.

2. Hull a hó és Micimackó fázik.

3. Ha hull a hó, nem megyek moziba.

Megjegyzésünk, hogy minden kijelentés esetében a felsorolt válaszlehet®ségek közül
csak egy jelentette a matematikailag tökéletes tagadást. A felmérés során célunk
volt felmérni, hogy a tanulók hogyan képesek megoldani a feladatokat kizárólag
köznyelvi és nyelvtani eszközökkel, ugyanis a matematikai logika elemeit csak a 12.
osztályban tanulják.

4. A kutatás eredményei

4.1. Az aritmetikáról az algebrára való áttérés az általános

iskolai oktatásban

Az algebrai módszerek bevezetésének nehézségeir®l a 6. osztályos tanulók körében
végrehajtott 2. Felmérés-b®l meríthetjük a legtöbb információt. Ebben a fázisban
a tanulók már megismerték úgy az aritmetikai, mint az algebrai módszereket. A
felmérésben a következ® feladatok szerepeltek.
1. Feladat: Peti a 960 forintos csokit 20 forintos és 100 forintos érmékkel �zeti
ki. Hány érme van mindegyikb®l külön-külön, ha összesen 20 érmét használt?
2. Feladat: Egy téglalap kerülete 136 cm. A hosszúsága 12 cm-rel több, mint a
szélessége. Mekkorák a téglalap oldalai?
3. Feladat: Kukutyinban háromszor annyian laknak, mint Nekeresden. Kukutyin
lakosainak száma 264-gyel több, mint a nekeresdi lakosok száma. Hányan laknak
Nekeresden?
4. Feladat:Bea három nap alatt elköltött 5450 forintot. Els® nap háromszor annyit,
mint a másodikon, a harmadikon pedig 40 forinttal többet, mint a másodikon.
Mennyit költött el az els® napon?
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5. Feladat: Egy településen a lakosok száma megkétszerez®dött, majd elköltözött
456 lakos, így a település lakosainak a száma 1230 lett. Mennyi lakos volt eredetileg
a településen?
6. Feladat: Egy farmon libák, kacsák és pulykák vannak. A szárnyasok egy negyede
pulyka és egy harmada liba. A kacsák száma 65. Mennyi szárnyas van a farmon?

Tapasztalatainkat legkönnyebben a következ® táblázatok segítségével foglalhat-
juk össze.

1. Táblázat - A választott módszerek szerinti megoszlás (módszer/f®)

Alkalmazott módszer 1. Fel. 2. Fel. 3. Fel. 4. Fel. 5. Fel. 6. Fel.
Algebrai módszer, egyenlet 5 26 21 40 21 20

Ábrakészítés (szakaszos ábrázolás) 0 10 17 6 0 3
Visszafelé következtetés (buboréká.) 0 0 0 0 17 0

Hamis feltételezések módszere 22 0 0 0 0 0
Próbálgatás 17 0 0 1 0 0

Aritmetikai m¶veletek 1 11 9 2 12 19
Nem foglalkozott vele 5 3 3 1 0 8

2. Táblázat - A választott módszerek eredményessége (% -ban )

Alkalmazott módszer 1. Fel. 2. Fel. 3. Fel. 4. Fel. 5. Fel. 6. Fel.
Algebrai módszer, egyenlet 20% 31% 38% 58% 62% 30%

Ábrakészítés - 50% 82% 83% - 33%
Visszafelé következtetés (buboréká.) - - - - 88% -

Hamis feltételezések módszere 100% - - - - -
Próbálgatás 76% - - 0% - -

Aritmetikai m¶veletek 0% 55% 11% 50% 58% 47%

Következtetéseinket az oktatási folyamat során szerzett tapasztalatok és a fel-
mérések során alkalmazott feladatlapok tanulói megoldásainak elemzése alapján
fogalmaztuk meg:
• Összességében tekintve egyértelm¶vé vált, hogy azok a tanulók, akik aritmetikai
módszereket választottak jóval sikeresebbek voltak mint az algebra eszközeit vá-
lasztó társaik.
• Körvonalazni tudtuk azokat a típus-feladatokat, amelyek esetében a legtöbb ta-
nuló helyesen írta fel az algebrai egyenletet és jól oldotta meg a feladatot.
• Azonosítottuk azokat a kiemelked® típus-hibákat és f® nehézségeket amelyeket
az aritmetikáról algebrára történ® áttérés okoz, mint például a m¶veletek sor-
rendjének felcserélése, a zárójelek kihagyása, az ismeretlen, illetve az egyenl®ségjel
jelentésének helytelen értelmezése, stb.
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• Tapasztaltuk, hogy a tanulók amikor nehézségekbe ütköznek az egyenletek fel-
írása vagy különböz® aritmetikai módszerek alkalmazása során legtöbb esetben a
próbálgatás módszeréhez folyamodnak.

2 tanóra keretében kizárólag a hamis feltételezések módszerével oldottunk meg
szöveges feladatokat. Utána következett a 3. Felmérés, ahol a tanulók a tanult
módszerek bármelyikét alkalmazhatták. Ennek a felmérésnek a feladatai közül
kett®t emelnénk ki.

I: Egy autóbusz az els® napon négyszer akkora távolságot tett meg, mint a má-
sodikon. Mekkora utat tett meg a két napon külön-külön, ha az els® napon 135
km-rel többet tett meg, mint a másodikon?

3. Táblázat

Alkalmazott módszer Jó válasz Rossz válasz
Algebrai módszer, egyenlet 0 1

Hamis feltételezések módszere 16 6
Ábrakészítés (szakaszos ábrázolás) 8 1

Aritmetikai m¶veletek ábrakészítés nélkül 1 6
Próbálgatással 6 0

16 tanuló a hamis feltételezések módszerével adott jó választ. Mivel a fel-
adatban két feltétel van megfogalmazva, ezért a diákmunkákat két kategóriába
sorolhatjuk, ezt két tanuló különböz® módszerein keresztül szemléltetném.

4. Táblázat (Els® tanuló)

1. napon 2. napon különbség hiba
els® feltételezés 80 20 60 75

második feltételezés 84 21 63 72
megoldás 180 45 135 0

Ez a tanuló "az els® napon négyszer akkora távolságot tett meg, mint a má-
sodikon" feltételb®l indult ki a feltételezések adatainak megválasztásánál és "az
els® napon 135 km-rel többet tett meg, mint a másodikon" feltételt®l való eltérést
tekintette hibának. Észrevette, hogy második napon megtett kilométerek számát
eggyel növelve a hiba 3-mal csökken és így adta meg a helyes választ. Ezzel a
gondolatmenettel (értelemszer¶en más számadatokkal a feltételezéseknél) oldotta
meg a feladatot 10 tanuló.
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5. Táblázat (Második tanuló)

1. napon 2. napon négyszerese hiba
els® feltételezés 136 1 4 132

második feltételezés 137 2 8 129
megoldás 180 45 180 0

Ebben az esetben "az els® napon 135 km-rel többet tett meg, mint a másodi-
kon" feltétel szolgáltatta az adatokat a feltételezéshez. A hiba kiszámításához a
tanuló vette a 2. napon megtett út négyszeresét és ezt összehasonlította az 1. na-
pon megtett úttal, majd az eltérést tekintette hibának. Ezzel a módszerrel adott
helyes választ 4 tanuló.

II: Két könyvespolcon könyvek vannak, a másodikon háromszor annyi, mint az
els®n. Ha a másodikról elveszünk 13 könyvet, az els®re pedig felteszünk még 10
könyvet, akkor a másodikon kétszer annyi könyv lesz, mint az els®n. Hány könyv
van a két könyvespolcon külön-külön?

6. Táblázat

Alkalmazott módszer Jó válasz Rossz válasz
Algebrai módszer, egyenlet 0 1

Hamis feltételezések módszere 14 6
Próbálgatás 13 4

Ábrakészítés (szakaszos ábrázolás) 0 1
Aritmetikai m¶veletek ábrakészítés nélkül 0 1

A hamis feltételezések módszerével 14 tanuló adott helyes választ. Legtöbben öt
oszlopban dolgoztak, amint a következ®kben az egyik tanuló munkáján láthatjuk.

7. Táblázat

1. polc 2. polc 1. polc +10 2. polc −13 hiba
els® feltételezés 10 30 20 17 23

második feltételezés 11 33 21 20 22
megoldás 33 99 43 86 0

A 3. Felmérés-ben a legtöbb tanuló a hamis feltételezések módszerével adott jó
választ. Ez annak tulajdonítható, hogy a különböz® szöveges feladatok megoldása-
kor a 6. osztályos tanulók inkább intuitív, nem-algebrai módszereket választanak.
Tehát nagyobb arányban numerikus eljárásokat alkalmaznak, és számolásokat vé-
geznek, ahelyett, hogy aritmetikai vagy algebrai módszerekkel elemezzék az adott
problémában szerepl® mennyiségek közötti összefüggéseket.
A felmérést megel®z® gyakorló órákon is nagy volt a módszer elfogadottsága, azok
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a tanulók is aktívan bekapcsolódtak a feladatok megoldásába, akiknek azel®tt az
aritmetikai és algebrai módszerek nehézségeket okoztak. Tehát az a�ektív aspek-
tusok fejlesztésének tekintetében a módszer nagyon hatékonynak bizonyult.
Tapasztalatunk, hogy a hamis feltételezések módszerét tanítani lehet (és kell) az
általános iskolai oktatás során. Ez nem helyettesítheti, hanem hatékonyan kiegé-
szítheti az aritmetikai és algebrai módszereket. Egy olyan alternatívát kínál a
feladatok megoldására, amelyet f®ként azoknál a feladatoknál lehet alkalmazni,
amelyek aritmetikai vagy algebrai úton való megközelítése viszonylag bonyolult
egy adott évfolyam számára. Egy évfolyamon belül lehet®séget nyújt a di�erenci-
álásra is: azok a tanulók, akiknek az algebrai módszerek elsajátítása nehézkesen
történik dolgozhatnak a hamis feltételezések módszerével, miközben társaik már
az algebra eszközeit alkalmazzák. Az oktatás során szerzett tapasztalatom az,
hogy magasabb évfolyamokon az algebrai módszerek ismeretének megszilárdulásá-
val fokozatosan háttérbe szorul a hamis feltételezések módszere, ugyanis a tanulók
számára egyre könnyebbé válik az egyenletek felírása, ezzel párhuzamosan a fel-
tételezésekbe bocsátkozás és összefüggések megfogalmazása már körülményesnek
t¶nik. Ilyen módon nem kell attól tartani, hogy a hamis feltételezések módszere
teljesen kiszorítaná a szöveges feladatok algebrai úton való megközelítését.
Összefoglalva, az algebra bevezetésében jelent®s szerepe van annak, hogy a ta-
nulók szakítsanak az aritmetikai gondolkodásmóddal és elsajátítsák a változókkal
való m¶veleteket(ezt Filloy és Rojano "didactic cut"-nak nevezik [19]). Erre legin-
kább akkor van szükség, amikor rátérünk az A ·x+B = C típusú egyenletekr®l az
A · x+B = C · x+D típusúakra, illetve az ezekkel felírható szöveges feladatokra.
Aritmetikai szemszögb®l vizsgálva, egy egyenlet bal oldala nem más mint bizonyos
(ismert vagy ismeretlen) számokon végzett m¶veletek összessége, míg a jobb oldala
ezeknek a m¶veleteknek az eredményét jelenti. Ilyen szemszögb®l megközelítve, az
A · x + B = C típusú egyenletek könnyen megoldhatók az aritmetikai gondolat-
menetet követve, a m¶veleteket visszafelé következtetéssel végezve a C számból
kiindulva. Ezeket az egyenleteket nevezhetjük "aritmetikai" egyenleteknek. Az
A · x+B = C · x+D típusú egyenletek esetében viszont nem alkalmazhatjuk az
aritmetikai gondolatmenetet, ezek megoldása az aritmetika tárgykörén kívül es®,
ismeretleneken végrehajtott m¶veleteket igényel. Ezeket "nem-aritmetikai" egyen-
leteknek nevezzük és megoldásuk jóval nagyobb körültekintést igényel (gondolunk
itt els®sorban a mérleg-elv alkalmazása kapcsán el®forduló hibákra), valamint az
ezekkel megoldható szöveges feladatok felírása is nagyobb nehézséget okoz.
Az aritmetikáról algebrára történ® sikeres áttérés egyik legfontosabb eleme az
egyenl®ség-jel használatának helyes megértése. Az algebrai gondolkodásra való
átérés egyik f® ismérve, hogy a tanuló tisztában van azzal, hogy az egyenl®ségjel
egy ekvivalenciát jelent és az egyenl®ség bal- illetve jobb oldala felcserélhet® [42],
[58]. Sok esetben a tanulók úgy értelmezik, hogy az egyenl®ségjel jobb oldalán
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mindig a bal oldalon feltüntetett m¶velet eredménye kell álljon [84], [69].
Tapasztalatainkat összefoglalva, a 6. osztályos tanulók esetében az algebrai mód-
szerek alkalmazása a szöveges feladatok megoldásában még nagy nehézségekbe
ütközik. Behatároltuk azokat a feladat-típusokat, amelyeket a tanulók már vi-
szonylag könnyen oldottak meg algebrai egyenletek felírásával (ezek többségében
az A·x+B = C típusú "aritmetikai egyenletekre" visszavezethet® szöveges felada-
tok). Egyébként még inkább az aritmetikai módszerek és a numerikus számítások
(itt els®sorban a próbálgatásokra és a hamis feltételezések módszerére gondolok)
dominálnak.

4.2. A széls®érték-feladatok összevetése a tanár és a diák

rendelkezésére álló ismeretek birtokában

A 10. és 11. osztályos tanulók körében végzett felmérés eredményeit a követke-
z®kben foglalnánk össze. Minden tanuló egy 4 feladatból álló feladatlapot kapott,
amelyekb®l hármat kellett megoldjon (arra a kérdésre is választ kerestünk, hogy
melyek a hozzáférhet®bb feladat-típusok).
1. Feladat (10. osztály): Egy derékszög¶ háromszög átfogója c = 10 . Határozzuk
meg a háromszög területének a maximumát!
1. Feladat (11. osztály): Egy egyenl® szárú háromszög szárainak hossza 4 cm.
Határozzuk meg a háromszög területének a maximumát!

7. Táblázat - Az 1. Feladatra adott válaszok megoszlása

10. osztály 11. osztály
Jó válasz 34 10

Rossz válasz 9 20
Nem foglalkozott vele 3 3

2. Feladat (10. osztály): Határozzuk meg az f : [3 ; 7] → R ; f(x) =
√
x− 3 +√

7− x függvény legkisebb, illetve legnagyobb értékét!
2. Feladat (11. osztály): Határozzuk meg az f : [−3 ; 2] → R ; f(x) =

√
x+ 3 +

2 ·
√
2− x függvény legnagyobb értékét!

8. Táblázat - A 2. Feladatra adott válaszok megoszlása

10. osztály 11. osztály
Jó válasz 8 6

Rossz válasz 11 17
Nem foglalkozott vele 27 10

3. Feladat(10. és 11. osztály): Határozzuk meg az a · b szorzat maximumát, ha
a = 0 , b = 0 és a+ 2 · b = 4 !
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9. Táblázat - A 3. Feladatra adott válaszok megoszlása

10. osztály 11. osztály
Jó válasz 20 12

Rossz válasz 20 17
Nem foglalkozott vele 6 4

4. Feladat (10. és 11. osztály): Legyen egy ABCD téglalap, melynek oldalai 6 cm
és 10 cm. A téglalap oldalain felvesszük az E , F , G , illetve H pontokat az ábrán
látható módon, úgy, hogy AH = AG = CE = CF = x . Határozzuk meg, hogy az
x mely értékére lesz az EFGH paralelogramma területe maximális és számítsuk ki
a terület maximumának értékét!

10. Táblázat - A 4. Feladatra adott válaszok megoszlása

10. osztály 11. osztály
Jó válasz 6 1

Rossz válasz 32 16
Nem foglalkozott vele 8 16

A felmérés során kapott tanulói válaszokból kiindulva úgy tapasztaljuk, hogy a
széls®érték-feladatok eléggé nehézkesnek bizonyulnak a középiskolás tanulók szá-
mára, ezt tükrözi a nagy mennyiség¶ rossz válasz is. Ugyanakkor azt is meg�-
gyeltük, hogy a 10. osztályos tanulók válaszai némileg jobbak voltak a 11. osz-
tályos tanulókénál. A hatékonyságon túlmen®en, a 10. osztályosok megfelel®bb
módszereket alkalmaztak egy-egy probléma megoldására mint a 11. osztályosok.
Véleményem szerint ez annak tulajdonítható, hogy a 11. osztályos tantervek nem
írnak el® széls®érték-feladatok megoldását célzó tevékenységeket, így ezek a ta-
nulók az ilyen jelleg¶ feladatokkal közel egy éve nem találkoztak. Több tanuló
úgy gondolta, hogy a széls®érték létezése minden esetben két változó egyenl®sé-
gét vonja maga után, ezért mindenképpen egyenl®vé tettek két változót a feladat
adatai közül és ezzel adtak rossz választ. Ezek a hibák legf®képpen a nevezetes
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közepek közötti egyenl®tlenségek helytelen értelmezéséb®l fakadnak. Több tanuló
úgy adott helyes választ, hogy egy függvény vagy kifejezés értékét kiszámította
a változó néhány lehetséges értéke esetén. Ez ékes bizonyítéka annak, hogy az
említett tanulók nem rendelkeztek semmiféle ötlettel az illet® feladat megoldására
vonatkozóan, ezért választották ezt a matematikailag nem teljes megoldást. A ta-
nulók sok esetben nem képesek szintetizálni a függvényekre, algebrai kifejezésekre
és geometriai fogalmakra vonatkozó ismereteiket. Estenként az is nehézséget okoz,
hogy az adott probléma megoldásánál visszacsatoljanak egyszer¶bb, el®z®leg már
megoldott problémára.
Véleményünk szerint egy jelent®s fejl®désre van szükség a széls®érték-problémák
megoldása terén a normál középiskolai oktatásban. Szükséges kiszélesíteni a ta-
nított módszerek tárházát, illetve változatosabbá tenni a bemutatott problémá-
kat olyan feladat-családok megalkotásával, amelyek nem kizárólag a nevezetes kö-
zepek közötti egyenl®tlenségen alapulnak. És, nem utolsósorban, a széls®érték-
problémáknak helyük van a középiskolai oktatás minden évfolyamán, nemcsak a
10. osztályos tantervekben.

4.3. Problémaalkotás a tanári többlettudás alkalmazásával

A tanári többlettudás alkalmas az új feladat-családok megalkotására. Néhány
probléma esetében bemutattuk, hogy az általánosítás eszközeivel, valamint a tanár-
eszköztár néhány elemének felhasználásával (maradékosztályok, Fermat-féle kong-
ruencia tétel, Euler-Fermat tétel, Lagrange-tétel, integrál-számítás, Moivre-képletek)
hogyan alkothatunk új feladatokat.
Gyakorló pedagógusként az a véleményem, hogy szükséges a tanárok problémaal-
kotási képességeinek a fejlesztése, ehhez jelenthet segítséget az itt felvetett ötletek
alkalmazása.

4.4. A matematika és a nyelv viszonya

Elemzés tárgyává tesszük a felmérésben szerepl® 2. kijelentésre adott tanulói vá-
laszokat. Az alábbiakban a megfelel® válaszlehet®ségeket is bemutatjuk.
2. kijelentés: Hull a hó és Micimackó fázik.
A lehetséges válaszlehet®ségek.
A. Nem hull a hó és Micimackó nem fázik.
B. Nem hull a hó és Micimackó fázik.
C. Nem hull a hó vagy Micimackó nem fázik.
D. Hull a hó és Micimackó nem fázik.
E. Nem hull a hó vagy Micimackó fázik.
F. Hull a hó vagy Micimackó nem fázik.
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11. Táblázat - A 2. kijelentés esetében adott válaszok megoszlása

7. évf. 8. évf. 9. évf. 10. évf. 11. évf. 12. évf. Összesen
A. 106 88 126 82 84 57 543
B. 6 7 5 9 3 6 36
C. 3 3 8 9 8 34 65
D. 18 34 35 18 28 19 152
E. 1 5 7 0 0 3 16
F. 2 0 2 0 0 1 5

Összesen 136 137 183 118 123 120 817

Az eredmények azt mutatják, hogy csak a tanulók egy kis része volt képes meg-
találni a helyes választ, vagyis a matematikailag tökéletes tagadást. Arra a követ-
keztetésre jutottunk, hogy a nyelvi eszközök nem elegend®ek ennek a kérdésnek
a megválaszolására, itt szükség van a matematikai logika eszköztárára is. Meg-
fogalmaztuk azon véleményünket, hogy a matematikai logika elemeit alacsonyabb
évfolyamokon is tanítani kell, nemcsak a 12. osztályos tananyagban kell szerepel-
nie.

5. Továbblépés

Az aritmetikáról az algebrára való áttérés tanulmányozását folytatni érdemes. Az
áttérést befolyásoló tényez®knek és a lehetséges hibaforrásoknak a feltárása zökke-
n®mentesebbé teheti az algebrai ismeretek elsajátítását az általános iskolai okta-
tásban.
A széls®érték-feladatok elemi úton való tárgyalása a középiskolás tantervek össze-
állításánál feltétlenül nagyobb hangsúlyt és terjedelmet igényel.
Szükség van az önálló tanári problémaalkotás fejlesztésére. Ebb®l a célból a ma-
tematika minden fejezetét fel lehet dolgozni a tanár-, illetve diák-eszközök kett®s-
ségének vizsgálatával. Ki kell emelni a tanári többlettudásnak azokat a vetületeit,
amelyek az önálló problémaalkotásnak hatékony eszközei lehetnek.
A kijelentések logikájának tanítását szélesebb alapokra lehetne helyezni. Ezt össze-
hangoltan a matematika és magyar nyelvtan órákon a tanári munkaközösségek be-
vonásával lehetne eredményesen megoldani.
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1. Felmérés

1. Feladat: Egy szálloda 23 szobájában 52 fekv®hely van, a szobák kétágyasak,
illetve háromágyasak. Hány kétágyas szoba található a szállodában?

2. Feladat: Egy iskolába összesen 760 tanuló jár. A lányok száma 168-cal több,
mint a �úk száma. Hány �ú jár az iskolába?

3. Feladat: Egy udvarban kacsák és libák vannak, négyszer annyi kacsa, mint
liba. Összesen 165 szárnyas van. Hány liba van az udvarban?

4. Feladat: Egy szekrény három polcán könyvek vannak. Az els® polcon 5-tel
több, mint a másodikon. A harmadik polcon kétszer annyi, mint a másodikon. A
három polcon összesen 149 könyv van. Hány könyv van a polcokon külön-külön?

5. Feladat: Bea a zsebpénzét megkétszerezte, majd elköltött 368 forintot, így
432 forintja maradt. Mennyi pénze volt eredetileg?

6. Feladat: Egy osztály diákjainak fele Debrecenbe utazott, egy harmada Szé-
kesfehérvárra, a többi 6 tanuló pedig Budapestre. Hány f®s az osztálylétszám?

2. Felmérés

1. Feladat: Peti a 960 forintos csokit 20 forintos és 100 forintos érmékkel �zeti
ki. Hány érme van mindegyikb®l külön-külön, ha összesen 20 érmét használt?

2. Feladat: Egy téglalap kerülete 136 cm. A hosszúsága 12 cm-rel több, mint a
szélessége. Mekkorák a téglalap oldalai?

3. Feladat: Kukutyinban háromszor annyian laknak, mint Nekeresden. Ku-
kutyin lakosainak száma 264-gyel több, mint a nekeresdi lakosok száma. Hányan
laknak Nekeresden?

4. Feladat:Bea három nap alatt elköltött 5450 forintot. Els® nap háromszor
annyit, mint a másodikon, a harmadikon pedig 40 forinttal többet, mint a másodi-
kon. Mennyit költöttem el az els® napon?

5. Feladat: Egy településen a lakosok száma megkétszerez®dött, majd elköltö-
zött 456 lakos, így a település lakosainak a száma 1230 lett. Mennyi lakos volt
eredetileg a településen?
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6. Feladat: Egy farmon libák, kacsák és pulykák vannak. A szárnyasok egy
negyede pulyka és egy harmada liba. A kacsák száma 65. Mennyi szárnyas van a
farmon?

3. Felmérés
1. Feladat: Hajni pókokat és cserebogarakat gy¶jtött, összesen 38 darabot. Egy

cserebogárnak 6, míg egy póknak 8 lába van. Összesen 250 lábat számolt meg. Hány
pókot és hány cserebogarat gy¶jtött külön-külön?

2. Feladat: Bea egy 2410 forintos játék ki�zetésénél 5-tel több 20 forintost hasz-
nált, mint 50 forintost. Hány 20 forintos, illetve hány 50 forintos érmét használt
külön-külön?

3. Feladat: Egy autóbusz az els® napon négyszer akkora távolságot tett meg,
mint a másodikon. Mekkora utat tett meg a két napon külön-külön, ha az els®
napon 135 km-rel többet tett meg, mint a másodikon?

4. Feladat: Peti és Zoli bélyegeket gy¶jt. Zolinak 12-vel több bélyege van, mint
Peti bélyegei számának a kétszerese. Kett®jüknek együtt 168 bélyege van. Hány
bélyegük van külön-külön?

5. Feladat: Két könyvespolcon könyvek vannak, a másodikon háromszor annyi,
mint az els®n. Ha a másodikról elveszünk 13 könyvet, az els®re pedig felteszünk
még 10 könyvet, akkor a másodikon kétszer annyi könyv lesz, mint az els®n. Hány
könyv van a két könyvespolcon külön-külön?

6. Feladat: András elolvasta egy könyvnek az
1

4
részét és még 12 oldalt, hátra

van még a könyv
2

3
része. Hány oldalas a könyv?
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Széls®érték-feladatok - Felmérés (10. osztály)

1. Feladat: Egy derékszög¶ háromszög átfogója c = 10 . Határozzuk meg a be-
fogók hosszát úgy, hogy a háromszög területe a lehet® legnagyobb legyen!

2. Feladat: Határozzuk meg az f : [3 ; 7] → R ; f(x) =
√
x− 3 +

√
7− x

függvény legkisebb, illetve legnagyobb értékét!

3. Feladat: Határozzuk meg az a · b szorzat maximumát, ha a = 0 , b = 0 és
a+ 2 · b = 4 !

4. Feladat: Legyen egy ABCD téglalap, melynek oldalai 6 cm és 10 cm. A
téglalap oldalain felvesszük az E , F , G , illetve H pontokat az ábrán látható
módon, úgy, hogy AH = AG = CE = CF = x . Határozzuk meg, hogy az x
mely értékére lesz az EFGH paralelogramma területe maximális és számítsuk ki a
terület maximumának értékét!

Széls®érték-feladatok - Felmérés (11. osztály)

1. Feladat: Egy egyenl® szárú háromszög szárainak hossza 4 cm. Határozzuk
meg a háromszög alapját úgy, hogy a háromszög területe a lehet® legnagyobb legyen!

2. Feladat: Határozzuk meg az f : [−3 ; 2]→ R ; f(x) =
√
x+ 3+ 2 ·

√
2− x

függvény legkisebb, illetve legnagyobb értékét!

3. és 4. Feladat: Ugyanaz mint az 10. osztály 3., illetve 4. feladata.
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A matematika és a nyelv viszonya - Felmérés

1. Ha Béla korán kel, aranyat lel.

A. Béla nem kel korán és nem lel aranyat.

B. Béla nem kel korán és aranyat lel.

C. Béla korán kel és nem lel aranyat.

D. Ha Béla nem kel korán, nem lel aranyat.

E. Ha Béla nem kel korán, aranyat lel.

F. Ha Béla korán kel, nem lel aranyat.

2. Hull a hó és Micimackó fázik.

A. Nem hull a hó és Micimackó nem fázik.

B. Nem hull a hó és Micimackó fázik.

C. Nem hull a hó vagy Micimackó nem fázik.

D. Hull a hó és Micimackó nem fázik.

E. Nem hull a hó vagy Micimackó fázik.

F. Hull a hó vagy Micimackó nem fázik.

3. Ha hull a hó, nem megyek moziba.

A. Nem hull a hó és moziba megyek.

B. Ha nem hull a hó, nem megyek moziba.

C. Nem hull a hó és nem megyek moziba.

D. Ha hull a hó, moziba megyek.

E. Hull a hó és moziba megyek.

F. Ha nem hull a hó, moziba megyek.
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